Őčńăćńěŋĺě

Ŕàěďĺáńőćĺě

İâă łŋĺčă ŕőďàőąŋő àăááłăğëćăěâ ő áőćàěňěŋŋëå ňěâőďăå ŕőáâàőěŋĺï ĺ ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć. Ć ŋěľ ŕőďàőąŋő àăğőąàăŋő ňŋőčő łőŋłàěâŋëå ăńčőàĺâňőć; ňë áâăàăńĺáì àăááłăğăâì ő ŋĺå ŕőŋïâŋő, ŋő ŋě őŕãáłăï ďěâăńěľ ĺ ŋě ęěàâćãï áâàőčőáâìî ĺğńőęěŋĺï.

Ăńčőàĺâňë ğăŕĺáăŋë á ćĺďě ”ŕáěćďőłőďă” ĺ ŕàőłőňňěŋâĺàőćăŋë ć âěłáâě; ňë áâăàăńĺáì áďěńăâì őŕĺáăŋĺě ăńčőàĺâňă ŕőŋïâŋëň ńîďïň á ňĺŋĺňăńìŋëň ŕàőčàăňňĺáâáłĺň őŕëâőň. Łŋĺčă áőďěàęĺâ ąőńěě 260 àĺáãŋłőć, ŕőïáŋïîéĺå àăąőâã àăğńĺçŋëå ăńčőàĺâňőć. Ňë őąàăéăěň őáőąőě ćŋĺňăŋĺě ŋă íääěłâĺćŋőáâì àăááňăâàĺćăěňëå ăńčőàĺâňőć ĺ ŕàĺćőďĺň őæěŋłĺ ćàěňěŋĺ ĺå àăąőâë.

Ňë áâăàăńĺáì ŋăŕĺáăâì ãçěąŋĺł ŕő ŕőáâàőěŋĺî ăńčőàĺâňőć ĺ áâàãłâãà ďăŋŋëå, łőâőàëľ ňőčńĺ ąë ĺáŕőńìğőćăâì ŕàěŕőďăćăâěńĺ ĺ áâãďěŋâë — őâ ŕěàćőłãàáŋĺłőć ďő ăáŕĺàăŋâőć. Łŋĺčă ňőęěâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋă ĺ ďńï áăňőőąàăğőćăŋĺï ŕàőäěááĺőŋăńìŋëå ŕàőčàăňňĺáâőć.

Ŕàěŕőďăćăâěńïň:

Ňë áâăàăńĺáì áďěńăâì ćőğňőęŋëň ĺáŕőńìğőćăŋĺě łŋĺčĺ ŋă àăğŋëå ãàőćŋïå — őâ ŋăçăńìŋőčő łãàáă ŕő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺî ĺ áâàãłâãàăň ďăŋŋëå ďő ăáŕĺàăŋâáłőčő łãàáă ŕő íääěłâĺćŋëň ăńčőàĺâňăň. Ć ŋěľ čőàăğďő ąőńìèě ňăâěàĺăńă, çěň ňőęŋő ćłńîçĺâì ć áěňěáâàőćëľ łãàá, âăł çâő ćë ňőęěâě ćëąàăâì čńăćë ŕő ćłãáã.

Ňë áâăàăńĺáì áďěńăâì čńăćë ďőáâăâőçŋő ŋěğăćĺáĺňëňĺ. Łăęďăï čńăćă ŋăçĺŋăěâáï á ąőńěě ŕàőáâőčő ňăâěàĺăńă; ąőńěě âàãďŋëě âěňë őâŋěáěŋë ć àăğďěńë, ŕőňěçěŋŋëě ğćñğďőçłőľ ĺ ŕőňěéñŋŋëě ć łőŋěæ čńăćë. Ć ńěłæĺïå ďńï ŋăçĺŋăîéĺå ňőęŋő őčàăŋĺçĺâìáï ŋěáłőńìłĺňĺ ŕěàćëňĺ àăğďěńăňĺ ćëąàăŋŋëå ćăňĺ čńăć, őáâăćĺć ŕőďàőąŋőě ĺğãçěŋĺě őáâăńìŋëå ďńï ąőńěě ŕàőďćĺŋãâőčő łãàáă.

Łăęďëľ àăğďěń áŋăąęñŋ ãŕàăęŋěŋĺïňĺ (ćáěčő ĺå ąőńěě 900): łăęďăï čńăćă ğăłăŋçĺćăěâáï ğăďăçăňĺ (ćáěčő ąőńěě 120). Łăł ŕàăćĺńő, ãŕàăęŋěŋĺï ŕàőćěàïîâ ŕőŋĺňăŋĺě ĺğńőęěŋŋőčő ňăâěàĺăńă (çăáâì ĺğ ŋĺå — ãáâŋëě ćőŕàőáë, çăáâì ŕőďåőďïâ ďńï ŕĺáìňěŋŋőčő ďőňăèŋěčő ğăďăŋĺï). Ğăďăçĺ ąőńěě àăğćñàŋãâë; ňŋőčĺě ĺğ ŋĺå ďőŕőńŋïîâ âěőàěâĺçěáłĺľ ňăâěàĺăń áőőâćěâáâćãîéěľ čńăćë ĺ àăğąĺâë ŋă çăáâĺ, áőőâćěâáâćãîéĺě íâăŕăň ďőłăğăâěńìáâćă ĺńĺ ŕőáâàőěŋĺï.

Ğćñğďőçłőľ őâňěçěŋë ąőńěě âàãďŋëě ãŕàăęŋěŋĺï ĺ àăğďěńë; őŋĺ ŕàěďŋăğŋăçěŋë áłőàěě ďńï áâăàèěłãàáŋĺłőć ĺ ăáŕĺàăŋâőć. Řăğďěńë áő ğćñğďőçłőľ çăáâő âàěąãîâ ńãçèěľ ňăâěňăâĺçěáłőľ ŕőďčőâőćłĺ; ãŕàăęŋěŋĺě áő ğćñğďőçłőľ ňőęěâ âăłęě âàěąőćăâì ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ğŋăŋĺľ ĺńĺ ŕàőáâő ąëâì ąőńěě âàãďŋëň.

Śâãďěŋâăň:

Ňë ŋăďěěňáï, çâő łŋĺčă ďőáâăćĺâ ćăň ãďőćőńìáâćĺě ĺ ŕőğŋăłőňĺâ á ňěâőďăňĺ ŕőáâàőěŋĺï ăńčőàĺâňőć. Ňë áâăàăńĺáì ŕĺáăâì ŕőďàőąŋő, ŕőŋïâŋő ĺ ĺŋâěàěáŋő, ŋăŕőňĺŋăï ŕő åőďã ďěńă ŋěőąåőďĺňëě áćěďěŋĺï ĺğ ňăâěňăâĺłĺ. Ŕőďčőâőćĺâěńìŋëě áćěďěŋĺï őąëçŋő áőąàăŋë ć ŋăçăńìŋëå àăğďěńăå čńăćë, łőâőàëě ňőęŋő ąěčńő ŕàőáňőâàěâì, ěáńĺ ćë ãęě ğŋăłőňë á âěňőľ.

Łŋĺčă íâă ćěńĺłă, ĺ ŋă ńěłæĺïå, áłőàěě ćáěčő, ąãďěâ àăğőąàăŋă ńĺèì çăáâì ňăâěàĺăńă. Ňë ŋăďěěňáï, çâő őáâăćèăïáï çăáâì ąãďěâ ćăň ŕőńěğŋă ěáńĺ ŋě áěľçăá, âăł ć ąãďãéěň, âăł çâő ćë áőåàăŋĺâě łŋĺčã ć łăçěáâćě áŕàăćőçŋĺłă.

Ůâő ŋãęŋő ğŋăâì, ŕàĺáâãŕăï ł çâěŋĺî? Ňë àăááçĺâëćăěň, çâő ćë • ĺňěěâě ŋěłőâőàëľ ŕàőčàăňňĺáâáłĺľ őŕëâ, ĺ àěłãàáĺćŋëě ŕàőæěďãàë, ňăááĺćë ĺ áŕĺáłĺ ćăá ŋě ŕãčăîâ;

• ŕàőáâëě ňăâěňăâĺçěáłĺě àăááãęďěŋĺï (áłăęěň, ďőłăğăâěńìáâćă ŕő ĺŋďãłæĺĺ) ćăň âăłęě ğŋăłőňë (łőě-čďě ŕőŋăďőąïâáï őâďěńìŋëě äăłâë ĺğ łãàáă ňăâěňăâĺçěáłőčő ăŋăńĺğă; ć ŕěàćőľ çăáâĺ ąőńìèě ŋĺçěčő ĺğ ňăâěňăâĺłĺ ŋě ŕőâàěąãěâáï).

Ŕàőčàăňňĺáâăň:

Ć łŋĺčã ćłńîçěŋë ăńčőàĺâňë ďńï áăňëå àăğŋëå ğăďăç ĺ ěñ ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì łăł áŕàăćőçŋĺł. Čńăćë ŕőçâĺ ŋěğăćĺáĺňë, âăł çâő ňőęŋő áàăğã ćëąàăâì ĺŋâěàěáãîéĺľ ćăá ňăâěàĺăń.

Ąőńìèĺŋáâćő őąáãęďăěňëå ăńčőàĺâňőć ćŕőńŋě ňőčãâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋë ŋă ŕàăłâĺłě, ĺ ňë ãďěńïěň ďőńęŋőě ćŋĺňăŋĺě ďěâăńïň àěăńĺğăæĺĺ. Ěáńĺ ăńčőàĺâň ŕàěďáâăćńïěâ áłőàěě âěőàěâĺçěáłĺľ ĺŋâěàěá, ňë őâňěçăěň íâő ĺ őąáãęďăěň ăńìâěàŋăâĺćŋëě ŕőďåőďë.

Ŋăè ŕáěćďőłőď ńěčłő ŕěàěćěáâĺ ŋă ńîąőľ ïğëł ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, ěáńĺ íâő ŕőŋăďőąĺâáï. Ŋăďő âőńìłő ĺňěâì ć ćĺďã, çâő ňë ŋě ćłńîçăěň ć ăńčőàĺâňë áĺáâěňŋő-ğăćĺáĺňëě äàăčňěŋâë (őąàăąőâłã őèĺąőł ĺ â. ŕ.), çâőąë ŋě ğăâěňŋïâì áãâĺ ďěńă.

Őèĺąłĺ

Łŋĺčă âăłőčő őąêñňă ŋě ňőęěâ ŋě áőďěàęăâì őèĺąőł. Ěáńĺ ćë őąŋăàãęĺńĺ őèĺąłã ć ăŋčńĺľáłőň őàĺčĺŋăńě łŋĺčĺ, ĺńĺ ã ćăá ěáâì ŕàěďńőęěŋĺï ŕő ěñ ĺáŕàăćńěŋĺî, ňë ąãďěň àăďë ãğŋăâì őą íâőň. Ňë ąãďěň őáőąěŋŋő àăďë ŋőćëň ãŕàăęŋěŋĺïň ĺ ğăďăçăň (ŋő, ŕőęăńãľáâă, ŕàĺáëńăľâě ĺå á àěèěŋĺïňĺ). Ŕőçâőćëľ ăďàěá: Introduction to Algorithms MIT Labratory for Computer Science 545 Technology Square Cambridge, Massachusetts 02139

Ňőęŋő âăłęě ŕőńãçĺâì áŕĺáőł ĺğćěáâŋëå őŕěçăâőł ĺ áőőąéĺâì ő ŋăľďěŋŋëå őèĺąłăå á ŕőňőéìî íńěłâàőŋŋőľ ŕőçâë; çâőąë ŕőńãçĺâì ĺŋáâàãłæĺĺ, ŕőèńĺâě ŕő ăďàěáã

algorithms@theory.lcs.mit.edu ŕĺáìňő, áőďěàęăéěě Subject:
help ć ğăčőńőćłě. Ĺğćĺŋĺâě, çâő ňë ŋě ňőęěň ńĺçŋő őâćěâĺâì ŋă

ćáě ŕĺáìňă.

[Ŕàĺ ŕěàěćőďě ąëńĺ ãçâěŋë ćáě ĺáŕàăćńěŋĺï, ĺňěćèĺěáï ŋă ňőňěŋâ ĺğďăŋĺï ŕěàěćőďă (ďěłăąàì 1997), łàőňě âőčő, ĺáŕàăćńěŋő ŋěáłőńìłő őąŋăàãęěŋŋëå ŕàĺ ŕěàěćőďě őŕěçăâőł, ŋő, ćőğňőęŋő, ćőğŋĺłńĺ ŋőćëě (ć çñň ćĺŋőćăâ ŋăãçŋëľ àěďăłâőà łŋĺčĺ, Ă. Ÿěŋì). Ŕőíâőňã, őąŋăàãęĺć őèĺąłã ć àãááłőň âěłáâě, ŋě ŕőáëńăľâě ěñ áàăğã ăćâőàăň: ňőęěâ ąëâì, őŋă ćőğŋĺłńă ŕàĺ ŕěàěćőďě! Śőőąéĺâě ő ŋěľ áŋăçăńă ŕěàěćőďçĺłăň, ŕő ăďàěáã algor@mccme.ru ĺńĺ ŕő ŕőçâě (Ňőáłćă, 121002, Ąőńìèőľ Ćńăáìěćáłĺľ ŕěà., 11, Ňőáłőćáłĺľ æěŋâà ŋěŕàěàëćŋőčő ňăâěňăâĺçěáłőčő őąàăğőćăŋĺï, ĺğďăâěńìáâćő).]

Ąńăčőďăàŋőáâĺ

Ňŋőčĺě ďàãğìï ĺ łőńńěčĺ ŋěňăńő áďěńăńĺ ďńï ãńãçèěŋĺï íâőľ łŋĺčĺ. Ňë ąńăčőďăàĺň ćáěå ĺå ğă ŕőňőéì ĺ łőŋáâàãłâĺćŋãî łàĺâĺłã.

Ńăąőàăâőàĺï ĺŋäőàňăâĺłĺ Ňăááăçãáěâáłőčő âěåŋőńőčĺçěáłőčő ĺŋáâĺâãâă (Massachusetts Institute of Technology, Laboratory for Computer Science) ąëńă ĺďěăńìŋëň ňěáâőň ďńï àăąőâë ŋăď łŋĺčőľ. Ŋăèĺ łőńńěčĺ ŕő âěőàěâĺçěáłőľ čàãŕŕě íâőľ ńăąőàăâőàĺĺ ąëńĺ őáőąěŋŋő âěàŕĺňë ĺ ńîąěğŋő áőčńăèăńĺáì ŕàőáňăâàĺćăâì čńăćë łŋĺčĺ. Ňë åőâěńĺ ąë őáőąěŋŋő ŕőąńăčőďăàĺâì áńěďãîéĺå ĺğ ŋĺå: Baruch Awerbuch, Shafi Goldwasser, Leo Guibas, Tom Leighton, Albert Meyer, David Shmoys, Eva Tardos. Łőňŕìîâěàë, ŋă łőâőàëå čőâőćĺńăáì łŋĺčă (âàñå âĺŕőć: Microvax, Apple Macintosh, Sun Sparcstation) ŕőďďěàęĺćăńĺ William Ang, Sally Bemus, Ray Hirschfeld ĺ Mark Reinhold; őŋĺ ęě ŕěàěłőňŕĺńĺàőćăńĺ TEX, łőčďă ŋăèĺ äăľńë ŕěàěáâăńĺ ŕőňěéăâìáï ć ěčő áâăŋďăàâŋãî ćěàáĺî. Łőňŕăŋĺï Thinking Machines ŕőďďěàęĺćăńă Ůăàńìğă Ńěľğěàáőŋă ć ŕěàĺőď ěčő àăąőâë ć íâőľ łőňŕăŋĺĺ.

Ňŋőčĺě ŋăèĺ łőńńěčĺ ĺáŕőńìğőćăńĺ ŕàěďćăàĺâěńìŋëě ćăàĺăŋâë íâőľ łŋĺčĺ ć áćőĺå ńěłæĺőŋŋëå łãàáăå, ĺ ŕàěďńőęĺńĺ àăğńĺçŋëě ãńãçèěŋĺï. Ňë åőâěńĺ ąë őáőąěŋŋő ŕőąńăčőďăàĺâì áńěďãîéĺå ŋăèĺå łőńńěč: Richard Beigel (Yale), Andrew Goldberg (Stanford), Joan Lucas (Rutgers), Mark Overmars (Utrecht), Alan Sherman (Tufts, Maryland), Diane Souvaine (Rutgers).

Ŕàĺ çâěŋĺĺ ńěłæĺľ ŕő ňăâěàĺăńăň íâőľ łŋĺčĺ ŋăň ŕőňőčăńĺ ŋăèĺ łőńńěčĺ, łőâőàëě ćŋěáńĺ ňŋőčő ãńãçèěŋĺľ. Ňë őáőąěŋŋő ŕàĺğŋăâěńìŋë: Alan Baratz, Bonnie Berger, Aditi Dhagat, Burt Kaliski, Arthur Lent, Andrew Moulton, Marios Papaefthymiou, Cindy Phillips, Mark Reinhold, Phil Rogaway, Flavio Rose, Arie Rudich, Alan Sherman, Cliff Stein, Susmita Sur, Gregory Troxel, Margaret Tuttle.

Ňŋőčĺě ńîďĺ ŕőňőčńĺ ŋăň ć àăąőâě ŋăď łŋĺčőľ ć àăğŋëå őâŋőèěŋĺïå: àăąőâă ć ąĺąńĺőâěłě (Denise Sergent), čőáâěŕàĺĺňáâćő ć çĺâăńìŋőň ğăńě (Maria Sensale), ďőáâãŕ ł ńĺçŋőľ ąĺąńĺőâěłě (Albert Meyer), ŕàőćěàłă ãŕàăęŋěŋĺľ ĺ ŕàĺďãňëćăŋĺě ŋőćëå (Shlomo Kipnis, Bill Niehaus, David Wilson), áőáâăćńěŋĺě ĺŋďěłáă (Marios Papaefthymiou, Gregory Troxel), âěåŋĺçěáłăï ŕőňőéì (Inna Radzihovsky, Denise Sergent, Gayle Sherman, ĺ őáőąěŋŋő Be Hubbard).

Ňŋőčĺě őèĺąłĺ őąŋăàãęĺńĺ ŋăèĺ áâãďěŋâë, őáőąěŋŋő Bobby Blumofe, Bonnie Eisenberg, Raymond Johnson, John Keen, Richard Lethin, Mark Lillibridge, John Pesaris, Steve Ponzio, Margaret Tuttle.

Ňŋőčĺě ŋăèĺ łőńńěčĺ áőőąéĺńĺ ŋăň ŕőńěğŋãî ĺŋäőàňăæĺî ő łőŋłàěâŋëå ăńčőàĺâňăå, ă âăłęě łàĺâĺçěáłĺ ŕàőçĺâăńĺ őâďěńìŋëě čńăćë łŋĺčĺ; ć ĺå çĺáńě Bill Aiello, Alok Aggrawal, Eric Bach, Vašek Chvátal, Richard Cole, Johan Hastad, Alex Ishii, David Johnson, Joe Kilian, Dina Kravets, Bruce Maggs, Jim Orlin, James Park, Thane Plambeck, Herschel Safer, Jeff Shallit, Cliff Stein, Gil Strang, Bob Tarjan, Paul Wang. Ňŋőčĺě ĺğ ŋĺå ŕàěďńőęĺńĺ ŋăň ğăďăçĺ ďńï ŋăèěľ łŋĺčĺ, áàěďĺ ŋĺå Andrew Goldberg, Danny Sleator, Umesh Vazirani.

Ăŋčńĺľáłĺľ őàĺčĺŋăń łŋĺčĺ ąëń ŕőďčőâőćńěŋ á ŕőňőéìî L^ATEX (ňăłàőŕăłěâ ďńï áĺáâěňë TEX). Řĺáãŋłĺ ďěńăńĺáì ŋă łőňŕìîâěàě Apple Macintosh á ŕőňőéìî ŕàőčàăňňë Mac Draw II; ňë ąńăčőďăàŋë ğă őŕěàăâĺćŋãî âěåŋĺçěáłãî ŕőďďěàęłã ć íâőľ őąńăáâĺ (Joanna Terry, Claris Corporation; Michael Mahoney, Advanced Computer Graphics). Ĺŋďěłá ąëń ŕőďčőâőćńěŋ á ŕőňőéìî ŕàőčàăňňë Windex, ŋăŕĺáăŋŋőľ ăćâőàăňĺ. Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë čőâőćĺńáï á ŕőňőéìî ŕàőčàăňňë BibTEX. Őàĺčĺŋăń-ňăłěâ ăŋčńĺľáłőčő ĺğďăŋĺï ąëń ŕőďčőâőćńěŋ ć Ăňěàĺłăŋáłőň ňăâěňăâĺçěáłőň őąéěáâćě á ŕőňőéìî äőâőŋăąőàŋőľ ňăèĺŋë äĺàňë Autologic; ňë ŕàĺğŋăâěńìŋë ğă ŕőňőéì ć íâőň (Ralph Youngen, Ăňěàĺłăŋáłőě ňăâěňăâĺçěáłőě őąéěáâćő). Ňăłěâ àăğàăąőâăńĺ: Rebecca Daw, Amy Henderson (àěăńĺğăæĺï ňăłěâă ďńï áĺáâěňë L^ATEX), Jeannet

Leendertse (őąńőęłă).

Ăćâőàë ŕőńãçĺńĺ ąőńìèőě ãďőćőńìáâćĺě őâ áőâàãďŋĺçěáâćă á ĺğďăâěńìáâćăňĺ MIT Press (Frank Sallow, Terry Ehling, Larry Cohen, Lorrie Lejeune) ĺ McGraw-Hill (David Shapiro) ĺ ąńăčőďăàŋë ĺň ğă ŕőďďěàęłã ĺ âěàŕěŋĺě, ă âăłęě ğăňěçăâěńìŋőě àěďăłâĺàőćăŋĺě (Larry Cohen).

Ŋăłőŋěæ, ăćâőàë ąńăčőďăàïâ áćőĺå ęñŋ (Nicole Cormen, Lina Lue Leicerson, Gail Rivest) ĺ ďěâěľ (Ricky, William ĺ Debby Leicerson; Alex ĺ Christopher Rivest) ğă ńîąőćì ĺ ŕőďďěàęłã ŕàĺ àăąőâě ŋăď łŋĺčőľ (Alex Rivest âăłęě ŕőňőč ŋăň á ”ŕăàăďőłáőň ďŋěľ àőęďěŋĺï ŋă Ňăàáě” (àăğďěń 6.6.1). Ńîąőćì, âěàŕěŋĺě ĺ ŕőďďěàęłă ŋăèĺå áěňěľ áďěńăńĺ íâã łŋĺčã ćőğňőęŋőľ; ĺň őŋă ĺ ŕőáćïéăěâáï.

Łěňąàĺďę, Ňăááăçãáěâá ňăàâ 1990 čőďă

Šőňăá Łőàňěŋ (Thomas H. Cormen) Ůăàńìğ Ńěľğěàáőŋ (Charles E. Leiserson) Řőŋăńìď Řĺćěáâ (Ronald L. Rivest)

Őâ ŕěàěćőďçĺłőć:

Ňë ŕàĺğŋăâěńìŋë ĺğďăâěńìáâćã MIT ĺ ăćâőàăň ğă àăğàěèěŋĺě ŕěàěćěáâĺ łŋĺčã, ĺ ğă ŕőňőéì ŕàĺ ŕőďčőâőćłě ŕěàěćőďă (ć âőň çĺáńě ğă ŕàěďőáâăćńěŋĺě ăŋčńĺľáłőčő âěłáâă łŋĺčĺ ĺ ĺńńîáâàăæĺľ ć íńěłâàőŋŋőľ äőàňě). Ĺğďăŋĺě ŕěàěćőďă áâăńő ćőğňőęŋő ąńăčőďăàï äĺŋăŋáőćőľ ŕőďďěàęłě Řőááĺľáłőčő äőŋďă äãŋďăňěŋâăńìŋëå ĺááńěďőćăŋĺľ (àãłőćőďĺâěńì ŕàőěłâă Ć.Ă. Şáŕěŋáłĺľ).

Ć àăąőâě ŋăď ŕěàěćőďőň łŋĺčĺ ãçăáâćőćăńă ąőńìèăï čàãŕŕă áâãďěŋâőć, ăáŕĺàăŋâőć ĺ áőâàãďŋĺłőć Ňőáłőćáłőčő æěŋâàă ŋěŕàěàëćŋőčő ňăâěňăâĺçěáłőčő őąàăğőćăŋĺï, Ŋěğăćĺáĺňőčő Ňőáłőćáłőčő ãŋĺćěàáĺâěâă ĺ ŇČŞ:

K. Ąěńőć, đ. Ąőàăćńñć, Ď. Ąőâĺŋ, Ć. Čőàěńĺł, Ď. Ďěàïčĺŋ đ. Łăńŋĺèłăŋ, Ă. Łăâăŋőćă, Ś. Ńìćőćáłĺľ, Ă. Řőňăéěŋłő, Ł. Śőŋĺŋ, Ł. Šàãèłĺŋ, Ň. Şèăłőć, Ă. Ÿěŋì, Ć. Ÿãćăńőć, Ň. đďăèłĺŋ (ŕěàěćőď)

Ă. Ăłĺňőć, Ň. Ćìîčĺŋ, Ď. Ďěàïčĺŋ, Ă. Ěćäĺňìěćáłĺľ, đ. Łăńŋĺèłăŋ, Ă. Řőňăéěŋłő, Ă. Ůěàŋőć Ň. Şèăłőć, A. Ÿěŋì (àěďăłâĺàőćăŋĺě)

Ć. Řăďĺőŋőć (ćñàáâłă) Ć.Ć. §éěŋłő (àěďăłâőà)

1 Ććěďěŋĺě

Ć íâőľ čńăćě ňë àăğąĺàăěň őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï ĺ ňěâőďë, áćïğăŋŋëě á ŕőáâàőěŋĺěň ĺ ăŋăńĺğőň ăńčőàĺâňőć, ŋă ŕàĺňěàě ďćãå ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ — ŕàőáâěľèěčő ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ĺ ąőńěě íääěłâĺćŋőčő ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň.

Ŋă íâĺå ŕàĺňěàăå ňë ŕőğŋăłőňĺňáï á ŕáěćďőłőďőň, ŋă łőâőàőň ňë ąãďěň ğăŕĺáëćăâì ăńčőàĺâňë, őąőğŋăçěŋĺïňĺ ďńï áłőàőáâĺ àőáâă äãŋłæĺľ, ňěâőďőň ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ŕőáâàőěŋĺï ăńčőàĺâňőć, ă âăłęě á ďàãčĺňĺ ŕőŋïâĺïňĺ, łőâőàëě ąãďãâ ćáâàěçăâìáï ŋăň ŋă ŕàőâïęěŋĺĺ ćáěľ łŋĺčĺ.

1.1 Ăńčőàĺâňë

Ăńčőàĺâň (algorithm) — íâő äőàňăńìŋő őŕĺáăŋŋăï ćëçĺáńĺâěńìŋăï ŕàőæěďãàă, ŕőńãçăîéăï ĺáåőďŋëě ďăŋŋëě (input), ŋăğëćăěňëě âăłęě ćåőďőň ăńčőàĺâňă ĺńĺ ěčő ăàčãňěŋâőň, ĺ ćëďăîéăï àěğãńìâăâ ćëçĺáńěŋĺľ ŋă ćëåőď (output).

Ăńčőàĺâňë áâàőïâáï ďńï àěèěŋĺï âěå ĺńĺ ĺŋëå ćëçĺáńĺâěńìŋëå ğăďăç (computational problems). Ťőàňãńĺàőćłă ğăďăçĺ őŕĺáëćăěâ, łăłĺň âàěąőćăŋĺïň ďőńęŋő ãďőćńěâćőàïâì àěèěŋĺě ğăďăçĺ, ă ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã, ŋăåőďĺâ őąêěłâ, íâĺň âàěąőćăŋĺïň ãďőćńěâćőàïîéĺľ.

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň ğăďăçã áőàâĺàőćłĺ (sorting problem); ŕőňĺňő áćőěľ ŕàăłâĺçěáłőľ ćăęŋőáâĺ íâă ğăďăçă áńãęĺâ ãďőąŋëň ŕàĺňěàőň ďńï ĺńńîáâàăæĺĺ àăğńĺçŋëå ŕőŋïâĺľ ĺ ňěâőďőć. Őŋă őŕĺáëćăěâáï âăł:

Ćåőď: Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì n çĺáěń (a_1, a_2, . . ., a_n).

Ćëåőď: Ŕěàěáâăŋőćłă (a^′_1, a^′_2, . . ., a^′_n) ĺáåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ďńï łőâőàőľ a^′_1 ⩽ a^′_2 ⩽ . . . ⩽ a^′_n.

Ŋăŕàĺňěà, ŕőńãçĺć ŋă ćåőď ⟨31, 41, 59, 26, 41, 58⟩, ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ďőńęěŋ ćëďăâì ŋă ćëåőď ⟨26, 31, 41, 41, 58, 59⟩.

Ŕőďńěęăéăï áőàâĺàőćłě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋăğëćăěâáï ćåőďőň (instance) ğăďăçĺ áőàâĺàőćłĺ.

Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë ĺáŕőńìğãîâ áőàâĺàőćłã ć łăçěáâćě ŕàőňěęãâőçŋőčő èăčă. Ĺňěěâáï ňŋőčő àăğŋëå ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ; ćëąőà ć łőŋłàěâŋőľ áĺâãăæĺĺ ğăćĺáĺâ őâ ďńĺŋë áőàâĺàãěňőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, őâ âőčő, ć łăłőľ áâěŕěŋĺ őŋă ãęě őâáőàâĺàőćăŋă, ă âăłęě őâ âĺŕă ĺňěîéěľáï ŕăňïâĺ (őŕěàăâĺćŋăï ŕăňïâì, ďĺáłĺ, ňăčŋĺâŋëě ńěŋâë).

Ăńčőàĺâň áçĺâăîâ ŕàăćĺńìŋëň (correct), ěáńĺ ŋă ńîąőň ďőŕãáâĺňőň (ďńï ďăŋŋőľ ğăďăçĺ) ćåőďě őŋ őŋ ğăłăŋçĺćăěâ àăąőâã ĺ ćëďăěâ àěğãńìâăâ, ãďőćńěâćőàïîéĺľ âàěąőćăŋĺïň ğăďăçĺ. Ć íâőň áńãçăě čőćőàïâ, çâő ăńčőàĺâň àěèăěâ (solves) ďăŋŋãî ćëçĺáńĺâěńìŋãî ğăďăçã. Ŋěŕàăćĺńìŋëľ ăńčőàĺâň ňőęěâ (ďńï ŋěłőâőàőčő ćåőďă) ćőćáě ŋě őáâăŋőćĺâìáï ĺńĺ ďăâì ŋěŕàăćĺńìŋëľ àěğãńìâăâ. (Ćŕàőçěň, íâő ŋě ďěńăěâ ăńčőàĺâň ğăćěďőňő ąěáŕőńěğŋëň — ěáńĺ őèĺąłĺ ďőáâăâőçŋő àěďłĺ. Ŕőďőąŋăï áĺâãăæĺï ćáâàěâĺâáï ŋăň ć čńăćě 33 ŕàĺ ŕőĺáłě ąőńìèĺå ŕàőáâëå çĺáěń. Ŋő íâő ćáñ ęě áłőàěě ĺáłńîçěŋĺě, çěň ŕàăćĺńő.)

Ăńčőàĺâň ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋ ŋă àãááłőň ĺńĺ ăŋčńĺľáłőň ïğëłě, ć ćĺďě łőňŕìîâěàŋőľ ŕàőčàăňňë ĺńĺ ďăęě ć ňăèĺŋŋëå łőďăå — ćăęŋő âőńìłő, çâőąë ŕàőæěďãàă ćëçĺáńěŋĺľ ąëńă çñâłő őŕĺáăŋă.

Ňë ąãďěň ğăŕĺáëćăâì ăńčőàĺâňë á ŕőňőéìî ŕáěćďőłőďă (pseudocode), łőâőàëľ ŋăŕőňŋĺâ ćăň ğŋăłőňëě ïğëłĺ ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (Śĺ, Ŕăáłăńì, Ăńčőń). Řăğŋĺæă ć âőň, çâő ĺŋőčďă ňë ŕőğćőńïěň áěąě őŕĺáăâì ďěľáâćĺï ăńčőàĺâňă ”áćőĺňĺ áńőćăňĺ”, ěáńĺ âăł ŕőńãçăěâáï ïáŋěě. Łàőňě âőčő, ňë őŕãáłăěň âěåŋőńőčĺçěáłĺě ŕőďàőąŋőáâĺ (őąàăąőâłã őèĺąőł, áłăęěň), łőâőàëě ŋěőąåőďĺňë ć àěăńìŋőľ ŕàőčàăňňě, ŋő ňőčãâ ğăáńőŋĺâì áãéěáâćő ďěńă.

Śőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ

Śőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ (insertion sort) ãďőąŋă ďńï áőàâĺàőćłĺ łőàőâłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ. Ĺňěŋŋő âăłĺň áŕőáőąőň őąëçŋő áőàâĺàãîâ łăàâë: ďěàęă ć ńěćőľ àãłě ãęě ãŕőàïďőçěŋŋëě łăàâë ĺ ćğïć ŕàăćőľ àãłőľ őçěàěďŋãî łăàâã, ňë ćáâăćńïěň ěñ ć ŋãęŋőě ňěáâő, áàăćŋĺćăï á ĺňěîéĺňĺáï ĺ ĺďï áŕàăćă ŋăńěćő (áň. àĺá. 1.1) Ğăŕĺèěň íâőâ ăńčőàĺâň ć ćĺďě ŕàőæěďãàë Insertion-Sort, ŕăàăňěâàőň łőâőàőľ ïćńïěâáï ňăááĺć A[1 . .n] (ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďńĺŋë n, ŕőďńěęăéăï áőàâĺàőćłě). Ňë őąőğŋăçăěň çĺáńő íńěňěŋâőć ć ňăááĺćě A çěàěğ length[A]. Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áőàâĺàãěâáï ”ŋă ňěáâě” (in place), ąěğ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ (ŕőňĺňő ňăááĺćă ňë ĺáŕőńìğãěň ńĺèì äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő ïçěěł ŕăňïâĺ). Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Insertion-Sort ňăááĺć A ãŕőàïďőçěŋ ŕő ćőğàăáâăŋĺî.

Ăńčőàĺâňë 9

Řĺáãŋőł 1.1 Śőàâĺàőćłă łăàâ ćáâăćłăňĺ

Insertion-Sort(A) 1 for j ← 2 to length[A] 2 do key ← A[j] 3 ▷ ďőąăćĺâì A[j] ł őâáőàâĺàőćăŋŋőľ çăáâĺ A[1 . .j − 1]. 4 i ← j − 1 5 while i > 0 and A[i] > key 6 do A[i + 1] ← A[i] 7 i ← i − 1 8 A[i + 1] ← key

Řĺáãŋőł 1.2 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Insertion-Sort ďńï ćåőďă A = ⟨5, 2, 4, 6, 1, 3⟩. Ŕőğĺæĺï j ŕőłăğăŋă łàãęłőň.

Ŋă àĺá. 1.2 ŕőłăğăŋă àăąőâă ăńčőàĺâňă ŕàĺ A = ⟨5, 2, 4, 6, 1, 3⟩. Ĺŋďěłá j ãłăğëćăěâ ”őçěàěďŋãî łăàâã” (âőńìłő çâő ćğïâãî áő áâőńă). Şçăáâőł A[1 . .j − 1] áőáâăćńïîâ ãęě őâáőàâĺàőćăŋŋëě łăàâë (ńěćăï àãłă), ă A[j + 1 . .n] — ěéñ ŋě ŕàőáňőâàěŋŋëě. Ć æĺłńě for ĺŋďěłá j ŕàőąěčăěâ ňăááĺć áńěćă ŋăŕàăćő. Ňë ąěàñň íńěňěŋâ

A[j] (áâàőłă 2 ăńčőàĺâňă) ĺ áďćĺčăěň ĺďãéĺě ŕěàěď ŋĺň ĺ ąőńìèĺě ěčő ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâë (ŋăçĺŋăï á j − 1-čő) ćŕàăćő, őáćőąőęďăï ňěáâő ďńï ćğïâőčő íńěňěŋâă. (áâàőłĺ 4–7). Ć áâàőłě 8 íńěňěŋâ A[j] ŕőňěéăěâáï ć őáćőąőęďñŋŋőě ňěáâő.

Ŕáěćďőłőď

Ćőâ őáŋőćŋëě áőčńăèěŋĺï, łőâőàëě ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì: 1. Őâáâãŕ őâ ńěćőčő ŕőńï ãłăğëćăěâ ŋă ãàőćěŋì ćńőęěŋŋőáâĺ. Ŋăŕàĺňěà, âěńő æĺłńă for (áâàőłă 1) áőáâőĺâ ĺğ áâàőł 2–8, ă âěńő æĺłńă while (áâàőłă 5) áőďěàęĺâ áâàőłĺ 6–7, ŋő ŋě 8. İâő ęě ŕàăćĺńő ŕàĺňěŋïěâáï ĺ ďńï if-then-else. İâő ďěńăěâ ĺğńĺèŋĺň áŕěæĺăńìŋëě łőňăŋďë âĺŕă begin ĺ end ďńï ŋăçăńă ĺ łőŋæă ąńőłă. (Ć àěăńìŋëå ïğëłăå ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï âăłőě áőčńăèěŋĺě ŕàĺňěŋïěâáï àěďłő, ŕőáłőńìłã ğăâàãďŋïěâ çâěŋĺě ŕàőčàăňň, ŕěàěåőďïéĺå áő áâàăŋĺæë ŋă áâàăŋĺæã.)

2. Űĺłńë while, for, repeat ĺ ãáńőćŋëě łőŋáâàãłæĺĺ if, then, else ĺňěîâ âőâ ęě áňëáń, çâő ć Ŕăáłăńě.

3. Śĺňćőń ▷ ŋăçĺŋăěâ łőňňěŋâăàĺľ (ĺďãéĺľ ďő łőŋæă áâàőłĺ). 4. Őďŋőćàěňěŋŋőě ŕàĺáćăĺćăŋĺě i ← j ← e (ŕěàěňěŋŋëě i ĺ j ŕőńãçăîâ ğŋăçěŋĺě e) ğăňěŋïěâ ďćă ŕàĺáćăĺćăŋĺï j ← e ĺ i ← j (ć íâőň ŕőàïďłě).

5. Ŕěàěňěŋŋëě (ć ďăŋŋőň áńãçăě i, j, key) ńőłăńìŋë ćŋãâàĺ ŕàőæěďãàë (ěáńĺ ŋě őčőćőàěŋő ŕàőâĺćŋőě).

6. Ĺŋďěłá ňăááĺćă ŕĺèěâáï ć łćăďàăâŋëå áłőąłăå: A[i] ěáâì i-ľ íńěňěŋâ ć ňăááĺćě A. Ğŋăł ”. .” ćëďěńïěâ çăáâì ňăááĺćă: A[1 . . j] őąőğŋăçăěâ ãçăáâőł ňăááĺćă A, ćłńîçăîéĺľ A[1], A[2], . . ., A[j].

7. Ůăáâő ĺáŕőńìğãîâáï őąêěłâë (objects), áőáâőïéĺě ĺğ ŋěáłőńìłĺå ŕőńěľ (fields), ĺńĺ, łăł čőćőàïâ, ĺňěîéĺě ŋěáłőńìłő ăâàĺąãâőć (attributes). Ğŋăçěŋĺě ŕőńï ğăŕĺáëćăěâáï łăł ĺňï ŕőńï[ĺňï őąêěłâă]. Ŋăŕàĺňěà, ďńĺŋă ňăááĺćă áçĺâăěâáï ěčő ăâàĺąãâőň ĺ őąőğŋăçăěâáï length, âăł çâő ďńĺŋă ňăááĺćă A ğăŕĺèěâáï łăł length[A]. Ůâő őąőğŋăçăîâ łćăďàăâŋëě áłőąłĺ (íńěňěŋâ ňăááĺćă ĺńĺ ŕőńě őąêěłâă), ąãďěâ ïáŋő ĺğ łőŋâěłáâă.

Ŕěàěňěŋŋăï, őąőğŋăçăîéăï ňăááĺć ĺńĺ őąêěłâ, áçĺâăěâáï ãłăğăâěńěň ŋă áőáâăćńïîéĺě ěčő ďăŋŋëě. Ŕőáńě ŕàĺáćăĺćăŋĺï y ← x ďńï ńîąőčő ŕőńï f ćëŕőńŋěŋő f[y] = f[x]. Ąőńěě âőčő, ěáńĺ ňë âěŕěàì ćëŕőńŋĺň őŕěàăâőà f[x] ← 3, âő ąãďěâ ŋě âőńìłő f[x] = 3, ŋő ĺ f[y] = 3, ŕőáłőńìłã ŕőáńě y ← x ŕěàěňěŋŋëě x ĺ y ãłăğëćăîâ ŋă őďĺŋ ĺ âőâ ęě őąêěłâ.

Şłăğăâěńì ňőęěâ ĺňěâì áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě nil, ŋě ãłăğëćăîéěě ŋĺ ŋă őďĺŋ őąêěłâ.

8. Ŕăàăňěâàë ŕěàěďăîâáï ŕő ğŋăçěŋĺî (by value): ćëğćăŋŋăï ŕàőæěďãàă ŕőńãçăěâ áőąáâćěŋŋãî łőŕĺî ŕăàăňěâàőć; ĺğňěŋěŋĺě ŕăàăňěâàă ćŋãâàĺ ŕàőæěďãàë áŋăàãęĺ ŋěćĺďĺňő. Ŕàĺ ŕěàěďăçě őąêěłâőć łőŕĺàãěâáï ãłăğăâěńì ŋă ďăŋŋëě, áőáâăćńïîéĺě íâőâ őąêěłâ, ă áăňĺ ŕőńï őąêěłâă — ŋěâ. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ x — ŕăàăňěâà ŕàőæěďãàë, âő ŕàĺáćăĺćăŋĺě x ← y, ćëŕőńŋěŋŋőě ćŋãâàĺ ŕàőæěďãàë, áŋăàãęĺ ğăňěâĺâì ŋěńìğï, ă ŕàĺáćăĺćăŋĺě f[x] ← 3 — ňőęŋő.

Şŕàăęŋěŋĺï

1.1-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 1.2, ŕőłăęĺâě, łăł àăąőâăěâ Insertion- Sort ŋă ćåőďě A = ⟨31, 41, 59, 26, 41, 58⟩.

1.1-2 Ĺğňěŋĺâě ŕàőæěďãàã Insertion-Sort âăł, çâőąë őŋă áőàâĺàőćăńă çĺáńă ć ŋěćőğàăáâăîéěň ŕőàïďłě (ćňěáâő ŋěãąëćăîéěčő).

1.1-3 Řăááňőâàĺň áńěďãîéãî ğăďăçã ŕőĺáłă:

Ćåőď: Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì n çĺáěń A = ⟨a_1, a_2, . . ., a_n⟩ ĺ çĺáńő v. Ćëåőď: Ĺŋďěłá i, ďńï łőâőàőčő v = A[i], ĺńĺ áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě nil, ěáńĺ v ŋě ćáâàěçăěâáï ć A.

Ŋăŕĺèĺâě ŕàőčàăňňã ńĺŋěľŋőčő ŕőĺáłă (linear search), łőâőàëľ ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕàőáňăâàĺćăěâ A ć ŕőĺáłăå v.

1.1-4 Ďăŋë ďćă n-ğŋăçŋëå ďćőĺçŋëå çĺáńă, ğăŕĺáăŋŋëå ć ćĺďě n-íńěňěŋâŋëå ňăááĺćőć A ĺ B. Šàěąãěâáï ŕőňěáâĺâì ĺå áãňňã (ć ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ) ć (n + 1)-íńěňěŋâŋëľ ňăááĺć C. Şâőçŋĺâě ŕőáâăŋőćłã ğăďăçĺ ĺ ğăŕĺèĺâě áőőâćěâáâćãîéãî ŕàőčàăňňã ŋă ŕáěćďőłőďě.

1.2 Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňőć

Řăááňăâàĺćăï àăğńĺçŋëě ăńčőàĺâňë àěèěŋĺï őďŋőľ ĺ âőľ ęě ğăďăçĺ, ŕőńěğŋő ŕàőăŋăńĺğĺàőćăâì, áłőńìłő ćëçĺáńĺâěńìŋëå àěáãàáőć őŋĺ âàěąãîâ (ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï, ŕăňïâì), ĺ ćëąàăâì ŋăĺąőńěě íääěłâĺćŋëľ. Łőŋěçŋő, ŋăďő ďőčőćőàĺâìáï ő âőň, łăłăï ňőďěńì ćëçĺáńěŋĺľ ĺáŕőńìğãěâáï. Ć íâőľ łŋĺčě ć łăçěáâćě ňőďěńĺ ŕő ąőńìèěľ çăáâĺ ĺáŕőńìğãěâáï őąëçŋăï őďŋőŕàőæěááőàŋăï ňăèĺŋă á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň (random-access machine, RAM), ŋě ŕàěďãáňăâàĺćăîéăï ŕăàăńńěńìŋőčő ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ. (Ňë àăááňőâàĺň ŋěłőâőàëě ňőďěńĺ ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ ć ŕőáńěďŋěľ çăáâĺ łŋĺčĺ.)

Śőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ: ăŋăńĺğ

Ćàěňï áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă áőàâĺàãěňőčő ňăááĺćă: çěň ąőńìèě ňăááĺć, âěň ąőńìèě ňőęěâ ŕőâàěąőćăâìáï ćàěňěŋĺ. Őąëçŋő ĺğãçăîâ ğăćĺáĺňőáâĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë őâ àăğňěàă ćåőďă. (Ćŕàőçěň, ďńï ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ćăęěŋ ŋě âőńìłő àăğňěà ňăááĺćă, ŋő ĺ ŕőàïďőł ěčő íńěňěŋâőć: ěáńĺ ňăááĺć ŕőçâĺ ãŕőàïďőçěŋ, âő ćàěňěŋĺ âàěąãěâáï ňěŋìèě.)

Łăł ĺğňěàïâì àăğňěà ćåőďă (input size)? İâő ğăćĺáĺâ őâ łőŋłàěâŋőľ ğăďăçĺ. Ć őďŋĺå áńãçăïå àăğãňŋő áçĺâăâì çĺáńő íńěňěŋâőć ŋă ćåőďě (áőàâĺàőćłă, ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě). Ć ďàãčĺå ąőńěě ěáâěáâćěŋŋő áçĺâăâì őąéěě çĺáńő ąĺâőć, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ŕàěďáâăćńěŋĺï ćáěå ćåőďŋëå ďăŋŋëå. Ĺŋőčďă àăğňěà ćåőďă ĺğňěàïěâáï ŋě őďŋĺň çĺáńőň, ă ŋěáłőńìłĺňĺ (ŋăŕàĺňěà, çĺáńő ćěàèĺŋ ĺ çĺáńő àñąěà čàăäă).

Ćàěňěŋěň àăąőâë (running time) ăńčőàĺâňă ňë ŋăğëćăěň çĺáńő íńěňěŋâăàŋëå èăčőć, łőâőàëě őŋ ćëŕőńŋïěâ — ćőŕàőá âőńìłő ć âőň, çâő áçĺâăâì íńěňěŋâăàŋëň èăčőň. Ňë ąãďěň ŕőńăčăâì, çâő őďŋă áâàőłă ŕáěćďőłőďă âàěąãěâ ŋě ąőńěě çěň äĺłáĺàőćăŋŋőčő çĺáńă őŕěàăæĺľ (ěáńĺ âőńìłő íâő ŋě áńőćěáŋőě őŕĺáăŋĺě łăłőľ-âő áńőęŋőľ őŕěàăæĺĺ — âĺŕă ”őâáőàâĺàőćăâì ćáě âőçłĺ ŕő x-łőőàďĺŋăâě”). Ňë ąãďěň àăğńĺçăâì âăłęě ćëğőć (call) ŕàőæěďãàë (ŋă łőâőàëľ ãåőďĺâ äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő őŕěàăæĺľ) ĺ ěñ ĺáŕőńŋěŋĺě (execution), łőâőàőě ňőęěâ ąëâì ďőńčĺň.

Ĺâăł, ćěàŋñňáï ł ŕàőæěďãàě Insertion-Sort ĺ őâňěâĺň őłőńő łăęďőľ áâàőłĺ ěñ áâőĺňőáâì (çĺáńő őŕěàăæĺľ) ĺ çĺáńő àăğ, łőâőàőě íâă áâàőłă ĺáŕőńŋïěâáï. Ďńï łăęďőčő j őâ 2 ďő n (ğďěáì n = length[A] — àăğňěà ňăááĺćă) ŕőďáçĺâăěň, áłőńìłő àăğ ąãďěâ ĺáŕőńŋěŋă áâàőłă 5, ĺ őąőğŋăçĺň íâő çĺáńő çěàěğ t_j . (Ğăňěâĺň, çâő áâàőłĺ ćŋãâàĺ æĺłńă ćëŕőńŋïîâáï ŋă őďĺŋ àăğ ňěŋìèě, çěň ŕàőćěàłă, ŕőáłőńìłã ŕőáńěďŋïï ŕàőćěàłă ćëćőďĺâ ĺğ æĺłńă.)

Insertion-Sort(A) áâőĺňőáâì çĺáńő àăğ 1 for j ← 2 to length[A] c_1 n 2 do key ← A[j] c_2 n − 1 3 ▷ ďőąăćĺâì A[j] ł őâáőàâĺàő-

▷ ćăŋŋőľ çăáâĺ A[1 . .j − 1]. 0 n − 1 4 i ← j − 1 c_4 n − 1 5 while i > 0 and A[i] > key c_5 ∑_n j=2 t_j 6 do A[i + 1] ← A[i] c_6 ∑_n j=2(t_j − 1) 7 i ← i − 1 c_7 ∑_n j=2(t_j − 1) 8 A[i + 1] ← key c_8 n − 1

Śâàőłă áâőĺňőáâĺ c, ŕőćâőàñŋŋăï m àăğ, ďăñâ ćłńăď cm ć őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ. (Ďńï łőńĺçěáâćă ĺáŕőńìğőćăŋŋőľ ŕăňïâĺ íâőčő áłăğăâì ŋěńìğï!) Śńőęĺć ćłńăďë ćáěå áâàőł, ŕőńãçĺň

T (n) = c_1n + c_2(n − 1) + c_4(n − 1) + c_5 n∑ j=2 t_j +

+ c_6 n∑ j=2 (t_j − 1) + c_7 n∑ j=2 (t_j − 1) + c_8(n − 1).

Łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ, ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë ğăćĺáĺâ ŋě âőńìłő őâ n, ŋő ĺ őâ âőčő, łăłőľ ĺňěŋŋő ňăááĺć àăğňěàă n ŕőďăŋ ěľ ŋă ćåőď. Ďńï ŕàőæěďãàë Insertion-Sort ŋăĺąőńěě ąńăčőŕàĺïâěŋ áńãçăľ, łőčďă ňăááĺć ãęě őâáőàâĺàőćăŋ. Šőčďă æĺłń ć áâàőłě 5 ğăćěàèăěâáï ŕőáńě ŕěàćőľ ęě ŕàőćěàłĺ (ŕőáłőńìłã A[i] ⩽ key ŕàĺ i = j − 1), âăł çâő ćáě t_j àăćŋë 1, ĺ őąéěě ćàěňï ěáâì

T (n) = c_1n + c_2(n − 1) + c_4(n − 1) + c_5(n − 1) + c_8(n − 1) = = (c_1 + c_2 + c_4 + c_5 + c_8)n − (c_2 + c_4 + c_5 + c_8).

Šăłĺň őąàăğőň, ć ŋăĺąőńěě ąńăčőŕàĺïâŋőň áńãçăě ćàěňï T (n), ŋěőąåőďĺňőě ďńï őąàăąőâłĺ ňăááĺćă àăğňěàă n, ïćńïěâáï ńĺŋěľŋőľ äãŋłæĺěľ (linear function) őâ n, â. ě. ĺňěěâ ćĺď T (n) = an + b ďńï ŋěłőâőàëå łőŋáâăŋâ a ĺ b. (İâĺ łőŋáâăŋâë őŕàěďěńïîâáï ćëąàăŋŋëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ c_1, . . ., c_8.)

Ěáńĺ ęě ňăááĺć àăáŕőńőęěŋ ć őąàăâŋőň (ãąëćăîéěň) ŕőàïďłě, ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë ąãďěâ ňăłáĺňăńìŋëň: łăęďëľ íńěňěŋâ A[j] ŕàĺďñâáï áàăćŋĺâì áő ćáěňĺ íńěňěŋâăňĺ A[1] . . .A[j − 1]. Ŕàĺ íâőň t_j = j. Ćáŕőňĺŋăï, çâő n∑ j=2 j = n(n + 1) 2 − 1, n∑ j=2 (j − 1) = n(n − 1) 2 (áň. čń. 3), ŕőńãçăěň, çâő ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë àăćŋő

T (n) = c_1n + c_2(n − 1) + c_4(n − 1) + c_5 ( n(n + 1) 2 − 1 ) + + c_6 ( n(n − 1) 2 ) + c_7 ( n(n − 1) 2 ) + c_8(n − 1) = = (c_5 2 + c_6 2 + c_7 2 ) n^2 + ( c_1 + c_2 + c_4 + c_5 2 − c_6 2 − c_7 2 + c_8 ) n − − (c_2 + c_4 + c_5 + c_8).

Šěŕěàì äãŋłæĺï T (n) — łćăďàăâĺçŋăï (quadratic function), â. ě. ĺňěěâ ćĺď T (n) = an^2 + bn + c. (Łőŋáâăŋâë a, b ĺ c áŋőćă őŕàěďěńïîâáï ğŋăçěŋĺïňĺ c_1–c_8.)

Ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ĺ ć áàěďŋěň

Ĺâăł, ňë ćĺďĺň, çâő ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ĺ ć ńãçèěň áńãçăě ňőčãâ áĺńìŋő àăğńĺçăâìáï. Ąőńìèěľ çăáâìî ŋăá ąãďěâ ĺŋâěàěáőćăâì ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě (worst-case running time), łőâőàőě őŕàěďěńïěâáï łăł ňăłáĺňăńìŋőě ćàěňï àăąőâë ďńï ćåőďőć ďăŋŋőčő àăğňěàă. Ŕőçěňã? Ćőâ ŋěáłőńìłő ŕàĺçĺŋ.

• Ğŋăï ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě, ňë ňőęěň čăàăŋâĺàőćăâì, çâő ćëŕőńŋěŋĺě ăńčőàĺâňă ğăłőŋçĺâáï ğă ŋěłőâőàőě ćàěňï, ďăęě ŋě ğŋăï, łăłőľ ĺňěŋŋő ćåőď (ďăŋŋőčő àăğňěàă) ŕőŕăďñâáï.

• Ŋă ŕàăłâĺłě ”ŕńőåĺě” ćåőďë (ďńï łőâőàëå ćàěňï àăąőâë ąńĺğłő ł ňăłáĺňãňã) ňőčãâ çăáâő ŕőŕăďăâìáï. Ŋăŕàĺňěà, ďńï ąăğë ďăŋŋëå ŕńőåĺň ğăŕàőáőň ňőęěâ ąëâì ŕőĺáł őâáãâáâćãîéěčő íńěňěŋâă (ďőćőńìŋő çăáâăï áĺâãăæĺï).

• Ćàěňï àăąőâë ć áàěďŋěň ňőęěâ ąëâì ďőćőńìŋő ąńĺğłő ł ćàěňěŋĺ àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, ňë áőàâĺàãěň áńãçăľŋő àăáŕőńőęěŋŋëě n çĺáěń ć ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Insertion- Sort. Śłőńìłő àăğ ŕàĺďñâáï ćëŕőńŋĺâì æĺłń ć áâàőłăå 5–8? Ć áàěďŋěň őłőńő ŕőńőćĺŋë íńěňěŋâőć ňăááĺćă A[1 . .j − 1] ąőńìě A[j], âăł çâő t_j ć áàěďŋěň ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋëň j/2, ĺ ćàěňï T (n) łćăďàăâĺçŋő ğăćĺáĺâ őâ n.

Ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå ŋăá ąãďěâ ĺŋâěàěáőćăâì âăłęě áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë (average-case running time, expexted running time) ăńčőàĺâňă ŋă ćåőďăå ďăŋŋőľ ďńĺŋë. Łőŋěçŋő, íâă ćěńĺçĺŋă ğăćĺáĺâ őâ ćëąàăŋŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ (őąëçŋő àăááňăâàĺćăěâáï àăćŋőňěàŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě), ĺ ŋă ŕàăłâĺłě àěăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćåőďőć ňőęěâ őłăğăâìáï áőćáěň ďàãčĺň. (Ĺŋőčďă ěčő ňőęŋő ŕàěőąàăğőćăâì ć àăćŋőňěàŋőě, ĺáŕőńìğãï ďăâçĺł áńãçăľŋëå çĺáěń.)

Ŕőàïďőł àőáâă

Ŋăè ăŋăńĺğ ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Insertion-Sort ąëń őáŋőćăŋ ŋă ŋěáłőńìłĺå ãŕàőéăîéĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå. Śŋăçăńă ňë ŕàěďŕőńőęĺńĺ, çâő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï i-ľ áâàőłĺ ŕőáâőïŋŋő ĺ àăćŋő c_i. Ğăâěň ňë őčàãąĺńĺ őæěŋłã ďő an^2 + bn + c. Śěľçăá ňë ŕőľďñň ěéñ ďăńìèě ĺ áłăęěň, çâő ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ĺňěěâ ŕőàïďőł àőáâă (rate of growth, order of growth) n^2, őâąàăáëćăï çńěŋë ňěŋìèĺå ŕőàïďłőć (ńĺŋěľŋëě) ĺ ŋě ĺŋâěàěáãïáì łőíääĺæĺěŋâőň ŕàĺ n^2. İâő ğăŕĺáëćăîâ âăł: T (n) = Θ(n^2) (ŕőďàőąŋőě őąêïáŋěŋĺě őąőğŋăçěŋĺľ ňë őâńőęĺň ďő áńěďãîéěľ čńăćë).

Ăńčőàĺâň á ňěŋìèĺň ŕőàïďłőň àőáâă ćàěňěŋĺ àăąőâë őąëçŋő ŕàěďŕőçâĺâěńěŋ: ěáńĺ, áłăęěň, őďĺŋ ăńčőàĺâň ĺňěěâ ćàěňï àăąőâë Θ(n^2), ă ďàãčőľ — Θ(n^3), âő ŕěàćëľ ąőńěě íääěłâĺćěŋ (ŕő łàăľŋěľ ňěàě ďńï ďőáâăâőçŋő ďńĺŋŋëå ćåőďőć; ąãďãâ ńĺ àěăńìŋëě ćåőďë âăłőćëňĺ — ďàãčőľ ćőŕàőá).

Şŕàăęŋěŋĺï

1.2-1 Ąãďěň áőàâĺàőćăâì ňăááĺć ĺğ n íńěňěŋâőć âăł: ŕàőáňőâàĺň ěčő ĺ ŋăľďñň ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ, łőâőàëľ áłőŕĺàãěň ć ŕěàćãî ïçěľłã ďàãčőčő ňăááĺćă. Ğăâěň ŕàőáňőâàĺň ěčő áŋőćă ĺ ŋăľďñň áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ, ĺ âăł ďăńěě. Šăłőľ áŕőáőą áőàâĺàőćłĺ ňőęŋő ŋăğćăâì áőàâĺàőćłőľ ćëąőàőň (selection sort). Ğăŕĺèĺâě íâőâ ăńčőàĺâň á ŕőňőéìî ŕáěćďőłőďă. Şłăęĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë ć ńãçèěň ĺ åãďèěň áńãçăïå, ĺáŕőńìğãï Θ-őąőğŋăçěŋĺï.

1.2-2 Ćěàŋñňáï ł ăńčőàĺâňã ńĺŋěľŋőčő ŕőĺáłă (ãŕà. 1.1-3). Śłőńìłő áàăćŋěŋĺľ ŕőâàěąãěâáï ć áàěďŋěň íâőňã ăńčőàĺâňã, ěáńĺ ĺáłőňëň íńěňěŋâőň ňőęěâ ąëâì ńîąőľ íńěňěŋâ ňăááĺćă (á őďĺŋăłőćőľ ćěàőïâŋőáâìî)? Łăłőćő ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ĺ ć áàěďŋěň? Łăł ğăŕĺáăâì íâĺ ćàěňěŋă á ŕőňőéìî Θ-őąőğŋăçěŋĺľ?

1.2-3 Ďăŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çĺáěń x_1, x_2, . . ., x_n. Ŕőłăęĺâě, çâő ğă ćàěňï Θ(n log n) ňőęŋő őŕàěďěńĺâì, ěáâì ńĺ ć íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďćă őďĺŋăłőćëå çĺáńă.

1.2-4 Ďăŋë łőíääĺæĺěŋâë a_0, a_1, . . ., a_{n−1} ňŋőčőçńěŋă; âàěąãěâáï ŋăľâĺ ěčő ğŋăçěŋĺě ć ğăďăŋŋőľ âőçłě x. Őŕĺèĺâě ěáâěáâćěŋŋëľ ăńčőàĺâň, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ Θ(n^2). Łăł ćëŕőńŋĺâì ćëçĺáńěŋĺï ğă ćàěňï Θ(n), ŋě ĺáŕőńìğãï ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ňăááĺćă? Ĺáŕőńìğãľâě ”áåěňã Čőàŋěàă”: n−1∑ i=0 a_ix^i = (. . .(a_{n−1}x + a_{n−2})x + . . . + a_1)x + a_0.

1.2-5 Łăł ğăŕĺáăâì ćëàăęěŋĺě n^3/1000 − 100n^2 − 100n + 3 á ŕőňőéìî Θ-őąőğŋăçěŋĺľ?

1.2-6 Ŕőçâĺ ńîąőľ ăńčőàĺâň ňőęŋő ŋěňŋőčő ĺğňěŋĺâì, àăďĺłăńìŋő ãňěŋìèĺć ćàěňï ěčő àăąőâë ć ńãçèěň áńãçăě. Łăł?

1.3 Ŕőáâàőěŋĺě ăńčőàĺâňőć

Ěáâì ňŋőčő áâăŋďăàâŋëå ŕàĺñňőć, ĺáŕőńìğãěňëå ŕàĺ ŕőáâàőěŋĺĺ ăńčőàĺâňőć. Śőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ ïćńïěâáï ŕàĺňěàőň ăńčőàĺâňă, ďěľáâćãîéěčő ŕő èăčăň (incremental approach): ňë ďőąăćńïěň íńěňěŋâë őďĺŋ ğă ďàãčĺň ł őâáőàâĺàőćăŋŋőľ çăáâĺ ňăááĺćă.

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň ć ďěľáâćĺĺ ďàãčőľ ŕőďåőď, łőâőàëľ ŋăğëćăîâ ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” (divide-and-conquer approach), ĺ ŕőáâàőĺň á ěčő ŕőňőéìî ğŋăçĺâěńìŋő ąőńěě ąëáâàëľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ.

1.3.1 Ŕàĺŋæĺŕ ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”

Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë ŕő ŕàĺàőďě àěłãàáĺćŋë (recursive algorithms): àěèăï ŋěłőâőàãî ğăďăçã, őŋĺ ćëğëćăîâ áăňĺå áěąï ďńï àěèěŋĺï ěñ ŕőďğăďăç. Ĺďěï ňěâőďă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” áőáâőĺâ łăł àăğ ć íâőň. Śŋăçăńă ğăďăçă àăğąĺćăěâáï ŋă ŋěáłőńìłő ŕőďğăďăç ňěŋìèěčő àăğňěàă. Ğăâěň íâĺ ğăďăçĺ àěèăîâáï (á ŕőňőéìî àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă — ĺńĺ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő, ěáńĺ àăğňěà ďőáâăâőçŋő ňăń). Ŋăłőŋěæ, ĺå àěèěŋĺï łőňąĺŋĺàãîâáï ĺ ŕőńãçăěâáï àěèěŋĺě ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ.

Ďńï ğăďăçĺ áőàâĺàőćłĺ íâĺ âàĺ íâăŕă ćëčńïďïâ âăł. Śŋăçăńă ňë àăğąĺćăěň ňăááĺć ŋă ďćě ŕőńőćĺŋë ňěŋìèěčő àăğňěàă. Ğăâěň ňë áőàâĺàãěň łăęďãî ĺğ ŕőńőćĺŋ őâďěńìŋő. Ŕőáńě íâőčő ŋăň őáâăñâáï áőěďĺŋĺâì ďćă ãŕőàïďőçěŋŋëå ňăááĺćă ŕőńőćĺŋŋőčő àăğňěàă ć őďĺŋ. Řěłãàáĺćŋőě àăğąĺěŋĺě ğăďăçĺ ŋă ňěŋìèĺě ŕàőĺáåőďĺâ ďő âěå ŕőà, ŕőłă àăğňěà ňăááĺćă ŋě ďőľďñâ ďő ěďĺŋĺæë (ńîąőľ ňăááĺć ďńĺŋë 1 ňőęŋő áçĺâăâì ãŕőàïďőçěŋŋëň).

Ŋěâàĺćĺăńìŋőľ çăáâìî ïćńïěâáï áőěďĺŋěŋĺě ďćãå ãŕőàïďőçěŋŋëå ňăááĺćőć ć őďĺŋ. Őŋő ćëŕőńŋïěâáï á ŕőňőéìî ćáŕőňőčăâěńìŋőľ ŕàőæěďãàë Merge(A, p, q, r). Ŕăàăňěâàăňĺ íâőľ ŕàőæěďãàë ïćńïîâáï ňăááĺć A ĺ çĺáńă p, q, r, ãłăğëćăîéĺě čàăŋĺæë áńĺćăěňëå ãçăáâłőć. Ŕàőæěďãàă ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő p ⩽ q < r ĺ çâő ãçăáâłĺ A[p . . q] ĺ A[q + 1 . . r] ãęě őâáőàâĺàőćăŋë, ĺ áńĺćăěâ (merges) ĺå ć őďĺŋ ãçăáâőł A[p . . r].

Ňë őáâăćńïěň ŕőďàőąŋãî àăğàăąőâłã íâőľ ŕàőæěďãàë çĺâăâěńî (ãŕà. 1.3-2), ŋő ďőćőńìŋő ïáŋő, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Merge ěáâì Θ(n), čďě n — őąéăï ďńĺŋă áńĺćăěňëå ãçăáâłőć (n = r−p+1). İâő ńěčłő őąêïáŋĺâì ŋă łăàâăå. Ŕãáâì ňë ĺňěěň ďćě áâőŕłĺ łăàâ, ĺ ć łăęďőľ łăàâë ĺďãâ áćěàåã ćŋĺğ ć ćőğàăáâăîéěň ŕőàïďłě. Łăł áďěńăâì ĺğ ŋĺå őďŋã? Ŋă łăęďőň èăčě ňë ąěàñň ňěŋìèãî ĺğ ďćãå ćěàåŋĺå łăàâ ĺ łńăďñň ěñ (àãąăèłőľ ććěàå) ć àěğãńìâĺàãîéãî áâőŕłã. Łőčďă őďŋă ĺğ ĺáåőďŋëå áâőŕőł áâăŋőćĺâáï ŕãáâőľ, ňë ďőąăćńïěň ćáě őáâăćèĺěáï łăàâë ćâőàőľ áâőŕłĺ ł àěğãńìâĺàãîéěľ áâőŕłě. §áŋő, çâő łăęďëľ èăč âàěąãěâ őčàăŋĺçěŋŋőčő çĺáńă ďěľáâćĺľ, ĺ őąéěě çĺáńő ďěľáâćĺľ ěáâì Θ(n).

Šěŕěàì ŋăŕĺèěň ŕàőæěďãàã áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň Merge-Sort(A, p, r), łőâőàăï áőàâĺàãěâ ãçăáâőł A[p . . r] ňăááĺćă A, ŋě ňěŋïï őáâăńìŋãî çăáâì ňăááĺćă. Ŕàĺ p ⩾ r ãçăáâőł áőďěàęĺâ ňăłáĺňãň őďĺŋ íńěňěŋâ, ĺ âěň áăňëň ãęě őâáőàâĺàőćăŋ. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë őâëáłĺćăěň çĺáńő q, łőâőàőě ďěńĺâ ãçăáâőł ŋă ďćě ŕàĺňěàŋő àăćŋëě çăáâĺ A[p . .q] (áőďěàęĺâ ⌈n/2⌉ íńěňěŋâőć) ĺ A[q + 1 . .r] (áőďěàęĺâ ⌊n/2⌋ íńěňěŋâőć). Ğďěáì çěàěğ ⌊x⌋ ňë őąőğŋăçăěň æěńãî çăáâì x (ŋăĺąőńìèěě æěńőě çĺáńő, ňěŋìèěě ĺńĺ àăćŋőě x), ă çěàěğ ⌈x⌉ — ŋăĺňěŋìèěě æěńőě çĺáńő, ąőńìèěě ĺńĺ àăćŋőě x.

sorted sequence — őâáőàâĺàőćăŋŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì merge — áńĺïŋĺě initial sequence — ŋăçăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì

Řĺáãŋőł 1.3 Śőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň ďńï ňăááĺćă A = ⟨5, 2, 4, 6, 1, 3, 2, 6⟩.

Merge-Sort(A, p, r) 1 if p < r 2 then q ← ⌊(p + r)/2⌋ 3 Merge-Sort(A, p, q) 4 Merge-Sort(A, q + 1, r) 5 Merge(A, p, q, r) Ćěáì ňăááĺć âěŕěàì ňőęŋő őâáőàâĺàőćăâì á ŕőňőéìî ćëğőćă Merge-Sort(A, 1, length[A]). Ěáńĺ ďńĺŋă ňăááĺćă n = length[A] ěáâì áâěŕěŋì ďćőľłĺ, âő ć ŕàőæěááě áőàâĺàőćłĺ ŕàőĺğőľďñâ áńĺïŋĺě ŕăà íńěňěŋâőć ć őâáőàâĺàőćăŋŋëě ãçăáâłĺ ďńĺŋë 2, ğăâěň áńĺïŋĺě ŕăà âăłĺå ãçăáâłőć ć őâáőàâĺàőćăŋŋëě ãçăáâłĺ ďńĺŋë 4 ĺ âăł ďăńěě ďő n (ŋă ŕőáńěďŋěň èăčě áőěďĺŋïîâáï ďćă őâáőàâĺàőćăŋŋëå ãçăáâłă ďńĺŋë n/2). İâőâ ŕàőæěáá ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 1.3.

1.3.2 Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňőć âĺŕă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”

Łăł őæěŋĺâì ćàěňï àăąőâë àěłãàáĺćŋőčő ăńčőàĺâňă? Ŕàĺ ŕőďáçñâě ňë ďőńęŋë ãçěáâì ćàěňï, ğăâàăçĺćăěňőě ŋă àěłãàáĺćŋëě ćëğőćë, âăł çâő ŕőńãçăěâáï ŋěłőâőàőě àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě (recurrence equation). Ďăńěě áńěďãěâ őæěŋĺâì ćàěňï àăąőâë, ĺáåőďï ĺğ íâőčő áőőâŋőèěŋĺï.

Ćőâ ŕàĺňěàŋő łăł íâő ďěńăěâáï. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ăńčőàĺâň àăğąĺćăěâ ğăďăçã àăğňěàă n ŋă a ŕőďğăďăç, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ĺňěěâ ć b àăğ ňěŋìèĺľ àăğňěà. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő àăğąĺěŋĺě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ D(n), ă áőěďĺŋěŋĺě ŕőńãçěŋŋëå àěèěŋĺľ — ćàěňěŋĺ C(n).

Šőčďă ŕőńãçăěň áőőâŋőèěŋĺě ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë T (n) ŋă ğăďăçăå àăğňěàă n (ć åãďèěň áńãçăě): T (n) = aT (n/b) + D(n) + C(n). İâő áőőâŋőèěŋĺě ćëŕőńŋěŋő ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n, łőčďă ğăďăçã ĺňěěâ áňëáń àăğąĺćăâì ŋă ŕőďğăďăçĺ. Ďńï ňăńëå n, łőčďă âăłőě àăğąĺěŋĺě ŋěćőğňőęŋő ĺńĺ ŋě ŋãęŋő, ŕàĺňěŋïěâáï łăłőľ-âő ŕàïňőľ ňěâőď àěèěŋĺï ğăďăçĺ. Ŕőáłőńìłã n őčàăŋĺçěŋő, ćàěňï àăąőâë âőęě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë.

Ăŋăńĺğ áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň

Ďńï ŕàőáâőâë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő àăğňěà ňăááĺćă (n) ěáâì áâěŕěŋì ďćőľłĺ. (Łăł ňë ãćĺďĺň ć čńăćě 4, íâő ŋě őçěŋì áãéěáâćěŋŋő.) Šőčďă ŋă łăęďőň èăčě áőàâĺàãěňëľ ãçăáâőł ďěńĺâáï ŋă ďćě àăćŋëě ŕőńőćĺŋë. Řăğąĺěŋĺě ŋă çăáâĺ (ćëçĺáńěŋĺě čàăŋĺæë) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(1), ă áńĺïŋĺě — ćàěňěŋĺ Θ(n). Ŕőńãçăěň áőőâŋőèěŋĺě

T (n) = { Θ(1), ěáńĺ n = 1, 2T (n/2) + Θ(n/2), ěáńĺ n > 1.

Łăł ňë ãćĺďĺň ć čńăćě 4, íâő áőőâŋőèěŋĺě ćńěçñâ T (n) = Θ(n log n), čďě çěàěğ log ňë őąőğŋăçăěň ďćőĺçŋëľ ńőčăàĺäň (őáŋőćăŋĺě ńőčăàĺäňőć, ćŕàőçěň, ŋě ĺčàăěâ àőńĺ, âăł łăł ŕàĺćőďĺâ ńĺèì ł ĺğňěŋěŋĺî łőŋáâăŋâë). Ŕőíâőňã ďńï ąőńìèĺå n áőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň íääěłâĺćŋěě áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ, âàěąãîéěľ ćàěňěŋĺ Θ(n^2).

Şŕàăęŋěŋĺï

1.3-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 1.3, ŕőłăğăâì àăąőâã áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ďńï ňăááĺćă A = ⟨3, 41, 52, 26, 38, 57, 9, 49⟩.

1.3-2 Ŋăŕĺáăâì âěłáâ ŕàőæěďãàë Merge(A, p, q, r).

1.3-3 Ďőłăęĺâě ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő ěáńĺ

T (n) = { 2, ěáńĺ n = 2, 2T (n/2) + n, ěáńĺ n = 2^k ĺ k > 1,

âő T (n) = n log n (ŕàĺ ćáěå n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ ďćőľłĺ).

1.3-4 Śőàâĺàőćłã ćáâăćłăňĺ ňőęŋő őäőàňĺâì łăł àěłãàáĺćŋãî ŕàőæěďãàã: ęěńăï őâáőàâĺàőćăâì A[1 . . n], ňë (àěłãàáĺćŋő) áőàâĺàãěň A[1 . .n − 1], ă ğăâěň áâăćĺň A[n] ŋă ŕàăćĺńìŋőě ňěáâő ć őâáőàâĺàőćăŋŋőň ňăááĺćě A[1 . .n − 1]. Ŋăŕĺèĺâě àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë âăłőľ ŕàőæěďãàë.

1.3-5 Ćőğćàăéăïáì ł ğăďăçě ŕőĺáłă (ãŕà. 1.1-3), ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ ŕőĺáłě ć őâáőàâĺàőćăŋŋőň ňăááĺćě ňë ňőęěň áŋăçăńă áàăćŋĺâì ĺáłőňëľ íńěňěŋâ áő áàěďŋĺň íńěňěŋâőň ňăááĺćă, ãğŋăâì, ć łăłőľ ŕőńőćĺŋě ěčő áńěďãěâ ĺáłăâì, ă ğăâěň ŕàĺňěŋĺâì âã ęě ĺďěî àěłãàáĺćŋő. Šăłőľ áŕőáőą ŋăğëćăěâáï ďćőĺçŋëň ŕőĺáłőň (binary search). Ŋăŕĺèĺâě áőőâćěâáâćãîéãî ŕàőčàăňňã, ĺáŕőńìğãï æĺłń ĺńĺ àěłãàáĺî. Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ćàěňï ěñ àăąőâë ěáâì Θ(log n).

1.3-6 Ğăňěâĺň, çâő æĺłń while ć áâàőłăå 5–7 ŕàőæěďãàë Insertion-Sort (àăğď. 1.1) ŕàőáňăâàĺćăěâ íńěňěŋâë őâáőàâĺàőćăŋŋőčő ãçăáâłă A[1 . . j − 1] ŕőďàïď. Ćňěáâő íâőčő ňőęŋő ąëńő ąë ĺáŕőńìğőćăâì ďćőĺçŋëľ ŕőĺáł (ãŕà. 1.3-5), çâőąë ŋăľâĺ ňěáâő ćáâăćłĺ ğă ćàěňï Θ(log n). Şďăáâáï ńĺ âăłĺň őąàăğőň áďěńăâì őąéěě ćàěňï àăąőâë àăćŋëň Θ(n log n)?

1.3-7^⋆ Ďăŋ ňăááĺć S ĺğ n ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń, ă âăłęě çĺáńő x. Łăł ğă ćàěňï Θ(n log n) őŕàěďěńĺâì, ňőęŋő ńĺ ŕàěďáâăćĺâì x ć ćĺďě áãňňë ďćãå íńěňěŋâőć ňăááĺćă S?

Ğăňěçăŋĺï

Łăł ňőč ąë áłăğăâì Łőğìňă Ŕàãâłőć, åőàőèĺľ ăńčőàĺâň ŕőďőąěŋ őáâàőňã ŋőęã — âőâ ĺ ďàãčőľ ďőáâĺčăîâ æěńĺ ńěčłő ĺ ŕàőáâő. Ďàãčőě áàăćŋěŋĺě: çěńőćěł, ŕőńìğãîéĺľáï ŕńőåĺň ăńčőàĺâňőň, ŕőďőąěŋ ŕőćăàã, őâąĺćăîéěňã ňïáő őâćñàâłőľ: ěďćă áêěďőąŋëľ ĺ ňăńőŕàĺćńěłăâěńìŋëľ àěğãńìâăâ ďőáâĺčăěâáï æěŋőľ ąőńìèĺå ãáĺńĺľ.

Ůăáâő àăğŋĺæă ňěęďã ŕńőåĺň ĺ åőàőèĺň ăńčőàĺâňőň ąőńěě áãéěáâćěŋŋă, çěň ňěęďã ąëáâàëň ĺ ňěďńěŋŋëň łőňŕìîâěàőň. Ŕãáâì ňë åőâĺň őâáőàâĺàőćăâì ňăááĺć ĺğ ňĺńńĺőŋă çĺáěń. Ůâő ąëáâàěě — áőàâĺàőćăâì ěčő ćáâăćłăňĺ ŋă áãŕěàłőňŕìîâěàě (100 ňĺńńĺőŋőć őŕěàăæĺľ ć áěłãŋďã) ĺńĺ áńĺïŋĺěň ŋă ďőňăèŋěň łőňŕìîâěàě (1 ňĺńńĺőŋ őŕěàăæĺľ)? Ŕãáâì ł âőňã ęě áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ ŋăŕĺáăŋă ŋă ăááěňąńěàě çàěğćëçăľŋő íłőŋőňŋő, ĺ ďńï áőàâĺàőćłĺ n çĺáěń ŋãęŋő, áłăęěň, ńĺèì 2n^2 őŕěàăæĺľ. Ć âő ęě ćàěňï ăńčőàĺâň áńĺïŋĺěň ŋăŕĺáăŋ ąěğ őáőąőľ ğăąőâë őą íääěłâĺćŋőáâĺ ĺ çĺáńő őŕěàăæĺľ ěáâì 50n log n. Ďńï áőàâĺàőćłĺ ňĺńńĺőŋă çĺáěń ŕőńãçăěň

2 · (10^6)^2 őŕěàăæĺľ 10^8 őŕěàăæĺľ ć áěłãŋďã

= 20 000 áěłãŋď ≈ 5,56 çăáőć

ďńï áãŕěàłőňŕìîâěàă ĺ ćáěčő

50 · (10^6) log(10^6) őŕěàăæĺľ 10^6 őŕěàăæĺľ ć áěłãŋďã

≈ 1 000 áěłãŋď ≈ 17 ňĺŋãâ

ďńï ďőňăèŋěčő łőňŕìîâěàă.

Ňë ćĺďĺň, çâő àăğàăąőâłă íääěłâĺćŋëå ăńčőàĺâňőć — ŋě ňěŋěě ćăęŋăï łőňŕìîâěàŋăï âěåŋőńőčĺï, çěň àăğàăąőâłă ąëáâàőľ íńěłâàőŋĺłĺ. Ć íâőľ őąńăáâĺ âăłęě ŕàőĺáåőďĺâ ğăňěâŋëľ ŕàőčàěáá.

Şŕàăęŋěŋĺï

1.3-1 Ŕãáâì áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ĺ áńĺïŋĺěň ĺáŕőńŋïîâáï ŋă őďŋőľ ĺ âőľ ęě ňăèĺŋě ĺ âàěąãîâ 8n^2 ĺ 64n log n áőőâćěâáâćěŋŋő. Ďńï łăłĺå ğŋăçěŋĺľ n áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ ïćńïěâáï ąőńěě íääěłâĺćŋőľ? Łăł ňőęŋő ãńãçèĺâì ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň?

1.3-2 Ŕàĺ łăłőň ŋăĺňěŋìèěň ğŋăçěŋĺĺ n ăńčőàĺâň, ďěńăîéĺľ 100n^2 őŕěàăæĺľ, íääěłâĺćŋěě ăńčőàĺâňă, ďěńăîéěčő 2^n őŕěàăæĺľ?

Ğăďăçĺ

1-1 Śàăćŋěŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë

Ŕãáâì ĺňěěâáï ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã àăğňěàă n ğă f(n) ňĺłàőáěłãŋď. Łăłőć ňăłáĺňăńìŋëľ àăğňěà ğăďăçĺ, łőâőàãî őŋ áňőęěâ àěèĺâì ğă ćàěňï t? Ŋăľâĺ ěčő ďńï äãŋłæĺľ ĺ ćàěňñŋ, ŕěàěçĺáńěŋŋëå ć âăąńĺæě.

1 1 1 1 1 1 1 áěł ňĺŋ çăá ďěŋì ňěáïæ čőď ćěł log n √ n n n log n n^2 n^3 2^n n! 1-2 Śőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ ďńï łőàőâłĺå łãáłőć

Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ áőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň ąëáâàěě áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ, ŋő ďńï ňăńëå n áőőâŋőèěŋĺě őąàăâŋőě. Ŕőíâőňã ĺňěěâ áňëáń ďőáâăâőçŋő łőàőâłĺě łãáłĺ ŋě àăğąĺćăâì ďăńìèě, ă ŕàĺňěŋïâì ł ŋĺň áőàâĺàőćłã ćáâăćłăňĺ. Ćőŕàőá ć âőň, čďě áńěďãěâ ŕàőćěáâĺ čàăŋĺæã.

ă. Ŕãáâì ňăááĺć ďńĺŋë n àăğąĺâ ŋă k çăáâěľ àăğňěàă n/k. Ŕőłăęĺâě, çâő ňőęŋő őâáőàâĺàőćăâì ćáě çăáâĺ ŕő őâďěńìŋőáâĺ (á ŕőňőéìî áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ) ğă ćàěňï Θ(nk).

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőáńě íâőčő ňőęŋő áńĺâì ćáě çăáâĺ ć őďĺŋ ãŕőàïďőçěŋŋëľ ňăááĺć ğă ćàěňï Θ(n log(n/k)).

ć. Šěň áăňëň őąéěě ćàěňï àăąőâë âăłőčő áňěèăŋŋőčő ăńčőàĺâňă ěáâì Θ(nk +n log(n/k)). Łăłőćă ňăłáĺňăńìŋăï áłőàőáâì àőáâă k łăł äãŋłæĺĺ őâ n, ŕàĺ łőâőàőň íâő ćàěňï ŕő-ŕàěęŋěňã ěáâì Θ(n log n)?

č. Łăł ąë ćë áâăńĺ ćëąĺàăâì őŕâĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě k ŋă ŕàăł-

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 1 21

âĺłě?

1-3 Ůĺáńő ĺŋćěàáĺľ Ŕãáâì A[1 . .n] — ňăááĺć ĺğ n àăğńĺçŋëå çĺáěń. Ŋăá ąãďěâ ĺŋâěàěáőćăâì łőńĺçěáâćő ĺŋćěàáĺľ (inversions) ć íâőň ňăááĺćě, â. ě. çĺáńő ŕăà i < j, ďńï łőâőàëå A[i] > A[j].

ă. Şłăęĺâě ŕïâì ĺŋćěàáĺľ ć ňăááĺćě ⟨2, 3, 8, 6, 1⟩. ą. Łăłőćő ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě çĺáńő ĺŋćěàáĺľ ć ňăááĺćě ďńĺŋë n?

ć. Łăł áćïğăŋő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ĺ çĺáńő ĺŋćěàáĺľ? Őąêïáŋĺâě áćőľ őâćěâ.

č. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ áçĺâăěâ çĺáńő ĺŋćěàáĺľ ć ňăááĺćě ďńĺŋë n ğă ćàěňï Θ(n log n). (Şłăğăŋĺě: Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň.)

Ğăňěçăŋĺï

Ěáâì ňŋőęěáâćő åőàőèĺå łŋĺč ő ŕőáâàőěŋĺĺ ăńčőàĺâňőć. Ćőâ ŋěłőâőàëě ĺğ ŋĺå: Ăåő, Ţőŕłàőäâ ĺ Şńìňăŋ [4,5], Ąăăá [14], Ąàăááăà ĺ Ąàěâńĺ [14], Ţőàőćĺæ ĺ Śăåŋĺ [105], Łŋãâ [121, 122, 123], Ňăŋąěà [142], Ňěńìåőàŋ [144, 145, 146], Ŕãàďőň ĺ Ąàăãŋ [164], Řěľŋčőńìď, Ŋĺćěàčěńìâ ĺ Ďěő [167], Śěďęćĺł [175], Şĺńä [201]. Ŕàăłâĺçěáłĺě ăáŕěłâë àăğàăąőâłĺ íääěłâĺćŋëå ăńčőàĺâňőć: Ąěŋâńĺ [24,25], Čőŋŋěâ [90].

Ć 1968 čőďã Łŋãâ őŕãąńĺłőćăń ŕěàćëľ ĺğ âàñå âőňőć áěàĺĺ Ĺáłãááâćő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ďńï İĆŇ [121, 122, 123], łőâőàëľ áâăń ŋăçăńőň ŋőćőľ íŕőåĺ ć ŋăãłě őą íääěłâĺćŋëå ăńčőàĺâňăå. Ćáě âàĺ âőňă ďő áĺå ŕőà őáâăîâáï ŋěğăňěŋĺňëň áŕàăćőçŋĺłőň. Łăł ŕĺèěâ Łŋãâ, áńőćő ”ăńčőàĺâň” ŕàőĺáåőďĺâ őâ ĺňěŋĺ ăàăąáłőčő ňăâěňăâĺłă ďěćïâőčő ćěłă Ăń-Ţőàěğňĺ (al-Khowârizmî, ĺńĺ al-Khwârizmî).

Ăåő, Ţőŕłàőäâ ĺ Şńìňăŋ [4] ãłăğăńĺ ŋă ćăęŋőáâì ăáĺňŕâőâĺçěáłőčő ăŋăńĺğă ćàěňěŋĺ àăąőâë łăł áàěďáâćă áàăćŋěŋĺï íääěłâĺćŋőáâĺ ăńčőàĺâňőć. Őŋĺ èĺàőłő ĺáŕőńìğőćăńĺ àěłãààěŋâŋëě áőőâŋőèěŋĺï ďńï ŕőńãçěŋĺï őæěŋőł ćàěňěŋĺ àăąőâë.

Łŋĺčă Łŋãâă [123] áőďěàęĺâ ĺáçěàŕëćăîéěě ĺğńőęěŋĺě ňŋőęěáâćă ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ. Őŋ áàăćŋĺćăěâ àăğńĺçŋëě ăńčőàĺâňë, âőçŋő ŕőďáçĺâëćăï çĺáńő àăğńĺçŋëå èăčőć (ňë ďěńăńĺ íâő ďńï áőàâĺàőćłĺ áàăćŋěŋĺěň). Řăááňăâàĺćăîâáï àăğńĺçŋëě ćăàĺăŋâë áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ, ćłńîçăï áőàâĺàőćłã Ÿěńńă (D. L. Shell), łőâőàăï ĺáŕőńìğãěâ áőàâĺàőćłã ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ á ŕőáâőïŋŋëň èăčőň ďńï ãňěŋìèěŋĺï çĺáńă őŕěàăæĺľ.

Śőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň âăłęě őŕĺáăŋă ć łŋĺčě Łŋãâă, łőâőàëľ ãłăğëćăěâ, çâő ňěåăŋĺçěáłőě ãáâàőľáâćő ďńï áńĺïŋĺï ďćãå áâőŕőł ŕěàäőłăàâ ğă őďĺŋ ŕàőåőď ąëńő ĺğőąàěâěŋő ć 1938 čőďã. Ŕőćĺďĺňőňã, Ďęőŋ äőŋ Ŋěľňăŋ (J. von Neumann), őďĺŋ ĺğ őáŋőćăâěńěľ ĺŋäőàňăâĺłĺ, ŋăŕĺáăń ŕàőčàăňňã áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ďńï łőňŕìîâěàă EDVAC ć 1945 čőďã.

I Ňăâěňăâĺçěáłĺě őáŋőćë ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć

Ććěďěŋĺě

Ć íâőľ çăáâĺ áőąàăŋë áćěďěŋĺï ĺğ ňăâěňăâĺłĺ, łőâőàëě ĺáŕőńìğãîâáï ŕàĺ ăŋăńĺğě ăńčőàĺâňőć. Ňë áőćěâãěň ąěčńő ŕàőáňőâàěâì ěñ ĺ ŕěàěľâĺ ł áńěďãîéĺň čńăćăň, ćőğćàăéăïáì ł ŕàőáňőâàěŋŋőňã ŕő ňěàě ŋăďőąŋőáâĺ.

Ć čńăćě 2 ňë ććőďĺň ŕőŋïâĺï ĺ őąőğŋăçěŋĺï, áćïğăŋŋëě á ăáĺňŕâőâĺłőľ äãŋłæĺľ (Θ ĺ ďà.), ă âăłęě ŋěłőâőàëě ďàãčĺě. Ŋăèă æěńì ğďěáì ŋě àăááłăğăâì ő çñň-âő ŋőćőň, ă ŕàőáâő áőčńăáőćăâì őąőğŋăçěŋĺï ĺ âěàňĺŋőńőčĺî.

Ć čńăćě 3 ŕàĺćőďïâáï àăğńĺçŋëě ňěâőďë ćëçĺáńěŋĺï ĺ őæěŋłĺ áãňň (ŕőďàőąŋőě ĺğńőęěŋĺě ňőęŋő ŋăľâĺ ć ńîąőň ãçěąŋĺłě ňăâěňăâĺçěáłőčő ăŋăńĺğă).

Čńăćă 4 ŕőáćïéěŋă ŕàěőąàăğőćăŋĺî àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ ć ïćŋëě őæěŋłĺ. Ňë äőàňãńĺàãěň ĺ ďőłăğëćăěň őąéěě ãâćěàęďěŋĺě âăłőčő àőďă (âěőàěňă 4.1), łőâőàőčő ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć őłăğëćăěâáï ďőáâăâőçŋő. Ěčő ďőłăğăâěńìáâćő ďőćőńìŋő ďńĺŋŋő, ŋő ć ďăńìŋěľèěň ŋě ĺáŕőńìğãěâáï, âăł çâő ŕàĺ ŕěàćőň çâěŋĺĺ ěčő ňőęŋő ŕàőŕãáâĺâì.

Ć čńăćě 5 ňë ďăñň őŕàěďěńěŋĺï àăğńĺçŋëå ŕőŋïâĺľ, áćïğăŋŋëå á ňŋőęěáâćăňĺ, őâŋőèěŋĺïňĺ, äãŋłæĺïňĺ, čàăäăňĺ ĺ ďěàěćìïňĺ, ĺ ććőďĺň áőőâćěâáâćãîéĺě őąőğŋăçěŋĺï.

Čńăćă 6 ŕőáćïéěŋă őáŋőćŋëň ŕőŋïâĺïň łőňąĺŋăâőàĺłĺ ĺ âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ. Ąőńìèăï çăáâì łŋĺčĺ ŋě ĺáŕőńìğãěâ íâőčő ňăâěàĺăńă, âăł çâő ŕàĺ ŕěàćőň çâěŋĺĺ íâã čńăćã (őáőąěŋŋő ŕőáńěďŋĺě àăğďěńë) ňőęŋő áňěńő ŕàőŕãáâĺâì, ćőğćàăéăïáì ł ŕàőŕãéěŋŋőňã ŕő ňěàě ŋăďőąŋőáâĺ.

2 Śłőàőáâì àőáâă äãŋłæĺľ

Śàăćŋĺćăï ďćă ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ć čńăćě 1, ňë ãáâăŋőćĺńĺ, çâő ćàěňï àăąőâë őďŋőčő (áőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň) ŕàĺňěàŋő ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő n^2, ă ďàãčőčő (áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ) — n lg n. Łăłőćë ąë ŋĺ ąëńĺ łőíääĺæĺěŋâë ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋőáâĺ, ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n ŕěàćëľ ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ąëáâàěě.

Ăŋăńĺğĺàãï ăńčőàĺâň, ňőęŋő áâăàăâìáï ŋăľâĺ âőçŋőě çĺáńő ćëŕőńŋïěňëå ĺň ďěľáâćĺľ. Ŋő ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć ĺčàă ŋě áâőĺâ áćěç, ĺ ďőáâăâőçŋő őæěŋĺâì ăáĺňŕâőâĺłã àőáâă ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă ŕàĺ áâàěňńěŋĺĺ àăğňěàă ćåőďă ł ąěáłőŋěçŋőáâĺ (asymptotic efficiency). Ěáńĺ ã őďŋőčő ăńčőàĺâňă áłőàőáâì àőáâă ňěŋìèě, çěň ã ďàãčőčő, âő ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć őŋ ąãďěâ íääěłâĺćŋěě ďńï ćáěå ćåőďőć, łàőňě áőćáěň łőàőâłĺå. (Ţőâï ąëćăîâ ĺ ĺáłńîçěŋĺï.)

2.1 Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě őąőğŋăçěŋĺï

Ţőâï ćő ňŋőčĺå áńãçăïå íâĺ őąőğŋăçěŋĺï ĺáŕőńìğãîâáï ŋěäőàňăńìŋő, ŕőńěğŋő ŋăçăâì á âőçŋëå őŕàěďěńěŋĺľ.

Θ-őąőğŋăçěŋĺě

Ć čńăćě 2 ňë čőćőàĺńĺ, çâő ćàěňï T (n) àăąőâë ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ŋă ćåőďăå ďńĺŋë n ěáâì Θ(n^2). Šőçŋëľ áňëáń íâőčő ãâćěàęďěŋĺï âăłőľ: ŋăľďãâáï âăłĺě łőŋáâăŋâë c_1, c_2 > 0 ĺ âăłőě çĺáńő n_0, çâő c_1n^2 ⩽ T (n) ⩽ c_2n^2 ŕàĺ ćáěå n ⩾ n_0. Ćőőąéě, ěáńĺ g(n) — ŋěłőâőàăï äãŋłæĺï, âő ğăŕĺáì f(n) = Θ(g(n)) őğŋăçăěâ, çâő ŋăľďãâáï âăłĺě c_1, c_2 > 0 ĺ âăłőě n_0, çâő 0 ⩽ c_1g(n) ⩽ f(n) ⩽ c_2g(n) ďńï ćáěå n ⩾ n_0 (áň. àĺá. 2.1). (Ğăŕĺáì f(n) = Θ(g(n)) çĺâăěâáï âăł: ”íä őâ íŋ ěáâì âíâă őâ ęě őâ íŋ”.)

[!!!!!!!!! Řĺáãŋőł 2.1 - ŕőďŕĺáì ł ŋěňã: ] Ĺńńîáâàăæĺĺ ł őŕàěďěńěŋĺïň f(n) = Θ(g(n)), f(n) = O(g(n)) ĺ f(n) = Ω(g(n)).

Řăğãňěěâáï, íâő őąőğŋăçěŋĺě áńěďãěâ ãŕőâàěąńïâì á őáâőàőęŋőáâìî: ãáâăŋőćĺć, çâő f_1(n) = Θ(g(n)) ĺ f_2(n) = Θ(g(n)), ŋě áńěďãěâ ğăłńîçăâì, çâő f_1(n) = f_2(n)!

Őŕàěďěńěŋĺě Θ(g(n)) ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő äãŋłæĺĺ f(n) ĺ g(n) ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋë, â. ě. ŋěőâàĺæăâěńìŋë ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺľ n. Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ äãŋłæĺĺ f ĺ g áâàőčő ŕőńőęĺâěńìŋë, âő ňőęŋő ĺáłńîçĺâì n_0 ĺğ őŕàěďěńěŋĺï (ĺğňěŋĺć łőŋáâăŋâë c_1 ĺ c_2 âăł, çâőąë ďńï ňăńëå n ŋěàăćěŋáâćő âăłęě ćëŕőńŋïńőáì).

Ěáńĺ f(n) = Θ(g(n)), âő čőćőàïâ, çâő g(n) ïćńïěâáï ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋőľ őæěŋłőľ ďńï f(n). Ŋă áăňőň ďěńě íâő őâŋőèěŋĺě áĺňňěâàĺçŋő: ěáńĺ f(n) = Θ(g(n)), âő g(n) = Θ(f(n)).

Ćěàŋñňáï ł ŕàĺňěàã ĺğ čńăćë 1 ĺ ŕàőćěàĺň, çâő (1/2)n^2 − 3n = Θ(n^2). Śőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî, ŋăďő ãłăğăâì ŕőńőęĺâěńìŋëě łőŋáâăŋâë c_1, c_2 ĺ çĺáńő n_0 âăł, çâőąë ŋěàăćěŋáâćă

c_1n^2 ⩽ 1 2 n^2 − 3n ⩽ c_2n^2

ćëŕőńŋïńĺáì ďńï ćáěå n ⩾ n_0. Řăğďěńĺň ŋă n^2:

c_1 ⩽ 1 2 − 3 n ⩽ c_2 Ćĺďŋő, çâő ćëŕőńŋěŋĺï ćâőàőčő ŋěàăćěŋáâćă ďőáâăâőçŋő ŕőńőęĺâì c_2 = 1/2. Ŕěàćőě ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő, ěáńĺ (ŋăŕàĺňěà) n_0 = 7 ĺ c_1 = 1/14.

Ďàãčőľ ŕàĺňěà ĺáŕőńìğőćăŋĺï äőàňăńìŋőčő őŕàěďěńěŋĺï: ŕőłăęěň, çâő 6n^3 ≠ Θ(n^2). Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì ŋăľďãâáï âăłĺě c_2 ĺ n_0, çâő 6n^3 ⩽ c_2n^2 ďńï ćáěå n ⩾ n_0. Ŋő âőčďă n ⩽ c_2/6 ďńï ćáěå n ⩾ n_0 — çâő ïćŋő ŋě âăł.

Őâëáłĺćăï ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋãî őæěŋłã ďńï áãňňë, ňë ňőęěň őâąàăáëćăâì çńěŋë ňěŋìèěčő ŕőàïďłă, łőâőàëě ŕàĺ ąőńìèĺå n áâăŋőćïâáï ňăńëňĺ ŕő áàăćŋěŋĺî á őáŋőćŋëň áńăčăěňëň. Ğăňěâĺň âăłęě, çâő łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ áâăàèěň çńěŋě àőńĺ ŋě ĺčàăěâ (őŋ ňőęěâ ŕőćńĺïâì âőńìłő ŋă ćëąőà łőŋáâăŋâ c_1 ĺ c_2). Ŋăŕàĺňěà, àăááňőâàĺň łćăďàăâĺçŋãî äãŋłæĺî f(n) = an^2+bn+c, čďě a, b, c — ŋěłőâőàëě łőŋáâăŋâë ĺ a > 0. Őâąàăáëćăï çńěŋë ňńăďèĺå ŕőàïďłőć ĺ łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ áâăàèěň çńěŋě, ŋăåőďĺň, çâő f(n) = Θ(n^2). Ůâőąë ãąěďĺâìáï ć íâőň äőàňăńìŋő, ňőęŋő ŕőńőęĺâì c_1 = a/4, c_2 = 7a/4 ĺ n_0 = 2 · max((|b|/a), √ |c|/a) (ŕàőćěàìâě, çâő âàěąőćăŋĺï ďěľáâćĺâěńìŋő ćëŕőńŋěŋë). Ćőőąéě, ďńï ńîąőčő ŕőńĺŋőňă p(n) áâěŕěŋĺ d á ŕőńőęĺâěńìŋëň áâăàèĺň łőíääĺæĺěŋâőň ĺňěěň p(n) = Θ(n^d) (ğăďăçă 2-1).

Şŕőňïŋěň ćăęŋëľ çăáâŋëľ áńãçăľ ĺáŕőńìğőćăŋĺï Θőąőğŋăçěŋĺľ: Θ(1) őąőğŋăçăěâ őčàăŋĺçěŋŋãî äãŋłæĺî, őâďěńñŋŋãî őâ ŋãńï ŋěłőâőàëľ ŕőńőęĺâěńìŋőľ łőŋáâăŋâőľ ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺïå ăàčãňěŋâă. (Ĺğ łőŋâěłáâă őąëçŋő ïáŋő, çâő ĺňěŋŋő áçĺâăěâáï ăàčãňěŋâőň äãŋłæĺĺ.)

O- ĺ Ω-őąőğŋăçěŋĺï

Ğăŕĺáì f(n) = Θ(g(n)) ćłńîçăěâ ć áěąï ďćě őæěŋłĺ: ćěàåŋîî ĺ ŋĺęŋîî. Ĺå ňőęŋő àăğďěńĺâì. Čőćőàïâ, çâő f(n) = O(g(n)), ěáńĺ ŋăľďñâáï âăłăï łőŋáâăŋâă c > 0 ĺ âăłőě çĺáńő n_0, çâő 0 ⩽ f(n) ⩽ cg(n) ďńï ćáěå n ⩾ n_0 Čőćőàïâ, çâő f(n) = Ω(g(n)), ěáńĺ ŋăľďěâáï âăłăï łőŋáâăŋâă c > 0 ĺ âăłőě çĺáńő n_0, çâő 0 ⩽ cg(n) ⩽ f(n) ďńï ćáěå n ⩾ n_0. İâĺ ğăŕĺáĺ çĺâăîâáï âăł: ”íä őâ íŋ ěáâì ő ąőńìèőě őâ ęě őâ íŋ”, ”íä őâ íŋ ěáâì őňě́čă ąőńìèăï őâ ęě őâ íŋ”.

Ŕő-ŕàěęŋěňã ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő äãŋłæĺĺ f ĺ g ŋěőâàĺæăâěńìŋë ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺľ ăàčãňěŋâă. Ńěčłő ćĺďěâì (ãŕà. 2.1-5), çâő ćëŕőńŋěŋë áńěďãîéĺě áćőľáâćă:

Šěőàěňă 2.1. Ďńï ńîąëå ďćãå äãŋłæĺľ f(n) ĺ g(n) áćőľáâćő f(n) = Θ(g(n)) ćëŕőńŋěŋő âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă f(n) = O(g(n)) ĺ f(n) = Ω(g(n)).

Ďńï ńîąëå ďćãå äãŋłæĺľ áćőľáâćă f(n) = O(g(n)) ĺ g(n) = Ω(f(n)) àăćŋőáĺńìŋë.

Łăł ňë ćĺďěńĺ, an^2 + bn + c = Θ(n^2) (ŕàĺ ŕőńőęĺâěńìŋëå a). Ŕőíâőňã an^2 + bn + c = O(n^2). Ďàãčőľ ŕàĺňěà: ŕàĺ a > 0 ňőęŋő ŋăŕĺáăâì an + b = O(n^2) (ŕőńőęĺň c = a + |b| ĺ n_0 = 1). Ğăňěâĺň, çâő ć íâőň áńãçăě an + b ≠ Ω(n^2 ĺ an + b ≠ Θ(n^2).

Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě őąőğŋăçěŋĺï (Θ, O ĺ Ω) çăáâő ãŕőâàěąńïîâáï ćŋãâàĺ äőàňãń. Ŋăŕàĺňěà, ć čńăćě 1 ňë ŕőńãçĺńĺ àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)

ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň. Ğďěáì Θ(n) őąőğŋăçăěâ ŋěłőâőàãî äãŋłæĺî, ŕàő łőâőàãî ŋăň ćăęŋő ğŋăâì ńĺèì, çâő őŋă ŋě ňěŋìèě c_1n ĺ ŋě ąőńìèě c_2n ďńï ŋěłőâőàëå ŕőńőęĺâěńìŋëå c_1 ĺ c_2 ĺ ďńï ćáěå ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n.

Ůăáâő ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě őąőğŋăçěŋĺï ãŕőâàěąńïîâáï ŋě ćŕőńŋě äőàňăńìŋő, åőâï ĺå ŕőďàăğãňěćăěňëľ áňëáń őąëçŋő ïáěŋ ĺğ łőŋâěłáâă. Ŋăŕàĺňěà, ňë ňőęěň ŋăŕĺáăâì ćëàăęěŋĺě n∑ i=1 O(i) ĺňěï ć ćĺďã áãňňã h(1) + h(2) + . . . + h(n), čďě h(i) — ŋěłőâőàăï äãŋłæĺï, ďńï łőâőàőľ h(i) = O(i). Ńěčłő ćĺďěâì, çâő áăňă íâă áãňňă łăł äãŋłæĺï őâ n ěáâì O(n^2).

Šĺŕĺçŋëľ ŕàĺňěà ĺáŕőńìğőćăŋĺï ăáĺňŕâőâĺçěáłĺå őąőğŋăçěŋĺľ — æěŕőçłă àăćěŋáâć ŋăŕőďőąĺě 2n^2+3n+1 = 2n^2+Θ(n) = Θ(n^2). Ćâőàőě ĺğ íâĺå àăćěŋáâć (2n^2 +Θ(n) = Θ(n^2)) ŕőŋĺňăěâáï ŕàĺ íâőň âăł: łăłőćă ąë ŋĺ ąëńă äãŋłæĺï h(n) = Θ(n) ć ńěćőľ çăáâĺ, áãňňă 2n^2 + h(n) ěáâì Θ(n^2).

o- ĺ ω-őąőğŋăçěŋĺï

Ğăŕĺáì f(n) = O(g(n)) őğŋăçăěâ, çâő á àőáâőň n őâŋőèěŋĺě f(n)/g(n) őáâăñâáï őčàăŋĺçěŋŋëň. Ěáńĺ ł âőňã ęě lim_{n→∞} f(n) g(n) = 0, (2.1)

âő ňë ŕĺèěň f(n) = o(g(n)) (çĺâăěâáï ”íä őâ íŋ ěáâì ő ňăńőě őâ ęě őâ íŋ”). Ťőàňăńìŋő čőćőàï, f(n) = o(g(n)), ěáńĺ ďńï ćáïłőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő ε > 0 ŋăľďñâáï âăłőě n_0, çâő 0 ⩽ f(n) ⩽ εg(n) ŕàĺ ćáěå n ⩾ n_0. (Šěň áăňëň ğăŕĺáì f(n) = o(g(n)) ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő f(n) ĺ g(n) ŋěőâàĺæăâěńìŋë ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺ́å n.)

Ŕàĺňěà: 2n = o(n^2), ŋő 2n^2 ≠ o(n^2).

Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ććőďĺâáï ω-őąőğŋăçěŋĺě: čőćőàïâ, çâő f(n) ěáâì ω(g(n)) (”íä őâ íŋ ěáâì őňě́čă ňăńăï őâ ęě őâ íŋ”), ěáńĺ ďńï ńîąőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő c áãéěáâćãěâ âăłőě n_0, çâő 0 ⩽ cg(n) ⩽ f(n) ŕàĺ ćáěå n ⩾ n_0. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, f(n) = ω(g(n)) őğŋăçăěâ, çâő g(n) = o(f(n)).

Ŕàĺňěà: n^2/2 = ω(n), ŋő n^2/2 ≠ ω(n^2).

Śàăćŋěŋĺě äãŋłæĺľ

Ććěďñŋŋëě ŋăňĺ őŕàěďěńěŋĺï őąńăďăîâ ŋěłőâőàëňĺ áćőľáâćăňĺ âàăŋğĺâĺćŋőáâĺ, àěäńěłáĺćŋőáâĺ ĺ áĺňňěâàĺçŋőáâĺ: Šàăŋğĺâĺćŋőáâì:

f(n) = Θ(g(n)) ĺ g(n) = Θ(h(n)) ćńěçñâ f(n) = Θ(h(n)), f(n) = O(g(n)) ĺ g(n) = O(h(n)) ćńěçñâ f(n) = O(h(n)), f(n) = Ω(g(n)) ĺ g(n) = Ω(h(n)) ćńěçñâ f(n) = Ω(h(n)), f(n) = o(g(n)) ĺ g(n) = o(h(n)) ćńěçñâ f(n) = o(h(n)), f(n) = ω(g(n)) ĺ g(n) = ω(h(n)) ćńěçñâ f(n) = ω(h(n)). Řěäńěłáĺćŋőáâì:

f(n) = Θ(f(n)), f(n) = O(f(n)), f(n) = Ω(f(n)). Śĺňňěâàĺçŋőáâì:

f(n) = Θ(g(n)) ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ g(n) = Θ(f(n)). Őąàăéěŋĺě:

f(n) = O(g(n)) ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ g(n) = Ω(f(n)), f(n) = o(g(n)) ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ g(n) = ω(f(n)). Ňőęŋő ŕàőćěáâĺ âăłãî ŕăàăńńěńì: őâŋőèěŋĺï ňěęďã äãŋłæĺïňĺ f ĺ g ŕőďőąŋë őâŋőèěŋĺïň ňěęďã çĺáńăňĺ a ĺ b: f(n) = O(g(n)) ≈ a ⩽ b f(n) = Ω(g(n)) ≈ a ⩾ b f(n) = Θ(g(n)) ≈ a = b f(n) = o(g(n)) ≈ a < b f(n) = ω(g(n)) ≈ a > b

Ŕăàăńńěńì íâă, ćŕàőçěň, ćěáìňă ãáńőćŋă: áćőľáâćă çĺáńőćëå ŋěàăćěŋáâć ŋě ŕěàěŋőáïâáï ŋă äãŋłæĺĺ. Ŋăŕàĺňěà, ďńï ńîąëå ďćãå çĺáěń a ĺ b ćáěčďă ĺńĺ a ⩽ b, ĺńĺ a ⩾ b, őďŋăłő ŋěńìğï ãâćěàęďăâì, çâő ďńï ńîąëå ďćãå (ŕőńőęĺâěńìŋëå) äãŋłæĺľ f(n) ĺ g(n) ĺńĺ f(n) = O(g(n)), ĺńĺ f(n) = Ω(g(n)). Ć áăňőň ďěńě, ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, çâő ŋĺ őďŋő ĺğ íâĺå ďćãå áőőâŋőèěŋĺľ ŋě ćëŕőńŋěŋő ďńï f(n) = n ĺ g(n) = n^{1+sin n} (ŕőłăğăâěńì áâěŕěŋĺ ć ćëàăęěŋĺĺ ďńï g(n) ňěŋïěâáï ć ĺŋâěàćăńě őâ 0 ďő 2). Ğăňěâĺň ěéñ, çâő ďńï çĺáěń a ⩽ b ćńěçñâ a < b ĺńĺ a = b, ć âő ćàěňï łăł ďńï äãŋłæĺľ f(n) = O(g(n)) ŋě ćńěçñâ f(n) = o(g(n)) ĺńĺ f(n) = Θ(g(n)).

Şŕàăęŋěŋĺï

2.1-1 Ŕãáâì f(n) ĺ g(n) ŋěőâàĺæăâěńìŋë ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n. Ŕőłăęĺâě, çâő max(f(n), g(n)) = Θ(f(n) + g(n)).

2.1-2 Ŕőłăęĺâě, çâő

(n + a)^b = Θ(n^b) (2.2)

ďńï ńîąőčő ćěéěáâćěŋŋőčő a ĺ ďńï ńîąőčő b > 0.

2.1-3 Ŕőçěňã ãâćěàęďěŋĺě ”ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă A ŋě ňěŋìèě O(n^2)” ŋě ĺňěěâ áňëáńă?

2.1-4 Ňőęŋő ńĺ ãâćěàęďăâì, çâő 2^{n+1} = O(2^n)? Ůâő 2^{2n} = O(2^n)?

2.1-5 Ďőłăęĺâě âěőàěňã 2.1.

2.1-6 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà äãŋłæĺľ f(n) ĺ g(n), ďńï łőâőàëå f(n) = O(g(n)), ŋő f(n) ≠ o(g(n)) ĺ f(n) ≠ Θ(g(n)).

2.1-7 Ŕőłăęĺâě, çâő áćőľáâćă f(n) = o(g(n)) ĺ f(n) = ω(g(n)) ŋě ňőčãâ ąëâì ćëŕőńŋěŋë őďŋőćàěňěŋŋő.

2.1-8 Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě őąőğŋăçěŋĺï ňőčãâ ąëâì ććěďěŋë ĺ ďńï äãŋłæĺľ, ğăćĺáïéĺå őâ ŋěáłőńìłĺå ŕăàăňěâàőć. Čőćőàïâ, çâő f(m, n) = O(g(m, n)), ěáńĺ ŋăľďãâáï n_0, m_0 ĺ ŕőńőęĺâěńìŋőě c, ďńï łőâőàëå 0 ⩽ f(m, n) ⩽ cg(m, n) ďńï ćáěå n ⩾ n_0 ĺ m ⩾ m_0. Ďăľâě ăŋăńőčĺçŋëě őŕàěďěńěŋĺï ďńï Θ(g(m, n)) ĺ Ω(g(m, n)).

2.2 Śâăŋďăàâŋëě äãŋłæĺĺ ĺ őąőğŋăçěŋĺï

Ňőŋőâőŋŋőáâì

Čőćőàïâ, çâő äãŋłæĺï f(n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ (is monotonically increasing), ěáńĺ f(m) ⩽ f(n) ŕàĺ m ⩽ n. Čőćőàïâ, çâő äãŋłæĺï f(n) ňőŋőâőŋŋő ãąëćăěâ (is monotonically decreasing), ěáńĺ f(m) ⩾ f(n) ŕàĺ m ⩽ n. Čőćőàïâ, çâő äãŋłæĺï f(n) áâàőčő ćőğàăáâăěâ (is strictly increasing), ěáńĺ f(m) < f(n) ŕàĺ m < n. Čőćőàïâ, çâő äãŋłæĺï f(n) áâàőčő ãąëćăěâ (is strictly decreasing), ěáńĺ f(m) > f(n) ŕàĺ m < n. Űěńëě ŕàĺąńĺęěŋĺï áŋĺğã ĺ áćěàåã

Ďńï ńîąőčő ćěéěáâćěŋŋőčő çĺáńă x çěàěğ ⌊x⌋ (the floor of x) ňë őąőğŋăçăěň ěčő æěńãî çăáâì, â. ě. ŋăĺąőńìèěě æěńőě çĺáńő, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě x. Śĺňňěâàĺçŋëň őąàăğőň ⌈x⌉ (the ceiling of x) őąőğŋăçăěâ ŋăĺňěŋìèěě æěńőě çĺáńő, ŋě ňěŋìèěě x. Őçěćĺďŋő, x − 1 < ⌊x⌋ ⩽ x ⩽ ⌈x⌉ < x + 1 ďńï ńîąőčő x. Łàőňě âőčő, ⌈n/2⌉ + ⌊n/2⌋ = n ďńï ńîąőčő æěńőčő n. Ŋăłőŋěæ, ďńï ńîąőčő x ĺ ďńï ńîąëå æěńëå ŕőńőęĺâěńìŋëå a ĺ b ĺňěěň ⌈⌈x/a⌉/b⌉ = ⌈x/ab⌉ (2.3) ĺ ⌊⌊x/a⌋/b⌋ = ⌊x/ab⌋ (2.4) (çâőąë ãąěďĺâìáï ć íâőň, ŕőńěğŋő ğăňěâĺâì, çâő ďńï ńîąőčő z ĺ ďńï æěńőčő n áćőľáâćă n ⩽ z ĺ n ⩽ ⌊z⌋ àăćŋőáĺńìŋë).

Ťãŋłæĺĺ x → ⌊x⌋ ĺ x → ⌈x⌉ ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîâ.

Ňŋőčőçńěŋë

Ňŋőčőçńěŋőň (ŕőńĺŋőňőň) áâěŕěŋĺ d őâ ŕěàěňěŋŋőľ n (polynomial in n of degree d) ŋăğëćăîâ äãŋłæĺî p(n) = d∑ i=0 a_in_i (d — ŋěőâàĺæăâěńìŋőě æěńőě çĺáńő). Ůĺáńă a_0, a_1, . . ., a_d ŋăğëćăîâ łőíääĺæĺěŋâăňĺ (coefficients) ňŋőčőçńěŋă. Ňë áçĺâăěň, çâő áâăàèĺľ łőíääĺæĺěŋâ a_d ŋě àăćěŋ ŋãńî (ěáńĺ íâő ŋě âăł, ãňěŋìèĺň d — íâő ňőęŋő áďěńăâì, ěáńĺ âőńìłő ňŋőčőçńěŋ ŋě àăćěŋ ŋãńî âőęďěáâćěŋŋő).

Ďńï ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺľ n ğŋăł ňŋőčőçńěŋă p(n) őŕàěďěńïěâáï áâăàèĺň łőíääĺæĺěŋâőň (őáâăńìŋëě çńěŋë ňăńë ŕő áàăćŋěŋĺî á ŋĺň), âăł çâő ŕàĺ a_d > 0 ňŋőčőçńěŋ p(n) ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńěŋ (ŕőńőęĺâěńěŋ ŕàĺ ąőńìèĺ́å n) ĺ ňőęŋő ŋăŕĺáăâì p(n) = Θ(n^d).

Ŕàĺ a ⩾ 0 äãŋłæĺï n → n^a ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ, ŕàĺ a ⩽ 0 — ňőŋőâőŋŋő ãąëćăěâ. Čőćőàïâ, çâő äãŋłæĺï f(n) ŕőńĺŋőňĺăńìŋő őčàăŋĺçěŋă, ěáńĺ f(n) = n^{O(1)}, ĺńĺ, ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ f(n) = O(n^k) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë k (áň. ãŕà. 2.2-2).

İłáŕőŋěŋâë

Ďńï ńîąëå ćěéěáâćěŋŋëå m, n ĺ a ≠ 0 ĺňěěň

a^0 = 1, (a^m)^n = a^{mn}, a^1 = a, (a^m)^n = (a^n)^m, a^{−1} = 1/a, a^ma^n = a^{m+n}. Ŕàĺ a ⩾ 1 äãŋłæĺï n → a^n ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ. Ňë ąãďěň ĺŋőčďă ãáńőćŋő ŕőńăčăâì 0^0 = 1.

Ťãŋłæĺï n → a^n ŋăğëćăěâáï ŕőłăğăâěńìŋőľ äãŋłæĺěľ, ĺńĺ íłáŕőŋěŋâőľ (exponential). Ŕàĺ a > 1 ŕőłăğăâěńìŋăï äãŋłæĺï àăáâñâ ąëáâàěě ńîąőčő ŕőńĺŋőňă: łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő b, lim_{n→∞} n^b a^n = 0 (2.5)

ĺńĺ, ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, n^b = o(a^n). Ěáńĺ ć łăçěáâćě őáŋőćăŋĺï áâěŕěŋĺ ćğïâì çĺáńő e = 2,71828 . . ., âő íłáŕőŋěŋâã ňőęŋő ğăŕĺáăâì ć ćĺďě àïďă

e^x = 1 + x + x^2 2! + x^3 3! + . . . = ∞∑ k=0 x^k k! (2.6)

čďě k! = 1 · 2 · 3 · . . . · k (áň. ŋĺęě ő äăłâőàĺăńăå).

Ďńï ćáěå ćěéěáâćěŋŋëå x ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő

e^x ⩾ 1 + x (2.7)

łőâőàőě őąàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő ńĺèì ŕàĺ x = 0. Ŕàĺ |x| ⩽ 1 ňőęŋő őæěŋĺâì e^x áćěàåã ĺ áŋĺğã âăł:

1 + x ⩽ e^x ⩽ 1 + x + x^2 (2.8)

Ňőęŋő áłăğăâì, çâő e^x = 1 + x + Θ(x^2) ŕàĺ x → 0, ĺňěï ć ćĺďã áőőâćěâáâćãîéěě ĺáâőńłőćăŋĺě őąőğŋăçěŋĺï Θ (ć łőâőàőň n → ∞ ğăňěŋěŋő ŋă x → 0).

Ŕàĺ ćáěå x ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő lim_{n→∞} ( 1 +^x_n )_n = e^x.

Ńőčăàĺäňë

Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì âăłĺě őąőğŋăçěŋĺï:

lg n = log_2 n (ďćőĺçŋëľ ńőčăàĺäň), ln n = log_e n (ŋăâãàăńìŋëľ ńőčăàĺäň), lg^k n = (lg n)^k, lg lg n = lg(lg n) (ŕőćâőàŋëľ ńőčăàĺäň).

Ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ć äőàňãńăå ğŋăł ńőčăàĺäňă őâŋőáĺâáï ńĺèì ł ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîéěňã ğă ŋĺň ćëàăęěŋĺî, âăł çâő lg n + k ěáâì lg(n) + k (ă ŋě lg(n + k)). Ŕàĺ b > 1 äãŋłæĺï n → log_b n (őŕàěďěńñŋŋăï ŕàĺ ŕőńőęĺâěńìŋëå n) áâàőčő ćőğàăáâăěâ.

Śńěďãîéĺě âőęďěáâćă ćěàŋë ŕàĺ ćáěå a > 0, b > 0, c > 0 ĺ ŕàĺ ćáěå n (ěáńĺ âőńìłő őáŋőćăŋĺï ńőčăàĺäňőć ŋě àăćŋë 1):

a = b^{logb a}, log_c(ab) = log_c a + log_c b, log_b a^n = n log_b a,

log_b a = log_c a log_c b log_b(1/a) = − log_b a

log_b a = 1 log_a b a^{logb c} = c^{logb a}

(2.9)

Ĺğňěŋěŋĺě őáŋőćăŋĺï ã ńőčăàĺäňă ãňŋőęăěâ ěčő ŋă łőŋáâăŋâã, ŕőíâőňã ć ğăŕĺáĺ âĺŕă O(log n) ňőęŋő ŋě ãâőçŋïâì, łăłőćő őáŋőćăŋĺě ńőčăàĺäňă. Ňë ąãďěň çăéě ćáěčő ĺňěâì ďěńő á ďćőĺçŋëňĺ ńőčăàĺäňăňĺ (őŋĺ ŕőïćńïîâáï, łőčďă ğăďăçă ďěńĺâáï ŋă ďćě çăáâĺ) ĺ ŕőâőňã őáâăćńïěň ğă ŋĺňĺ őąőğŋăçěŋĺě lg.

Ďńï ŋăâãàăńìŋőčő ńőčăàĺäňă ěáâì àïď (łőâőàëľ áåőďĺâáï ŕàĺ |x| < 1): ln(1 + x) = x − x^2 2 + x^3 3 − x^4 4 + x^5 5 − . . . Ŕàĺ x > −1 áŕàăćěďńĺćë ŋěàăćěŋáâćă x 1 + x

⩽ ln(1 + x) ⩽ x (2.10)

łőâőàëě őąàăéăîâáï ć àăćěŋáâćă ńĺèì ŕàĺ x = 0.

Čőćőàïâ, çâő äãŋłæĺï f(n) őčàăŋĺçěŋă ŕőńĺńőčăàĺäňőň (is polylogaritmically bounded), ěáńĺ f(n) = lg^{O(1)} n. Ŕàěďěń (2.5) ŕőáńě ŕőďáâăŋőćőł n = lg m ĺ a = 2^c ďăñâ lim_{m→∞} lg^b m (2^c)^{lg m}

= lim_{m→∞} lg^b m m^c = 0 ĺ, âăłĺň őąàăğőň, lg^b n = o(n^c) ďńï ńîąőľ łőŋáâăŋâë c > 0. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ńîąőľ ŕőńĺŋőň àăáâñâ ąëáâàěě ńîąőčő ŕőńĺńőčăàĺäňă.

Ťăłâőàĺăńë

Ğăŕĺáì n! (çĺâăěâáï ”íŋ äăłâőàĺăń”, “n factorial”) őąőğŋăçăěâ ŕàőĺğćěďěŋĺě ćáěå çĺáěń őâ 1 ďő n. Ŕőńăčăîâ 0! = 1, âăł çâő n! = n · (n − 1)! ŕàĺ ćáěå n = 1, 2, 3, . . ..

Śàăğã ęě ćĺďŋő, çâő n! ⩽ n^n (łăęďëľ ĺğ áőňŋőęĺâěńěľ ŋě ąőńìèě n). Ąőńěě âőçŋăï őæěŋłă ďăñâáï äőàňãńőľ Śâĺàńĺŋčă (Stirling’s approximation), łőâőàăï čńăáĺâ, çâő

n! = √ 2πn (n e )_n (1 + Θ(1/n)) (2.11)

Ĺğ äőàňãńë Śâĺàńĺŋčă áńěďãěâ, çâő n! = o(n^n), n! = ω(2^n), lg(n!) = Θ(n lg n).

Śŕàăćěďńĺćă âăłęě áńěďãîéăï őæěŋłă: √ 2πn (n e )_n ⩽ n! ⩽ √ 2πn (n e )_n e^{1/12n}. (2.12)

Ĺâěàăæĺĺ ńőčăàĺäňă

Ňë ĺáŕőńìğãěň őąőğŋăçěŋĺě log^∗ n (”ńőčăàĺäň áő ğćñğďőçłőľ őâ íŋ”) ďńï äãŋłæĺĺ: ŋăğëćăěňőľ ĺâěàĺàőćăŋŋëň ńőčăàĺäňőň (iterated logarithm). İâă äãŋłæĺï őŕàěďěńïěâáï âăł. Ćŋăçăńě àăááňőâàĺň iãî ĺâěàăæĺî ńőčăàĺäňă, äãŋłæĺî lg^{(i)}, őŕàěďěńñŋŋãî âăł: lg^{(0)} n = n ĺ lg^{(i)}(n) = lg(lg^{(i−1)} n) ŕàĺ i > 0. (Ŕőáńěďŋěě ćëàăęěŋĺě őŕàěďěńěŋő, ěáńĺ lg^{(i−1)} n őŕàěďěńěŋő ĺ ŕőńőęĺâěńìŋő.) Ąãďìâě ćŋĺňăâěńìŋë: őąőğŋăçěŋĺï lg^i n ĺ lg^{(i)} n ćŋěèŋě ŕőåőęĺ, ŋő őğŋăçăîâ áőćěàèěŋŋő àăğŋëě äãŋłæĺĺ.

Šěŕěàì lg^∗ n őŕàěďěńïěâáï łăł ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő i ⩾ 0, ŕàĺ łőâőàőň lg^{(i)} n ⩽ 1. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, lg^∗ n — íâő çĺáńő àăğ, łőâőàőě ŋãęŋő ŕàĺňěŋĺâì äãŋłæĺî lg, çâőąë ĺğ n ŕőńãçĺâì çĺáńő, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě 1.

Ťãŋłæĺï lg ∗n àăáâñâ ĺáłńîçĺâěńìŋő ňěďńěŋŋő:

lg^∗ 2 = 1, lg^∗ 4 = 2, lg^∗ 16 = 3, lg^∗ 65536 = 4, lg^∗ 2^{65536} = 5.

Ŕőáłőńìłã çĺáńő ăâőňőć ć ŋăąńîďăěňőľ çăáâĺ Ćáěńěŋŋőľ őæěŋĺćăěâáï łăł 10^{80}, çâő ňŋőčő ňěŋìèě 2^{65536}, âő ğŋăçěŋĺï n, ďńï łőâőàëå lg^∗ n > 5, ćàïď ńĺ ňőčãâ ćáâàěâĺâìáï.

Ůĺáńă Ťĺąőŋăççĺ

Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çĺáěń Ťĺąőŋăççĺ (Fibonacci numbers) őŕàěďěńïěâáï àěłãààěŋâŋëň áőőâŋőèěŋĺěň:

F_0 = 0, F_1 = 1, F_i = F_{i−1} + F_{i−2} ŕàĺ i ⩾ 2 (2.13)

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ Ťĺąőŋăççĺ

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 . . .

łăęďőě çĺáńő àăćŋő áãňňě ďćãå ŕàěďëďãéĺå. Ůĺáńă Ťĺąőŋăççĺ áćïğăŋë á âăł ŋăğëćăěňëň őâŋőèěŋĺěň ğőńőâőčő áěçěŋĺï (golden ratio) φ ĺ á áőŕàïęñŋŋëň á ŋĺň çĺáńőň φ̂: φ = 1 + √ 5 2 = 1,61803 . . . ,

φ̂ = 1 − √ 5 2 = −0,61803 . . .

(2.14)

Ĺňěŋŋő, ĺňěěâ ňěáâő äőàňãńă

F_i = φ^i − φ̂^i √ 5 (2.15)

łőâőàãî ňőęŋő ďőłăğăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ (ãŕà. 2.2-7). Ŕőáłőńìłã |φ̂| < 1, áńăčăěňőě |φ̂^i/ √ 5| ňěŋìèě 1/ √ 5 < 1/2, âăł çâő F_i àăćŋő çĺáńã φ^i/ √ 5, őłàãčńñŋŋőňã ďő ąńĺęăľèěčő æěńőčő.

Ůĺáńő F_i ąëáâàő (íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő) àăáâñâ á àőáâőň i.

Şŕàăęŋěŋĺï

2.2-1 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéĺå äãŋłæĺľ f(n) ĺ g(n) äãŋłæĺĺ f(n) + g(n) ĺ f(g(n)) ąãďãâ âăłęě ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăâì. Ěáńĺ ł âőňã ęě f(n) ĺ g(n) ŋěőâàĺæăâěńìŋë ŕàĺ ćáěå n, âő ĺ äãŋłæĺï f(n)g(n) ąãďěâ ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăâì.

2.2-2 Ŕőłăęĺâě, çâő T (n) = n^{O(1)} âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áãéěáâćãěâ ŕőńőęĺâěńìŋőě k, ŕàĺ łőâőàőň T (n) = O(n^k ) (áçĺâăěň, çâő T (n) > 1).

2.2-3 Ďőłăęĺâě àăćěŋáâćă (2.9).

2.2-4 Ďőłăęĺâě, çâő lg(n!) = Θ(n lg n) ĺ çâő n! = o(n^n).

2.2-5^⋆ Ąãďěâ ńĺ äãŋłæĺï ⌈lg n⌉! ŕőńĺŋőňĺăńìŋő őčàăŋĺçěŋŋőľ? Ąãďěâ ńĺ äãŋłæĺï ⌈lg lg n⌉! ŕőńĺŋőňĺăńìŋő őčàăŋĺçěŋŋőľ?

2.2-6^⋆ Ůâő ąőńìèě (ŕàĺ ąőńìèĺå n): lg(lg^∗ n) ĺńĺ lg^∗(lg n)?

2.2-7 Ďőłăęĺâě ŕő ĺŋďãłæĺĺ äőàňãńã (2.15).

2.2-8 Ďőłăęĺâě âăłãî őæěŋłã ďńï çĺáěń Ťĺąőŋăççĺ: F_{i+2} ⩾ φ^i ŕàĺ i ⩾ 0 (ğďěáì φ — őâŋőèěŋĺě ğőńőâőčő áěçěŋĺï).

Ğăďăçĺ

2-1 Ăáĺňŕâőâĺłă ňŋőčőçńěŋőć

Ŕãáâì p(n) = a_0 +a_1n+. . .+a_dn^d — ňŋőčőçńěŋ áâěŕěŋĺ d, ŕàĺçñň a_d > 0. Ďőłăęĺâě, çâő

ă. p(n) = O(n^k) ŕàĺ k ⩾ d. ą. p(n) = Ω(n^k) ŕàĺ k ⩽ d. ć. p(n) = Θ(n^k ) ŕàĺ k = d. č. p(n) = o(n^k) ŕàĺ k > d. ď. p(n) = ω(n^k) ŕàĺ k < d.

2-2 Śàăćŋěŋĺě ăáĺňŕâőâĺł

Ďńï ćáěå łńěâőł áńěďãîéěľ âăąńĺæë őâćěâìâě ”ďă” ĺńĺ ”ŋěâ” ŋă ćőŕàőá ő âőň, ňőęŋő ńĺ ğăŕĺáăâì A łăł O, o, Ω, ω ĺńĺ Θ őâ B (k ⩾ 1, ε > 0, c > 1 — ŋěłőâőàëě łőŋáâăŋâë). A B O o Ω ω Θ ă. lg^k n n^ε ą. n^k c^n ć. √ n n^{sin n} č. 2^n 2^{n/2} ď. n^{lg m} m^{lg n} ě. lg(n!) lg(n^n)

2-3 Śàăćŋěŋĺě áłőàőáâĺ àőáâă

ă. Řăáŕőńőęĺâě áńěďãîéĺě 30 äãŋłæĺľ ć ŕőàïďłě ãćěńĺçěŋĺï áłőàőáâĺ àőáâă (łăęďăï äãŋłæĺï ěáâì O(áńěďãîéăï)) ĺ őâňěâìâě, łăłĺě ĺğ íâĺå äãŋłæĺľ ŋă áăňőň ďěńě ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî áłőàőáâì àőáâă (őďŋă ěáâì Θ őâ ďàãčőľ):

lg(lg^∗ n) 2^{lg∗ n} ( √ 2)^{lg n} n^2 n! (lg n)!

(3/2)^n n^3 lg^2 n lg(n!) 2^{2n} n^{1/ lg n} ln ln n lg^∗ n n · 2^n n^{lg lg n} ln n 1 2^{lg n} (lg n)^{lg n} e^n 4^{lg n} (n + 1)! √ lg n lg^∗ lg n 2^{√2 lg n} n 2^n n lg n 2^{2n+1}

ą. Şłăęĺâě ŋěőâàĺæăâěńìŋãî äãŋłæĺî f(n), łőâőàăï ŋě áàăćŋĺňă ŋĺ á őďŋőľ ĺğ äãŋłæĺľ g_i íâőľ âăąńĺæë (f(n) ŋě ěáâì O(g_i(n)) ĺ g_i(n) ŋě ěáâì O(f(n))).

Ğăďăçĺ ł čńăćě 2 37

2-4 Śćőľáâćă ăáĺňŕâőâĺçěáłĺå őąőğŋăçěŋĺľ Ŕãáâì äãŋłæĺĺ f(n) ĺ g(n) ŕőńőęĺâěńìŋë ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n. Ňőęŋő ńĺ ãâćěàęďăâì, çâő

ă. ěáńĺ f(n) = O(g(n)), âő g(n) = O(f(n))? ą. f(n) + g(n) = Θ(min(f(n), g(n)))?

ć. f(n) = O(g(n)) ćńěçñâ lg(f(n)) = O(lg(g(n))), ěáńĺ lg(g(n)) > 0 ĺ f(n) ⩾ 1 ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n?

č. f(n) = O(g(n)) ćńěçñâ 2^{f (n)} = O(2^{g(n)})? ď. f(n) = O((f(n))^2)?

ě. f(n) = O(g(n)) ćńěçñâ g(n) = Ω(f(n))? ę. f(n) = Θ(f(n/2))? ğ. f(n) + o(f(n)) = Θ(f(n))?

2-5 Ćăàĺăŋâë ăáĺňŕâőâĺçěáłĺå őąőğŋăçěŋĺľ Ć ŋěłőâőàëå łŋĺčăå Ω-őąőğŋăçěŋĺě ĺáŕőńìğãěâáï ć ĺŋőň áňëáńě.

Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì őąőğŋăçěŋĺě Ω^∞ ďńï íâőčő ćăàĺăŋâă, çâőąë ĺğąěęăâì ŕãâăŋĺæë. Ŕãáâì f(n) ĺ g(n) — äãŋłæĺĺ ŋăâãàăńìŋőčő ăàčãňěŋâă. Čőćőàïâ, çâő f(n) = Ω^∞(g(n)), ěáńĺ ŋăľďñâáï ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő c, ŕàĺ łőâőàőň f(n) ⩾ cg(n) ⩾ 0 ďńï ąěáłőŋěçŋő ňŋőčĺå ŋăâãàăńìŋëå n.

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąëå ďćãå äãŋłæĺľ f(n) ĺ g(n), ŕőńőęĺâěńìŋëå ŕàĺ ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺïå n, ćëŕőńŋěŋő ńĺąő f(n) = O(g(n)), ńĺąő f(n) = Ω^∞(g(n)), ĺ çâő ďńï ŋăèěčő ŕàěęŋěčő őŕàěďěńěŋĺï Ω(g(n)) íâőčő ãâćěàęďăâì ŋěńìğï.

ą. Łăłőćë ćőğňőęŋëě ďőáâőĺŋáâćă ĺ ŋěďőáâăâłĺ ŕàĺňěŋěŋĺï őæěŋőł ćĺďă Ω^∞ ŕàĺ ĺááńěďőćăŋĺĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňőć?

Ŋěłőâőàëě ăćâőàë ć ğăŕĺáĺ f(n) = O(g(n)) ŋě âàěąãîâ, çâőąë äãŋłæĺï f(n) ąëńă ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋőľ. Ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì őąőğŋăçěŋĺě O^′ ĺ áłăęěň, çâő f(n) = O^′(g(n)), ěáńĺ |f(n)| = O(g(n)). ć. Ůâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ âăłőň őŕàěďěńěŋĺĺ á ãâćěàęďěŋĺïňĺ âěőàěňë 2.1?

Ŋěłőâőàëě ăćâőàë ĺáŕőńìğãîâ ěéñ őďĺŋ ćăàĺăŋâ őŕàěďěńěŋĺï: ąãďěň čőćőàĺâì, çâő f(n) = Õ(g(n)), ěáńĺ ŋăľďãâáï ŕőńőęĺâěńìŋëě çĺáńă c ĺ k, ďńï łőâőàëå 0 ⩽ f(n) ⩽ cg(n) lg^k n ďńï ćáěå ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n.

č. Őŕàěďěńĺâě Ω̃ ĺ Θ̃ ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ĺ ďőłăęĺâě ăŋăńőč âěőàěňë 2.1.

2-6 Ĺâěàăæĺĺ

Ňë ĺâěàĺàőćăńĺ ńőčăàĺäňĺçěáłãî äãŋłæĺî, ŋő ăŋăńőčĺçŋăï őŕěàăæĺï ćőğňőęŋă ĺ ďńï ďàãčĺå äãŋłæĺľ. Ŕãáâì f(n) — ŋěłőâőàăï äãŋłæĺï, ŕàĺçñň f(n) < n. Őŕàěďěńĺň f^{(i)}(n), ŕőńőęĺć f^{(0)}(n) = n ĺ f(i)(n) = f(f^{(i−1)}(n)) ŕàĺ i > 0.

Ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő çĺáńă c őŕàěďěńĺň äãŋłæĺî f^∗_c (n) łăł ňĺŋĺňăńìŋőě i ⩾ 0, ďńï łőâőàőčő f^{(i)}(n) ⩽ c. (Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, f^∗_c — íâő áłőńìłő àăğ ŋãęŋő ŕàĺňěŋïâì äãŋłæĺî f, çâőąë ĺğ n ŕőńãçĺâì çĺáńő, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě c.) Ğăňěâĺň, çâő f^∗_c (n) őŕàěďěńěŋő ďăńěłő ŋě ćáěčďă.

Ďńï łăęďőľ ĺğ áńěďãîéĺå äãŋłæĺľ f(n) ĺ ğŋăçěŋĺľ c őæěŋĺâě f^∗_c ćőğňőęŋő âőçŋěě: f(n) c f^∗_c (n) ă. lg n 1 ą. n − 1 0 ć. n/2 1 č. n/2 2 ď. √ n 2 ě. √ n 1 ę. n^{1/3} 2 ğ. n/ lg n 2

Ğăňěçăŋĺï

Łăł áçĺâăěâ Łŋãâ [121], ĺáŕőńìğőćăŋĺě O-őąőğŋăçěŋĺľ ćőáåőďĺâ ł ãçěąŋĺłã ŕő âěőàĺĺ çĺáěń (P. Bachmann, 1892). Őąőğŋăçěŋĺě o(g(n)) ąëńő ĺáŕőńìğőćăŋő Ńăŋďăã (E. Landau) ć 1909 čőďã ŕàĺ őąáãęďěŋĺĺ àăáŕàěďěńěŋĺï ŕàőáâëå çĺáěń. Ĺáŕőńìğőćăŋĺě Ω- ĺ Θ-őąőğŋăçěŋĺľ àěłőňěŋďőćăŋő Łŋãâőň [124]: íâĺ őąőğŋăçěŋĺï ŕőğćőńïîâ ĺğąěęăâì âěåŋĺçěáłĺ ŋěłőààěłâŋőčő ãŕőâàěąńěŋĺï O-őąőğŋăçěŋĺľ ďńï ŋĺęŋĺå őæěŋőł (åőâï ňŋőčĺě ńîďĺ ŕàőďőńęăîâ âăł ďěńăâì). Ŕőďàőąŋěě őą ăáĺňŕâőâĺçěáłĺå őąőğŋăçěŋĺïå áň. Łŋãâ [121, 124] ĺ Ąàăááăà ĺ Ąàěâńĺ [33].

Őďŋĺ ĺ âě ęě őąőğŋăçěŋĺï ŕőàőľ ĺáŕőńìğãîâáï ć àăğńĺçŋëå áňëáńăå, åőâï àăğŋĺæă, łăł ŕàăćĺńő, őłăğëćăěâáï ŋěáãéěáâćěŋŋőľ. Ć çăáâŋőáâĺ, ĺŋőčďă áàăćŋĺćăěňëě äãŋłæĺĺ ŋě ŕàěďŕőńăčăîâáï ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ ŕàĺ ąőńìèĺå n (ĺ áàăćŋĺćăîâáï ňőďãńĺ).

Śãéěáâćãěâ ňŋőčő áŕàăćőçŋĺłőć, áőďěàęăéĺå áćěďěŋĺï őą íńěňěŋâăàŋëå äãŋłæĺïå: Ăąàăňőćĺç ĺ Śâěčãŋ [1], Ąěľěà [27]. Ňőęŋő âăłęě ćğïâì ńîąőľ ãçěąŋĺł ŕő ăŋăńĺğã (áň., ŋăŕàĺňěà, Ăŕőáâőń [12] ĺńĺ Šőňăá ĺ Ťĺŋŋĺ [192]). Łŋĺčă Łŋãâă [121] áőďěàęĺâ ňŋőčő ŕőńěğŋëå ňăâěňăâĺçěáłĺå áćěďěŋĺľ, ĺáŕőńìğãěňëå ŕàĺ ăŋăńĺğě ăńčőàĺâňőć.

3 Śãňňĺàőćăŋĺě

Ěáńĺ ăńčőàĺâň áőďěàęĺâ æĺłń (for, while), âő ćàěňï ěčő àăąőâë ïćńïěâáï áãňňőľ ćàěňñŋ őâďěńìŋëå èăčőć. Ŋăŕàĺňěà, łăł ňë ğŋăěň ĺğ àăğďěńă 1.2, ćëŕőńŋěŋĺě j-čő èăčă ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ, ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋőčő j. Ŕőíâőňã őąéěě ćàěňï ąãďěâ őŕàěďěńïâìáï áãňňőľ n∑ j=1 j,

łőâőàăï ěáâì Θ(n^2). Ŕőďőąŋőčő àőďă áãňňë ŋăň ŋě àăğ ćáâàěâïâáï (ć çăáâŋőáâĺ, ć čńăćě 4 ŕàĺ ăŋăńĺğě àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ).

Ć àăğďěńě 3.1 ŕěàěçĺáńěŋë őáŋőćŋëě áćőľáâćă áãňň. Ŋěłőâőàëě ĺğ íâĺå áćőľáâć ďőłăğëćăîâáï ć àăğďěńě 3.2; ąőńìèĺŋáâćő ŕàőŕãéěŋŋëå ďőłăğăâěńìáâć ňőęŋő ŋăľâĺ ć ãçěąŋĺłăå ŕő ňăâěňăâĺçěáłőňã ăŋăńĺğã.

3.1 Śãňňë ĺ ĺå áćőľáâćă

Ďńï áãňňë a_1 + a_2 + . . . + a_n ĺáŕőńìğãîâ őąőğŋăçěŋĺě n∑ k=1 a_k. Ŕàĺ n = 0 ğŋăçěŋĺě áãňňë áçĺâăěâáï àăćŋëň 0.

Łăł ŕàăćĺńő, ŋĺęŋĺľ ĺ ćěàåŋĺľ ŕàěďěńë áãňňĺàőćăŋĺï — æěńëě çĺáńă. (Ěáńĺ íâő ŋě âăł, őąëçŋő ŕőďàăğãňěćăîâáï æěńëě çăáâĺ.)

Ć łőŋěçŋëå áãňňăå áńăčăěňëě ňőęŋő ŕàőĺğćőńìŋő ŕěàěáâăćńïâì. Ć łãàáăå ăŋăńĺğă őŕàěďěńïîâ áãňňã ąěáłőŋěçŋőčő àïďă (series) a_1 + a_2 + a_3 + . . . ĺńĺ_∞ ∑ k=1 a_k łăł ŕàěďěń ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ çăáâĺçŋëå áãňň lim_{n→∞} n∑ k=1 a_k. Ěáńĺ ŕàěďěńă ŋě áãéěáâćãěâ, čőćőàïâ, çâő àïď àăáåőďĺâáï (diverges); ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě őŋ áåőďĺâáï. Ěáńĺ àïď ∑_∞ k=1 |a_k| áåőďĺâáï, âő àïď ∑_∞ k=1 a_k ŋăğëćăîâ ăąáőńîâŋő áåőďïéĺňáï (absolutely convergent series); ćáïłĺľ ăąáőńîâŋő áåőďïéĺľáï àïď áåőďĺâáï, ŋő ŋě ŋăőąőàőâ. Ŕàĺ ŕěàěáâăŋőćłě çńěŋőć ăąáőńîâŋő áåőďïéěčőáï àïďă őŋ őáâăñâáï ăąáőńîâŋő áåőďïéĺňáï ĺ ěčő áãňňă ŋě ňěŋïěâáï.

Ńĺŋěľŋőáâì

Śćőľáâćő ńĺŋěľŋőáâĺ čńăáĺâ, çâő n∑ k=1 (ca_k + b_k) = c n∑ k=1 a_k + n∑ k=1 b_k ďńï ńîąőčő çĺáńă c ĺ ďńï ńîąëå łőŋěçŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ a_1, . . ., a_n ĺ b_1, . . ., b_n. Ŕőçńěŋŋő áłńăďëćăâì ĺ ãňŋőęăâì ŋă çĺáńă ňőęŋő ŋě âőńìłő łőŋěçŋëě áãňňë, ŋő ĺ áåőďïéĺěáï ąěáłőŋěçŋëě àïďë.

Ăàĺäňěâĺçěáłĺě ŕàőčàěááĺĺ

Śãňňă_n ∑ k=1 k = 1 + 2 + . . . + n,

łőâőàăï ćőğŋĺłńă ŕàĺ ăŋăńĺğě ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ, ïćńïěâáï ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ (arithmetic series). Ěñ ğŋăçěŋĺě àăćŋő n∑ k=1 k = 1 2 n(n + 1) = (3.1)

= Θ(n^2). (3.2)

Čěőňěâàĺçěáłĺě ŕàőčàěááĺĺ

Ŕàĺ x ≠ 1 áãňňã čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ (geometric ĺńĺ exponential series) n∑ k=0 x^k = 1 + x + x^2 + . . . + x^n

Śãňňë ĺ ĺå áćőľáâćă 41

ňőęŋő ŋăľâĺ ŕő äőàňãńě n∑ k=0 x^k = x^{n+1} − 1 x − 1 . (3.3)

Śãňňă ąěáłőŋěçŋő ãąëćăîéěľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ (ŕàĺ |x| < 1) ďăñâáï äőàňãńőľ ∞∑ k=0 x^k = 1 1 − x . (3.4)

Čăàňőŋĺçěáłĺľ àïď

ĺňěěâ ćĺď 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n + . . . ; ěčő n-ăï çăáâĺçŋăï áãňňă (nth harmonic number) àăćŋă

H_n = 1 + 1 2 + 1 3 + . . . + 1 n = n∑ k=1 1 k = ln n + O(1). (3.5)

Ŕőçńěŋŋőě ĺŋâěčàĺàőćăŋĺě ĺ ďĺääěàěŋæĺàőćăŋĺě

Ďĺääěàěŋæĺàãï ĺńĺ ĺŋâěčàĺàãï őąě çăáâĺ ĺğćěáâŋőčő âőęďěáâćă, ňőęŋő ŕőńãçĺâì ŋőćőě. Ŋăŕàĺňěà, ďĺääěàěŋæĺàãï âőęďěáâćő (3.4) ĺ ãňŋőęăï àěğãńìâăâ ŋă x, ŕőńãçăěň ∞∑ k=0 kx^k = x (1 − x)^2

. (3.6)

Śãňňë àăğŋőáâěľ

Ďńï ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ a_0, a_1, . . ., a_n ňőęŋő ğăŕĺáăâì âőęďěáâćő n∑ k=1 (a_k − a_{k−1}) = a_n − a_0 (3.7)

(ćáě ŕàőňěęãâőçŋëě çńěŋë áőłàăéăîâáï). Šăłĺě áãňňë ŕő-ăŋčńĺľ-áłĺ ŋăğëćăîâ telescoping series. Ăŋăńőčĺçŋő, n−1∑ k=0 (a_k − a_{k+1}) = a_0 − a_n.

İâőâ ŕàĺñň ŕőğćőńïěâ ŕàőáãňňĺàőćăâì àïď ∑_{n−1} k=1 1 k(k+1) . Ŕő-

áłőńìłã^1_{k(k+1)} =^1_k −^1_{k+1} , ŕőńãçăěň, çâő n−1∑ k=1 1 k(k + 1) = n−1∑ k=1 ( 1 k − 1 k + 1 ) = 1 − 1 n .

Ŕàőĺğćěďěŋĺï

Ŕàőĺğćěďěŋĺě çĺáěń a_1, . . ., a_n ğăŕĺáëćăîâ łăł n∏ k=1 a_k . Ŕàĺ n = 0 ğŋăçěŋĺě defnŕàőĺğćěďěŋĺï (product) áçĺâăěâáï àăćŋëň 1. Ńőčăàĺäňĺàőćăŋĺě ŕàěćàăéăěâ ŕàőĺğćěďěŋĺě ć áãňňã: lg n∏ k=1 a_k = n∑ k=1 lg a_k.

Şŕàăęŋěŋĺï

3.1-1 Ćëçĺáńĺâě ∑_n k=1(2k − 1).

3.1-2^⋆ Ŕőłăęĺâě, ĺáŕőńìğãï äőàňãńã ďńï çăáâĺçŋëå áãňň čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă, çâő ∑_n k=1 1/(2k − 1) = ln( √ n) + O(1).

3.1-3^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ∑_∞ k=0(k − 1)/2^k = 0.

3.1-4^⋆ Ćëçĺáńĺâě áãňňã ∑_∞ k=1(2k + 1)x^{2k}.

3.1-5 Ĺáŕőńìğãï ńĺŋěľŋőáâì áãňňë, áäőàňãńĺàãľâě ĺ ďőłăęĺâě ãâćěàęďěŋĺě ő ćőğňőęŋőáâĺ ŕěàěáâăŋőćłĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłőčő Oőąőğŋăçěŋĺï ĺ áãňňĺàőćăŋĺï.

3.1-6 Ĺáŕőńìğãï ńĺŋěľŋőáâì áãňňë, áäőàňãńĺàãľâě ĺ ďőłăęĺâě ãâćěàęďěŋĺě ő ćőğňőęŋőáâĺ ŕěàěáâăŋőćłĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłőčő Ωőąőğŋăçěŋĺï ĺ áãňňĺàőćăŋĺï.

3.1-7 Ćëçĺáńĺâě ŕàőĺğćěďěŋĺě ∏_n k=1 2 · 4^k.

3.1-8^⋆ Ćëçĺáńĺâě ŕàőĺğćěďěŋĺě ∏_n k=2(1 − 1/k^2).

3.2 Őæěŋłĺ áãňň

Řăááňőâàĺň ŋěáłőńìłő ŕàĺñňőć, łőâőàëě ŕőğćőńïîâ ŋăľâĺ ğŋăçěŋĺě áãňňë (ĺńĺ åőâï ąë őæěŋĺâì íâã áãňňã áćěàåã ĺńĺ áŋĺğã).

Ĺŋďãłæĺï

Ěáńĺ ãďăńőáì ãčăďăâì äőàňãńã ďńï áãňňë, ěñ ńěčłő ŕàőćěàĺâì á ŕőňőéìî ňăâěňăâĺçěáłőľ ĺŋďãłæĺĺ. Ŕàĺňěà: ďőłăęěň, çâő áãňňă ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ S_n = ∑_n k=1 k àăćŋă n(n+1)/2. Ŕàĺ n = 1 íâő ćěàŋő. Šěŕěàì ŕàěďŕőńőęĺň, çâő àăćěŋáâćő S_n = n(n + 1)/2 ćěàŋő ŕàĺ ŋěłőâőàőň n ĺ ŕàőćěàĺň ěčő ďńï n + 1. Ć áăňőň ďěńě, n+1∑ k=1 k = n∑ k=1 k + (n + 1) = n(n + 1)/2 + (n + 1) = (n + 1)(n + 2)/2.

Ĺŋďãłæĺî ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ĺ ďńï ŋěàăćěŋáâć. Ŋăŕàĺňěà, ŕőłăęěň, çâő áãňňă čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ ∑_n k=0 3^k ěáâì O(3^n).

Šőçŋěě, ňë ŕőłăęěň, çâő ∑_n k=0 3^k ⩽ c·3^n ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c (łőâőàãî ňë ćëąěàěň ŕőğďŋěě). Ŕàĺ n = 0 ĺňěěň

∑_0 k=0 3^k = 1 ⩽ c·1;

íâő ćěàŋő ŕàĺ c ⩾ 1. Ŕàěďŕőńăčăï áŕàăćěďńĺćőáâì őæěŋłĺ ŕàĺ ŋěłőâőàőň n, ďőłăęěň ěñ ďńï n + 1. Ĺňěěň: n+1∑ k=0 3^k = n∑ k=0 3^k + 3^{n+1} ⩽ c3^n + 3^{n+1} = ( 1 3 + 1 c ) c3^{n+1} ⩽ c3^{n+1}.

Ŕőáńěďŋĺľ ŕěàěåőď ğăłőŋěŋ, ěáńĺ (1/3 + 1/c) ⩽ 1, â. ě. ěáńĺ c ⩾ 3/2. Ŕőíâőňã ∑_n k=0 3^k = O(3^n), çâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

Ĺŋďãłæĺěľ áńěďãěâ ŕőńìğőćăâìáï ăłłãàăâŋő, őáőąěŋŋő ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺå őæěŋőł, ŕőáłőńìłã âãâ ńěčłő őèĺąĺâìáï. Ďńï ŕàĺňěàă ”ďőłăęěň”, çâő ∑_n k=1 k = O(n). Őçěćĺďŋő, ∑_1

k=1 k = O(1). Ŕàěďŕőńăčăï áŕàăćěďńĺćőáâì őæěŋłĺ ŕàĺ ŋěłőâőàőň n, ďőłăęěň ěñ ďńï áńěďãîéěčő ğŋăçěŋĺï n. Ć áăňőň ďěńě, n+1∑ k=1 k = n∑ k=1 k + (n + 1) = O(n) + (n + 1)^{[ŋěćěàŋő!]}= O(n + 1).

Őèĺąłă ć âőň, çâő łőŋáâăŋâă, ŕőďàăğãňěćăěňăï ć őąőğŋăçěŋĺĺ O(n), àăáâñâ ćňěáâě á n.

Ŕőçńěŋŋëě áàăćŋěŋĺï

Ĺŋőčďă ňőęŋő ŕőńãçĺâì ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï áãňňë, ğăňěŋĺć łăęďëľ ěñ çńěŋ ŋă ąőńìèĺľ (ŋăŕàĺňěà, ŋă ŋăĺąőńìèĺľ ĺğ çńěŋőć áãňňë). Šăł, ŕàőáâěľèěľ őæěŋłőľ áćěàåã ďńï áãňňë ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ ∑_n k=1 k ąãďěâ n∑ k=1 k ⩽ n∑ k=1 n = n^2.

Ć őąéěň áńãçăě_n ∑ k=1 a_k ⩽ na_{max}, čďě a_{max} — ŋăĺąőńìèěě ĺğ a_1, . . ., a_n.

Ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ąőńěě âőçŋëľ ňěâőď — áàăćŋěŋĺě á čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ. Ďőŕãáâĺň, ďăŋ àïď ∑_n k=0 a_k á ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ çńěŋăňĺ, ďńï łőâőàőčő a_{k+1}/a_k ⩽ r ŕàĺ ćáěå k ⩾ 0 ĺ ŋěłőâőàőň r < 1. Šőčďă a_k ⩽ a_0r^k, ĺ áãňňă ňőęěâ ąëâì őčàăŋĺçěŋă áćěàåã ąěáłőŋěçŋőľ ãąëćăîéěľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ: n∑ k=0 a_k ⩽ ∞∑ k=0 a_0r^k = a_0 ∞∑ k=0 r^k = a_0 1 1 − r .

Ŕàĺňěŋĺň íâőâ ňěâőď ďńï áãňňë ∑_∞ k=1 k3^{−k} . Ŕěàćëľ çńěŋ àăćěŋ 1/3, őâŋőèěŋĺě áőáěďŋĺå çńěŋőć àăćŋő

(k + 1)3^{−(k+1)} k3^{−k} = 1 3 · k + 1 k ⩽ 2 3 ďńï ćáěå k ⩾ 1. Śńěďőćăâěńìŋő, łăęďëľ çńěŋ áãňňë őæěŋĺćăěâáï áćěàåã ćěńĺçĺŋőľ (1/3)(2/3)^k, âăł çâő ∞∑ k=1 k3^{−k} ⩽ ∞∑ k=1 1 3 · ( 2 3 )_k = 1 3 · 1 1 −^2_3

= 1.

Ćăęŋő, çâő őâŋőèěŋĺě áőáěďŋĺå çńěŋőć ŋě ŕàőáâő ňěŋìèě 1, ă őčàăŋĺçěŋő ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâőľ r < 1, őąéěľ ďńï ćáěå çńěŋőć àïďă. Ŋăŕàĺňěà, ďńï čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă őâŋőèěŋĺě (k + 1)-čő ĺ k-čő çńěŋőć àăćŋő^k_{k+1} < 1. Šěň ŋě ňěŋěě ∞∑ k=1 1 k = lim_{n→∞} n∑ k=1 1 k = lim_{n→∞} Θ(lg n) = ∞.

Ğďěáì ŋě áãéěáâćãěâ łőŋáâăŋâë r, őâďěńïîéěľ őâŋőèěŋĺï áőáěďŋĺå çńěŋőć őâ ěďĺŋĺæë.

Řăğąĺěŋĺě ŋă çăáâĺ

Ňőęŋő àăğąĺâì áãňňã ŋă çăáâĺ ĺ őæěŋĺćăâì łăęďãî çăáâì ŕő őâďěńìŋőáâĺ. Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă ŕőńãçĺň ŋĺęŋîî őæěŋłã ďńï áãňňë ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ ∑_n k=1 k. Ěáńĺ ňë őæěŋĺň áŋĺğã łăęďëľ çńěŋ ěďĺŋĺæěľ, âő ŕőńãçĺň őæěŋłã ∑_n k=1 k ⩾ n. Řăğŋĺæă á ćěàåŋěľ őæěŋłőľ O(n^2) áńĺèłőň ćěńĺłă, ŕőíâőňã ŕőáâãŕĺň ŕőďàãčőňã: n∑ k=1 k = n/2∑ k=1 k + n∑ k=n/2+1 k ⩾ n/2∑ k=1 0 + n∑ k=n/2+1 n 2 = (n 2 )_2 .

İâă őæěŋłă ãęě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋă (őâńĺçăěâáï őâ ćěàåŋěľ őæěŋłĺ, ĺ âěň áăňëň őâ ĺáâĺŋŋőčő ğŋăçěŋĺï, ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã àăğ).

Ĺŋőčďă ŕőńěğŋő őâąàőáĺâì ŋěáłőńìłő ŕěàćëå çńěŋőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ğăŕĺáăć (ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő k_0) n∑ k=0 a_k =

k_0∑

k=0 a_k + n∑ k=k_0 +1

a_k = Θ(1) + n∑ k=k_0 +1 a_k.

Ŋăŕàĺňěà, ďńï àïďă_∞ ∑ k=0 k^2 2^k őâŋőèěŋĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋëå çńěŋőć

(k + 1)^2/2^{k+1} k^2/2^k = (k + 1)^2 2k^2

ŋě ćáěčďă ňěŋìèě 1. Ŕőíâőňã, çâőąë ŕàĺňěŋĺâì ňěâőď áàăćŋěŋĺï á čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ, ćëďěńĺň âàĺ ŕěàćëå çńěŋă àïďă. Ďńï ćáěå áńěďãîéĺå çńěŋőć (k ⩾ 3) őâŋőèěŋĺě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 8/9, ŕőíâőňã ∞∑ k=0 k^2 2^k = 2∑ k=0 k^2 2^k + ∞∑ k=3 k^2 2^k

⩽ O(1) + 9 8 ∞∑ k=0 ( 8 9 )_k = O(1),

ŕőáłőńìłã ćâőàăï áãňňă — ąěáłőŋěçŋő ãąëćăîéăï čěőňěâàĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï.

Řăğąĺěŋĺě àïďă ŋă çăáâĺ ąëćăěâ ŕőńěğŋő ĺ ć ąőńěě áńőęŋëå áĺâãăæĺïå. Őæěŋĺň, ŋăŕàĺňěà, çăáâĺçŋëě áãňňë čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă H_n = ∑_n k=1 1 k . Ďńï íâőčő àăğőąìěň őâàěğőł őâ 1 ďő n ŋă ⌊lg n⌋ çăáâěľ 1 + (1/2 + 1/3) + (1/4 + 1/5 + 1/6 + 1/7) + . . . . Łăęďăï çăáâì ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1 (ğăňěŋĺň ćáě áńăčăěňëě ć ŋěľ ŋă ŕěàćőě ĺğ ŋĺå), ćáěčő çăáâěľ ⌊lg n⌋ + 1 (ŕőáńěďŋïï ňőęěâ ąëâì ŋěŕőńŋőľ). Ŕőńãçăěň, çâő

1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n ⩽ lg n + 1. (3.8)

Śàăćŋěŋĺě á ĺŋâěčàăńăňĺ

Ďńï ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéěľ äãŋłæĺĺ f ňë ňőęěň ğăłńîçĺâì áãňňã ∑_n k=m f(k) ňěęďã ďćãňï ĺŋâěčàăńăňĺ: n∫ m−1 f(x) dx ⩽ n∑ k=m f(k) ⩽ n+1∫ m f(x) dx. (3.9)

Řĺáãŋőł 3.1 Śàăćŋěŋĺě áãňňë ∑_n k=m f(k) á ĺŋâěčàăńăňĺ. Ćŋãâàĺ łăęďőčő

ŕàïňőãčőńìŋĺłă ğăŕĺáăŋă ěčő ŕńőéăďì. Őąéăï ŕńőéăďì ćáěå ŕàïňőãčőńìŋĺłőć

àăćŋă ğŋăçěŋĺî áãňňë. Ğŋăçěŋĺě ĺŋâěčàăńă àăćŋő ŕńőéăďĺ ğăłàăèěŋŋőľ äĺ-

čãàë ŕőď łàĺćőľ. (ă) Śàăćŋĺćăï ŕńőéăďĺ, ŕőńãçăěň ∫_n m−1 f(x) dx ⩽ ∑_n k=m f(k). (ą) Śďćĺčăï ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ ŋă ěďĺŋĺæã ćŕàăćő, ćĺďĺň, çâő ∑_n k=m f(k) ⩽ ∫_{n+1} m f(x) dx.

Ć áăňőň ďěńě, łăł ćĺďŋő ĺğ àĺá. 3.1, áãňňă (ŕńőéăďì ćáěå ŕàïňőãčőńìŋĺłőć) áőďěàęĺâ őďŋã ğăłàăèěŋŋãî őąńăáâì (ćěàåŋĺľ àĺáãŋőł) ĺ áőďěàęĺâáï ć ďàãčőľ (ŋĺęŋĺľ àĺáãŋőł). Ăŋăńőčĺçŋőě ŋěàăćěŋáâćő ňőęŋő ŋăŕĺáăâì ďńï ňőŋőâőŋŋő ãąëćăîéěľ äãŋłæĺĺ f: n+1∫ m f(x) dx ⩽ n∑ k=m f(k) ⩽ n∫ m−1 f(x) dx. (3.10)

İâĺň ňěâőďőň ňőęŋő ŕőńãçĺâì åőàőèĺě őæěŋłĺ ďńï çăáâĺçŋëå áãňň čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă: ŋĺęŋîî őæěŋłã n∑ k=1 1 k ⩾ n+1∫ 1 dx x = ln(n + 1) (3.11)

ĺ ćěàåŋîî őæěŋłã (ďńï àïďă ąěğ ŕěàćőčő çńěŋă) n∑ k=2 1 k ⩽ n∫ 1 dx x = ln n,

őâłãďă n∑ k=1 1 k ⩽ ln n + 1. (3.12)

Şŕàăęŋěŋĺï

3.2-1 Ŕőłăęĺâě, çâő áãňňă ∑_n k=1 1 k^2 őčàăŋĺçěŋă áćěàåã łőŋáâăŋ-

âőľ (ŋě ğăćĺáïéěľ őâ n).

3.2-2 Ŋăľďĺâě ăáĺňŕâőâĺçěáłãî ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï áãňňë ⌊lg n⌋∑

k=0 ⌈n/2^k⌉.

3.2-3 Řăğąĺćăï áãňňã ŋă çăáâĺ, ŕőłăęĺâě, çâő n-ï çăáâĺçŋăï áãňňă čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă ěáâì Ω(lg n).

3.2-4 Ğăłńîçĺâě áãňňã ∑_n k=1 k^3 ňěęďã ďćãňï ĺŋâěčàăńăňĺ.

3.2-5 Ŕőçěňã ŕàĺ ŕőńãçěŋĺĺ ćěàåŋěľ őæěŋłĺ ďńï çăáâĺçŋőľ áãňňë čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă ňë őâąàőáĺńĺ ŕěàćëľ çńěŋ ĺ âőńìłő ŕőâőň ŕàĺňěŋĺńĺ őæěŋłã (3.10)?

Ğăďăçĺ

3-1 Őæěŋłĺ ďńï áãňň Ŋăľďĺâě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋëě őæěŋłĺ ďńï áńěďãîéĺå áãňň (áçĺâăï r ⩾ 0 ĺ s ⩾ 0 łőŋáâăŋâăňĺ): ă. ∑_n k=1 k^r. ą. ∑_n k=1 lg^s k. ć. ∑_n k=1 k^r lg^s k.

Ğăňěçăŋĺï

Łŋĺčă Łŋãâă [121] — ŕàěłàăáŋëľ áŕàăćőçŋĺł ŕő ňăâěàĺăńã íâőľ čńăćë. Őáŋőćŋëě áćőľáâćă àïďőć ňőęŋő ŋăľâĺ ć ńîąőň ãçěąŋĺłě ŕő ňăâěňăâĺçěáłőňã ăŋăńĺğã (ăćâőàë őâáëńăîâ ăŋčńőïğëçŋőčő çĺâăâěńï ł łŋĺčăň [12] ĺ [192]).

4 Řěłãààěŋâŋëě áőőâŋőèěŋĺï

Őæěŋĺćăï ćàěňï àăąőâë àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàë, ňë çăáâő ŕàĺåőďĺň ł áőőâŋőèěŋĺî, łőâőàőě őæěŋĺćăěâ íâő ćàěňï çěàěğ ćàěňï àăąőâë âőľ ęě ŕàőæěďãàë ŋă ćåőďŋëå ďăŋŋëå ňěŋìèěčő àăğňěàă. Šăłőčő àőďă áőőâŋőèěŋĺï ŋăğëćăîâáï àěłãààěŋâŋëňĺ (recurrences). Ŋăŕàĺňěà, łăł ňë ćĺďěńĺ ć čńăćě 1, ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Merge-Sort őŕĺáëćăěâáï áőőâŋőèěŋĺěň

T (n) = { Θ(1), ěáńĺ n = 1, 2T (n/2) + Θ(n), ěáńĺ n > 1.

(4.1)

ĺğ łőâőàőčő ćëâěłăěâ (łăł ňë ãćĺďĺň), çâő T (n) = Θ(n lg n).

Ć íâőľ čńăćě ŕàěďńăčăîâáï âàĺ áŕőáőąă, ŕőğćőńïîéĺě àěèĺâì àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě, â. ě. ŋăľâĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłãî (”Θ” ĺńĺ ”O”) őæěŋłã ďńï ěčő àěèěŋĺľ. Ćő-ŕěàćëå, ňőęŋő ãčăďăâì őæěŋłã, ă ğăâěň ďőłăğăâì ěñ ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ŕőďáâăćńïï ãčăďăŋŋãî äőàňãńã ć ŕàăćãî çăáâì áőőâŋőèěŋĺï (ňěâőď ŕőďáâăŋőćłĺ, substitution method). Ćő-ćâőàëå, ňőęŋő ”àăğćěàŋãâì” àěłãààěŋâŋãî äőàňãńã, ŕőńãçĺć ŕàĺ íâőň áãňňã, łőâőàãî ňőęŋő ğăâěň őæěŋĺćăâì (ňěâőď ĺâěàăæĺľ, iteration method). Ŋăłőŋěæ, ňë ŕàĺćőďĺň őąéĺľ àěğãńìâăâ ő àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺïå ćĺďă T (n) = aT (n/b) + f(n), čďě a ⩾ 1, b > 1 — ŋěłőâőàëě łőŋáâăŋâë, ă f(n) — ğăďăŋŋăï äãŋłæĺï. Śőőâćěâáâćãîéĺľ àěğãńìâăâ ňë ąãďěâ ŋăğëćăâì őáŋőćŋőľ âěőàěňőľ ő àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺïå (master theorem). Ťőàňãńĺàőćłă íâőľ âěőàěňë ďőćőńìŋő ďńĺŋŋă, ğăâő ćő ňŋőčĺå áńãçăïå őŋă áàăğã ŕàĺćőďĺâ ł őâćěâã.

Šěåŋĺçěáłĺě ďěâăńĺ

Ťőàňãńĺàãï ĺ ďőłăğëćăï ãâćěàęďěŋĺï ŕàő àěłãààěŋâŋëě áőőâŋőèěŋĺï, ňë ąãďěň őŕãáłăâì ŋěłőâőàëě âěåŋĺçěáłĺě ŕőďàőąŋőáâĺ. Ŋăŕàĺňěà, ć ŕàĺćěďñŋŋőľ ćëèě äőàňãńě ďńï ŕàőæěďãàë Merge- Sort ďőńęŋë áâőïâì æěńëě çăáâĺ (T (n) őŕàěďěńěŋő ńĺèì ŕàĺ æěńëå n):

T (n) = { Θ(1), ěáńĺ n = 1, T (⌈n/2⌉) + T (⌊n/2⌋) + Θ(n), ěáńĺ n > 1. (4.2)

Łàőňě âőčő, őąëçŋő ňë ąãďěň őŕãáłăâì ŋăçăńìŋëě ãáńőćĺï, ĺňěï ć ćĺďã, çâő T (n) = Θ(1) ďńï ŋěąőńìèĺå n. Šăłĺň őąàăğőň, áőőâŋőèěŋĺě (4.1) ğăŕĺèěâáï ć ćĺďě

T (n) = 2T (n/2) + Θ(n). (4.3)

İâő ŕőğćőńĺâěńìŋő, âăł łăł ŋăçăńìŋőě ãáńőćĺě (ğŋăçěŋĺě T (1)) ćńĺïěâ âőńìłő ŋă ŕőáâőïŋŋëľ ňŋőęĺâěńì, ŋő ŋě ŋă ŕőàïďőł àőáâă äãŋłæĺĺ T (n).

Šăłőě ŋěąàěęŋőě őąàăéěŋĺě á ďěâăńïňĺ, łőŋěçŋő, âàěąãěâ őáâőàőęŋőáâĺ, çâőąë ŋě ãŕãáâĺâì (ŕãáâì àěďłĺå) áńãçăěć, ć łőâőàëå ŕőďőąŋëě ďěâăńĺ ćńĺïîâ ŋă àěğãńìâăâ. Ć íâőľ čńăćě ňë àăğąěàñň ŋěáłőńìłő ŕàĺňěàőć, ŕőłăğëćăîéĺå, łăł ćőáŕőńŋĺâì ŕàőŕãéěŋŋëě ďěâăńĺ (áň. ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 4.1 ĺ ğăďăçã 4.5).

4.1 Ňěâőď ŕőďáâăŋőćłĺ

Ĺďěï ŕàőáâă: őâčăďăâì őâćěâ ĺ ďőłăğăâì ěčő ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ůăáâő őâćěâ áőďěàęĺâ łőíääĺæĺěŋâë, łőâőàëě ŋăďő ćëąàăâì âăł, çâőąë àăááãęďěŋĺě ŕő ĺŋďãłæĺĺ ŕàőåőďĺńő.

Ĺŋďãłâĺćŋëľ ňěâőď ŕàĺňěŋĺň ĺ ł ŋĺęŋĺň, ĺ ł ćěàåŋĺň őæěŋłăň. Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă ŋăľďñň ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï äãŋłæĺĺ, ğăďăŋŋőľ áőőâŋőèěŋĺěň

T (n) = 2T (⌊n/2⌋) + n, (4.4)

łőâőàőě ăŋăńőčĺçŋő (4.2) ĺ (4.3). Ňőęŋő ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő T (n) = O(n lg n), â. ě. çâő T (n) ⩽ cn lg n ďńï ŕőďåőďïéěčő c > 0. Ąãďěň ďőłăğëćăâì íâő ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ŕãáâì íâă őæěŋłă ćěàŋă ďńï ⌊n/2⌋, â. ě. T (⌊n/2⌋) ⩽ c⌊n/2⌋ lg(⌊n/2⌋). Ŕőďáâăćĺć ěñ ć áőőâŋőèěŋĺě, ŕőńãçĺň T (n) ⩽ 2(c⌊n/2⌋ lg(⌊n/2⌋)) + n ⩽ ⩽ cn lg(n/2) + n = cn lg n − cn lg 2 + n = cn lg n − cn + n ⩽ ⩽ cn lg n. Ŕőáńěďŋĺľ ŕěàěåőď ğăłőŋěŋ ŕàĺ c ⩾ 1.

Ďńï ğăćěàèěŋĺï àăááãęďěŋĺï őáâăñâáï ŕàőćěàĺâì ąăğĺá ĺŋďãłæĺĺ, â. ě. ďőłăğăâì őæěŋłã ďńï ŋăçăńìŋőčő ğŋăçěŋĺï n. Šãâ ňë áâăńłĺćăěňáï á âěň, çâő ŕàĺ n = 1 ŕàăćăï çăáâì ŋěàăćěŋáâćă őąàăéăěâáï ć ŋãńì, łăłĺň ąë ŋĺ ćğïâì c (ŕőáłőńìłã lg 1 = 0). Ŕàĺåőďĺâáï ćáŕőňŋĺâì, çâő ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì ďńï ćáěå n, ŋăçĺŋăï á ŋěłőâőàőčő. Ŕőďąěàñň c âăł, çâőąë

Ňěâőď ŕőďáâăŋőćłĺ 51

őæěŋłă T (n) ⩽ cn lg n ąëńă ćěàŋă ŕàĺ n = 2 ĺ n = 3. Šőčďă ďńï ąőńìèĺå n ňőęŋő àăááãęďăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ĺ őŕăáŋëľ áńãçăľ n = 1 ŋăň ŋě ćáâàěâĺâáï (ŕőáłőńìłã ⌊n/2⌋ ⩾ 2 ŕàĺ n > 3).

Łăł őâčăďăâì őæěŋłã?

Ďńï íâőčő ŋãęěŋ ŋăćëł ĺ ŋěňŋőčő ćěğěŋĺï. Ćőâ ŋěáłőńìłő ŋăćőďïéĺå áőőąàăęěŋĺľ.

Ăŋăńőčĺï. Řăááňőâàĺň ďńï ŕàĺňěàă áőőâŋőèěŋĺě

T (n) = 2T (⌊n/2⌋ + 17) + n.

łőâőàőě őâńĺçăěâáï őâ (4.4) ďőąăćőçŋëň áńăčăěňëň 17 ć ŕàăćőľ çăáâĺ. Ňőęŋő őęĺďăâì, őďŋăłő, çâő íâă ďőąăćłă ŋě ňőęěâ áãéěáâćěŋŋő ĺğňěŋĺâì åăàăłâěà àěèěŋĺï: ŕàĺ ąőńìèĺå n àăğŋĺæă ňěęďã ⌊n/2⌋ + 17 ĺ ⌊n/2⌋ ćàïď ńĺ âăł ãę áãéěáâćěŋŋă. Ňőęŋő ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő őæěŋłă T (n) = O(n lg n) őáâăñâáï ć áĺńě, ă ğăâěň ĺ ďőłăğăâì íâő ŕő ĺŋďãłæĺĺ (áň. ãŕà. 4.1-5).

Ŕőáńěďőćăâěńìŋëě ŕàĺąńĺęěŋĺï. Ňőęŋő ŋăçăâì á ŕàőáâëå ĺ čàãąëå őæěŋőł, ă ğăâěň ãâőçŋïâì ĺå. Ŋăŕàĺňěà, ďńï áőőâŋőèěŋĺï (4.1) ěáâì őçěćĺďŋăï ŋĺęŋïï őæěŋłă T (n) = Ω(n) (ŕőáłőńìłã áŕàăćă ěáâì çńěŋ n), ĺ ćěàåŋïï őæěŋłă T (n) = O(n^2) (łőâőàãî ńěčłő ďőłăğăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ). Ďăńěě ňőęŋő ŕőáâěŕěŋŋő áąńĺęăâì ĺå, áâàěňïáì ŕőńãçĺâì ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋëě ŋĺęŋîî ĺ ćěàåŋîî őæěŋłĺ, őâńĺçăîéĺěáï ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã àăğ.

Šőŋłőáâĺ

Ĺŋőčďă àăááãęďěŋĺě ŕő ĺŋďãłæĺĺ áâăńłĺćăěâáï á âàãďŋőáâïňĺ, åőâï őâćěâ ãčăďăŋ ŕàăćĺńìŋő. Őąëçŋő íâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕőâőňã, çâő ďőłăğëćăěňőě ŕő ĺŋďãłæĺĺ ãâćěàęďěŋĺě ŋěďőáâăâőçŋő áĺńìŋő. Ć íâőň áńãçăě ňőęěâ ŕőňőçì ćëçĺâăŋĺě çńěŋă ňěŋìèěčő ŕőàïďłă.

Řăááňőâàĺň áőőâŋőèěŋĺě T (n) = T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉) + 1. Ňőęŋő ŋăďěïâìáï, çâő ć íâőň áńãçăě T (n) = O(n). İâő ďěľáâćĺâěńìŋő âăł. Ŕőŕàőąãěň, őďŋăłő, ďőłăğăâì, çâő T (n) ⩽ cn ŕàĺ ŕőďåőďïéěň ćëąőàě łőŋáâăŋâë c. Ĺŋďãłâĺćŋőě ŕàěďŕőńőęěŋĺě ďăñâ T (n) ⩽ c⌊n/2⌋ + c⌈n/2⌉ + 1 = cn + 1, ă őâáîďă ŋĺ ďńï łăłőčő c ŋě ćëâěłăěâ ŋěàăćěŋáâćă T (n) ⩽ cn. Ć âăłőľ áĺâãăæĺĺ ňőęŋő ŕőŕëâăâìáï ďőłăğăâì ąőńěě áńăąãî őæěŋłã, ŋăŕàĺňěà O(n^2), ŋő ŋă áăňőň ďěńě ć íâőň ŋěâ ŋěőąåőďĺňőáâĺ: ŋăèă ďőčăďłă ćěàŋă, ŋăďő âőńìłő ŋě őáńăąĺâì, ă ãáĺńĺâì ŕàěďŕőńőęěŋĺě ĺŋďãłæĺĺ.

Ŋőćăï čĺŕőâěğă ćëčńïďĺâ âăł: T (n) ⩽ cn − b ďńï ŋěłőâőàëå łőŋáâăŋâ b ĺ c. Ŕőďáâăŋőćłă ć ŕàăćãî çăáâì ďăñâ T (n) ⩽ (c⌊n/2⌋ − b) + (c⌈n/2⌉ − b) + 1 = cn − 2b + 1 ⩽ cn − b Ŕőáńěďŋĺľ ŕěàěåőď ğăłőŋěŋ ŕàĺ b ⩾ 1. Őáâăñâáï ńĺèì ćëąàăâì łőŋáâăŋâã c á ãçñâőň ŋăçăńìŋëå ãáńőćĺľ.

İâő àăááãęďěŋĺě ćëğëćăěâ ŋěďőãňěŋĺě: ěáńĺ ďőłăğăâěńìáâćő ŋě ŕàőåőďĺâ, ŋě áńěďãěâ ńĺ őáńăąĺâì (ãćěńĺçĺâì) őæěŋłã, ă ŋě ãáĺńĺćăâì ěñ? Ŋő ŋă áăňőň ďěńě ŋĺçěčő áâàăŋŋőčő ğďěáì ŋěâ — ãáĺńĺć őæěŋłã, ňë ŕőńãçăěň ćőğňőęŋőáâì ćőáŕőńìğőćăâìáï ąőńěě áĺńìŋëň ĺŋďãłâĺćŋëň ŕàěďŕőńőęěŋĺěň.

Łăł ďěńăâì ŋě ŋăďő

Ăáĺňŕâőâĺçěáłăï ğăŕĺáì őŕăáŋă ŕàĺ ŋěãňěńőň ŕàĺňěŋěŋĺĺ: ćőâ ŕàĺňěà ŋěŕàăćĺńìŋőčő ”ďőłăğăâěńìáâćă” őæěŋłĺ T (n) = O(n) ďńï áőőâŋőèěŋĺï (4.4). Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő T (n) ⩽ cn, âőčďă ňőęŋő ğăŕĺáăâì T (n) ⩽ 2(c⌊n/2⌋) + n ⩽ cn + n = O(n). İâő àăááãęďěŋĺě, őďŋăłő, ŋĺçěčő ŋě ďőłăğëćăěâ, âăł łăł ĺŋďãłâĺćŋëľ ŕěàěåőď âàěąãěâ, çâőąë ć ŕàăćőľ çăáâĺ ąëńő cn c âőľ ęě áăňőľ łőŋáâăŋâőľ c, ă ŋě ăąáâàăłâŋőě O(n).

Ğăňěŋă ŕěàěňěŋŋëå

Ůăáâő ŋěáńőęŋăï ğăňěŋă ŕěàěňěŋŋëå ŕőğćőńïěâ ŕàěőąàăğőćăâì àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ł ŕàĺćëçŋőňã ćĺďã. Ŋăŕàĺňěà, áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 2T (⌊ √ n⌋) + ln n łăęěâáï ďőćőńìŋő áńőęŋëň, őďŋăłő ğăňěŋőľ ŕěàěňěŋŋëå ěčő ńěčłő ãŕàőáâĺâì. Śďěńăć ğăňěŋã m = lg n, ŕőńãçĺň

T (2^m) = 2T (2^{m/2}) + m.

Őąőğŋăçĺć T (2^m) çěàěğ S(m), ŕàĺåőďĺň ł áőőâŋőèěŋĺî S(m) = 2S(m/2) + m, łőâőàőě ãęě ćáâàěçăńőáì (4.4). Ěčő àěèěŋĺě: S(m) = O(m lg m). Ćőğćàăéăïáì ł T (n) ćňěáâő S(m), ŕőńãçĺň

T (n) = T (2^m) = S(m) = O(m lg m) = O(lg n lg lg n).

Ŕàĺćěďñŋŋőě àăááãęďěŋĺě âàěąãěâ, łőŋěçŋő, ãâőçŋěŋĺľ, ŕőáłőńìłã ŕőłă çâő ňë ďőłăğăńĺ őæěŋłã ŋă T (n) ńĺèì ďńï n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ ďćőľłĺ. Ůâőąë ćëľâĺ ĺğ ŕőńőęěŋĺï, ňőęŋő őŕàěďěńĺâì S(m) łăł ňăłáĺňãň T (n) ŕő ćáěň n, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺň 2^m.

Şŕàăęŋěŋĺï

4.1-1 Ŕőłăęĺâě, çâő ĺğ T (n) = T (⌈n/2⌉) + 1 áńěďãěâ, çâő T (n) = O(lg n).

4.1-2 Ŕőłăęĺâě, çâő ĺğ T (n) = 2T (⌊n/2⌋) + n ćëâěłăěâ T (n) = Ω(n lg n), ĺ âěň áăňëň T (n) = Θ(n lg n).

4.1-3 Łăł őąőľâĺ âàãďŋőáâì á ŋăçăńìŋëň ğŋăçěŋĺěň n = 1 ŕàĺ ĺááńěďőćăŋĺĺ áőőâŋőèěŋĺï (4.4), ĺğňěŋĺć ďőłăğëćăěňőě ŕő ĺŋďãłæĺĺ ãâćěàęďěŋĺě, ŋő ŋě ňěŋïï ŋăçăńìŋőčő ğŋăçěŋĺï?

4.1-4 Ŕőłăęĺâě, çâő áőőâŋőèěŋĺě (4.2) ďńï áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺňěěâ àěèěŋĺěň Θ(n lg n).

4.1-5 Ŕőłăęĺâě, çâő T (n) = 2T (⌊n/2⌋ + 17) + n ćńěçñâ T (n) = O(n lg n).

4.1-6 Řěèĺâě á ŕőňőéìî ğăňěŋë ŕěàěňěŋŋëå áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 2T ( √ n) + 1, (őŕãáłăï ŕőďàőąŋőáâĺ, áćïğăŋŋëě á âěň, çâő ğŋăçěŋĺï ŕěàěňěŋŋëå — ŋě æěńëě).

4.2 Ŕàěőąàăğőćăŋĺě ć áãňňã

Łăł ąëâì, ěáńĺ ŋě ãďăěâáï ãčăďăâì àěèěŋĺě? Šőčďă ňőęŋő, ĺâěàĺàãï íâő áőőâŋőèěŋĺě (ŕőďáâăćńïï ěčő áăňő ć áěąï), ŕőńãçĺâì àïď, łőâőàëľ ňőęŋő őæěŋĺćăâì âěň ĺńĺ ĺŋëň áŕőáőąőň.

Ďńï ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 3T (⌊n/4⌋) + n. Ŕőďáâăćńïï ěčő ć áěąï, ŕőńãçĺň: T (n) = n + 3T (⌊n/4⌋) = n + 3(⌊n/4⌋ + 3T (⌊n/16⌋)) = n + 3(⌊n/4⌋ + 3(⌊n/16⌋ + 3T (⌊n/64⌋))) = n + 3⌊n/4⌋ + 9⌊n/16⌋ + 27T (⌊n/64⌋), Ňë ćőáŕőńìğőćăńĺáì âěň, çâő, áőčńăáŋő (2.4), ⌊⌊n/4⌋/4⌋ = ⌊n/16⌋ ĺ ⌊⌊n/16⌋/4⌋ = ⌊n/64⌋. Śłőńìłő èăčőć ŋăďő áďěńăâì, çâőąë ďőľâĺ ďő ŋăçăńìŋőčő ãáńőćĺï? Ŕőáłőńìłã ŕőáńě i-őľ ĺâěàăæĺĺ áŕàăćă őłăęěâáï T (⌊n/4^i⌋), ňë ďőľďñň ďő T (1), łőčďă ⌊n/4^i⌋ = 1, â. ě. łőčďă i ⩾ log_4 n. Ğăňěâĺć, çâő ⌊n/4^i⌋ ⩽ n/4^i, ňë ňőęěň őæěŋĺâì ŋăè àïď ãąëćăîéěľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ (ŕńîá ŕőáńěďŋĺľ çńěŋ, áőőâćěâáâćãîéĺľ 3^{log4 n} ğăďăçăň őčàăŋĺçěŋŋőčő àăğňěàă):

T (n) ⩽ n + 3n/4 + 9n/16 + 27n/64 + . . . + 3^{log4 n}Θ(1) ⩽ n ∞∑ i=0 ( 3 4 )_i + Θ(n^{log4 3})

= 4n + o(n) = O(n)

(Ňë ğăňěŋĺńĺ łőŋěçŋãî áãňňã ĺğ ŋě ąőńěě çěň log_4 n + 1 çńěŋőć ŋă áãňňã ąěáłőŋěçŋőčő àïďă, ă âăłęě ŕěàěŕĺáăńĺ 3^{log4 n} łăł n^{log4 3}, çâő ěáâì o(n), âăł łăł log_4 3 < 1.)

Ůăáâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě àěłãààěŋâŋőčő áőőâŋőèěŋĺï ć áãňňã ŕàĺćőďĺâ ł ďőćőńìŋő áńőęŋëň ćëłńăďłăň. Ŕàĺ íâőň ćăęŋő áńěďĺâì ğă ďćãňï ćěéăňĺ: áłőńìłő èăčőć ŕőďáâăŋőćłĺ âàěąãěâáï ĺ łăłőćă áãňňă çńěŋőć, ŕőńãçăîéĺåáï ŋă ďăŋŋőň èăčě. Ĺŋőčďă ŋěáłőńìłő ŕěàćëå èăčőć ŕőğćőńïîâ őâčăďăâì őâćěâ, łőâőàëľ ğăâěň ãďăñâáï ďőłăğăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ (á ňěŋìèĺň łőńĺçěáâćőň ćëçĺáńěŋĺľ).

Őáőąěŋŋő ňŋőčő åńőŕőâ ďőáâăćńïîâ őłàãčńěŋĺï (ŕěàěåőď ł æěńőľ çăáâĺ). Ďńï ŋăçăńă áâőĺâ ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő ğŋăçěŋĺï ŕăàăňěâàă âăłőćë, çâő őłàãčńěŋĺï ŋě âàěąãîâáï (ć ŋăèěň ŕàĺňěàě ŕàĺ n = 4^k ŋĺçěčő őłàãčńïâì ŋě ŕàĺďñâáï). Ćőőąéě čőćőàï, âăłőě ŕàěďŕőńőęěŋĺě ŋě ćŕőńŋě ğăłőŋŋő, âăł łăł őæěŋłã ŋăďő ďőłăğăâì ďńï ćáěå ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå æěńëå çĺáěń, ă ŋě âőńìłő ďńï áâěŕěŋěľ çěâćñàłĺ. Ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 4.3, łăł ňőęŋő őąőľâĺ íâã âàãďŋőáâì (áň. âăłęě ğăďăçã 4-5).

Ďěàěćìï àěłãàáĺĺ

Ŕàőæěáá ŕőďáâăŋőćłĺ áőőâŋőèěŋĺï ć áěąï ňőęŋő ĺğőąàăğĺâì ć ćĺďě ďěàěćă àěłãàáĺĺ (recursion tree). Łăł íâő ďěńăěâáï, ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 4.1 ŋă ŕàĺňěàě áőőâŋőèěŋĺï

T (n) = 2T (n/2) + n^2.

Ďńï ãďőąáâćă ŕàěďŕőńőęĺň, çâő n — áâěŕěŋì ďćőľłĺ. Ďćĺčăïáì őâ (ă) ł (č), ňë ŕőáâěŕěŋŋő àăğćőàăçĺćăěň ćëàăęěŋĺě ďńï T (n), ĺáŕőńìğãï ćëàăęěŋĺï ďńï T (n), T (n/2), T (n/4) ĺ â. ď. Šěŕěàì ňë ňőęěň ćëçĺáńĺâì T (n), áłńăďëćăï ğŋăçěŋĺï ćěàèĺŋ ŋă łăęďőň ãàőćŋě. Ŋă ćěàåŋěň ãàőćŋě ŕőńãçăěň n^2, ŋă ćâőàőň — (n/2)^2 + (n/2)^2 = n^2/2, ŋă âàěâìěň — (n/4)^2+(n/4)^2+(n/4)^2+(n/4)^2 = n^2/4. Ŕőńãçăěâáï ãąëćăîéăï čěőňěâàĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï, áãňňă łőâőàőľ őâńĺçăěâáï őâ ěñ ŕěàćőčő çńěŋă ŋě ąőńěě çěň ŋă ŕőáâőïŋŋëľ ňŋőęĺâěńì. Ĺâăł, T (n) = Θ(n^2).

Ŋă àĺá. 4.2 ŕőłăğăŋ ąőńěě áńőęŋëľ ŕàĺňěà — ďěàěćő ďńï áőőâŋőèěŋĺï T (n) = T (n/3) + T (2n/3) + n

Total=ćáěčő

Řĺáãŋőł 4.1 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï áőőâŋőèěŋĺï T (n) = 2T (n/2) + n^2. Ćëáőâă ŕőńŋőáâìî àăğćěàŋãâőčő ďěàěćă (č) àăćŋă lg n (ďěàěćő ĺňěěâ lg n + 1 ãàőćŋěľ).

Řĺáãŋőł 4.2 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï áőőâŋőèěŋĺï T (n) = T (n/3) + T (2n/3) + n.

(ďńï ŕàőáâőâë ňë ćŋőćì ĺčŋőàĺàãěň őłàãčńěŋĺï). Ğďěáì áãňňă ğŋăçěŋĺľ ŋă łăęďőň ãàőćŋě àăćŋă n. Ďěàěćő őąàëćăěâáï, łőčďă ğŋăçěŋĺï ăàčãňěŋâă áâăŋőćïâáï áàăćŋĺňëňĺ á 1. Ďńï àăğŋëå ćěâćěľ íâő ŕàőĺáåőďĺâ ŋă àăğŋőľ čńãąĺŋě, ĺ áăňëľ ďńĺŋŋëľ ŕãâì n → (2/3)n → (2/3)^2n → · · · → 1 âàěąãěâ őłőńő k = log_{3/2} n èăčőć (ŕàĺ âăłőň k ňë ĺňěěň (2/3)^kn = 1). Ŕőíâőňã T (n) ňőęŋő őæěŋĺâì łăł O(n lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

4.2-1 Ĺâěàĺàãï (ŕőďáâăćńïï ć áěąï) áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 3T (⌊n/2⌋) + n, ŋăľďĺâě åőàőèãî ćěàåŋîî ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã ďńï T (n).

4.2-2 Ăŋăńĺğĺàãï ďěàěćő àěłãàáĺĺ, ŕőłăęĺâě, çâő T (n) = T (n/3) + T (2n/3) + n ćńěçñâ T (n) = Ω(n lg n).

4.2-3 Ŋăàĺáãľâě ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï T (n) = 4T (⌊n/2⌋) + n ĺ ŕőńãçĺâě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋëě őæěŋłĺ ďńï T (n).

4.2-4 Ś ŕőňőéìî ĺâěàăæĺľ àěèĺâě áőőâŋőèěŋĺě T (n) = T (n − a) + T (a) + n, čďě a ⩾ 1 — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă.

4.2-5 Ś ŕőňőéìî ďěàěćă àěłãàáĺĺ àěèĺâě áőőâŋőèěŋĺě T (n) = T (αn) + T ((1 − α)n) + n, čďě α — łőŋáâăŋâă ć ĺŋâěàćăńě 0 < α < 1.

4.3 Őąéĺľ àěæěŕâ

İâőâ ňěâőď čőďĺâáï ďńï àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ ćĺďă T (n) = aT (n/b) + f(n), (4.5) čďě a ⩾ 1 ĺ b > 1 — ŋěłőâőàëě łőŋáâăŋâë, ă f — ŕőńőęĺâěńìŋăï (ŕő łàăľŋěľ ňěàě ďńï ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺľ ăàčãňěŋâă) äãŋłæĺï. Őŋ ďăñâ őąéãî äőàňãńã; ğăŕőňŋĺć ěñ, ňőęŋő àěèăâì ć ãňě àăğńĺçŋëě àěłãààěŋâŋëě áőőâŋőèěŋĺï.

Śőőâŋőèěŋĺě (4.5) ćőğŋĺłăěâ, ěáńĺ ăńčőàĺâň àăğąĺćăěâ ğăďăçã àăğňěàă n ŋă a ŕőďğăďăç àăğňěàă n/b, íâĺ ŕőďğăďăçĺ àěèăîâáï àěłãàáĺćŋő (łăęďăï ğă ćàěňï T (n/b)) ĺ àěğãńìâăâë őąêěďĺŋïîâáï. Ŕàĺ íâőň ğăâàăâë ŋă àăğąĺěŋĺě ĺ őąêěďĺŋěŋĺě őŕĺáëćăîâáï äãŋłæĺěľ f(n) (ć őąőğŋăçěŋĺïå àăğďěńă 1.3.2 f(n) = C(n) + D(n)). Ŋăŕàĺňěà, ďńï ŕàőæěďãàë Merge-Sort ňë ĺňěěň a = 2, b = 2, f(n) = Θ(n).

Łăł ćáěčďă, ć äőàňãńě (4.5) ćőğŋĺłăěâ ŕàőąńěňă á őłàãčńěŋĺěň: n/b ňőęěâ ŋě ąëâì æěńëň. Ťőàňăńìŋő áńěďőćăńő ąë ğăňěŋĺâì

Őąéĺľ àěæěŕâ 57

T (n/b) ŋă T (⌊n/b⌋) ĺńĺ T (⌈n/b⌉). Őąă ćăàĺăŋâă, łăł ňë ãćĺďĺň ć áńěďãîéěň àăğďěńě, ŕàĺćőďïâ ł őďŋőňã ĺ âőňã ęě őâćěâã, ĺ ďńï ŕàőáâőâë ňë ąãďěň őŕãáłăâì őłàãčńěŋĺě ć ŋăèĺå äőàňãńăå.

Őáŋőćŋăï âěőàěňă ő àěłãààěŋâŋëå őæěŋłăå

Šěőàěňă 4.1. Ŕãáâì a ⩾ 1 ĺ b > 1 — łőŋáâăŋâë, f(n) — äãŋłæĺï, T (n) őŕàěďěńěŋő ŕàĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋëå n äőàňãńőľ T (n) = aT (n/b) + f(n), čďě ŕőď n/b ŕőŋĺňăěâáï ńĺąő ⌈n/b⌉, ńĺąő ⌊n/b⌋. Šőčďă:

1. Ěáńĺ f(n) = O(n^{logb a−ε}) ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0, âő T (n) = Θ(n^{logb a}).

2. Ěáńĺ f(n) = Θ(n^{logb a}), âő T (n) = Θ(n^{logb a} lg n). 3. Ěáńĺ f(n) = Ω(n^{logb a+ε}) ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0 ĺ ěáńĺ af(n/b) ⩽ cf(n) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c < 1 ĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n, âő T (n) = Θ(f(n)).

Ć çñň áãâì íâőľ âěőàěňë? Ć łăęďőň ĺğ âàñå áńãçăěć ňë áàăćŋĺćăěň f(n) á n^{logb a}; ěáńĺ őďŋă ĺğ íâĺå äãŋłæĺľ àăáâñâ ąëáâàěě ďàãčőľ, âő őŋă ĺ őŕàěďěńïěâ ŕőàïďőł àőáâă T (n) (áńãçăĺ 1 ĺ 3). Ěáńĺ őąě äãŋłæĺĺ őďŋőčő ŕőàïďłă (áńãçăľ 2), âő ŕőïćńïěâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ńőčăàĺäňĺçěáłĺľ ňŋőęĺâěńì ĺ őâćěâőň áńãęĺâ äőàňãńă Θ(n^{logb a} lg n) = Θ(f(n) lg n).

Őâňěâĺň ćăęŋëě âěåŋĺçěáłĺě ďěâăńĺ. Ć ŕěàćőň áńãçăě ŋěďőáâăâőçŋő, çâőąë f(n) ąëńă ŕàőáâő ňěŋìèě, çěň n^{logb a}: ŋăň ŋãęěŋ ”ğăğőà” àăğňěàă n^ε ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0. Šőçŋő âăł ęě ć âàěâìěň áńãçăě f(n) ďőńęŋă ąëâì ąőńìèě n^{logb a} á ğăŕăáőň, ĺ ł âőňã ęě ãďőćńěâćőàïâì ãáńőćĺî ”àěčãńïàŋőáâĺ” af(n/b) ⩽ cf(n); ŕàőćěàłă ŕőáńěďŋěčő ãáńőćĺï, łăł ŕàăćĺńő, ŋě áőáâăćńïěâ âàãďă.

Ğăňěâĺň, çâő âàĺ ãłăğăŋŋëå áńãçăï ŋě ĺáçěàŕëćăîâ ćáěå ćőğňőęŋőáâěľ: ňőęěâ őłăğăâìáï, ŋăŕàĺňěà, çâő äãŋłæĺï f(n) ňěŋìèě, çěň n^{logb a}, ŋő ğăğőà ŋěďőáâăâőçŋő ćěńĺł ďńï âőčő, çâőąë ćőáŕőńìğőćăâìáï ŕěàćëň ãâćěàęďěŋĺěň âěőàěňë. Ăŋăńőčĺçŋăï ”éěńì” ěáâì ĺ ňěęďã áńãçăïňĺ 2 ĺ 3. Ŋăłőŋěæ, äãŋłæĺï ňőęěâ ŋě őąńăďăâì áćőľáâćőň àěčãńïàŋőáâĺ.

Ŕàĺňěŋěŋĺï őáŋőćŋőľ âěőàěňë

Řăááňőâàĺň ŋěáłőńìłő ŕàĺňěàőć, čďě ŕàĺňěŋěŋĺě âěőàěňë ŕőğćőńïěâ áàăğã ęě ćëŕĺáăâì őâćěâ.

Ďńï ŋăçăńă àăááňőâàĺň áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 9T (n/3) + n. Ć íâőň áńãçăě a = 9, b = 3, f(n) = n, ă n^{logb a} = n^{log3 9} = Θ(n^2).

Ŕőáłőńìłã f(n) = O(n^{log3 9−ε}) ďńï ε = 1, ňë ŕàĺňěŋïěň ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë ĺ ğăłńîçăěň, çâő T (n) = Θ(n^2).

Šěŕěàì àăááňőâàĺň áőőâŋőèěŋĺě

T (n) = T (2n/3) + 1.

Ğďěáì a = 1, b = 3/2, f(n) = 1 ĺ n^{logb a} = n^{log3/2 1} = n^0 = 1. Ŕőďåőďĺâ áńãçăľ 2, ŕőáłőńìłã f(n) = Θ(n^{logb a}) = Θ(1), ĺ ňë ŕőńãçăěň, çâő T (n) = Θ(lg n).

Ďńï áőőâŋőèěŋĺï

T (n) = 3T (n/4) + n lg n

ňë ĺňěěň a = 3, b = 4, f(n) = n lg n; ŕàĺ íâőň n^{logb a} = n^{log4 3} = O(n^{0,793}). Ğăğőà (á ε ≈ 0,2) ěáâì, őáâăñâáï ŕàőćěàĺâì ãáńőćĺě àěčãńïàŋőáâĺ. Ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèőčő n ĺňěěň af(n/b) = 3(n/4) lg(n/4) ⩽ (3/4)n lg n = cf(n) ďńï c = 3/4. Šěň áăňëň ŕő âàěâìěňã ãâćěàęďěŋĺî âěőàěňë T (n) = Θ(n lg n).

Ćőâ ŕàĺňěà, łőčďă âěőàěňã ŕàĺňěŋĺâì ŋě ãďăñâáï: ŕãáâì T (n) = 2T (n/2) + n lg n. Ğďěáì a = 2, b = 2, f(n) = n lg n, n^{logb a} = n. Ćĺďŋő, çâő f(n) = n lg n ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ąőńìèě, çěň n^{logb a}, ŋő ğăğőà ŋěďőáâăâőçěŋ: őâŋőèěŋĺě f(n)/n^{logb a} = (n lg n)/n = lg n ŋě őæěŋĺćăěâáï áŋĺğã ćěńĺçĺŋőľ n^ε ŋĺ ďńï łăłőčő ε > 0. İâő áőőâŋőèěŋĺě ŕőŕăďăěâ ć ŕàőňěęãâőł ňěęďã áńãçăïňĺ 2 ĺ 3; ďńï ŋěčő ňőęŋő ŕőńãçĺâì őâćěâ ŕő äőàňãńě ĺğ ãŕà. 4.4-2.

Şŕàăęŋěŋĺï

4.3-1 Ĺáŕőńìğãï őáŋőćŋãî âěőàěňã, ŋăľďĺâě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋëě őæěŋłĺ ďńï áőőâŋőèěŋĺï

ă. T (n) = 4T (n/2) + n; ą. T (n) = 4T (n/2) + n^2; ć. T (n) = 4T (n/2) + n^3.

4.3-2 Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă A őŕĺáëćăěâáï áőőâŋőèěŋĺěň T (n) = 7T (n/2)+n^2, ă ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă A^′ — áőőâŋőèěŋĺěň T^′(n) = aT^′(n/4)+n^2. Ŕàĺ łăłőň ŋăĺąőńìèěň æěńőň ğŋăçěŋĺĺ a ăńčőàĺâň A^′ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ąëáâàěě, çěň A?

4.3-3 Ĺáŕőńìğãï őáŋőćŋãî âěőàěňã, ŕőłăęĺâě, çâő áőőâŋőèěŋĺě T (n) = T (n/2) + Θ(1) (ďńï ďćőĺçŋőčő ŕőĺáłă, áň. ãŕà. 1.3-5) ćńěçñâ T (n) = Θ(lg n).

4.3-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ãáńőćĺï àěčãńïàŋőáâĺ (áńãçăľ 3) ŋě ćëâěłăěâ ĺğ ďàãčĺå ãáńőćĺľ: ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà äãŋłæĺĺ f, ďńï łőâőàőľ áãéěáâćãěâ âàěąãěňăï łőŋáâăŋâă ε, ŋő ãáńőćĺě àěčãńïàŋőáâĺ ŋě ćëŕőńŋěŋő.

⋆ 4.4 Ďőłăğăâěńìáâćő Šěőàěňë 4.1

Ňë ŕàĺćěďñň ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 4.1 ďńï ďőâőèŋëå çĺâăâěńěľ; ć ďăńìŋěľèěň őŋő ŋě ŕőŋăďőąĺâáï, âăł çâő ŕàĺ ŕěàćőň çâěŋĺĺ ěčő ćŕőńŋě ňőęŋő ŕàőŕãáâĺâì.

Ďőłăğăâěńìáâćő áőáâőĺâ ĺğ ďćãå çăáâěľ. Śŋăçăńă ňë àăááňăâàĺćăěň âőńìłő âě n, łőâőàëě ïćńïîâáï áâěŕěŋïňĺ çĺáńă b; ćáě őáŋőćŋëě ĺďěĺ ćĺďŋë ãęě ďńï íâőčő áńãçăï. Ğăâěň ŕőńãçěŋŋëľ àěğãńìâăâ àăáŕàőáâàăŋïěâáï ŋă ćáě ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă, ŕàĺ íâőň ňë ăłłãàăâŋő áńěďĺň ğă őłàãčńěŋĺïňĺ ĺ â. ŕ.

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőğćőńĺň áěąě ŋě áőćáěň łőààěłâŋő őąàăéăâìáï á ăáĺňŕâőâĺçěáłőľ ğăŕĺáìî: ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ěñ ďńï äãŋłæĺľ, őŕàěďěńñŋŋëå âőńìłő ŋă áâěŕěŋïå çĺáńă b, åőâï őŕàěďěńěŋĺě âàěąãěâ, çâőąë őæěŋłĺ ďőłăğëćăńĺáì ďńï ćáěå ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń.

Ĺğ łőŋâěłáâă ąãďěâ ŕőŋïâŋő, çâő ĺňěěâáï ć ćĺďã, ŋő ŋãęŋő ąëâì ćŋĺňăâěńìŋëň, çâőąë ŋě ğăŕãâăâìáï: ěáńĺ ő äãŋłæĺĺ T (n) ŋĺçěčő ŋě ĺğćěáâŋő, âő őæěŋłă T (n) = O(n) ďńï n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ ďćőľłĺ, ŋĺçěčő ŋě čăàăŋâĺàãěâ ďńï ŕàőĺğćőńìŋëå n. (Ćőğňőęŋő, çâő T (n) = n ŕàĺ n = 1, 2, 4, 8, . . . ĺ T (n) = n^2 ŕàĺ őáâăńìŋëå n.)

4.4.1 Śńãçăľ ŋăâãàăńìŋëå áâěŕěŋěľ

Ŕãáâì T (n) őŕàěďěńěŋő ďńï çĺáěń, ïćńïîéĺåáï (ŋăâãàăńìŋëňĺ) áâěŕěŋïňĺ çĺáńă b > 1 (ŋě őąïğăâěńìŋő æěńőčő) ĺ ãďőćńěâćőàïěâ áőőâŋőèěŋĺî (4.5), â. ě. T (n) = aT (n/b) + f(n). Ňë ŕőńãçĺň őæěŋłã ďńï T âăł: ŕěàěľďñň őâ íâőčő áőőâŋőèěŋĺï ł áãňňĺàőćăŋĺî (ńěňňă 4.2), ğăâěň őæěŋĺň ŕőńãçěŋŋãî áãňňã (ńěňňă 4.3) ĺ ŕőďćěďñň ĺâőčĺ (ńěňňă 4.4).

Ńěňňă 4.2. Ŕãáâì a ⩾ 1, b > 1 — łőŋáâăŋâë, ĺ ŕãáâì f(n) — ŋěőâàĺæăâěńìŋăï äãŋłæĺï, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă áâěŕěŋïå b. Ŕãáâì T (n) — äãŋłæĺï, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă áâěŕěŋïå b áőőâŋőèěŋĺěň T (n) = aT (n/b) + f(n) ŕàĺ n > 1, ŕàĺçñň T (1) > 0. Šőčďă

T (n) = Θ(n^{logb a}) +

log_b n−1 ∑ j=0 a^j f(n/b^j). (4.6)

Řĺáãŋőł 4.3 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï áőőâŋőèěŋĺï T (n) = aT (n/b) + f(n) ïćńïěâáï ŕőńŋëň a-ĺçŋëň ďěàěćőň ćëáőâë log_b n á n^{logb a}. Śãňňă ćěáőć ŕő ãàőćŋïň ŕőłăğăŋă áŕàăćă, ă őąéăï áãňňă ďăñâáï äőàňãńőľ (4.6).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕőďáâăćńïï áőőâŋőèěŋĺě áăňő ć áěąï, ŕőńãçăěň T (n) = f(n) + aT (n/b) = f(n) + af(n/b) + a^2T (n/b^2) = f(n) + af(n/b) + a^2f(n/b^2) + . . . + a^{logb n−1}f(n/b^{logb n−1}) + a^{logb n}T (1).

Ŕőáłőńìłã a^{logb n} = n^{logb a}, ŕőáńěďŋĺľ çńěŋ ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋ łăł Θ(n^{logb a}). Őáâăćèĺěáï çńěŋë őąàăğãîâ áãňňã, äĺčãàĺàãîéãî ć ãâćěàęďěŋĺĺ ńěňňë.

Ďěàěćő àěłãàáĺĺ

Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 4.2 ňőęŋő ŕőïáŋĺâì ć âěàňĺŋăå ďěàěćă àěłãàáĺĺ (àĺá. 4.3), ěáńĺ çĺáńő a æěńőě (åőâï áăňő ďőłăğăâěńìáâćő íâőčő ŋě âàěąãěâ). Ć łőàŋě áâőĺâ çĺáńő f(n), ć łăęďőň ĺğ a ěčő ďěâěľ áâőĺâ çĺáńő f(n/b), ć łăęďőň ĺğ a^2 ćŋãłőć áâőĺâ f(n/b^2) ĺ â. ď. Ŋă ãàőćŋě j ĺňěěâáï a^j ćěàèĺŋ; ćěá łăęďőľ — f(n/b^j ). Ńĺáâìï ŋăåőďïâáï ŋă àăááâőïŋĺĺ log_b n őâ łőàŋï, ĺ ĺňěîâ ŕőńőęĺâěńìŋëľ ćěá T (1); ćáěčő ŋă ďěàěćě a^{logb n} = n^{logb a} ńĺáâìěć.

Řăćěŋáâćő (4.6) ŕőńãçăěâáï, ěáńĺ áńőęĺâì ćěáă ŋă ćáěå ãàőćŋïå: őąéĺľ ćěá ŋă j-ň ãàőćŋě ěáâì a^j f(n/b^j), ă őąéĺľ ćěá ćŋãâàěŋŋěľ çăáâĺ ďěàěćă ěáâì_{log} b n−1 ∑ j=0 a^j f(n/b^j). Ěáńĺ àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ŕàőĺğőèńő ĺğ ăńčőàĺâňă âĺŕă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, íâă áãňňă őâàăęăěâ áâőĺňőáâì àăğąĺěŋĺï ğăďăçĺ ŋă ŕőďğăďăçĺ ĺ őąêěďĺŋěŋĺï àěèěŋĺľ. Śãňňăàŋëľ ćěá ćáěå ńĺáâìěć ěáâì áâőĺňőáâì àěèěŋĺï ćáěå n^{logb a} ğăďăç àăğňěàă 1, łőâőàăï áőáâăćńïěâ Θ(n^{logb a}).

Ć âěàňĺŋăå ďěàěćă àěłãàáĺĺ ńěčłő őąêïáŋĺâì, çěňã áőőâćěâáâćãîâ âàĺ áńãçăï ć äőàňãńĺàőćłě őáŋőćŋőľ âěőàěňë. Ć ŕěàćőň áńãçăě őáŋőćŋăï çăáâì ćěáă áőáàěďőâőçěŋă ć ńĺáâìïå, ć âàěâìěň — ć łőàŋě, ćő ćâőàőň ćěá àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńñŋ ŕő ãàőćŋïň ďěàěćă.

Šěŕěàì őæěŋĺň ćěńĺçĺŋã áãňňë ć äőàňãńě (4.6).

Ńěňňă 4.3. Ŕãáâì a ⩾ 1, b > 1 — łőŋáâăŋâë, f(n) — ŋěőâàĺæăâěńìŋăï äãŋłæĺï, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă ŋăâãàăńìŋëå áâěŕěŋïå b. Řăááňőâàĺň äãŋłæĺî g(n), őŕàěďěńñŋŋãî äőàňãńőľ

g(n) = log_b n−1 ∑ j=0 a^j f(n/b^j ) (4.7)

(ďńï n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ b). Šőčďă

1. Ěáńĺ f(n) = O(n^{logb a−ε}) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë ε > 0, âő g(n) = O(n^{logb a}).

2. Ěáńĺ f(n) = Θ(n^{logb a}), âő g(n) = Θ(n^{logb a} lg n). 3. Ěáńĺ af(n/b) ⩽ cf(n) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c < 1 ĺ ďńï ćáěå n ⩾ b, âő g(n) = Θ(f(n)).

Ďőłăğăâěńìáâćő. 1. Ć ŕěàćőň áńãçăě ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë ďńï äãŋłæĺĺ f(n) = n^α, čďě α = log_b a − ε Ďńï âăłőľ äãŋłæĺĺ f àăćěŋáâćő (4.7) ňőęěâ ąëâì ŕěàěŕĺáăŋő âăł: (âěŕěàì α = log_b a) g(n) = f(n) + af(n/b) + a^2f(n/b^2) + . . . + a^{k−1}f(n/b^{k−1}) = n^α + a(n/b)^α + a^2(n/b^2)^α + . . . + a^{k−1}(n/b^{k−1})^α; (4.8)

ŕàăćăï çăáâì ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ čěőňěâàĺçěáłãî ŕàőčàěááĺî ďńĺŋë k = log_b n áő ğŋăňěŋăâěńěň a/b^α; íâőâ ğŋăňěŋăâěńì ąőńìèě 1, âăł łăł α < log_b a ĺ b^α < a. Ďńï âăłőľ ŕàőčàěáĺĺ áãňňă ŕő ŕőàïďłã àăćŋă ŕőáńěďŋěňã çńěŋã (őâńĺçăěâáï őâ ŋěčő ŋě ąőńěě çěň ŋă łőŋáâăŋâã àăğ). İâőâ ŕőáńěďŋĺľ çńěŋ ěáâì O(a^k) = O(n^{logb a}).

Ďńï ŕěàćőčő áńãçăï ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë ďőłăğăŋő.

2. Ćő ćâőàőň áńãçăě ăŋăńőčĺçŋőě àăááãęďěŋĺě ďăñâ áãňňã âőčő ęě ćĺďă: g(n) = f(n) + af(n/b) + a^2f(n/b^2) + . . . = n^α + a(n/b)^α + a^2(n/b^2)^α + . . . , (4.9)

ŋő âěŕěàì α = log_b a ĺ ŕőâőňã ğŋăňěŋăâěńì čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ àăćěŋ 1 ĺ ćáě ěñ çńěŋë àăćŋë. Ĺå çĺáńő ěáâì log_b n, ĺ ŕőâőňã áãňňă àăćŋă n^{logb a} log_b n = Θ(n^{logb a} lg n).

Śńãçăľ 2 àăğőąàăŋ.

3. Ć íâőň áńãçăě ãáńőćĺě àěčãńïàŋőáâĺ äãŋłæĺĺ f čăàăŋâĺàãěâ, çâő ć ŋăèěľ áãňňě łăęďëľ áńěďãîéĺľ çńěŋ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ŕàěďëďãéěčő, ãňŋőęěŋŋőčő ŋă c < 1. Šěň áăňëň ěñ ňőęŋő őæěŋĺâì áćěàåã ãąëćăîéěľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ áő ğŋăňěŋăâěńěň c, ĺ áãňňă âăłőľ ŕàőčàěááĺĺ ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã (àăćŋãî 1/(1−c)) àăğ ŕàěćőáåőďĺâ ŕěàćëľ çńěŋ (ŋő ĺ ŋě ňěŋìèě ěčő, âăł łăł ćáě áńăčăěňëě ŋěőâàĺæăâěńìŋë). Šăłĺň őąàăğőň, g(n) = Θ(f(n)) ďńï n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ b. Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë ğăćěàèěŋő.

Šěŕěàì ňë ňőęěň ďőłăğăâì őáŋőćŋãî âěőàěňã ő àěłãààěŋâŋëå őæěŋłăå ďńï áńãçăï, łőčďă n ěáâì ŋăâãàăńìŋăï áâěŕěŋì b.

Ńěňňă 4.4. Ŕãáâì a ⩾ 1, b > 1 — łőŋáâăŋâë, ĺ ŕãáâì f(n) — ŋěőâàĺæăâěńìŋăï äãŋłæĺï, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă áâěŕěŋïå b. Ŕãáâì T (n) — äãŋłæĺï, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă áâěŕěŋïå b áőőâŋőèěŋĺěň T (n) = aT (n/b) + f(n) ŕàĺ n > 1 ĺ T (1) > 0. Šőčďă:

1. Ěáńĺ f(n) = O(n^{logb a−ε}) ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0, âő T (n) = Θ(n^{logb a}).

2. Ěáńĺ f(n) = Θ(n^{logb a}), âő T (n) = Θ(n^{logb a}) lg n. 3. Ěáńĺ f(n) = Ω(n^{logb a+ε}) ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0 ĺ ěáńĺ af(n/b) ⩽ cf(n) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c < 1 ĺ ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n, âő T (n) = Θ(f(n)).

??????? Łăł ãąàăâì âőçłã ć łőŋæě áńőćă Ďőłăğăâěńìáâćő?

Ďőłăğăâěńìáâćő. áőáâőĺâ ć łőňąĺŋăæĺĺ ńěňň 4.2 ĺ 4.3. Ć ŕěàćőň áńãçăě ŕőńãçăěň

T (n) = Θ(n^{logb a}) + O(n^{logb a}) = Θ(n^{logb a}).

Ćő ćâőàőň áńãçăě ĺňěěň

T (n) = Θ(n^{logb a}) + Θ(n^{logb a} lg n) = Θ(n^{logb a} lg n).

Ć âàěâìěň áńãçăě

T (n) = Θ(n^{logb a}) + Θ(f(n)) = Θ(f(n)).

Ğăňěâĺň, çâő ć ŕőáńěďŋěň áńãçăě ãáńőćĺě ”f(n) = Ω(n^{logb a+ε}) ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0” ňőęŋő ąëńő ąë őŕãáâĺâì, âăł łăł őŋő ćëâěłăěâ ĺğ ãáńőćĺï àěčãńïàŋőáâĺ (áň. ãŕà. 4.4-3).

Ńěňňă 4.4 ďőłăğăŋă.

4.4.2 Űěńëě ŕàĺąńĺęěŋĺï áćěàåã ĺ áŋĺğã

Ŋăň őáâăńőáì àăğőąàăâìáï ŕőďàőąŋő á ŕàőĺğćőńìŋëňĺ n, ŋě ïćńïîéĺňĺáï áâěŕěŋïňĺ çĺáńă b. Ć íâőň áńãçăě n/b ŕőďńěęĺâ őłàãčńěŋĺî ĺ áőőâŋőèěŋĺě ĺňěěâ ćĺď T (n) = aT (⌈n/b⌉) + f(n) (4.10) ĺńĺ T (n) = aT (⌊n/b⌋) + f(n). (4.11) Ŋăďő ãąěďĺâìáï, çâő őæěŋłă őáâăñâáï ć áĺńě ĺ ďńï íâőčő áńãçăï.

Ŕőáňőâàĺň, łăłĺě ĺğňěŋěŋĺï ŋăďő ćŋěáâĺ ć ŋăèĺ àăááãęďěŋĺï. Ćňěáâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ n, n/b, n/b^2, . . . âěŕěàì ŋăďő àăááňăâàĺćăâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì n_i, őŕàěďěńñŋŋãî âăł:

n_i = { n, ěáńĺ i = 0, ⌈n_{i−1}/b⌉, ěáńĺ i > 0. (4.12)

(ňë àăááňăâàĺćăěň áńãçăľ őłàãčńěŋĺï á ĺğąëâłőň). İâă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì — ãąëćăîéăï, ŋő ŋě őąïğăâěńìŋő áâàěňĺâáï ł ěďĺŋĺæě. Őďŋăłő ňë ňőęěň ãâćěàęďăâì, çâő ŕőáńě log_b n ĺâěàăæĺľ ŕőńãçĺâáï çĺáńő, őčàăŋĺçěŋŋőě ŋě ğăćĺáïéěľ őâ n (åőâï ğăćĺáïéěľ őâ b) łőŋáâăŋâőľ.

Ć áăňőň ďěńě, ĺğ ŋěàăćěŋáâćă ⌈x⌉ ⩽ x + 1 áńěďãěâ, çâő n_0 ⩽ n, n_1 ⩽ n b + 1,

n_2 ⩽ n b^2 + 1 b + 1,

n_3 ⩽ n b^3 + 1 b^2 + 1 b + 1, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ŕőáłőńìłã 1 + 1/b + 1/b^2 + . . . ⩽ 1/(b − 1), ďńï i = ⌊log_b n⌋ ňë ŕőńãçăěň n_i ⩽ n/b^i + b/(b − 1) ⩽ b + b/(b − 1) = O(1).

Ĺâěàĺàãï áőőâŋőèěŋĺě (4.10), ňë ŕőńãçăěň

T (n) = f(n_0) + aT (n_1) = f(n_0) + af(n_1) + a^2T (n_2)

⩽ f(n_0) + af(n_1) + a^2f(n_2) + . . . + + a^{⌊logb n⌋−1}f(n_{⌊logb n⌋−1}) + a^{⌊logb n⌋}T (n_{⌊logb n⌋}) = Θ(n^{logb a}) + ⌊log_b n⌋−1 ∑ j=0 a^j f(n_j ). (4.13)

İâő ćëàăęěŋĺě őçěŋì ŕőåőęě ŋă (4.6), âőńìłő ğďěáì n ŋě őąïğăŋő ąëâì áâěŕěŋìî çĺáńă b.

[Śâàőčő čőćőàï, áłăğăŋŋőě âàěąãěâ ŋěłőâőàëå ãâőçŋěŋĺľ. Ďěńő ć âőň, çâő ćěńĺçĺŋă T (n_{⌈log bn⌉}) ňőęěâ őłăğăâìáï àăćŋőľ ŋãńî. Ŋő ňë ğŋăěň, çâő f(n) ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋă, â. ě. ŕőńőęĺâěńìŋă ďńï ćáěå n, ŋăçĺŋăï á ŋěłőâőàőčő n_0. Ŕőíâőňã ć àăğćñàâëćăŋĺĺ áãňňë ŋãęŋő őáâăŋőćĺâìáï, ŋěňŋőčő ŋě ďőľďï ďő íâőčő n_0. Ňë őŕãáłăěň ŕőďàőąŋőáâĺ.]

Šěŕěàì ŋăďő àăğőąàăâìáï á áőőâŋőèěŋĺïňĺ ňěęďã áńăčăěňëňĺ ć áãňňě

g(n) = ⌊log_b n⌋−1 ∑ j=0 a^j f(n_j ). (4.14)

Řăŋìèě ňë áàăćŋĺćăńĺ íâã áãňňã á čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺěľ, ć łőâőàőľ ğŋăňěŋăâěńì ąëń ąőńìèě ěďĺŋĺæë (ŕěàćëľ áńãçăľ), àăćěŋ ěďĺŋĺæě (ćâőàőľ áńãçăľ) ĺńĺ ňěŋìèě ěďĺŋĺæë (âàěâĺľ áńãçăľ). Šàěâĺľ áńãçăľ ŋě ćëğëćăěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ŕàőąńěň, âăł łăł ć ãáńőćĺĺ àěčãńïàŋőáâĺ âăłęě ŕàěďãáňăâàĺćăěâáï őłàãčńěŋĺě (ŕàĺçñň ć âã ęě áâőàőŋã, çâő ĺ ć àěłãààěŋâŋőň áőőâŋőèěŋĺĺ). Ćő ćâőàőň áńãçăě ňë ďőńęŋë őæěŋĺâì, ŋăáłőńìłő ćěńĺłĺ ĺğňěŋěŋĺï ćáńěďáâćĺě ğăňěŋë n/b^i ŋă n_i. Łăł ňë ćĺďěńĺ, àăğŋĺæă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ b/(b − 1), ŋő ŋăďő ěéñ őâ ăąáőńîâŋőľ őèĺąłĺ ŕěàěľâĺ ł őâŋőáĺâěńìŋőľ. Ŋăň ŋăďő ŕàőćěàĺâì, çâő f(n_j ) = O(n^{logb a}/a^j ) = O((n/b^j)^{logb a}), âőčďă ŕàőåőďĺâ ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 4.3 (áńãçăľ 2). Ğăňěâĺň, çâő b^j /n ⩽ 1 ŕàĺ j ⩽ ⌊log_b n⌋. Ĺğ őæěŋłĺ f(n) = O(n^{logb a}) ćëâěłăěâ, çâő ďńï ŕőďåőďïéěčő c ĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n_j f(n_j ) ⩽ c ( n b^j + b b − 1 )_{logb a}

= c ( n^{logb a} a^j ) ( 1 + ( b^j n · b b − 1 ))_{logb a}

⩽ c ( n^{logb a} a^j ) ( 1 + b b − 1 )_{logb a}

= O ( n^{logb a} a^j ) . Ŕőáńěďŋĺľ ŕěàěåőď ĺáŕőńìğãěâ âő, çâő c(1 + b/(b − 1))^{logb a} — łőŋáâăŋâă. Ĺâăł, áńãçăľ 2 àăğőąàăŋ.

Řăááãęďěŋĺě ďńï áńãçăï 1 ŕőçâĺ âăłőě ęě. Šăň ŋãęŋő ďőłăğăâì őæěŋłã f(n_j ) = O(n^{logb a−ε}); ă íâő ďěńăěâáï ŕàĺňěàŋő âăł ęě, łăł ĺ ć áńãçăě 2, åőâï ŕàěőąàăğőćăŋĺï ąãďãâ ŋěáłőńìłő áńőęŋěě.

Ĺâăł, ňë àăááňőâàěńĺ áńãçăľ ŕàőĺğćőńìŋőčő n ďńï őłàãčńěŋĺï á ĺğąëâłőň. Ăŋăńőčĺçŋő ňőęŋő àăááňőâàěâì áńãçăľ őłàãčńěŋĺï á ŋěďőáâăâłőň, ŕàĺ íâőň ŋãęŋő ąãďěâ ďőłăğëćăâì, çâő n_j ŋě ňőęěâ ąëâì áĺńìŋő ňěŋìèě n/b^j .

Şŕàăęŋěŋĺï

4.4-1^⋆ Şłăęĺâě ŕàőáâãî ïćŋãî äőàňãńã ďńï n_i ĺğ (4.12), ěáńĺ b — ŕőńőęĺâěńìŋőě æěńőě çĺáńő.

4.4-2^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ f(n) = Θ(n^{logb a} lg^k n), čďě k ⩾ 0, âő áőőâŋőèěŋĺě (4.5) ćńěçñâ T (n) = Θ(n^{logb a} lg^{k+1} n). Ďńï ŕàőáâőâë àăááňőâàĺâě ńĺèì áńãçăľ æěńëå áâěŕěŋěľ b.

4.4-3^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ć áńãçăě 3 őáŋőćŋőľ âěőàěňë őďŋő ĺğ ãáńőćĺľ ńĺèŋěě: ãáńőćĺě àěčãńïàŋőáâĺ (af(n/b) ⩽ cf(n) ďńï ŋěłőâőàőčő c < 1) čăàăŋâĺàãěâ, çâő áãéěáâćãěâ ε > 0, ďńï łőâőàőčő f(n) = Ω(n^{logb a+ε}).

Ğăďăçĺ

4-1 Ŕàĺňěàë àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ

Ďăľâě łăł ňőęŋő ąőńěě âőçŋëě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě ćěàåŋĺě ĺ ŋĺęŋĺě őæěŋłĺ ďńï áńěďãîéĺå áőőâŋőèěŋĺľ (áçĺâăěň, çâő T (n) — łőŋáâăŋâă ŕàĺ n ⩽ 2):

ă. T (n) = 2T (n/2) + n^3. ą. T (n) = T (9n/10) + n.

ć. T (n) = 16T (n/4) + n^2. č. T (n) = 7T (n/3) + n^2. ď. T (n) = 7T (n/2) + n^2. ě. T (n) = 2T (n/4) + √ n. ę. T (n) = T (n − 1) + n. ğ. T (n) = T ( √ n) + 1.

4-2 Ŋěďőáâăîéěě çĺáńő

Ňăááĺć A[1 . . n] áőďěàęĺâ ćáě æěńëě çĺáńă őâ 0 ďő n, łàőňě őďŋőčő. Ůâőąë ŋăľâĺ ŕàőŕãéěŋŋőě çĺáńő, ňőęŋő őâňěçăâì ćő ćáŕőňőčăâěńìŋőň ňăááĺćě B[0 . . n] ćáě çĺáńă, ćáâàěçăîéĺěáï ć A, ĺ ğăâěň ŕőáňőâàěâì, łăłőě çĺáńő ŋě őâňěçěŋő (ćáñ ćňěáâě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n)). Ŕàĺ íâőň ĺáŕőńìğőćăŋĺě íńěňěŋâă ňăááĺćă A ć łăçěáâćě ĺŋďěłáă áçĺâăěâáï íńěňěŋâăàŋőľ őŕěàăæĺěľ.

Ŋăńőęĺň âăłőě ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě ŋă ďőáâãŕ ł ňăááĺćã A: ğă őďŋő ďěľáâćĺě ňë ňőęěň ŕőáňőâàěâì ğăďăŋŋëľ ąĺâ ğăďăŋŋőčő íńěňěŋâă ňăááĺćă A.

Ŕőłăęĺâě, çâő ĺ ŕàĺ âăłĺå őčàăŋĺçěŋĺïå ňë ňőęěň ŋăľâĺ ŕàőŕãéěŋŋőě çĺáńő ğă ćàěňï O(n).

4-3 Ćàěňï ŕěàěďăçĺ ŕăàăňěâàőć

Ć íâőľ łŋĺčě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŕěàěďăçă ŕăàăňěâàőć ğăŋĺňăěâ ŕőáâőïŋŋőě ćàěňï, ďăęě ěáńĺ ŕěàěďăćăěňëľ ŕăàăňěâà — ňăááĺć. Ć ąőńìèĺŋáâćě ïğëłőć ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï íâő âăł ĺ ěáâì, ŕőáłőńìłã ŕěàěďăñâáï ŋě áăň ňăááĺć, ă ãłăğăâěńì ŋă ŋěčő. Ŋő ćőğňőęŋë ĺ ďàãčĺě ćăàĺăŋâë. Śàăćŋĺň âàĺ áŕőáőąă ŕěàěďăçĺ ňăááĺćőć ć łăçěáâćě ŕăàăňěâàőć:

1. Ňăááĺć ŕěàěďăěâáï łăł ãłăğăâěńì ğă ćàěňï Θ(1). 2. Ňăááĺć łőŕĺàãěâáï ğă ćàěňï Θ(N), čďě N — àăğňěà ňăááĺćă. 3. Ć ŕàőæěďãàã ŕěàěďăñâáï âőńìłő âă çăáâì ňăááĺćă, łőâőàăï ąãďěâ ć ŋěľ ĺáŕőńìğőćăâìáï. Ŕàĺ íâőň âàěąãěâáï ćàěňï Θ(q − p + 1), ěáńĺ ŕěàěďăñâáï ãçăáâőł A[p . . q].

ă. Řăááňőâàĺň àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďćőĺçŋőčő ŕőĺáłă çĺáńă ć ãŕőàïďőçěŋŋőň ňăááĺćě (ãŕà. 1.3-5). Łăłőćő ąãďěâ ćàěňï ěčő àăąőâë ŕàĺ łăęďőň ĺğ ãłăğăŋŋëå áŕőáőąőć ŕěàěďăçĺ ŕăàăňěâàă? (Ăàčãňěŋâăňĺ àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàë ïćńïîâáï ĺáłőňëľ íńěňěŋâ ĺ ňăááĺć, ć łőâőàőň őáãéěáâćńïěâáï ŕőĺáł.)

ą. Ŕàőćěďĺâě âăłőľ ăŋăńĺğ ďńï ăńčőàĺâňă Merge-Sort ĺğ àăğďěńă 1.3.1.

4-4 Ěéñ ŋěáłőńìłő àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ Şłăęĺâě ćőğňőęŋő ąőńěě âőçŋëě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺě ćěàåŋĺě ĺ ŋĺęŋĺě őæěŋłĺ ďńï T (n) ć łăęďőň ĺğ ãłăğăŋŋëå ŋĺęě ŕàĺňěàőć. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő T (n) — łőŋáâăŋâă ŕàĺ n ⩽ 8.

ă. T (n) = 3T (n/2) + n lg n.

ą. T (n) = 3T (n/3 + 5) + n/2. ć. T (n) = 2T (n/2) + n/ lg n. č. T (n) = T (n − 1) + 1/n. ď. T (n) = T (n − 1) + lg n. ě. T (n) = √ nT ( √ n) + n.

4-5 Ŕěàěåőď őâ áâěŕěŋěľ ł ŕàőĺğćőńìŋëň ăàčãňěŋâăň

Ŕãáâì ňë ŕőńãçĺńĺ őæěŋłã ďńï T (n) ŕàĺ ćáěå n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ ŋěłőâőàőčő æěńőčő b. Łăł àăáŕàőáâàăŋĺâì ěñ ŋă ŕàőĺğćőńìŋëě n?

ă. Ŕãáâì T (n) ĺ h(n) — ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéĺě äãŋłæĺĺ, őŕàěďěńñŋŋëě ďńï ŕàőĺğćőńìŋëå ŕőńőęĺâěńìŋëå ăàčãňěŋâőć (ŋě őąïğăâěńìŋő æěńëå), ŕàĺçñň T (n) ⩽ h(n) ďńï ćáěå n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ æěńőčő çĺáńă b > 1. Ŕãáâì ĺğćěáâŋő, łàőňě âőčő, çâő h ”àăáâñâ ďőáâăâőçŋő ňěďńěŋŋő”: h(n) = O(h(n/b)). Ďőłăęĺâě, çâő T (n) = O(h(n)).

ą. Ŕãáâì ďńï äãŋłæĺĺ T ćëŕőńŋěŋő áőőâŋőèěŋĺě T (n) = aT (n/b) + f(n) ŕàĺ n > n_0; ŕãáâì a ⩾ 1, b > 1 ĺ f(n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ. Ŕãáâì T (n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ ŕàĺ n ⩽ n_0, ĺ ŕàĺ íâőň T (n_0) ⩽ aT (n_0/b) + f(n_0). Ďőłăęĺâě, çâő T (n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ.

ć. Şŕàőáâĺâě ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 4.1 ďńï áńãçăï ňőŋőâőŋŋőľ ĺ ”ďőáâăâőçŋő ňěďńěŋŋő àăáâãéěľ” äãŋłæĺĺ f(n). Ćőáŕőńìğãľâěáì ńěňňőľ 4.4.

4-6 Ůĺáńă Ťĺąőŋăççĺ

Ůĺáńă Ťĺąőŋăççĺ őŕàěďěńïîâáï áőőâŋőèěŋĺěň (2.13). Ğďěáì ňë àăááňőâàĺň ŋěłőâőàëě ĺå áćőľáâćă. Ďńï íâőčő őŕàěďěńĺň ŕàőĺğćőďïéãî äãŋłæĺî (generating function), őŕàěďěńïěňãî łăł äőàňăńìŋëľ áâěŕěŋŋőľ àïď (formal power series) F = ∞∑ i=0 F_iz^i = 0 + z + z^2 + 2z^3 + 3z^4 + 5z^5 + 8z^6 + 13z^7 + . . .

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő F(z) = z + zF(z) + z^2F(z). ą. Ŕőłăęĺâě, çâő F(z) = z 1 − z − z^2 = z (1 − φz)(1 − ^φz) = 1 √ 5 ( 1 1 − φz − 1 1 − ^φz )

čďě φ = 1 + √ 5 2 = 1,61803 . . . ĺ ^φ = 1 − √ 5 2 = −0,61803 . . .

ć. Ŕőłăęĺâě, çâő F(z) = ∞∑ i=0 1 √ 5 (φ^i − ^φ^i)z^i.

č. Ďőłăęĺâě, çâő F_i ŕàĺ i > 0 àăćŋő ąńĺęăľèěňã ł φ^i/ √ 5 æěńőňã çĺáńã. (Şłăğăŋĺě: | ^φ| < 1.)

ď. Ďőłăęĺâě, çâő F_{i+2} ⩾ φ^i ďńï ćáěå i ⩾ 0.

4-7 Šěáâĺàőćăŋĺě ňĺłàőáåěň Ĺňěěâáï n őďĺŋăłőćëå ňĺłàőáåěň, áŕőáőąŋëå ŕàőćěàïâì ďàãč ďàãčă; ŋěłőâőàëě ĺğ ŋĺå ĺáŕàăćŋë, ŋěłőâőàëě — ŋěâ. Ďńï ŕàőćěàłĺ ŕăàă ňĺłàőáåěň ćáâăćńïěâáï ć áŕěæĺăńìŋãî ŕńăâã, ŕőáńě çěčő łăęďăï ĺğ ŋĺå áőőąéăěâ ő áőáâőïŋĺĺ áőáěďă. Ĺáŕàăćŋăï ňĺłàőáåěňă ŕàĺ íâőň ŋĺłőčďă ŋě őèĺąăěâáï, ă ŋěĺáŕàăćŋăï ňőęěâ ďăâì ńîąőľ őâćěâ.

Őâćěâ A Őâćěâ B Řěğãńìâăâ B ĺáŕàăćŋă A ĺáŕàăćŋă őąě åőàőèĺě ĺńĺ őąě ŕńőåĺě B ĺáŕàăćŋă A ŋěĺáŕàăćŋă åőâï ąë őďŋă ŋěĺáŕàăćŋă B ŋěĺáŕàăćŋă A ĺáŕàăćŋă åőâï ąë őďŋă ŋěĺáŕàăćŋă B ŋěĺáŕàăćŋă A ŋěĺáŕàăćŋă åőâï ąë őďŋă ŋěĺáŕàăćŋă

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ąőńìèě ŕőńőćĺŋë ňĺłàőáåěň ŕńőåĺě, âő ŕőŕăàŋőě âěáâĺàőćăŋĺě ŋě ŕőğćőńĺâ ãğŋăâì ŋăćěàŋïłă, łăłĺě ĺňěŋŋő ňĺłàőáåěňë ŕńőåĺ (őŋĺ áňőčãâ ŋăá őąňăŋãâì).

ą. Ŕãáâì ŋãęŋő ŋăľâĺ åőâï ąë őďŋã åőàőèãî ňĺłàőáåěňã ĺğ n èâãł, ĺğ łőâőàëå ąőńìèě ŕőńőćĺŋë ĺáŕàăćŋëå. Ŕőłăęĺâě, çâő ďőáâăâőçŋő ⌊n/2⌋ ŕőŕăàŋëå âěáâőć, çâőąë áćěáâĺ ğăďăçã ł ăŋăńőčĺçŋőľ ğăďăçě ŕőńőćĺŋŋőčő àăğňěàă.

ć. Ŕãáâì ĺáŕàăćŋő ąőńìèě ŕőńőćĺŋë ňĺłàőáåěň. Ŕőłăęĺâě, çâő ňőęŋő ŋăľâĺ ćáě åőàőèĺě ňĺłàőáåěňë ğă Θ(n) ŕőŕăàŋëå âěáâőć. (Ćőáŕőńìğãľâěáì àěłãààěŋâŋëň áőőâŋőèěŋĺěň.)

[İâã ğăďăçã ňőęŋő ŕěàěäőàňãńĺàőćăâì ć ĺŋëå âěàňĺŋăå: ĺňěěâáï n őďĺŋăłőćëå ŋă ćĺď ŕàěďňěâőć, ŋő ŋă áăňőň ďěńě őŋĺ őâŋőáïâáï ł ŋěáłőńìłĺň łăâěčőàĺïň. Ěáâì ŕàĺąőà, łőâőàëľ ŕő ďćãň ŕàěďňěâăň ŕàőćěàïěâ, őďĺŋăłőćë ńĺ őŋĺ. Ĺğćěáâŋő, çâő ŕàěďňěâë ŋěłőâőàőľ łăâěčőàĺĺ áőáâăćńïîâ ąőńìèĺŋáâćő. Ŋăďő ŋăľâĺ ŕàěďáâăćĺâěńì íâőčő ąőńìèĺŋáâćă ğă O(n) áàăćŋěŋĺľ. Ŕőňĺňő àěłãààěŋâŋőčő àěèěŋĺï, íâă ğăďăçă ĺňěěâ ŕàőáâőě ĺâěàăâĺćŋőě àěèěŋĺě. Ğăćěďñň łőàőąłã, ć łőâőàőľ ąãďěň ŋăłăŕńĺćăâì őďĺŋăłőćëě ŕàěďňěâë, ă âăłęě ãàŋã, łãďă ňőęŋő ćëłĺďëćăâì ŕàěďňěâë. Ŕěàěłńăďëćăěň ŋěŕàőáňőâàěŋŋëě íńěňěŋâë ć łőàőąłã ĺńĺ ãàŋã, ŕőďďěàęĺćăï âăłőě áćőľáâćő: áàěďĺ ŋěćëłĺŋãâëå ĺáłőňëě áőáâăćńïîâ ąőńìèĺŋáâćő.]

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 4 69

Ğăňěçăŋĺï

Ůĺáńă Ťĺąőŋăççĺ àăááňăâàĺćăńĺáì Ťĺąőŋăççĺ (L. Fibonacci) ć 1202 čőďã. Ňãăćà (A. De Moivre) ŕàĺňěŋĺń ŕàőĺğćőďïéĺě äãŋłæĺĺ ďńï àěèěŋĺï àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ (áň. ğăďăçã 4-6). Őáŋőćŋăï âěőàěňă ő àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺïå ğăĺňáâćőćăŋă ĺğ àăąőâë Ąěŋâńĺ, Ţăłěŋ ĺ Śăłáă [26], čďě ŕàĺćőďĺâáï ąőńěě áĺńìŋëľ àěğãńìâăâ (ćłńîçăîéĺľ àěğãńìâăâ ãŕà. 4.4-2). Łŋãâ [121] ĺ Ńî [140] ŕőłăğëćăîâ, łăł àěèăâì ńĺŋěľŋëě àěłãààěŋâŋëě áőőâŋőèěŋĺï á ŕőňőéìî ŕàőĺğćőďïéĺå äãŋłæĺľ. Ďőŕőńŋĺâěńìŋëě áćěďěŋĺï ő àěèěŋĺĺ àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ ŕàĺćőďïâ Ŕãàďőň ĺ Ąàăãŋ [164].

1257

5 Ňŋőęěáâćă

Ć íâőľ čńăćě ňë ŋăŕőňĺŋăěň őŕàěďěńěŋĺï, âěàňĺŋőńőčĺî, őąőğŋăçěŋĺï ĺ őáŋőćŋëě áćőľáâćă ňŋőęěáâć, őâŋőèěŋĺľ, äãŋłæĺľ, čàăäőć ĺ ďěàěćìěć. Ůĺâăâěńĺ, ğŋăłőňëě á ŋĺňĺ, ňőčãâ ŕàőŕãáâĺâì íâã čńăćã (őąàăéăïáì ł ŋěľ ŕő ňěàě ŋěőąåőďĺňőáâĺ).

5.1 Ňŋőęěáâćă

Ňŋőęěáâćő (set) áőáâőĺâ ĺğ íńěňěŋâőć (members, elements). Ěáńĺ őąêěłâ x ïćńïěâáï íńěňěŋâőň ňŋőęěáâćă S, ňë ŕĺèěň x ∈ S (çĺâăěâáï ”x ŕàĺŋăďńěęĺâ S”). Ěáńĺ x ŋě ŕàĺŋăďńěęĺâ S, ŕĺèěň x /∈ S. Ňőęŋő ğăďăâì ňŋőęěáâćő ŕěàěçĺáńěŋĺěň ěčő íńěňěŋâőć çěàěğ ğăŕïâëě ć äĺčãàŋëå áłőąłăå. Ŋăŕàĺňěà, ňŋőęěáâćő S = {1, 2, 3} áőďěàęĺâ íńěňěŋâë 1, 2, 3 ĺ âőńìłő ĺå. Ůĺáńő 2 ïćńïěâáï íńěňěŋâőň íâőčő ňŋőęěáâćă, ă çĺáńő 4 — ŋěâ, âăł çâő 2 ∈ S, 4 /∈ S. Ňŋőęěáâćő ŋě ňőęěâ áőďěàęăâì ďćãå őďĺŋăłőćëå íńěňěŋâőć, ĺ ŕőàïďőł íńěňěŋâőć ŋě äĺłáĺàőćăŋ. Ďćă ňŋőęěáâćă A ĺ B àăćŋë (are equal), ěáńĺ őŋĺ áőáâőïâ ĺğ őďŋĺå ĺ âěå ęě íńěňěŋâőć. Ć íâőň áńãçăě ŕĺèãâ A = B. Ŋăŕàĺňěà, {1, 2, 3, 1} = {1, 2, 3} = {3, 2, 1}.

Ďńï çăáâő ĺáŕőńìğãěňëå ňŋőęěáâć ĺňěîâáï áŕěæĺăńìŋëě őąőğŋăçěŋĺï:

• ∅ őąőğŋăçăěâ ŕãáâőě ňŋőęěáâćő (empty set), ŋě áőďěàęăéěě ŋĺ őďŋőčő íńěňěŋâă.

• Z őąőğŋăçăěâ ňŋőęěáâćő æěńëå çĺáěń (integers); Z = {. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .}; • R őąőğŋăçăěâ ňŋőęěáâćő ćěéěáâćěŋŋëå (ďěľáâćĺâěńìŋëå) çĺáěń (real numbers);

• N őąőğŋăçăěâ ňŋőęěáâćő ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń (natural numbers); N = {0, 1, 2, . . .}^1 Ěáńĺ ćáě íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă A ïćńïîâáï íńěňěŋâăňĺ ňŋőęě-

1 Ĺŋőčďă ŋãňěàăæĺî ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ŋăçĺŋăîâ á 1 — àăŋìèě âăł ąëńő ŕàĺŋïâő.

áâćă B, (ĺğ x ∈ A áńěďãěâ x ∈ B), čőćőàïâ, çâő A ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň (subset) ňŋőęěáâćă B ĺ ŕĺèãâ A ⊆ B. Ěáńĺ ŕàĺ íâőň A ŋě áőćŕăďăěâ á B, âő A ŋăğëćăěâáï áőąáâćěŋŋëň ŕőďňŋőęěáâćőň (proper subset) ňŋőęěáâćă B; ć íâőň áńãçăě ŕĺèãâ A ⊂ B. (Ňŋőčĺě ăćâőàë ĺáŕőńìğãîâ őąőğŋăçěŋĺě A ⊂ B ďńï ŕőďňŋőęěáâć, ă ŋě ďńï áőąáâćěŋŋëå ŕőďňŋőęěáâćă.) Ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă A ćëŕőńŋěŋő áőőâŋőèěŋĺě A ⊆ A. Ňŋőęěáâćă A ĺ B àăćŋë âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă A ⊆ B ĺ B ⊆ A. Ďńï ńîąëå âàñå ňŋőęěáâć A, B ĺ C ĺğ A ⊆ B ĺ B ⊆ C áńěďãěâ A ⊆ C. Ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă A ĺňěěâ ňěáâő áőőâŋőèěŋĺě ∅ ⊆ A.

Ĺŋőčďă ňŋőęěáâćő őŕàěďěńïěâáï łăł çăáâì ďàãčőčő ňŋőęěáâćă: ňë ňőęěň ćëďěńĺâì ĺğ ňŋőęěáâćă A ćáě íńěňěŋâë, őąńăďăîéĺě ŋěłőâőàëň áćőľáâćőň, ĺ őąàăğőćăâì ĺğ ŋĺå ŋőćőě ňŋőęěáâćő B. Ŋăŕàĺňěà, ňŋőęěáâćő çñâŋëå çĺáěń ňőęŋő őŕàěďěńĺâì łăł {x : x ∈ Z ĺ x/2 — æěńőě çĺáńő}. İâő őąëçŋő çĺâăîâ ”ňŋőęěáâćő x ĺğ Z, ďńï łőâőàëå...” Ĺŋőčďă ćňěáâő ďćőěâőçĺï ĺáŕőńìğãěâáï ćěàâĺłăńìŋăï çěàâă.

Ďńï ńîąëå ňŋőęěáâć A ĺ B ňőęŋő ŕőáâàőĺâì áńěďãîéĺě ňŋőęěáâćă, ŕőńãçăěňëě á ŕőňőéìî âěőàěâĺłő-ňŋőęěáâćěŋŋëå őŕěàăæĺľ (set operations):

• Ŕěàěáěçěŋĺě (intersection) ňŋőęěáâć A ĺ B őŕàěďěńïěâáï łăł ňŋőęěáâćő A ∩ B = {x : x ∈ A ĺ x ∈ B}. • Őąêěďĺŋěŋĺě (union) ňŋőęěáâć A ĺ B őŕàěďěńïěâáï łăł ňŋőęěáâćő A ∪ B = {x : x ∈ A ĺńĺ x ∈ B}. • Řăğŋőáâì (difference) ňŋőęěáâć A ĺ B őŕàěďěńïěâáï łăł ňŋőęěáâćő A \ B = {x : x ∈ A ĺ x /∈ B}. Šěőàěâĺłő-ňŋőęěáâćěŋŋëě őŕěàăæĺĺ őąńăďăîâ áńěďãîéĺňĺ áćőľáâćăňĺ:

Śćőľáâćă ŕãáâőčő ňŋőęěáâćă (empty set laws): A ∩ ∅ = ∅, A ∪ ∅ = A. Ĺďěňŕőâěŋâŋőáâì (idempotency laws): A ∩ A = A, A ∪ A = A. Łőňňãâăâĺćŋőáâì (commutative laws): A ∩ B = B ∩ A, A ∪ B = B ∪ A.

??? Ŋă łăàâĺŋłě áńěďãěâ ğăňěŋĺâì ňĺŋãá ŋă \

Řĺáãŋőł 5.1 Ďĺăčàăňňă Ćěŋŋă, ĺńńîáâàĺàãîéăï ŕěàćëľ ĺğ ğăłőŋőć ďě Ňőàčăŋă (5.2). Ňŋőęěáâćă A, B, C ĺğőąàăęěŋë łàãčăňĺ ŋă ŕńőáłőáâĺ.

Ăááőæĺăâĺćŋőáâì (associative laws): A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C. Ďĺáâàĺąãâĺćŋőáâì (distributive laws): A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) (5.1)

Ğăłőŋë ŕőčńőéěŋĺï (absorption laws): A ∩ (A ∪ B) = A, A ∪ (A ∩ B) = A Ğăłőŋë ďě Ňőàčăŋă (DeMorgan’s laws): A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C), A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C) (5.2)

Řĺá. 5.1 ĺńńîáâàĺàãěâ ŕěàćëľ ĺğ ğăłőŋőć ďě Ňőàčăŋă (5.1); ňŋőęěáâćă A, B ĺ C ĺğőąàăęěŋë ć ćĺďě łàãčőć ŋă ŕńőáłőáâĺ.

Ůăáâő ćáě àăááňăâàĺćăěňëě ňŋőęěáâćă ïćńïîâáï ŕőďňŋőęěáâćă ŋěłőâőàőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő ňŋőęěáâćă, ŋăğëćăěňőčő ãŋĺćěàáãňőň (universe). Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ ŋăá ĺŋâěàěáãîâ ňŋőęěáâćă, íńěňěŋâăňĺ łőâőàëå ïćńïîâáï æěńëě çĺáńă, âő ć łăçěáâćě ãŋĺćěàáãňă ňőęŋő ćğïâì ňŋőęěáâćő Zæěńëå çĺáěń. Ěáńĺ ãŋĺćěàáãň U äĺłáĺàőćăŋ, ňőęŋő őŕàěďěńĺâì ďőŕőńŋěŋĺě (complement) ňŋőęěáâćă A łăł A = U \ A. Ďńï ńîąőčő A ⊆ U ćěàŋë âăłĺě ãâćěàęďěŋĺï: A = A, A ∩ A = ∅, A ∪ A = U. Ĺğ ğăłőŋőć ďě Ňőàčăŋă (5.2) áńěďãěâ, çâő ďńï ńîąëå ňŋőęěáâć A, B ⊆ U ĺňěîâ ňěáâő àăćěŋáâćă A ∩ B = A ∪ B, A ∪ B = A ∩ B. Ďćă ňŋőęěáâćă A ĺ B ŋăğëćăîâáï ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï (disjoint), ěáńĺ őŋĺ ŋě ĺňěîâ őąéĺå íńěňěŋâőć, â. ě. ěáńĺ A ∩ B = ∅. Čőćőàïâ, çâő áěňěľáâćő S = {S_i} ŋěŕãáâëå ňŋőęěáâć őąàăğãěâ àăğąĺěŋĺě (partition) ňŋőęěáâćă S, ěáńĺ

• ňŋőęěáâćă S_i ŕőŕăàŋő ŋě ŕěàěáěłăîâáï (are pairwise disjoint), â. ě.

S_i ∩ S_j = ∅ ŕàĺ i ≠ j, • ĺå őąêěďĺŋěŋĺě ěáâì S, â. ě. S = ⋃ S_i∈S S_i Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, áěňěľáâćő S őąàăğãěâ àăğąĺěŋĺě ňŋőęěáâćă S, ěáńĺ ńîąőľ íńěňěŋâ s ∈ S ŕàĺŋăďńěęĺâ àőćŋő őďŋőňã ĺğ ňŋőęěáâć S_i áěňěľáâćă.

Ůĺáńő íńěňěŋâőć ć ňŋőęěáâćě S ŋăğëćăěâáï ěčő ňőéŋőáâìî (cardinality), ĺńĺ àăğňěàőň (size), ĺ őąőğŋăçăěâáï |S|. Ďćă ňŋőęěáâćă ĺňěîâ őďŋã ĺ âã ęě ňőéŋőáâì, ěáńĺ ňěęďã ĺå íńěňěŋâăňĺ ňőęŋő ãáâăŋőćĺâì ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě. Ňőéŋőáâì ŕãáâőčő ňŋőęěáâćă àăćŋă ŋãńî: |∅| = 0. Ňőéŋőáâì łőŋěçŋőčő (finite) ňŋőęěáâćă — ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő; ďńï ąěáłőŋěçŋëå (infinite) ňŋőęěáâć ŕőŋïâĺě ňőéŋőáâĺ âàěąãěâ ăłłãàăâŋőčő őŕàěďěńěŋĺï. Őŋő ŋăň ŋě ŕőŋăďőąĺâáï; ãŕőňïŋěň ńĺèì, çâő ňŋőęěáâćă, íńěňěŋâë łőâőàëå ňőęŋő ŕőáâăćĺâì ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě á ŋăâãàăńìŋëňĺ çĺáńăňĺ, ŋăğëćăîâáï áçñâŋëňĺ (countably infinite); ąěáłőŋěçŋëě ňŋőęěáâćă, ŋě ïćńïîéĺěáï áçñâŋëňĺ, ŋăğëćăîâ ŋěáçñâŋëňĺ (uncountable). Ňŋőęěáâćő æěńëå çĺáěń Z áçñâŋő, ć âő ćàěňï łăł ňŋőęěáâćő ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń R ŋěáçñâŋő.

Ďńï ńîąëå ďćãå łőŋěçŋëå ňŋőęěáâć A ĺ B ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| (5.3) ĺğ íâőčő àăćěŋáâćă ćëâěłăěâ, çâő |A ∪ B| ⩽ |A| + |B| Ěáńĺ ňŋőęěáâćă A ĺ B ŋě ŕěàěáěłăîâáï, âő |A ∩ B| = 0 ĺ íâő ŋěàăćěŋáâćő őąàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő: |A ∪ B| = |A| + |B|. Ěáńĺ A ⊆ B, âő |A| ⩽ |B|. Łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő ĺğ n íńěňěŋâőć ŋăğëćăîâ n-íńěňěŋâŋëň (n-set); őďŋőíńěňěŋâŋőě ňŋőęěáâćő ĺňěŋãîâ ĺŋőčďă áĺŋčńěâőŋőň (singleton). Ć ăŋčńĺľáłőľ ńĺâěàăâãàě ãŕőâàěąńïěâáï âăłęě âěàňĺŋ k-subset, őğŋăçăîéĺľ k-íńěňěŋâŋőě ŕőďňŋőęěáâćő (łăłőčő-ńĺąő ňŋőęěáâćă).

Ďńï ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă S ňőęŋő àăááňőâàěâì ňŋőęěáâćő ćáěå ěčő ŕőďňŋőęěáâć, ćłńîçăï ŕãáâőě ňŋőęěáâćő ĺ áăňő S; ěčő őąőğŋăçăîâ 2^S ĺ ŋăğëćăîâ ňŋőęěáâćőň-áâěŕěŋìî (power set). Ŋăŕàĺňěà, 2^{{a,b}} = {∅, {a}, {b}, {a, b}}. Ďńï łőŋěçŋőčő S ňŋőęěáâćő 2^S áőďěàęĺâ 2^{|S|} íńěňěŋâőć.

Şŕőàïďőçěŋŋăï ŕăàă ĺğ ďćãå íńěňěŋâőć a ĺ b őąőğŋăçăěâáï (a, b) ĺ äőàňăńìŋő ňőęěâ ąëâì őŕàěďěńěŋă łăł (a, b) = {a, {a, b}}, âăł çâő (a, b) őâńĺçăěâáï őâ (b, a). [İâő őŕàěďěńěŋĺě ãŕőàïďőçěŋŋőľ ŕăàë ŕàěďńőęěŋő Łãàăâőćáłĺň. Ňőęŋő ąëńő ąë ĺáŕőńìğőćăâì ĺ ďàãčőě őŕàěďěńěŋĺě, ćăęŋő âőńìłő, çâőąë (a, b) = (c, d) ąëńő àăćŋőáĺńìŋő (a = c) ĺ (b = d).]

Ďěłăàâőćő ŕàőĺğćěďěŋĺě (cartesian product) ďćãå ňŋőęěáâć A ĺ B őŕàěďěńïěâáï łăł ňŋőęěáâćő ćáěå ãŕőàïďőçěŋŋëå ŕăà, ã łőâőàëå ŕěàćëľ íńěňěŋâ ŕàĺŋăďńěęĺâ A, ă ćâőàőľ — B. Őąőğŋăçěŋĺě: A×B. Ťőàňăńìŋő ňőęŋő ğăŕĺáăâì A × B = {(a, b) : a ∈ A ĺ b ∈ B} Ŋăŕàĺňěà, {a, b} × {a, b, c} = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c)}. Ďńï łőŋěçŋëå ňŋőęěáâć A ĺ B ňőéŋőáâì ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺï àăćŋă ŕàőĺğćěďěŋĺî ňőéŋőáâěľ: |A × B| = |A| · |B|. (5.4) Ďěłăàâőćő ŕàőĺğćěďěŋĺě n ňŋőęěáâć A_1, A_2, . . ., A_n őŕàěďěńïěâáï łăł ňŋőęěáâćő n-őł (n-tuples)

A_1×A_2×. . .×A_n = {(a_1, a_2, . . . , a_n) : a_i ∈ A_i ŕàĺ ćáěå i = 1, 2, . . . , n}

(äőàňăńìŋő ňőęŋő őŕàěďěńĺâì âàőľłã (a, b, c) łăł ((a, b), c), çñâćěàłã (a, b, c, d) łăł ((a, b, c), d) ĺ âăł ďăńěě).

Ůĺáńő íńěňěŋâőć ć ďěłăàâőćőň ŕàőĺğćěďěŋĺě àăćŋő ŕàőĺğćěďěŋĺî ňőéŋőáâěľ áőňŋőęĺâěńěľ: |A_1 × A_2 × . . . × A_n| = |A_1| · |A_2| · . . . · |A_n| Ňőęŋő őŕàěďěńĺâì âăłęě ďěłăàâőćã áâěŕěŋì A^n = A × A × . . . × A łăł ŕàőĺğćěďěŋĺě n őďĺŋăłőćëå áőňŋőęĺâěńěľ; ďńï łőŋěçŋőčő A ňőéŋőáâì A^n àăćŋă |A|^n. Őâňěâĺň, çâő n-łĺ ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł łőŋěçŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë n (áň. á. ??).

Şŕàăęŋěŋĺï

5.1-1 Ŋăàĺáãľâě ďĺăčàăňňã Ćěŋŋă ďńï ŕěàćőčő ĺğ áćőľáâć ďĺáâàĺąãâĺćŋőáâĺ (5.1).

5.1-2 Ďőłăęĺâě őąőąéěŋĺě ğăłőŋőć ďě Ňőàčăŋă ŋă áńãçăľ ąőńìèěčő çĺáńă ňŋőęěáâć:

A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_n = A_1 ∪ A_2 ∪ . . . ∪ A_n,

A_1 ∪ A_2 ∪ . . . ∪ A_n = A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_n.

5.1-3 Ďőłăęĺâě őąőąéěŋĺě àăćěŋáâćă (5.3), ŋăğëćăěňőě äőàňãńőľ ćłńîçěŋĺľ ĺ ĺáłńîçěŋĺľ (principle of inclusion and exclusion): |A_1 ∪ A_2 ∪ . . . ∪ A_n| = |A_1| + |A_2| + . . . + |A_n| − |A_1 ∩ A_2| − |A_1 ∩ A_3| − . . . + |A_1 ∩ A_2 ∩ A_3| + . . .

+ (−1)^{n−1}|A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_n|

5.1-4 Ďőłăğăâì, çâő ňŋőęěáâćő ŋěçñâŋëå ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń áçñâŋő.

5.1-5 Ďőłăğăâì, çâő ěáńĺ ňŋőęěáâćő S łőŋěçŋő ĺ áőďěàęĺâ n íńěňěŋâőć, âő ňŋőęěáâćő-áâěŕěŋì 2^S áőďěàęĺâ 2^n íńěňěŋâőć. (Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňŋőęěáâćő S ĺňěěâ 2^n àăğńĺçŋëå ŕőďňŋőęěáâć.)

5.1-6 Ďăľâě äőàňăńìŋő ĺŋďãłâĺćŋőě őŕàěďěńěŋĺě n-łĺ, ĺáŕőńìğãï ŕőŋïâĺě ãŕőàïďőçěŋŋőľ ŕăàë.

5.2 Őâŋőèěŋĺï

Ąĺŋăàŋëň őâŋőèěŋĺěň (binary relation) R ňěęďã íńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâć A ĺ B ŋăğëćăěâáï ŕőďňŋőęěáâćő ďěłăàâőćă ŕàőĺğćěďěŋĺï A × B. Ěáńĺ (a, b) ∈ R, ŕĺèãâ aRb ĺ čőćőàïâ, çâő íńěňěŋâ a ŋăåőďĺâáï ć őâŋőèěŋĺĺ R á íńěňěŋâőň b. Ąĺŋăàŋëň őâŋőèěŋĺěň ŋă ňŋőęěáâćě A ŋăğëćăîâ ŕőďňŋőęěáâćő ďěłăàâőćă łćăďàăâă A × A. Ŋăŕàĺňěà, őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ňěŋìèě” ŋă ňŋőęěáâćě ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ěáâì ňŋőęěáâćő {(a, b) : a, b ∈ N ĺ a < b}. Ŕőď n-ňěáâŋëň őâŋőèěŋĺěň (n-ary relation) ŋă ňŋőęěáâćăå A_1, A_2, . . . , A_n ŕőŋĺňăîâ ŕőďňŋőęěáâćő ďěłăàâőćă ŕàőĺğćěďěŋĺï A_1 × A_2 × . . . × A_n.

Ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě R ⊆ A × A ŋăğëćăîâ àěäńěłáĺćŋëň (reflexive), ěáńĺ aRa ďńï ćáěå a ∈ A. Ŋăŕàĺňěà, őâŋőèěŋĺï ”=” ĺ ”⩽” ïćńïîâáï àěäńěłáĺćŋëňĺ őâŋőèěŋĺïňĺ ŋă ňŋőęěáâćě N, ŋő őâŋőèěŋĺě ”<” âăłőćëň ŋě ïćńïěâáï. Őâŋőèěŋĺě R ŋăğëćăěâáï áĺňňěâàĺçŋëň (symmetric), ěáńĺ aRb ćńěçñâ bRa ďńï ćáěå a, b ∈ A. Őâŋőèěŋĺě àăćěŋáâćă ïćńïěâáï áĺňňěâàĺçŋëň, ă őâŋőèěŋĺï ”<” ĺ ”⩽” — ŋěâ. Őâŋőèěŋĺě R ŋăğëćăîâ âàăŋğĺâĺćŋëň (transitive), ěáńĺ aRb ĺ bRc ćńěçñâ aRc

Őâŋőèěŋĺï 77

ďńï ćáěå a, b, c ∈ A. Ŋăŕàĺňěà, őâŋőèěŋĺï ”<”, ”⩽” ĺ ”=” ïćńïîâáï âàăŋğĺâĺćŋëňĺ, ă őâŋőèěŋĺě R = {(a, b) : a, b ∈ N ĺ a = b − 1} — ŋěâ, âăł łăł 3R4 ĺ 4R5, ŋő ŋě 3R5.

Őâŋőèěŋĺě, ïćńïîéěěáï őďŋőćàěňěŋŋő àěäńěłáĺćŋëň, áĺňňěâàĺçŋëň ĺ âàăŋğĺâĺćŋëň, ŋăğëćăîâ őâŋőèěŋĺěň íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ (equivalence relation). Ěáńĺ R — őâŋőèěŋĺě íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋă ňŋőęěáâćě A, âő ňőęŋő őŕàěďěńĺâì łńăáá íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ (equivalence class) íńěňěŋâă a ∈ A łăł ňŋőęěáâćő [a] = {b ∈ A : aRb} ćáěå íńěňěŋâőć, íłćĺćăńěŋâŋëå a. Ŋăŕàĺňěà, ŋă ňŋőęěáâćě ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ňőęŋő őŕàěďěńĺâì őâŋőèěŋĺě íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ, áçĺâăï çĺáńă a ĺ b íłćĺćăńěŋâŋëňĺ, ěáńĺ ĺå áãňňă a + b çñâŋă. İâő őâŋőèěŋĺě (ŋăğőćñň ěčő R) ďěľáâćĺâěńìŋő ąãďěâ őâŋőèěŋĺěň íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ. Ć áăňőň ďěńě, áãňňă a + a ćáěčďă çñâŋă, âăł çâő őŋő àěäńěłáĺćŋő; a + b = b + a, âăł çâő R áĺňňěâàĺçŋő; ŋăłőŋěæ, ěáńĺ a+b ĺ b+c — çñâŋëě çĺáńă, âő a+c = (a+b)+(b+c)−2b âăłęě çñâŋő, âăł çâő R âàăŋğĺâĺćŋő. Łńăáá íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ çĺáńă 4 ěáâì [4] = {0, 2, 4, 6, . . .}, ă łńăáá íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ çĺáńă 3 ěáâì [3] = {1, 3, 5, 7, . . .}. Őáŋőćŋőě áćőľáâćő łńăááőć íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň:

Šěőàěňă 5.1 (Őâŋőèěŋĺï íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ áőőâćěâáâćãîâ àăğąĺěŋĺïň). Ďńï ńîąőčő őâŋőèěŋĺï íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋă ňŋőęěáâćě A łńăááë íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ őąàăğãîâ àăğąĺěŋĺě A. Ŋăŕàőâĺć, ďńï ńîąőčő àăğąĺěŋĺï ňŋőęěáâćă A őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ć őďŋőň łńăááě” ïćńïěâáï őâŋőèěŋĺěň íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ůâőąë ďőłăğăâì ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě, ŋăďő ŕőłăğăâì, çâő łńăááë íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋěŕãáâë, ŕőŕăàŋő ŋě ŕěàěáěłăîâáï ĺ ć őąêěďĺŋěŋĺĺ ďăîâ ćáñ ňŋőęěáâćő A. Ŕő áćőľáâćã àěäńěłáĺćŋőáâĺ a ∈ [a], ŕőíâőňã łńăááë ŋěŕãáâë ĺ ŕőłàëćăîâ ćáñ a. Ďőłăęěň, çâő ěáńĺ łńăááë [a] ĺ [b] ŕěàěáěłăîâáï, âő őŋĺ áőćŕăďăîâ. Ŕãáâì c — ĺå őąéĺľ íńěňěŋâ, âőčďă aRc, bRc, cRb (áĺňňěâàĺçŋőáâì) ĺ aRb (âàăŋğĺâĺćŋőáâì). Šěŕěàì ćĺďŋő, çâő [b] ⊆ [a]: ěáńĺ x — ŕàőĺğćőńìŋëľ íńěňěŋâ b, âő bRx ĺ ŕő âàăŋğĺâĺćŋőáâĺ aRx. Ăŋăńőčĺçŋő, [a] ⊆ [b] ĺ ŕőâőňã [a] = [b].

Ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë áőćáěň őçěćĺďŋő.

Ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě R ŋă ňŋőęěáâćě A ŋăğëćăěâáï ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋëň, ěáńĺ aRb ĺ bRa ćńěçñâ a = b. Ŋăŕàĺňěà, őâŋőèěŋĺě ”⩽” ŋă ŋăâãàăńìŋëå çĺáńăå ïćńïěâáï ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋëň, ŕőáłőńìłã ĺğ a ⩽ b ĺ b ⩽ a áńěďãěâ a = b. Řěäńěłáĺćŋőě, ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋőě ĺ âàăŋğĺâĺćŋőě őâŋőèěŋĺě ŋăğëćăěâáï őâŋőèěŋĺěň çăáâĺçŋőčő ŕőàïďłă (partial order), ĺ ňŋőęěáâćő ćňěáâě á âăłĺň őâŋőèěŋĺěň ŋă ŋñň ŋăğëćăěâáï çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň ňŋőęěáâćőň (partially ordered set). Ŋăŕàĺňěà, őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ŕőâőňłőň” ŋă ňŋőęěáâćě ńîďěľ ïćńïěâáï çăáâĺçŋëň ŕőàïďłőň, ěáńĺ ňë áçĺâăěň çěńőćěłă áćőĺň ŕőâőňłőň.

Ůăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő, ďăęě łőŋěçŋőě, ňőęěâ ŋě ĺňěâì ŋăĺąőńìèěčő íńěňěŋâă — âăłőčő íńěňěŋâă x, çâő yRx ďńï ńîąőčő íńěňěŋâă y. Śńěďãěâ àăğńĺçăâì ŕőŋïâĺï ŋăĺąőńìèěčő ĺ ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâőć: íńěňěŋâ x ŋăğëćăěâáï ňăłáĺňăńìŋëň (maximal), ěáńĺ ŋě áãéěáâćãěâ ąőńìèěčő íńěňěŋâă, â. ě. ěáńĺ ĺğ xRy áńěďãěâ x = y. Ŋăŕàĺňěà, áàěďĺ ŋěáłőńìłĺå łăàâőŋŋëå łőàőąőł ňőęěâ ŋě ąëâì ŋăĺąőńìèěľ (ć łőâőàãî ŕőňěéăěâáï ńîąăï ďàãčăï), ŋő ğăćěďőňő ěáâì őďŋă ĺńĺ ŋěáłőńìłő ňăłáĺňăńìŋëå (łőâőàëě ŋě ćńěğăîâ ŋĺ ć őďŋã ďàãčãî).

Ůăáâĺçŋëľ ŕőàïďőł ŋăğëćăěâáï ńĺŋěľŋëň (total order, linear order), ěáńĺ ďńï ńîąëå íńěňěŋâőć a ĺ b ćëŕőńŋěŋő ńĺąő aRb, ńĺąő bRa (ĺńĺ őąă — âőčďă őŋĺ àăćŋë ŕő áćőľáâćã ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋőáâĺ). Ŋăŕàĺňěà, őâŋőèěŋĺě ”⩽” ŋă ňŋőęěáâćě ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ïćńïěâáï ńĺŋěľŋëň ŕőàïďłőň, ă őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ŕőâőňłőň” ŋă ňŋőęěáâćě ńîďěľ — ŋěâ (ňőęŋő ŋăľâĺ ďćãå çěńőćěł, ŋě ïćńïîéĺåáï ŕőâőňłăňĺ ďàãč ďàãčă).

Şŕàăęŋěŋĺï

5.2-1 Ďőłăğăâì, çâő őâŋőèěŋĺě ”⊆” ŋă ňŋőęěáâćě ćáěå ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă Zïćńïěâáï őâŋőèěŋĺěň çăáâĺçŋőčő, ŋő ŋě ńĺŋěľŋőčő ŕőàïďłă.

5.2-2 Ŕőłăğăâì, çâő ďńï ńîąőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő n őâŋőèěŋĺě a ≡ b (mod n) ïćńïěâáï őâŋőèěŋĺěň íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋă ňŋőęěáâćě Z. (Čőćőàïâ, çâő a ≡ b (mod n), ěáńĺ áãéěáâćãěâ æěńőě q, ďńï łőâőàőčő a−b = qn.) Śłőńìłő łńăááőć íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ěáâì ã íâőčő őâŋőèěŋĺï?

5.2-3 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà őâŋőèěŋĺï, łőâőàőě

ă. àěäńěłáĺćŋő ĺ áĺňňěâàĺçŋő, ŋő ŋě âàăŋğĺâĺćŋő; ą. àěäńěłáĺćŋő ĺ âàăŋğĺâĺćŋő, ŋő ŋě áĺňňěâàĺçŋő; ć. áĺňňěâàĺçŋő ĺ âàăŋğĺâĺćŋő, ŋő ŋě àěäńěłáĺćŋő.

5.2-4 Ŕãáâì S — łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, R — őâŋőèěŋĺě íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋă S. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ R ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋő, çâő ćáě łńăááë íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ áőďěàęăâ ŕő őďŋőňã íńěňěŋâã.

5.2-5 Ŕàőäěááőà ďãňăěâ, çâő ćáïłőě áĺňňěâàĺçŋőě ĺ âàăŋğĺâĺćŋőě őâŋőèěŋĺě àěäńěłáĺćŋő, ĺ ŕàěďńăčăěâ âăłőě ďőłăğăâěńìáâćő: ĺğ aRb áńěďãěâ bRa ŕő áĺňňěâàĺçŋőáâĺ, őâłãďă áńěďãěâ aRa ŕő âàăŋğĺâĺćŋőáâĺ. Ŕàăćĺńìŋő ńĺ íâő ďőłăğăâěńìáâćő?

5.3 Ťãŋłæĺĺ

Ŕãáâì ďăŋë ďćă ňŋőęěáâćă A ĺ B. Ťãŋłæĺěľ (function), őâőąàăęăîéěľ A ć B, ŋăğëćăěâáï ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě f ⊆ A × B, őąńăďăîéěě âăłĺň áćőľáâćőň: ďńï łăęďőčő a ∈ A áãéěáâćãěâ àőćŋő őďŋő b ∈ B, ďńï łőâőàőčő (a, b) ∈ f. Ňŋőęěáâćő A ŋăğëćăěâáï őąńăáâìî őŕàěďěńěŋĺï (domain) äãŋłæĺĺ; ďńï ňŋőęěáâćă B ć àãááłőň ïğëłě ŋěâ őąéěŕàĺŋïâőčő ŋăğćăŋĺï, ă ŕő-ăŋčńĺľáłĺ őŋő ŋăğëćăěâáï codomain.

Ňőęŋő áłăğăâì, çâő äãŋłæĺï f áőŕőáâăćńïěâ á łăęďëň íńěňěŋâőň ňŋőęěáâćă A ŋěłőâőàëľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă B. Őďŋőňã íńěňěŋâã ňŋőęěáâćă A ňőęěâ áőőâćěâáâćőćăâì âőńìłő őďĺŋ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă B, åőâï őďĺŋ ĺ âőâ ęě íńěňěŋâ B ňőęěâ áőőâćěâáâćőćăâì ŋěáłőńìłĺň àăğńĺçŋëň íńěňěŋâăň A. Ŋăŕàĺňěà, ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě f = {(a, b) : a ∈ N ĺ b = a mod 2}

ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł äãŋłæĺî f : N → {0, 1}, ŕőáłőńìłã ďńï łăęďőčő ŋăâãàăńìŋőčő çĺáńă a áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě b ∈ {0, 1}, àăćŋőě a mod 2. Ňőęŋő ğăŕĺáăâì f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 0 ĺ âăł ďăńěě. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, őâŋőèěŋĺě g = {(a, b) : a, b ∈ N ĺ a + b çñâŋő} ŋě ïćńïěâáï äãŋłæĺěľ, ŕőáłőńìłã (ŋăŕàĺňěà) ŕăàë (1, 3) ĺ (1, 5), ŕàĺŋăďńěęăéĺě íâőňã őâŋőèěŋĺî, ĺňěîâ àăćŋëě ŕěàćëě çńěŋë, ŋő àăğŋëě ćâőàëě.

Ěáńĺ ŕăàă (a, b) ŕàĺŋăďńěęĺâ őâŋőèěŋĺî f, ïćńïîéěňãáï äãŋłæĺěľ, âő čőćőàïâ, çâő b ïćńïěâáï ğŋăçěŋĺěň (value) äãŋłæĺĺ ďńï ăàčãňěŋâă (argument) a, ĺ ŕĺèãâ b = f(a). Ůâőąë ğăďăâì äãŋłæĺî, ŋăďő ãłăğăâì ěñ ğŋăçěŋĺě ďńï łăęďőčő ăàčãňěŋâă, ŕàĺŋăďńěęăéěčő ěñ őąńăáâĺ őŕàěďěńěŋĺï. Ŋăŕàĺňěà, ňőęŋő ğăďăâì äãŋłæĺî f : N → N äőàňãńőľ f(n) = 2n, łőâőàăï őğŋăçăěâ, çâő f = {(n, 2n) : n ∈ N}. Ďćě äãŋłæĺĺ f, g : A → B áçĺâăîâáï àăćŋëňĺ (equal), ěáńĺ f(a) = g(a) ďńï ćáěå a ∈ A. (Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő á äőàňăńìŋőľ âőçłĺ ğàěŋĺï ňë áçĺâăěň äãŋłæĺĺ f : A → B_1 ĺ g : A → B_2 àăğńĺçŋëňĺ ŕàĺ B_1 ≠ B_2, ďăęě ěáńĺ f(a) = g(a) ŕàĺ ćáěå a!)

Łőŋěçŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî (finite sequence) ďńĺŋë n ŋăğëćăîâ äãŋłæĺî f, őąńăáâì őŕàěďěńěŋĺï łőâőàőľ ěáâì ňŋőęěáâćő {0, 1, 2, . . ., n−1}. Łőŋěçŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çăáâő ğăŕĺáëćăîâ łăł áŕĺáőł ěñ ğŋăçěŋĺľ, â. ě. łăł ⟨f(0), f(1), . . ., f(n − 1)⟩. Ąěáłőŋěçŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî (infinite sequence) ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺï, őąńăáâìî őŕàěďěńěŋĺï łőâőàőľ ïćńïěâáï ňŋőęěáâćő N ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń. Ŋăŕàĺňěà, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Ťĺąőŋăççĺ, ğăďăŋŋăï ãàăćŋěŋĺěň (2.13), ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋă łăł ⟨0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .⟩.

Ěáńĺ őąńăáâì őŕàěďěńěŋĺï äãŋłæĺĺ ïćńïěâáï ďěłăàâőćëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň ŋěáłőńìłĺå ňŋőęěáâćă, ňë őąëçŋő őŕãáłăěň ďőŕőńŋĺâěńìŋëě áłőąłĺ ćőłàãč ăàčãňěŋâőć. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ f : A_1 × A_2 × . . . × A_n → B, ňë ŕĺèěň f(a_1, a_2, . . ., a_n) ćňěáâő ąőńěě äőàňăńìŋőčő f((a_1, a_2, . . . , a_n)). Łăęďőě ĺğ a_i âăłęě ŋăğëćăěâáï ăàčãňěŋâőň (argument) äãŋłæĺĺ f, åőâï äőàňăńìŋő ěñ ăàčãňěŋâőć áńěďőćăńő ąë áçĺâăâì n-łã (a_1, a_2, . . ., a_n).

Ěáńĺ b = f(a) ďńï ŋěłőâőàőľ äãŋłæĺĺ f : A → B ĺ ŋěłőâőàëå a ∈ A, b ∈ B, âő íńěňěŋâ b ŋăğëćăîâ őąàăğőň (image) íńěňěŋâă a. Ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ŕőďňŋőęěáâćă A^′ ňŋőęěáâćă A ěčő őąàăğ f(A^′) őŕàěďěńïîâ äőàňãńőľ

f(A^′) = {b ∈ B : b = f(a)ďńï ŋěłőâőàőčő a ∈ A^′}.

Ňŋőęěáâćő ğŋăçěŋĺľ (range) äãŋłæĺĺ f őŕàěďěńïěâáï łăł őąàăğ őąńăáâĺ ěñ őŕàěďěńěŋĺï, â. ě. łăł f(A). Ŋăŕàĺňěà, ňŋőęěáâćő ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ f : N → N, őŕàěďěńñŋŋőľ äőàňãńőľ f(n) = 2n, ěáâì ňŋőęěáâćő ćáěå çñâŋëå ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń, łőâőàőě ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł f(N) = {m : m = 2n ďńï ŋěłőâőàőčő n ∈ N}.

Ťãŋłæĺï f : A → B ŋăğëćăěâáï áîàêěłæĺěľ (surjection), ĺńĺ ŋăńőęěŋĺěň, ěáńĺ ěñ őąàăğ áőćŕăďăěâ á ňŋőęěáâćőň B, â. ě. ćáïłĺľ íńěňěŋâ b ∈ B ïćńïěâáï őąàăğőň ŋěłőâőàőčő íńěňěŋâă a ∈ A. Ŋăŕàĺňěà, äãŋłæĺï f : N → N, ğăďăŋŋăï äőàňãńőľ f(n) = ⌊n/2⌋, ïćńïěâáï áîàêěłæĺěľ. Ťãŋłæĺï f(n) = 2n ŋě ąãďěâ áîàêěłæĺěľ, ěáńĺ áçĺâăâì, çâő f : N → N, ŋő ąãďěâ âăłőćőľ, ěáńĺ áçĺâăâì ěñ őâőąàăęăîéěľ ňŋőęěáâćő ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ć ňŋőęěáâćő çñâŋëå ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń. Ťãŋłæĺî f : A → B, ïćńïîéãîáï áîàêěłæĺěľ, ŋăğëćăîâ âăłęě őâőąàăęěŋĺěň A ŋă B (onto B).

Ťãŋłæĺï f : A → B ŋăğëćăěâáï ĺŋêěłæĺěľ (injection), ĺńĺ ćńőęěŋĺěň, ěáńĺ àăğńĺçŋëň ăàčãňěŋâăň áőőâćěâáâćãîâ àăğńĺçŋëě ğŋăçěŋĺï, â. ě. ěáńĺ f(a) ≠ f(a^′) ŕàĺ a ≠ a^′. Ŋăŕàĺňěà, äãŋłæĺï f(n) = 2n ïćńïěâáï ĺŋêěłæĺěľ ňŋőęěáâćă N ć ňŋőęěáâćő N, ŕőáłőńìłã ńîąőě çĺáńő n ïćńïěâáï őąàăğőň áăňőě ąőńìèěě őďŋőčő íńěňěŋâă (n/2, ěáńĺ n çñâŋő; ŋěçñâŋëě çĺáńă ŋě ïćńïîâáï őąàăğăňĺ ŋĺłăłĺå íńěňěŋâőć). Ťãŋłæĺï f(n) = ⌊n/2⌋ ŋě ïćńïěâáï ĺŋêěłæĺěľ, âăł łăł (ŋăŕàĺňěà) f(2) = f(3) = 1. Ć ăŋčńĺľáłőľ ńĺâěàăâãàě ďńï ĺŋêěłæĺľ ãŕőâàěąńïěâáï âăłęě âěàňĺŋ ”one-to-one function”.

Ťãŋłæĺï f : A → B ŋăğëćăěâáï ąĺěłæĺěľ (bijection), ěáńĺ őŋă őďŋőćàěňěŋŋő ïćńïěâáï ĺŋêěłæĺěľ ĺ áîàêěłæĺěľ. Ŋăŕàĺňěà, äãŋłæĺï f(n) = (−1)^n⌈n/2⌉, àăááňăâàĺćăěňăï łăł äãŋłæĺï, őâőąàăęăîéăï

N ć Z, ïćńïěâáï ąĺěłæĺěľ:

0 → 0 1 → −1 2 → 1 3 → −2 4 → 2 . . Ĺŋêěłâĺćŋőáâì őğŋăçăěâ, çâő ŋĺłăłőľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă Z ŋě ïćńïěâáï őąàăğőň ďćãå àăğŋëå íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă N. Śîàêěłâĺćŋőáâì őğŋăçăěâ, çâő ćáïłĺľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă Zïćńïěâáï őąàăğőň åőâï ąë őďŋőčő íńěňěŋâă ňŋőęěáâćă N. Ąĺěłæĺĺ ŋăğëćăîâ âăłęě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋëňĺ áőőâćěâáâćĺïňĺ (one-to-one correspondence), ŕőáłőńìłã őŋĺ ãáâăŋăćńĺćăîâ áőőâćěâáâćĺï ňěęďã íńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâć A ĺ B. Ąĺěłâĺćŋăï äãŋłæĺï, őâőąàăęăîéăï ňŋőęěáâćő A ć áěąï, ŋăğëćăěâáï ŕěàěáâăŋőćłőľ (permutation) ňŋőęěáâćă A.

Ěáńĺ äãŋłæĺï f ąĺěłâĺćŋă, ňőęŋő őŕàěďěńĺâì őąàăâŋãî (inverse) äãŋłæĺî f^{−1} áőőâŋőèěŋĺěň

f^{−1}(b) = a âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă f(a) = b.

Ŋăŕàĺňěà, ďńï àăááňőâàěŋŋőľ ćëèě äãŋłæĺĺ f(n) = (−1)^n⌈n/2⌉ őąàăâŋăï äãŋłæĺï ćëçĺáńïěâáï ŕő äőàňãńě

f^{−1}(m) = { 2m, ěáńĺ m ⩾ 0, −2m − 1, ěáńĺ m < 0.

Şŕàăęŋěŋĺï

5.3-1 Ŕãáâì A ĺ B — łőŋěçŋëě ňŋőęěáâćă, ĺ f : A → B — ŋěłőâőàăï äãŋłæĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő

ă. ěáńĺ f — ĺŋêěłæĺï, âő |A| ⩽ |B|; ą. ěáńĺ f — áîàêěłæĺï, âő |A| ⩾ |B|.

5.3-2 Ąãďěâ ńĺ ąĺěłæĺěľ äãŋłæĺï f : N → N, ğăďăŋŋăï äőàňãńőľ f(x) = x + 1? Šőâ ęě ćőŕàőá ďńï äãŋłæĺĺ Z→ Z, ğăďăŋŋőľ âőľ ęě äőàňãńőľ.

5.3-3 Ďăľâě őŕàěďěńěŋĺě őąàăâŋőčő ł ąĺŋăàŋőňã őâŋőèěŋĺî. (Ěáńĺ őâŋőèěŋĺě ïćńïěâáï ąĺěłæĺěľ, âő őŕàěďěńěŋĺě ďőńęŋő ďăćăâì őąàăâŋãî ąĺěłæĺî ć őŕĺáăŋŋőň ćëèě áňëáńě.)

5.3-4^⋆ Ŕőáâàőľâě ąĺěłæĺî f : Z→ Z× Z.

Řĺáãŋőł 5.2 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëě ĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëě čàăäë. (ă) Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä (V, E), čďě V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ĺ E = {(1, 2), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (4, 1), (4, 5), (5, 4), (6, 3)}. Řěąàő (2, 2) ïćńïěâáï àěąàőňæĺłńőň. (ą) Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E), čďě V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ĺ E = {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (3, 6)}. Ćěàèĺŋă 4 ïćńïěâáï ĺğőńĺàőćăŋŋőľ (ŋě ĺňěěâ áňěęŋëå ćěàèĺŋ). (ć) Ŕőďčàăä čàăäă (ă), ŕőńãçăîéĺľáï ěčő őčàăŋĺçěŋĺěň ŋă ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ {1, 2, 3, 6}.

5.4 Čàăäë

Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï, áćïğăŋŋëě á őàĺěŋâĺàőćăŋŋëňĺ ĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëňĺ čàăäăňĺ. Śńěďãěâ ĺňěâì ć ćĺďã, çâő âěàňĺŋőńőčĺï ğďěáì ŋě ćŕőńŋě ãáâőïńăáì ĺ ć àăğŋëå łŋĺčăå ňőęŋő ćáâàěâĺâì àăğŋëě őŕàěďěńěŋĺï, ŋő ŕő ąőńìèěľ çăáâĺ àăğńĺçĺï ŋěćěńĺłĺ. Ňë ćěàŋñňáï ł čàăäăň ć čńăćě 23, čďě àăááňăâàĺćăîâáï àăğńĺçŋëě ăńčőàĺâňë ŋă čàăäăå.

Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä (directed graph) őŕàěďěńïěâáï łăł ŕăàă (V, E), čďě V — łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, ă E — ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě ŋă V , â. ě. ŕőďňŋőęěáâćő ňŋőęěáâćă V × V . Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ĺŋőčďă ďńï łàăâłőáâĺ ŋăğëćăîâ őàčàăäőň (digraph). Ňŋőęěáâćő V ŋăğëćăîâ ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ čàăäă (vertex set); ěčő íńěňěŋâ ŋăğëćăîâ ćěàèĺŋőľ čàăäă (vertex; ňŋőęěáâćěŋŋőě çĺáńő vertices). Ňŋőęěáâćő E ŋăğëćăîâ ňŋőęěáâćőň àñąěà (edge set) čàăäă; ěčő íńěňěŋâë ŋăğëćăîâ àñąàăňĺ (edges). Ŋă àĺáãŋłě 5.2 (ă) ŕőłăğăŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ćěàèĺŋë ĺğőąàăęěŋë łàãęłăňĺ, ă àñąàă — áâàěńłăňĺ. Ğăňěâĺň, çâő čàăä ňőęěâ áőďěàęăâì àñąàă-æĺłńë (self-loops), áőěďĺŋïîéĺě ćěàèĺŋã á áőąőľ.

Ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň (undirected) čàăäě G = (V, E) ňŋőęěáâćő àñąěà (V ) áőáâőĺâ ĺğ ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå (unordered) ŕăà ćěàèĺŋ: ŕăàăňĺ ïćńïîâáï ňŋőęěáâćă {u, v}, čďě u, v ∈ V ĺ u ≠ v. Ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőě àěąàő łăł (u, v) ćňěáâő {u, v}; ŕàĺ íâőň ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă (u, v) ĺ (v, u) őąőğŋăçăîâ őďŋő ĺ âő ęě àěąàő. Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋě ňőęěâ áőďěàęăâì àñąěà-æĺłńőć, ĺ łăęďőě àěąàő áőáâőĺâ ĺğ ďćãå àăğńĺçŋëå ćěàèĺŋ (”áőěďĺŋïï” ĺå). Ŋă àĺá. 5.2 (ą) ĺğőąàăęñŋ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ňŋőčĺě ŕőŋïâĺï ŕăàăńńěńìŋő őŕàěďěńïîâáï ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå ĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć (á áőőâćěâáâćãîéĺňĺ ĺğňěŋěŋĺïňĺ). Ŕàő àěąàő (u, v) őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă čőćőàïâ, çâő őŋő ćëåőďĺâ ĺğ (incident from, leaves) ćěàèĺŋë u ĺ ćåőďĺâ (incident to, enters) ć ćěàèĺŋã v. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 5.2 (ă) ĺňěěâáï âàĺ àěąàă, ćëåőďïéĺå ĺğ ćěàèĺŋë 2 ((2, 2), (2, 4), (2, 5)) ĺ ďćă àěąàă, ć ŋěñ ćåőďïéĺå ((1, 2), (2, 2)). Ŕàő àěąàő (u, v) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă čőćőàïâ, çâő őŋő ĺŋæĺďěŋâŋő ćěàèĺŋăň (incident on vertices) u ĺ v. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 2.5 (ą) ěáâì ďćă àěąàă, ĺŋæĺďěŋâŋëě ćěàèĺŋě 2 (àñąàă (1, 2) ĺ (2, 5)).

Ěáńĺ ć čàăäě G ĺňěěâáï àěąàő (u, v), čőćőàïâ, çâő ćěàèĺŋă v áňěęŋă á ćěàèĺŋőľ u (is adjacent to u). Ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć őâŋőèěŋĺě áňěęŋőáâĺ ïćńïěâáï áĺňňěâàĺçŋëň, ŋő ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć íâő ŋě őąïğăâěńìŋő. Ěáńĺ ćěàèĺŋă v áňěęŋă á ćěàèĺŋőľ u ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě, ŕĺèãâ u → v. Ďńï őąőĺå àĺáãŋłőć 5.2 (ă) ĺ 5.2 (ą) ćěàèĺŋă 2 ïćńïěâáï áňěęŋőľ á ćěàèĺŋőľ 1, ŋő ńĺèì ćő ćâőàőň ĺğ ŋĺå ćěàèĺŋă 1 áňěęŋă á ćěàèĺŋőľ 2 (ć ŕěàćőň áńãçăě àěąàő (2, 1) őâáãâáâćãěâ ć čàăäě).

Śâěŕěŋìî (degree) ćěàèĺŋë ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŋăğëćăěâáï çĺáńő ĺŋæĺďěŋâŋëå ěľ àñąěà. Ŋăŕàĺňěà, ďńï čàăäă àĺá. 5.2 (ą) áâěŕěŋì ćěàèĺŋë 2 àăćŋă 2. Ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă àăğńĺçăîâ ĺáåőďïéãî áâěŕěŋì (out-degree), őŕàěďěńïěňãî łăł çĺáńő ćëåőďïéĺå ĺğ ŋěñ àñąěà, ĺ ćåőďïéãî áâěŕěŋì (in-degree), őŕàěďěńïěňãî łăł çĺáńő ćåőďïéĺå ć ŋěñ àñąěà. Śãňňă ĺáåőďïéěľ ĺ ćåőďïéěľ áâěŕěŋěľ ŋăğëćăěâáï áâěŕěŋìî (degree) ćěàèĺŋë. Ŋăŕàĺňěà, ćěàèĺŋă 2 ć čàăäě àĺá. 5.2 (ă) ĺňěěâ ćåőďïéãî áâěŕěŋì 2, ĺáåőďïéãî áâěŕěŋì 3 ĺ áâěŕěŋì 5.

Ŕãâì ďńĺŋë k (path of length k) ĺğ ćěàèĺŋë u ć ćěàèĺŋã v őŕàěďěńïěâáï łăł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćěàèĺŋ ⟨v_0, v_1, v_2, . . ., v_k⟩, ć łőâőàőľ v_0 = u, v_k = v ĺ (v_{i−1}, v_i) ∈ E ďńï ćáěå i = 1, 2, . . ., k. Šăłĺň őąàăğőň, ŕãâì ďńĺŋë k áőáâőĺâ ĺğ k àñąěà. İâőâ ŕãâì áőďěàęĺâ (contains) ćěàèĺŋë v_0, v_1, . . ., v_k ĺ àñąàă (v_0, v_1), (v_1, v_2), . . ., (v_{k−1}, v_k). Ćěàèĺŋã v_0 ŋăğëćăîâ ŋăçăńőň ŕãâĺ, ćěàèĺŋã v_k — ěčő łőŋæőň; čőćőàïâ, çâő ŕãâì ćěďñâ ĺğ v_0 ć v_k . Ěáńĺ ďńï ďăŋŋëå ćěàèĺŋ u ĺ u^′ áãéěáâćãěâ ŕãâì p ĺğ u ć u^′, âő čőćőàïâ, çâő ćěàèĺŋă u^′ ďőáâĺęĺňă ĺğ u ŕő ŕãâĺ p (u^′ is reachable from u via p). Ć íâőň áńãçăě ňë ŕĺèěň (ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć) u^p⇝ u^′.

Ŕãâì ŋăğëćăěâáï ŕàőáâëň (simple), ěáńĺ ćáě ćěàèĺŋë ć ŋñň àăğńĺçŋë. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 5.2 (ă) ěáâì ŕàőáâőľ ŕãâì ⟨1, 2, 5, 4⟩ ďńĺŋë 3, ă âăłęě ŕãâì ⟨2, 5, 4, 5⟩ âőľ ęě ďńĺŋë, ŋě ïćńïîéĺľáï ŕàőáâëň.

Ŕőďŕãâì (subpath) ŕãâĺ p = ⟨v_0, v_1, . . ., v_k⟩ ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ňë ćőğìňñň ŋěłőâőàőě çĺáńő ĺďãéĺå ŕőďàïď ćěàèĺŋ íâőčő ŕãâĺ, â. ě. ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨v_i, v_{i+1}, . . ., v_j ⟩ ŕàĺ ŋěłőâőàëå i, j, ďńï łőâőàëå 0 ⩽ i ⩽ j ⩽ k.

Űĺłńőň (cycle) ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŋăğëćăěâáï ŕãâì, ć łőâőàőň ŋăçăńìŋăï ćěàèĺŋă áőćŕăďăěâ á łőŋěçŋőľ ĺ łőâőàëľ áőďěàęĺâ åőâï ąë őďŋő àěąàő. Űĺłń ⟨v_0, v_1, . . ., v_k⟩ ŋăğëćăěâáï ŕàőáâëň, ěáńĺ ć ŋñň ŋěâ őďĺŋăłőćëå ćěàèĺŋ (łàőňě ŕěàćőľ ĺ ŕőáńěďŋěľ), â. ě. ěáńĺ ćáě ćěàèĺŋë v_1, v_2, . . ., v_k àăğńĺçŋë. Řěąàő-æĺłń ïćńïěâáï æĺłńőň ďńĺŋë 1. Ňë őâőęďěáâćńïěň æĺłńë, őâńĺçăîéĺěáï áďćĺčőň ćďőńì æĺłńă: őďĺŋ ĺ âőâ ęě æĺłń ďńĺŋë k ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋ k àăğńĺçŋëňĺ ŕãâïňĺ (ć łăçěáâćě ŋăçăńă ĺ łőŋæă ňőęŋő ćğïâì ńîąãî ĺğ k ćěàèĺŋ). Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 5.2 (ă) ŕãâĺ ⟨1, 2, 4, 1⟩, ⟨2, 4, 1, 2⟩ ĺ ⟨4, 1, 2, 4⟩ ŕàěďáâăćńïîâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě æĺłń. İâőâ æĺłń ïćńïěâáï ŕàőáâëň, ć âő ćàěňï łăł æĺłń ⟨1, 2, 4, 5, 4, 1⟩ âăłőćëň ŋě ïćńïěâáï. Ŋă âőň ęě àĺáãŋłě ěáâì æĺłń ⟨2, 2⟩, őąàăğőćăŋŋëľ ěďĺŋáâćěŋŋëň àěąàőň-æĺłńőň (2, 2). Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ŋě áőďěàęăéĺľ àñąěà-æĺłńőć, ŋăğëćăěâáï ŕàőáâëň (simple).

Ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŕãâì ⟨v_0, v_1, . . ., v_k⟩ ŋăğëćăěâáï (ŕàőáâëň) æĺłńőň, ěáńĺ k ⩾ 3, v_0 = v_k ĺ ćáě ćěàèĺŋë v_1, v_2, . . ., v_k àăğńĺçŋë. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 5.2 (ą) ĺňěěâáï ŕàőáâőľ æĺłń ⟨1, 2, 5, 1⟩.

Čàăä, ć łőâőàőň ŋěâ æĺłńőć, ŋăğëćăěâáï ăæĺłńĺçěáłĺň (acyclic). Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋăğëćăěâáï áćïğŋëň (connected), ěáńĺ ďńï ńîąőľ ŕăàë ćěàèĺŋ áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ őďŋőľ ć ďàãčãî. Ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ďőáâĺęĺňëň ĺğ” ïćńïěâáï őâŋőèěŋĺěň íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ. Łńăááë íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŋăğëćăîâáï áćïğŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ (connected components) čàăäă. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 5.2 (ą) ĺňěîâáï âàĺ áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë: {1, 2, 5}, {3, 6} ĺ {4}. Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä áćïğěŋ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋ áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâë.

Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋăğëćăěâáï áĺńìŋő áćïğŋëň (strongly connected), ěáńĺ ĺğ ńîąőľ ěčő ćěàèĺŋë ďőáâĺęĺňă (ŕő őàĺěŋâĺàőćăŋŋëň ŕãâïň) ńîąăï ďàãčăï. Ńîąőľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ňőęŋő àăğąĺâì ŋă áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë (strongly connected components), łőâőàëě őŕàěďěńïîâáï łăł łńăááë íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ őâŋőèěŋĺï ”u ďőáâĺęĺňő ĺğ v ĺ v ďőáâĺęĺňő ĺğ u”. Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä áĺńìŋő áćïğěŋ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâë. Čàăä àĺá. 5.2 (ă) ĺňěěâ âàĺ âăłĺå łőňŕőŋěŋâë: {1, 2, 4, 5}, {3} ĺ {6}. Ğăňěâĺň, çâő ćěàèĺŋë {3, 6} ŋě ćåőďïâ ć őďŋã áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã, âăł łăł 3 ďőáâĺęĺňă ĺğ 6, ŋő ŋě ŋăőąőàőâ.

Ďćă čàăäă G = (V, E) ĺ G^′ = (V^′, E^′) ŋăğëćăîâáï ĺğőňőàäŋëňĺ (isomorphic), ěáńĺ áãéěáâćãěâ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě f : V → V^′ ňěęďã ňŋőęěáâćăňĺ ĺå ćěàèĺŋ, ŕàĺ łőâőàőň àñąàăň őďŋőčő čàăäă áőőâćěâáâćãîâ àñąàă ďàãčőčő: (u, v) ∈ E âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă (f(u), f(v)) ∈ E^′. Ňőęŋő áłăğăâì, çâő ĺğőňőàäŋëě čàăäë — íâő őďĺŋ ĺ âőâ ęě čàăä, ć łőâőàőň ćěàèĺŋë ŋăğćăŋë ŕő-àăğŋőňã. Ŋă àĺá. 5.3 (ă) ŕàĺćěďñŋ ŕàĺňěà ďćãå ĺğőňőàäŋëå čàăäőć G ĺ G^′ á ňŋőęěáâćăňĺ ćěàèĺŋ V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ĺ

Řĺáãŋőł 5.3 (ă) Ŕăàă ĺğőňőàäŋëå čàăäőć. (ą) Ŋěĺğőňőàäŋëě čàăäë: ćěàåŋĺľ ĺňěěâ ćěàèĺŋã áâěŕěŋĺ 4, ă ŋĺęŋĺľ — ŋěâ.

V^′ = {u, v, w, x, y, z}. Ťãŋłæĺï f : V → V^′, ďńï łőâőàőľ f(1) = u, f(2) = v, f(3) = w, f(4) = x, f(5) = y, f(6) = z, ïćńïěâáï ĺğőňőàäĺğňőň. Ŋăŕàőâĺć, čàăäë ŋă àĺá. 5.3 (ą) ŋě ĺğőňőàäŋë, åőâï őąă ĺňěîâ ŕő 5 ćěàèĺŋ ĺ ŕő 7 àñąěà. Ůâőąë ãąěďĺâìáï, çâő őŋĺ ŋě ĺğőňőàäŋë, ďőáâăâőçŋő őâňěâĺâì, çâő ć ćěàåŋěň čàăäě ěáâì ćěàèĺŋă áâěŕěŋĺ 4, ă ć ŋĺęŋěň — ŋěâ.

Čàăä G^′ = (E^′, V^′) ŋăğëćăîâ ŕőďčàăäőň (subgraph) čàăäă G = (E, V ), ěáńĺ E^′ ⊆ E ĺ V^′ ⊆ V . Ěáńĺ ć čàăäě G = (E, V ) ćëąàăâì ŕàőĺğćőńìŋőě ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ V^′, âő ňőęŋő àăááňőâàěâì ěčő ŕőďčàăä, áőáâőïéĺľ ĺğ íâĺå ćěàèĺŋ ĺ ćáěå áőěďĺŋïîéĺå ĺå àñąěà, â. ě. čàăä G^′ = (E^′, V^′), ďńï łőâőàőčő E^′ = {(u, v) ∈ E : u, v ∈ V^′} İâőâ ŕőďčàăä ňőęŋő ŋăğćăâì őčàăŋĺçěŋĺěň čàăäă G ŋă ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ V^′ (subgraph of G induced by V^′). Őčàăŋĺçěŋĺě čàăäă àĺá. 5.2 (ă) ŋă ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ {1, 2, 3, 6} ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 5.2 (ć) ĺ ĺňěěâ âàĺ àěąàă (1, 2), (2, 2), (6, 3).

Ďńï ńîąőčő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G ňőęŋő àăááňőâàěâì ěčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćăàĺăŋâ (directed version), ğăňěŋĺć łăęďőě ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőě àěąàő {u, v} ŋă ŕăàã őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå àñąěà (u, v) ĺ (v, u), ĺďãéĺå ć ŕàőâĺćőŕőńőęŋëå ŋăŕàăćńěŋĺïå. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ďńï łăęďőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ňőęŋő àăááňőâàěâì ěčő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćăàĺăŋâ (undirected version), ğăąëć ŕàő őàĺěŋâăæĺî àñąěà, ãďăńĺć àñąàă-æĺłńë ĺ áőěďĺŋĺć àñąàă (u, v) ĺ (v, u) ć őďŋő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőě àěąàő {u, v}. Ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě áőáěďőň (neighbor) ćěàèĺŋë u ŋăğëćăîâ ńîąãî ćěàèĺŋã, áőěďĺŋñŋŋãî á ŋěľ àěąàőň (ć âã ĺńĺ ďàãčãî áâőàőŋã); âăłĺň őąàăğőň, v ïćńïěâáï áőáěďőň u âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă v áňěęŋő u ĺńĺ u áňěęŋő v. Ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ćëàăęěŋĺï ”v — áőáěď u” ĺ ”v áňěęŋă á u” ïćńïîâáï áĺŋőŋĺňăňĺ.

Ŋěłőâőàëě ćĺďë čàăäőć ĺňěîâ áŕěæĺăńìŋëě ŋăğćăŋĺï. Ŕőńŋëň (complete) čàăäőň ŋăğëćăîâ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, áőďěàęăéĺľ ćáě ćőğňőęŋëě àñąàă ďńï ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă ćěàèĺŋ (ńîąăï ćěàèĺŋă áňěęŋă ńîąőľ ďàãčőľ). Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä (V, E) ŋăğëćăîâ ďćãďőńìŋëň (bipartite), ěáńĺ ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ V ňőęŋő àăğąĺâì ŋă ďćě çăáâì V_1 ĺ V_2 âăłĺň őąàăğőň, çâő łőŋæë ńîąőčő àěąàă őłăğëćăîâáï ć àăğŋëå çăáâïå. Ăæĺłńĺçěáłĺľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋăğëćăîâ ńěáőň (forest), ă áćïğŋëľ ăæĺłńĺçěáłĺľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋăğëćăîâ ďěàěćőň (ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï; ŕőďàőąŋő ďěàěćìï àăááňăâàĺćăîâáï ć áńěďãîéěň àăğďěńě). Ŕő-ăŋčńĺľáłĺ ďěàěćő ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï ŋăğëćăěâáï free tree. Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ăæĺłńĺçěáłĺľ čàăä (directed acyclic graph) ŕőăŋčńĺľáłĺ çăáâő áőłàăéăîâ ďő ”dag” (ŕő ŕěàćëň ąãłćăň).

Ĺŋőčďă àăááňăâàĺćăîâ őąőąéěŋĺï ŕőŋïâĺï čàăäă. Ŋăŕàĺňěà, ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì ňãńìâĺčàăä (multigraph), łőâőàëľ ŕőåőę ŋă ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ŋő ňőęěâ áőďěàęăâì ňŋőčő àñąěà, áőěďĺŋïîéĺå őďŋã ĺ âã ęě ŕăàã ćěàèĺŋ, ă âăłęě àñąàă-æĺłńë. Čĺŕěàčàăä (hypergraph) őâńĺçăěâáï őâ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă âěň, çâő őŋ áőďěàęĺâ čĺŕěààñąàă (hyperedges), áőěďĺŋïîéĺě ŋě ďćě ćěàèĺŋë, ă ŕàőĺğćőńìŋőě ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ. Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë őąàăąőâłĺ őąëçŋëå čàăäőć ňőčãâ ąëâì őąőąéěŋë ŋă âăłĺě čàăäőŕőďőąŋëě áâàãłâãàë.

Şŕàăęŋěŋĺï

5.4-1 Ŋă ćěçěàĺŋłě łăęďëľ čőáâì áçĺâăěâ, áłőńìłő àãłőŕőęăâĺľ őŋ áďěńăń. Ŕőâőň ćáě çĺáńă áłńăďëćăîâáï. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőńãçĺâáï çñâŋőě çĺáńő, ďőłăğăć áńěďãîéãî ńěňňã ő àãłőŕőęăâĺïå (handshaking lemma): ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă áãňňă áâěŕěŋěľ ćáěå ěčő ćěàèĺŋ àăćŋă ãďćőěŋŋőňã çĺáńã àñąěà.

5.4-2 Ŕőłăęĺâě, çâő âàěąőćăŋĺě k ⩾ 3 ć őŕàěďěńěŋĺĺ æĺłńă ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě áãéěáâćěŋŋő (ěáńĺ ěčő őâňěŋĺâì, ć ńîąőň čàăäě, čďě ěáâì åőâì őďŋő àěąàő, ąãďěâ æĺłń).

5.4-3 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ć čàăäě (őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň ĺńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň) ěáâì ŕãâì ĺğ ćěàèĺŋë u ć ćěàèĺŋã v, âő ć ŋñň ěáâì ŕàőáâőľ ŕãâì ĺğ u ć v. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ěáâì æĺłń, âő ć ŋñň ěáâì ŕàőáâőľ æĺłń.

5.4-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ć áćïğŋőň ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě (V, E) çĺáńő ćěàèĺŋ ŕàěćőáåőďĺâ çĺáńő àñąěà ŋě ąőńěě çěň ŋă 1: |E| ⩾ |V | − 1 5.4-5 Ŕàőćěàìâě, çâő őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ďőáâĺęĺňëň ĺğ” ïćńïěâáï (ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă) őâŋőèěŋĺěň íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ. Łăłĺě ĺğ âàñå áćőľáâć, ćåőďïéĺå ć őŕàěďěńěŋĺě őâŋőèěŋĺï íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ, áŕàăćěďńĺćë ďńï őâŋőèěŋĺï ďőáâĺęĺňőáâĺ ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě?

5.4-6 Ŋăàĺáãľâě ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋãî ćěàáĺî čàăäă àĺá. 5.2 (ă) ĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋãî ćěàáĺî čàăäă àĺá. 5.2 (ą).

5.4-7^⋆ Łăł ňőęŋő ŕàěďáâăćĺâì čĺŕěàčàăä á ŕőňőéìî ďćãďőńìŋőčő čàăäă, ĺğőąàăęăï őâŋőèěŋĺě ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ ć čĺŕěàčàăäě őâŋőèěŋĺěň áňěęŋőáâĺ ć ďćãďőńìŋőň čàăäě? (Şłăğăŋĺě: ćěàèĺŋăňĺ ďćãďőńìŋőčő čàăäă ďőńęŋë ąëâì ćěàèĺŋë čĺŕěàčàăäă, ă âăłęě čĺŕěààñąàă čĺŕěàčàăäă.)

5.5 Ďěàěćìï

Łăł ĺ áńőćő ”čàăä”, áńőćő ”ďěàěćő” âăłęě ãŕőâàěąńïěâáï ć ŋěáłőńìłĺå àőďáâćěŋŋëå áňëáńăå. Ć íâőň àăğďěńě ňë ďăñň őŕàěďěńěŋĺï ĺ àăááňăâàĺćăěň áćőľáâćă ŋěáłőńìłĺå ćĺďőć ďěàěćìěć. Ć àăğďěńăå 11.4 ĺ 23.1 ňë ćěàŋñňáï ł ďěàěćìïň ĺ àăááňőâàĺň áŕőáőąë ĺå ŕàěďáâăćńěŋĺï ć ŕàőčàăňňăå.

5.5.1 Ďěàěćìï ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï

Łăł ňë čőćőàĺńĺ ć àăğďěńě 5.4, ďěàěćő (ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï, free tree) őŕàěďěńïěâáï łăł áćïğŋëľ ăæĺłńĺçěáłĺľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Ěáńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ïćńïěâáï ăæĺłńĺçěáłĺň, ŋő (ćőğňőęŋő) ŋěáćïğŋëň, ěčő ŋăğëćăîâ ńěáőň (forest); łăł ĺ ŕőńőęěŋő, ńěá áőáâőĺâ ĺğ ďěàěćìěć (ïćńïîéĺåáï ěčő áćïğŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ). Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë őąàăąőâłĺ ďěàěćìěć ŕàĺňěŋĺňë ĺ ł ńěáăň. Ŋă àĺá. 5.4 (ă) ĺğőąàăęěŋő ďěàěćő; ŋă àĺá. 5.4 (ą) ĺğőąàăęñŋ ńěá. Ńěá àĺáãŋłă 5.4 (ą) ŋě ïćńïěâáï ďěàěćőň, âăł łăł ŋě áćïğěŋ. Čàăä ŋă àĺáãŋłě 5.4 (ć) ŋě ïćńïěâáï ŋĺ ďěàěćőň, ŋĺ ďăęě ńěáőň, âăł łăł ć ŋñň ěáâì æĺłń.

Ć áńěďãîéěľ âěőàěňě ãłăğăŋő ŋěáłőńìłő ćăęŋëå áćőľáâć ďěàě-

Řĺáãŋőł 5.4 (ă) Ďěàěćő ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï. (ą) Ńěá. (ć) Čàăä, áőďěàęăéĺľ æĺłń, ŋě ïćńïěâáï ŋĺ ďěàěćőň, ŋĺ ńěáőň.

Řĺáãŋőł 5.5 Ďćă ŕàőáâëå ŕãâĺ ĺğ u ć v

ćìěć.

Šěőàěňă 5.2 (Śćőľáâćă ďěàěćìěć). Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Šőčďă áńěďãîéĺě áćőľáâćă àăćŋőáĺńìŋë:

1. G ïćńïěâáï ďěàěćőň (ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï). 2. Ďńï ńîąëå ďćãå ćěàèĺŋ G áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ áőěďĺŋïîéĺľ ĺå ŕàőáâőľ ŕãâì.

3. Čàăä G áćïğěŋ, ŋő ŕěàěáâăñâ ąëâì áćïğŋëň, ěáńĺ ãďăńĺâì ńîąőě ěčő àěąàő.

4. Čàăä G áćïğěŋ ĺ |E| = |V | − 1. 5. Čàăä G ăæĺłńĺçěáłĺľ ĺ |E| = |V | − 1.

6. Čàăä G ăæĺłńĺçěáłĺľ, ŋő ďőąăćńěŋĺě ńîąőčő àěąàă ł ŋěňã ŕőàőęďăěâ æĺłń.

Ďőłăğăâěńìáâćő. (1) ⇒ (2): Ŕőáłőńìłã ďěàěćő áćïğŋő, ďńï ńîąëå ďćãå ćěàèĺŋ áãéěáâćãěâ áőěďĺŋïîéĺľ ĺå ŕãâì; ćëłĺŋãć ĺğ ŋěčő ńĺèŋěě, ňőęěň áçĺâăâì, çâő íâőâ ŕãâì ŕàőáâőľ. Ŕãáâì ěáâì ďćă àăğŋëå ŕàőáâëå ŕãâĺ p_1 ĺ p_2 ĺğ ŋěłőâőàëľ ćěàèĺŋë u ć ďàãčãî ćěàèĺŋã v (àĺá. 5.5). Ŕőáňőâàĺň, čďě íâĺ ŕãâĺ àăáåőďïâáï; ŕãáâì w — ŕőáńěďŋïï őąéăï ćěàèĺŋă ŕěàěď àăğćěâćńěŋĺěň, ă x ĺ y — àăğńĺçŋëě ćěàèĺŋë, áńěďãîéĺě ğă w ć ŕãâïå p_1 ĺ p_2. Ďćĺčăïáì ŕő ŕěàćőňã ŕãâĺ, ďőęďñňáï ňőňěŋâă, łőčďă ŕãâì ćŋőćì ŕěàěáěłăěâáï áő ćâőàëň ć ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋě z. Řăááňőâàĺň ãçăáâőł p^′ ŕěàćőčő ŕãâĺ őâ w ďő z (çěàěğ x) ĺ ãçăáâőł ćâőàőčő ŕãâĺ p^{′′} őâ w ďő z (çěàěğ y). Ŕãâĺ p^′ ĺ p^{′′} ŋě ĺňěîâ őąéĺå ćěàèĺŋ (ŋě áçĺâăï łőŋæőć), ŕőáłőńìłã z ąëńő ŕěàćőľ ćěàèĺŋőľ ŋă ŕãâĺ p_1 ŕőáńě w, ŕőŕăćèěľ ć p_2. Ŕőíâőňã ňë ŕőńãçăěň æĺłń (áőáâőïéĺľ ĺğ p^′ ĺ őąàăéěŋĺï ŕãâĺ p^{′′}).

(2) ⇒ (3) Čàăä, őçěćĺďŋő, áćïğěŋ. Ŕãáâì (u, v) — ńîąőě ěčő àěąàő. Ěáńĺ ŕőáńě ěčő ãďăńěŋĺï čàăä őáâăŋěâáï áćïğŋëň, âő ć ŋñň ąãďěâ ŕãâì, áőěďĺŋïîéĺľ u ĺ v — ćâőàőľ ŕãâì, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ŕàěďŕőńőęěŋĺî.

(3) ⇒ (4) Ŕő ãáńőćĺî, čàăä áćïğěŋ, ŕőíâőňã |E| ⩾ |V |−1 (ãŕà. 5.4- 4). Ďőłăęěň, çâő |E| ⩽ |V | − 1, àăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Śćïğŋëľ čàăä á n = 1, 2 ćěàèĺŋăňĺ ĺňěěâ n − 1 àñąěà. Ŕãáâì čàăä G ĺňěěâ n ⩾ 3 àñąěà ĺ ďńï čàăäőć á ňěŋìèĺň çĺáńőň àñąěà ŋăèě ŋěàăćěŋáâćő ãęě ďőłăğăŋő. Şďăńěŋĺě àěąàă àăğąĺćăěâ čàăä G ŋă k ⩾ 2 áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ (ŋă áăňőň ďěńě ŋă ďćě, ŋő íâő ŋăň ŋě ćăęŋő). Ďńï łăęďőľ ĺğ łőňŕőŋěŋâ ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě (3). Ĺŋďãłâĺćŋőě ŕàěďŕőńőęěŋĺě čăàăŋâĺàãěâ, çâő őąéěě çĺáńő àñąěà ć ŋĺå ŋě ąőńìèě |V | − k ⩽ |V | − 2. Ğŋăçĺâ, ďő ãďăńěŋĺï àěąàă ąëńő ŋě ąőńěě |V | − 1 àñąěà.

(4) ⇒ (5) Ŕãáâì čàăä áćïğěŋ ĺ |E| = |V |−1. Ŕőłăęěň, çâő čàăä ŋě ĺňěěâ æĺłńőć. Ěáńĺ æĺłń ěáâì, ãďăńěŋĺě ńîąőčő àěąàă ĺğ æĺłńă ŋě ŋăàãèăěâ áćïğŋőáâĺ (ňőęŋő ŕàőľâĺ ŕő őáâăîéěľáï çăáâĺ æĺłńă). Ąãďěň ŕőćâőàïâì íâő ďő âěå ŕőà, ŕőłă ŋě őáâăŋěâáï áćïğŋëľ čàăä ąěğ æĺłńőć (ďěàěćő). Łăł ňë ãęě ğŋăěň, ďńï ďěàěćă çĺáńő àñąěà ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě çĺáńă ćěàèĺŋ — ŋő ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî âő ęě áőőâŋőèěŋĺě ąëńő ĺ ďő ãďăńěŋĺï àñąěà, âăł çâő ãďăńĺâì ňë ŋĺçěčő ŋě ňőčńĺ ĺ á áăňőčő ŋăçăńă ŋě ąëńő æĺłńőć.

(5) ⇒ (6) Ŕãáâì čàăä G ŋě ĺňěěâ æĺłńőć ĺ |E| = |V | − 1. Ŕãáâì G ĺňěěâ k áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ; őŋĺ ŕő őŕàěďěńěŋĺî ïćńïîâáï ďěàěćìïňĺ. Ňë ğŋăěň, çâő ć łăęďőľ ĺğ ŋĺå çĺáńő àñąěà ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě çĺáńă ćěàèĺŋ, ŕőíâőňã őąéěě çĺáńő àñąěà ŋă k ňěŋìèě çĺáńă ćěàèĺŋ. Ğŋăçĺâ, k = 1 ĺ čàăä ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ďěàěćő. Ć ŋñň ńîąëě ďćě ćěàèĺŋë ňőčãâ ąëâì áőěďĺŋěŋë ŕàőáâëň ŕãâñň (ňë ãęě ğŋăěň, çâő (1) ⇒ (2)), ĺ ŕőâőňã ďőąăćńěŋĺě ńîąőčő àěąàă ŕőàőęďăěâ æĺłń.

(6) ⇒ (1) Ŕãáâì čàăä ïćńïěâáï ăæĺłńĺçěáłĺň, ŋő ďőąăćńěŋĺě ńîąőčő àěąàă ŕőàőęďăěâ æĺłń. Ŋăďő ŕőłăğăâì, çâő őŋ áćïğěŋ. Ć áăňőň ďěńě, àăááňőâàĺň ďćě ŕàőĺğćőńìŋëě ćěàèĺŋë u ĺ v. Ňë ğŋăěň, çâő ďőąăćńěŋĺě àěąàă (u, v) ŕőàőęďăěâ æĺłń. Ć íâőň æĺłńě ďőńęŋő ćáâàěçăâìáï àěąàő (u, v), ŕőáłőńìłã ďő ěčő ďőąăćńěŋĺï æĺłńă ŋě ąëńő — ŋő âőńìłő őďĺŋ àăğ, ĺ őáâăńìŋăï çăáâì æĺłńă áőěďĺŋïěâ u ĺ v, çâő ĺ âàěąőćăńőáì.

5.5.2 Ďěàěćìï á łőàŋěň. Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëě ďěàěćìï

Ďěàěćő á łőàŋěň, ĺńĺ łőàŋěćőě ďěàěćő (rooted tree), ŕőńãçăěâáï, ěáńĺ ć ďěàěćě (áćïğŋőň ăæĺłńĺçěáłőň ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě) ćëďěńĺâì őďŋã ĺğ ćěàèĺŋ ćëďěńěŋă, ŋăğćăć ěñ łőàŋěň (root). Ćěàèĺŋë łőàŋěćőčő ďěàěćă ŕő-ăŋčńĺľáłĺ ŋăğëćăîâáï âăłęě ”nodes”. Ŋă àĺáãŋłě 5.6 (ă) ŕőłăğăŋő łőàŋěćőě ďěàěćő á 12 ćěàèĺŋăňĺ ĺ łőàŋěň 7.

Ŕãáâì x — ŕàőĺğćőńìŋăï ćěàèĺŋă łőàŋěćőčő ďěàěćă á łőàŋěň ć r. Śãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ ŕãâì ĺğ r ć x; ćáě ćěàèĺŋë, ŋăåőďïéĺěáï ŋă íâőň ŕãâĺ, ňë ŋăğëćăěň ŕàěďłăňĺ (ancestors) ćěàèĺŋë x. Ěáńĺ y ïćńïěâáï ŕàěďłőň x, âő x ŋăğëćăěâáï ŕőâőňłőň (descendant) y. Łăęďãî ćěàèĺŋã ňë áçĺâăěň áćőĺň ŕàěďłőň ĺ ŕőâőňłőň. Ŕàěďłĺ ĺ ŕőâőňłĺ ćěàèĺŋë x, ŋě áőćŕăďăîéĺě á x, ŋăğëćăîâáï áőąáâćěŋŋëňĺ ŕàěďłăňĺ (proper ancestors) ĺ áőąáâćěŋŋëňĺ ŕőâőňłăňĺ (proper descendants) ćěàèĺŋë x. [İâă âěàňĺŋőńőčĺï ŋě ćŕőńŋě ãďăçŋă: äàăğã ”ćěàèĺŋă ïćńïěâáï áćőĺň áőąáâćěŋŋëň ŕőâőňłőň” ňőęŋő âőńłőćăâì ŕő àăğŋőňã, ĺ ŕàĺ őďŋőň âőńłőćăŋĺĺ őŋă ćëáőâă = 4, čńãąĺŋă 0, čńãąĺŋă 1 ĺ â.ŕ.

Řĺáãŋőł 5.6 (ă) Łőàŋěćőě ďěàěćő ćëáőâë 4. Ďěàěćő ŋăàĺáőćăŋő őąëçŋëň őąàăğőň: łőàěŋì (ćěàèĺŋă 7) ŋăàĺáőćăŋă áćěàåã, áőáěďŋĺě á ŋĺň ćěàèĺŋë (ďěâĺ łőàŋï, ćěàèĺŋë čńãąĺŋë 1) ŋăàĺáőćăŋë ŕőď ŋěľ, ćěàèĺŋë áńěďãîéěčő ãàőćŋï (ďěâĺ ďěâěľ łőàŋï, ćěàèĺŋë čńãąĺŋë 2) ŕőď ŋĺňĺ ĺ â. ď. Ďńï ďěàěćìěć á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë äĺłáĺàőćăŋ ŕőàïďőł ŋă ňŋőęěáâćě ěñ ďěâěľ. (ą) Šő ęě áăňőě łőàŋěćőě ďěàěćő, ŋő á ďàãčĺň ŕőàïďłőň (áàěďĺ ďěâěľ ćěàèĺŋë 3), ąãďěâ ďàãčĺň ďěàěćőň á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå.

ćěàŋă, ă ŕàĺ ďàãčőň ŋěâ.]

Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë x ňőęŋő àăááňőâàěâì ďěàěćő, áőáâőïéěě ĺğ ćáěå ŕőâőňłőć x, ć łőâőàőň x áçĺâăěâáï łőàŋěň. Őŋő ŋăğëćăěâáï ŕőďďěàěćőň á łőàŋěň ć x (subtree rooted at x). Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 5.6 (ă) ŕőďďěàěćő á łőàŋěň ć 8 áőďěàęĺâ ćěàèĺŋë 8, 6, 5 ĺ 9.

Ěáńĺ (y, x) — ŕőáńěďŋěě àěąàő ŋă ŕãâĺ ĺğ łőàŋï ć x, âő y ŋăğëćăěâáï àőďĺâěńěň (parent) x, ă x ŋăğëćăěâáï àěąñŋłőň y. [Řăŋìèě ćňěáâő ”àőďĺâěńì” ĺ ”àěąñŋőł” čőćőàĺńĺ ”őâěæ” (father) ĺ ”áëŋ” (son), çâő ąëńő ąőńěě ńőčĺçŋő, âăł łăł ćőőąéě-âő ã çěńőćěłă ďćőě àőďĺâěńěľ, ă ã ćěàèĺŋë ďěàěćă — ŋě ąőńěě őďŋőčő. Ğăâő ŕàĺŋïâăï âěŕěàì ć ăňěàĺłăŋáłőľ ńĺâěàăâãàě âěàňĺŋőńőčĺï ”ŕőńĺâĺçěáłĺ łőààěłâŋă”.]

Łőàěŋì ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ, ã łőâőàőľ ŋěâ àőďĺâěńï. Ćěàèĺŋë, ĺňěîéĺě őąéěčő àőďĺâěńï, ŋăğëćăîâ ć ăňěàĺłăŋáłőľ ńĺâěàăâãàě siblings; ł áőęăńěŋĺî, àãááłőčő ŕěàěćőďă ã íâőčő áńőćă ŋěâ, ĺ ňë ąãďěň (łăł íâő ďěńăńőáì àăŋìèě) ŋăğëćăâì âăłĺě ćěàèĺŋë ąàăâìïňĺ. Ćěàèĺŋă łőàŋěćőčő ďěàěćă, ŋě ĺňěîéăï ďěâěľ, ŋăğëćăěâáï ńĺáâőň (leaf, external node). Ćěàèĺŋë, ĺňěîéĺě ďěâěľ, ŋăğëćăîâáï ćŋãâàěŋŋĺňĺ (internal).

Ůĺáńő ďěâěľ ã ćěàèĺŋë łőàŋěćőčő ďěàěćă ŋăğëćăěâáï ěñ áâěŕěŋìî (degree). Őâňěâĺň, çâő ďńï ćáěå ćěàèĺŋ, łàőňě łőàŋï, áâěŕěŋì ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě áâěŕěŋĺ âőľ ęě ćěàèĺŋë ć âőň ęě ďěàěćě, ěáńĺ àăááňăâàĺćăâì ďěàěćő łăł ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä (ŕőáłőńìłã âőčďă ŋăďő ãçĺâëćăâì ĺ àěąàő, ĺďãéěě ććěàå). Ďńĺŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ďő ŕàőĺğćőńìŋőľ ćěàèĺŋë x ŋăğëćăěâáï čńãąĺŋőľ (depth) ćěàèĺŋë x. Ňăłáĺňăńìŋăï čńãąĺŋă ćěàèĺŋ ďěàěćă ŋăğëćăěâáï ćëáőâőľ (height) ďěàěćă.

Ďěàěćőň á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå (ordered tree) ŋăğëćăěâáï łőàŋěćőě

Řĺáãŋőł 5.7 Ďćőĺçŋëě ďěàěćìï. (ă) Ďćőĺçŋőě ďěàěćő, ĺğőąàăęñŋŋőě âàăďĺæĺőŋŋëň őąàăğőň. Ńěćëľ àěąñŋőł ćěàèĺŋë ŋăàĺáőćăŋ áńěćă-áŋĺğã őâ ŋěñ, ŕàăćëľ — áŕàăćă-áŋĺğã. (ą) Ďàãčőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő (őâńĺçĺě ć âőň, çâő âěŕěàì ã ćěàèĺŋë 7 ěáâì ŕàăćëľ àěąñŋőł 5 ĺ ŋěâ ńěćőčő, ă ŋě ŋăőąőàőâ). Šăłőě àăğńĺçĺě ćőğňőęŋő ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě, ŋő ŋě ć ďěàěćě á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå. (ć) Ďőąăćńïï ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ńĺáâìï ł ďěàěćã (a), ňë ŕőńãçăěň ďěàěćő, ã łőâőàőčő łăęďăï áâăàăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ďćãå ďěâěľ. Ďőąăćńěŋŋëě ńĺáâìï ĺğőąàăęěŋë łćăďàăâĺłăňĺ.

ďěàěćő á ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ áâàãłâãàőľ: ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ňŋőęěáâćő ěñ ďěâěľ ãŕőàïďőçěŋő (ĺğćěáâŋő, łăłőľ ěñ ŕőâőňőł ŕěàćëľ, łăłőľ ćâőàőľ ĺ â. ď.). Ďćă ďěàěćă ŋă àĺá. 5.6 őďĺŋăłőćë łăł łőàŋěćëě ďěàěćìï, ŋő àăğńĺçŋë łăł ďěàěćìï á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå.

5.5.3 Ďćőĺçŋëě ďěàěćìï. Ŕőğĺæĺőŋŋëě ďěàěćìï

Ďćőĺçŋőě ďěàěćő (binary tree) ŕàőéě ćáěčő őŕàěďěńĺâì àěłãàáĺćŋő łăł łőŋěçŋëľ ŋăąőà ćěàèĺŋ, łőâőàëľ • ńĺąő ŕãáâ (ŋě áőďěàęĺâ ćěàèĺŋ), • ńĺąő àăğąĺâ ŋă âàĺ ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï çăáâĺ: ćěàèĺŋã, ŋăğëćăěňãî łőàŋěň (root), ďćőĺçŋőě ďěàěćő, ŋăğëćăěňőě ńěćëň ŕőďďěàěćőň (left subtree) łőàŋï, ĺ ďćőĺçŋőě ďěàěćő, ŋăğëćăěňőě ŕàăćëň ŕőďďěàěćőň (right subtree) łőàŋï.

Ďćőĺçŋőě ďěàěćő, ŋě áőďěàęăéěě ćěàèĺŋ, ŋăğëćăěâáï ŕãáâëň (empty). Őŋő ĺŋőčďă őąőğŋăçăěâáï nil. Ěáńĺ ńěćőě ŕőďďěàěćő ŋěŕãáâő, âő ěčő łőàěŋì ŋăğëćăěâáï ńěćëň àěąñŋłőň (left child) łőàŋï ćáěčő ďěàěćă; ŕàăćëľ àěąñŋőł (right child) őŕàěďěńïěâáï ăŋăńőčĺçŋő. Ěáńĺ ńěćőě ĺńĺ ŕàăćőě ŕőďďěàěćő łőàŋï ŕãáâő, âő čőćőàïâ, çâő ã łőàŋï ŋěâ ńěćőčő ĺńĺ ŕàăćőčő àěąñŋłă (child is absent). Ŕàĺňěà ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 5.7 (ă).

Ąëńő ąë őèĺąłőľ őŕàěďěńĺâì ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕàőáâő łăł ďěàěćő á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå, ć łőâőàőň áâěŕěŋì łăęďőľ ćěàèĺŋë ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2. Ďěńő ć âőň, çâő ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ćăęŋő, łăłĺň ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëľ àěąñŋőł ćěàèĺŋë áâěŕěŋĺ 1 — ńěćëň ĺńĺ ŕàăćëň, ă ďńï ďěàěćă á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå âăłőčő àăğńĺçĺï ŋě áãéěáâćãěâ. Ŋă àĺá. 5.7 (ă,ą) ŕőłăğăŋë ďćă àăğńĺçŋëå ďćőĺçŋëå ďěàěćă, łőâőàëě ćëáőâă=3, čńãąĺŋă 0, čńãąĺŋă 1 ĺ â.ŕ.

Řĺáãŋőł 5.8 Ŕőńŋőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ćëáőâë 3 ĺňěěâ 8 ńĺáâìěć ĺ 7 ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ.

őďĺŋăłőćë łăł ďěàěćìï á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå.

Ŕãáâãîéĺě ňěáâă ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě çăáâő ğăŕőńŋïîâ äĺłâĺćŋëňĺ ńĺáâìïňĺ. Ŕőáńě íâőčő ã łăęďőľ áâăàőľ ćěàèĺŋë ąãďěâ ďćőě ďěâěľ (ńĺąő ŕàěęŋĺå, ńĺąő ďőąăćńěŋŋëå). İâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 5.7 (ć).

Ňőęŋő őŕàěďěńĺâì ăŋăńőčĺ ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć ďńï ďěàěćìěć ąőńìèěľ áâěŕěŋĺ: ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ïćńïîâáï çăáâŋëň áńãçăěň kĺçŋëå (k-ary) ďěàěćìěć ŕàĺ k = 2. Ąőńěě ŕőďàőąŋő, ŕőğĺæĺőŋŋőě ďěàěćő (positional tree) őŕàěďěńïěâáï łăł łőàŋěćőě ďěàěćő, ć łőâőàőň ďěâĺ ńîąőľ ćěàèĺŋë ŕőňěçěŋë àăğńĺçŋëňĺ æěńëňĺ ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ çĺáńăňĺ, łőâőàëě áçĺâăîâáï ĺå ŋőňěàăňĺ. Ŕàĺ íâőň ã łăęďőľ ćěàèĺŋë ěáâì ćăłăŋáĺĺ ďńï ďěâěľ ŋőňěà 1, 2, 3 ĺ âăł ďăńěě, ĺğ łőâőàëå ŋěłőâőàëě (łőŋěçŋőě çĺáńő) ğăŕőńŋěŋë, ă őáâăńìŋëě áćőąőďŋë (ith child is absent). Ŕàĺ íâőň k-ĺçŋëň ďěàěćőň ŋăğëćăěâáï ŕőğĺæĺőŋŋőě ďěàěćő, ŋě ĺňěîéěě ćěàèĺŋ á ŋőňěàăňĺ ąőńìèě k.

Ŕőńŋëň k-ĺçŋëň ďěàěćőň (complete k-ary tree) ŋăğëćăěâáï k-ĺçŋőě ďěàěćő, ć łőâőàőň ćáě ńĺáâìï ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî čńãąĺŋã ĺ ćáě ćŋãâàěŋŋĺě ćěàèĺŋë ĺňěîâ áâěŕěŋì k. (Šěň áăňëň áâàãłâãàă âăłőčő ďěàěćă ŕőńŋőáâìî őŕàěďěńïěâáï ěčő ćëáőâőľ.) Ŋă àĺá. 5.8 ŕőłăğăŋő ŕőńŋőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ćëáőâë 3. Ŕőďáçĺâăěň, áłőńìłő ńĺáâìěć ĺňěěâ ŕőńŋőě k-ĺçŋőě ďěàěćő ćëáőâë h. Łőàěŋì ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ čńãąĺŋë 0, ěčő k ďěâěľ ïćńïîâáï ćěàèĺŋăňĺ čńãąĺŋë 1, ĺå ďěâìňĺ ïćńïîâáï k^2 ćěàèĺŋ čńãąĺŋë k ĺ âăł ďăńěě ćŕńőâì ďő k^h ńĺáâìěć čńãąĺŋë h. Ňőęŋő ďőąăćĺâì, çâő ćëáőâă kĺçŋőčő ďěàěćă á n ńĺáâìïňĺ àăćŋă log_k n (âăłőě ďěàěćő áãéěáâćãěâ, âőńìłő ěáńĺ íâőâ ńőčăàĺäň æěńëľ). Ůĺáńő ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ ŕőńŋőčő k-ĺçŋőčő ďěàěćă ćëáőâë h àăćŋő

1 + k + k^2 + . . . + k^{h−1} = k^h − 1 k − 1 (áň. (3.3)). Ć çăáâŋőáâĺ, ďńï ŕőńŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă çĺáńő ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě çĺáńă ńĺáâìěć.

Ğăďăçĺ ł čńăćě 5 93

Şŕàăęŋěŋĺï

5.5-1 Ŋăàĺáãľâě ćáě ďěàěćìï (ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï), áőďěàęăéĺě âàĺ ćěàèĺŋë A, B ĺ C. Ŋăàĺáãľâě ćáě łőàŋěćëě ďěàěćìï á ćěàèĺŋăňĺ A, B ĺ C ĺ łőàŋěň A. Ŋăàĺáãľâě ćáě (łőàŋěćëě) ďěàěćìï á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå á ćěàèĺŋăňĺ A, B ĺ C ĺ łőàŋěň A. Ŋăàĺáãľâě ćáě ďćőĺçŋëě ďěàěćìï á ćěàèĺŋăňĺ A, B ĺ C ĺ łőàŋěň A.

5.5-2 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő n ⩾ 7 áãéěáâćãěâ ďěàěćő c n ćěàèĺŋăňĺ, ĺğ łőâőàőčő ňőęŋő ŕőńãçĺâì n àăğńĺçŋëå łőàŋěćëå ďěàěćìěć, őąêïćĺć łőàŋěň őďŋã ĺğ n ćěàèĺŋ.

5.5-3 Ŕãáâì G = (V, E) — őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ăæĺłńĺçěáłĺľ čàăä, ć łőâőàőň áãéěáâćãěâ ćěàèĺŋă v_0, ĺğ łőâőàőľ ć łăęďãî ďàãčãî v ∈ V ćěďñâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ ŕãâì. Ŕőłăęĺâě, çâő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćăàĺăŋâ čàăäă G ïćńïěâáï ďěàěćőň.

5.5-4 Ďőłăęĺâě ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő ć ńîąőň ďćőĺçŋőň ďěàěćě çĺáńő ćěàèĺŋ áâěŕěŋĺ 2 ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě çĺáńă ńĺáâìěć.

5.5-5 Ŕőłăęĺâě, çâő ďćőĺçŋőě ďěàěćő á n ćěàèĺŋăňĺ ĺňěěâ ćëáőâã ŋě ňěŋìèě ⌊lg n⌋.

5.5-6^⋆ Őŕàěďěńĺň ćŋãâàěŋŋîî áãňňã ďńĺŋ (internal path length) ďńï ďćőĺçŋőčő ďěàěćă, ć łőâőàőň łăęďăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ áâěŕěŋì 0 ĺńĺ 2, łăł áãňňã čńãąĺŋ ćáěå ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ. Őŕàěďěńĺň ćŋěèŋîî áãňňã ďńĺŋ ďńï íâőčő ęě ďěàěćă łăł áãňňã čńãąĺŋ ćáěå ěčő ńĺáâìěć. Ŕãáâì n — çĺáńő ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ âăłőčő ďěàěćă, i ĺ e — ćŋãâàěŋŋïï ĺ ćŋěèŋïï áãňňë ďńĺŋ. Ďőłăęĺâě, çâő e = i + 2n.

5.5-7^⋆ Őŕàěďěńĺň ”ćěá” ńĺáâă ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě łăł 2^{−d}, čďě d — ěčő čńãąĺŋă. Ďőłăęĺâě, çâő áãňňă ćěáőć ćáěå ńĺáâìěć ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1 (ŋěàăćěŋáâćő Łàăäâă, Kraft inequality)

5.5-8^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ć ńîąőň ďćőĺçŋőň ďěàěćě á L ńĺáâìïňĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ŕőďďěàěćő, çĺáńő ńĺáâìěć ć łőâőàőň ŋăåőďĺâáï ŋă őâàěğłě [L/3, 2L/3].

Ğăďăçĺ

5-1 Řăáłàăáłă čàăäă

Ŋăğőćñň k-àăáłàăáłőľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă (V, E) äãŋłæĺî c: V → {0, 1, . . ., k − 1}, ďńï łőâőàőčő c(u) ≠ c(v) ďńï ńîąëå ďćãå áňěęŋëå ćěàèĺŋ u ĺ v. (Łőŋæë ńîąőčő àěąàă ďőńęŋë ĺňěâì àăğŋëě æćěâă.)

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąőě ďěàěćő ĺňěěâ 2-àăáłàăáłã.

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő áńěďãîéĺě áćőľáâćă ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G àăćŋőáĺńìŋë:

1. Čàăä G ďćãďőńìŋëľ. 2. Čàăä G ĺňěěâ 2-àăáłàăáłã.

3. Čàăä G ŋě ĺňěěâ æĺłńőć ŋěçñâŋőľ ďńĺŋë.

ć. Ŕãáâì d — ňăłáĺňăńìŋăï áâěŕěŋì ćěàèĺŋ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G. Ŕőłăęĺâě, çâő G ĺňěěâ (d + 1)-àăáłàăáłã.

č. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ čàăä G ĺňěěâ O(|V |) àñąěà, âő G ĺňěěâ O( √ |V |)-àăáłàăáłã.

5-2 Čàăäë ĺ ńîďĺ

Ŕěàěćěďĺâě ŋă ïğëł ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć áńěďãîéĺě ãâćěàęďěŋĺï ĺ ďőłăęĺâě ĺå. (Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő őâŋőèěŋĺě ”ąëâì ďàãčőň” áĺňňěâàĺçŋő, ĺ çěńőćěł ŋě ćłńîçăěâáï ć çĺáńő áćőĺå ďàãğěľ.)

ă. Ć ńîąőľ łőňŕăŋĺĺ ĺğ n ⩾ 2 çěńőćěł ŋăľďãâáï ďćă çěńőćěłă á őďĺŋăłőćëň çĺáńőň ďàãğěľ (áàěďĺ ŕàĺáãâáâćãîéĺå).

ą. Ć ńîąőľ čàãŕŕě ĺğ 6 çěńőćěł ňőęŋő ŋăľâĺ ńĺąő âàñå çěńőćěł, ïćńïîéĺåáï ďàãğìïňĺ ďàãč ďàãčă, ńĺąő âàñå çěńőćěł, ŋĺłăłĺě ďćőě ĺğ łőâőàëå ŋě ïćńïîâáï ďàãğìïňĺ.

ć. Ńîąãî łőňŕăŋĺî ńîďěľ ňőęŋő àăğćěáâĺ ŕő ďćãň łőňŋăâăň âăł, çâő ďńï łăęďőčő çěńőćěłă łăł ňĺŋĺňãň ŕőńőćĺŋă ěčő ďàãğěľ őłăęãâáï ć ďàãčőľ łőňŋăâě.

č. Ěáńĺ ć łőňŕăŋĺĺ ĺğ n çěńőćěł ã łăęďőčő ŋě ňěŋěě n/2 ďàãğěľ, âő íâã łőňŕăŋĺî ňőęŋő àăááăďĺâì ğă łàãčńëň áâőńőň âăł, çâőąë łăęďëľ áĺďěń ňěęďã ďćãňï áćőĺňĺ ďàãğìïňĺ.

5-3 Řăğąĺěŋĺě ďěàěćìěć ŋă çăáâĺ Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë ŋă čàăäăå, ďěľáâćãîéĺě ŕő ŕàĺŋæĺŕã ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, ďěńïâ čàăä ŋă ďćě çăáâĺ, ŕàĺ íâőň ęěńăâěńìŋő ãďăńïâì łăł ňőęŋő ňěŋìèě àñąěà ĺ ŕőńãçĺâì ďćě çăáâĺ ŕő ćőğňőęŋőáâĺ ąńĺğłőčő àăğňěàă.

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ć ńîąőň ďćőĺçŋőň ďěàěćě á n ćěàèĺŋăňĺ ňőęŋő ŋăľâĺ àěąàő, ŕőáńě ãďăńěŋĺï łőâőàőčő ŕőńãçăâáï ďćě çăáâĺ àăğňěàă ŋě ąőńìèě 3n/4 łăęďăï.

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő łőŋáâăŋâã 3/4 ć ŕãŋłâě (ă) ŋěńìğï ãńãçèĺâì, ŕàĺćěďï ŕàĺňěà ďćőĺçŋőčő ďěàěćă, ďńï łőâőàőčő ŕőáńě ãďăńěŋĺï ńîąőčő àěąàă ć őďŋőľ ĺğ çăáâěľ őáâăñâáï ŋě ňěŋěě 3n/4 ćěàèĺŋ.

ć. Ŕőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ ńîąőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă á n ćěàèĺŋăňĺ ňőęŋő àăğąĺâì ŋă ďćě çăáâĺ A ĺ B âăłĺň őąàăğőň, çâő |A| = ⌊n/2⌋, |B| = ⌈n/2⌉, ă çĺáńő àñąěà, áőěďĺŋïîéĺå ćěàèĺŋë ĺğ àăğŋëå çăáâěľ, ěáâì O(lg n).

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 5 95

Ğăňěçăŋĺï

Őáŋőćăâěńì áĺňćőńĺçěáłőľ ńőčĺłĺ Ąãńì (G. Boole) ććñń ňŋőčĺě ĺğ ŋëŋěèŋĺå âěőàěâĺłő-ňŋőęěáâćěŋŋëå őąőğŋăçěŋĺľ ć łŋĺčě, őŕãąńĺłőćăŋŋőľ ć 1854 čőďã. Śőćàěňěŋŋăï âěőàĺï ňŋőęěáâć (ŕàěęďě ćáěčő âěőàĺï ňőéŋőáâěľ ąěáłőŋěçŋëå ňŋőęěáâć) ąëńă áőğďăŋă Łăŋâőàőň (G. Cantor) ć 1874–1895 čőďăå. Šěàňĺŋ ”äãŋłæĺï” ĺáŕőńìğőćăń Ńěľąŋĺæ (G.W. Leibnitz) ć ŕàĺňěŋěŋĺĺ ł ŋěłőâőàëň ňăâěňăâĺçěáłĺň äőàňãńăň. Őŕàěďěńěŋĺě äãŋłæĺĺ ćŕőáńěďáâćĺĺ ňŋőčőłàăâŋő őąőąéăńőáì. Šěőàĺï čàăäőć ćőáåőďĺâ ł 1736 čőďã, łőčďă İľńěà (L. Euler) ŕőłăğăń, çâő ŋěćőğňőęŋő ŕàőľâĺ ŕő ćáěň áěňĺ ňőáâăň čőàőďă Łñŋĺčáąěàčă ŕő őďŋőňã àăğã ĺ ćěàŋãâìáï ć ĺáåőďŋãî âőçłã.

Ŕőńěğŋëň áŕàăćőçŋĺłőň ŕő őŕàěďěńěŋĺïň ĺ àěğãńìâăâăň âěőàĺĺ čàăäőć ïćńïěâáï łŋĺčă Ţăàăàĺ [94].

6 Łőňąĺŋăâőàĺłă ĺ ćěàőïâŋőáâì

Ć íâőľ čńăćě ĺğńăčăîâáï ŋăçăńă łőňąĺŋăâőàĺłĺ ĺ âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ. Ěáńĺ ćë ğŋăłőňë á ŋĺňĺ, áőćěâãěň ŕàőáňőâàěâì ŋăçăńő čńăćë ĺ ćŋĺňăâěńìŋő ŕàőçěáâì ŕőáńěďŋĺě àăğďěńë. Ňŋőčĺě čńăćë íâőľ łŋĺčĺ ŋě ĺáŕőńìğãîâ âěőàĺî ćěàőïâŋőáâěľ, ŋő łőě-čďě őŋă ŋěőąåőďĺňă.

Řăğďěń 6.1 ŋăŕőňĺŋăěâ őáŋőćŋëě äăłâë łőňąĺŋăâőàĺłĺ (ć âőň çĺáńě äőàňãńë ďńï ŕěàěáâăŋőćőł ĺ áőçěâăŋĺľ). Řăğďěń 6.2 áőďěàęĺâ ăłáĺőňë ćěàőïâŋőáâĺ ĺ őáŋőćŋëě äăłâë ő àăáŕàěďěńěŋĺïå ćěàőïâŋőáâěľ. Ć àăğďěńě 6.3 őŕàěďěńïîâáï ŕőŋïâĺï áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë, ěě ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï ĺ ďĺáŕěàáĺĺ. Řăğďěń 6.4 ŕőáćïéěŋ čěőňěâàĺçěáłőňã ĺ ąĺŋőňĺăńìŋőňã àăáŕàěďěńěŋĺïň. Ĺááńěďőćăŋĺě ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ŕàőďőńęăěâáï ć àăğďěńě 6.5 (őæěŋłă ”åćőáâőć”). Ć ŕőáńěďŋěň àăğďěńě 6.6 ŕàĺňěŋěŋĺě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ĺńńîáâàĺàãěâáï ŋă ŕàĺňěàě âàñå ğăďăç: ŕăàăďőłáă ďŋï àőęďěŋĺï, áńãçăľŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï èăàőć ŕő ãàŋăň ĺ őæěŋłĺ ďńĺŋë ćëĺčàëèŋëå ãçăáâłőć ŕàĺ ąàőáăŋĺĺ ňőŋěâë.

6.1 Ŕőďáçñâ łőńĺçěáâć

Ĺŋőčďă ňőęŋő ŋăľâĺ çĺáńő ŕàěďňěâőć őŕàěďěńñŋŋőčő ćĺďă, ŋě ŕěàěçĺáńïï ĺå ćáě. Ŋăŕàĺňěà, ńěčłő ŋăľâĺ çĺáńő ćáěå n-ąĺâőćëå áâàőł ĺńĺ ćáěå ŕěàěáâăŋőćőł n őąêěłâőć. Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň őáŋőćŋëě ňěâőďë âăłőčő ŕőďáçñâă. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő çĺâăâěńì ğŋăłőň á ŕőŋïâĺïňĺ âěőàĺĺ ňŋőęěáâć (áň. àăğď. 5.1).

Ŕàăćĺńă áãňňë ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï

Ňŋőęěáâćő, łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć łőâőàőčő ňë åőâĺň ŕőďáçĺâăâì, çăáâő ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋő ć ćĺďě őąêěďĺŋěŋĺï ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć ĺńĺ ďěłăàâőćă ŕàőĺğćěďěŋĺï ňŋőęěáâć.

Ŕàăćĺńő áãňňë (rule of sum) čńăáĺâ, çâő |A∪B| = |A|+|B| ďńï ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï łőŋěçŋëå ňŋőęěáâć A ĺ B (çăáâŋëľ áńãçăľ äőàňãńë (5.3)). Ěáńĺ áĺňćőń ŋă ŋőňěàě ňăèĺŋë ďőńęěŋ ąëâì ńĺąő ńăâĺŋáłőľ ąãłćőľ, ńĺąő æĺäàőľ, âő ćáěčő ěáâì 26 + 10 = 36 ćőğňőęŋőáâěľ, âăł łăł ąãłć 26, ă æĺäà 10.

Ŕàăćĺńő ŕàőĺğćěďěŋĺï (rule of product) ãâćěàęďăěâ, çâő |A × B| = |A| · |B| ďńï łőŋěçŋëå ňŋőęěáâć A ĺ B, áň. (5.4). Ŋăŕàĺňěà, ĺňěï 28 áőàâőć ňőàőęěŋőčő ĺ 4 ćĺďă áĺàőŕă, ňőęŋő ĺğčőâőćĺâì 28 · 4 = 112 ćăàĺăŋâőć ňőàőęěŋőčő á áĺàőŕőň (ŋě áňěèĺćăï àăğŋëě áőàâă ňőàőęěŋőčő ĺ áĺàőŕă).

Śâàőłĺ

Śâàőłőľ (string; ŕő-àãááłĺ čőćőàïâ âăłęě ő áńőćăå) ŋăğëćăîâ łőŋěçŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì íńěňěŋâőć ŋěłőâőàőčő łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă S (ŋăğëćăěňőčő ăńäăćĺâőň). Ŋăŕàĺňěà, áãéěáâćãěâ 8 ďćőĺçŋëå (áőáâăćńěŋŋëå ĺğ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ) áâàőł ďńĺŋë 3:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Ĺŋőčďă áâàőłã ďńĺŋë k ŋăğëćăîâ k-áâàőłőľ (k-string). Ŕőďáâàőłőľ (substring) s^′ áâàőłĺ s ŋăğëćăěâáï ŕàőĺğćőńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺďãéĺå ŕőďàïď íńěňěŋâőć áâàőłĺ s. Čőćőàï ő k-ŕőďáâàőłě (ksubstring), ĺňěîâ ć ćĺďã ŕőďáâàőłã ďńĺŋë k. Šăł, 010 ïćńïěâáï 3- ŕőďáâàőłőľ áâàőłĺ 01101001 (őŋă ŋăçĺŋăěâáï á ŕőğĺæĺĺ 4), ă 111 — ŋěâ.

Śâàőłă ďńĺŋë k ĺğ íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă S ïćńïěâáï íńěňěŋâőň ŕàïňőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï S^k, âăł çâő ćáěčő áãéěáâćãěâ |S|^k áâàőł ďńĺŋë k. Ć çăáâŋőáâĺ, ĺňěěâáï 2^k ďćőĺçŋëå áâàőł ďńĺŋë k. İâő ňőęŋő őąêïáŋĺâì ěéñ ĺ âăł: ŕěàćëľ íńěňěŋâ áâàőłĺ ňőęŋő ćëąàăâì |S| áŕőáőąăňĺ; ďńï łăęďőčő ĺğ ŋĺå ěáâì |S| ćăàĺăŋâőć ŕàőďőńęěŋĺï, ĺ âăł ďăńěě — ćáěčő k ćëąőàőć, ŕőńãçăěâáï |S|×|S|×. . .×|S| (k ňŋőęĺâěńěľ) ćăàĺăŋâőć.

Ŕěàěáâăŋőćłĺ

Ŕěàěáâăŋőćłőľ (permutation) łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă S ŋăğëćăěâáï ãŕőàïďőçěŋŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćáěå ěčő íńěňěŋâőć, ć łőâőàőľ łăęďëľ íńěňěŋâ ćáâàěçăěâáï àőćŋő őďĺŋ àăğ. Šăł, áãéěáâćãěâ 6 ŕěàěáâăŋőćőł ňŋőęěáâćă S = {a, b, c} : abc, acb, bac, bca, cab, cba. Ćáěčő ĺňěěâáï n! ŕěàěáâăŋőćőł ňŋőęěáâćă ĺğ n íńěňěŋâőć, âăł łăł ŕěàćëľ íńěňěŋâ ŕěàěáâăŋőćłĺ ňőęŋő ćëąàăâì n áŕőáőąăňĺ, ćâőàőľ n − 1 áŕőáőąăňĺ, âàěâĺľ n − 2 áŕőáőąăňĺ, ĺ â. ď.

Řăğňěéěŋĺï ąěğ ŕőćâőàěŋĺľ

Ěáńĺ łăęďëľ íńěňěŋâ ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì âőńìłő őďĺŋ àăğ, ŋő ŋě âàěąãěâáï ĺáŕőńìğőćăâì ćáě íńěňěŋâë, čőćőàïâ ő àăğňěéěŋĺïå ąěğ ŕőćâőàěŋĺľ. Ŕãáâì äĺłáĺàőćăŋő ňŋőęěáâćő S ĺğ n íńěňěŋâőć ĺ ŋěłőâőàőě k, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě n. Řăğňěéěŋĺěň ąěğ ŕőćâőàěŋĺľ ĺğ n ŕő k ŋăğëćăîâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďńĺŋë k, áőáâăćńěŋŋãî ĺğ àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć S. (Ăŋčńĺľáłĺľ âěàňĺŋ — k-permutation.) Ůĺáńő âăłĺå àăğňěéěŋĺľ àăćŋő

n(n − 1)(n − 2) · · ·(n − k + 1) = n! (n − k)! (6.1)

âăł łăł áãéěáâćãěâ n áŕőáőąőć ćëąőàă ŕěàćőčő íńěňěŋâă, n−1 áŕőáőąőć ćëąőàă ćâőàőčő íńěňěŋâă, ĺ âăł ďăńěě ďő k-čő íńěňěŋâă, łőâőàëľ ňőęŋő ćëąàăâì n − k + 1 áŕőáőąăňĺ.

Ŋăŕàĺňěà, áãéěáâćãěâ 12 = 4 · 3 ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ĺğ ďćãå àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă {a, b, c, d}: ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc. Ůăáâŋëň áńãçăěň íâőľ äőàňãńë ïćńïěâáï äőàňãńă ďńï çĺáńă ŕěàěáâăŋőćőł (ŕőáłőńìłã ŕěàěáâăŋőćłĺ ïćńïîâáï çăáâŋëň áńãçăěň àăğňěéěŋĺľ ŕàĺ n = k).

Śőçěâăŋĺï

Śőçěâăŋĺïňĺ (k-combinations) ĺğ n íńěňěŋâőć ŕő k ŋăğëćăîâáï kíńěňěŋâŋëě ŕőďňŋőęěáâćă łăłőčő-ńĺąő n-íńěňěŋâŋőčő ňŋőęěáâćă. Ŋăŕàĺňěà, ã ňŋőęěáâćă {a, b, c, d} ĺğ 4 íńěňěŋâőć ĺňěěâáï 6 ďćãåíńěňěŋâŋëå ŕőďňŋőęěáâć {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c, d}. Ůĺáńő áőçěâăŋĺľ ĺğ n ŕő k ć k! àăğ ňěŋìèě çĺáńă àăğňěéěŋĺľ ąěğ ŕőćâőàěŋĺľ (ďńï âěå ęě n ĺ k), âăł łăł ĺğ łăęďőčő k-áőçěâăŋĺï ňőęŋő áďěńăâì k! àăğňěéěŋĺľ ąěğ ŕőćâőàěŋĺľ, ŕěàěáâăćńïï ěčő íńěňěŋâë. Ŕőíâőňã ĺğ äőàňãńë (6.1) áńěďãěâ, çâő çĺáńő áőçěâăŋĺľ ĺğ n ŕő k àăćŋő n! k!(n − k)! . (6.2)

Ďńï k = 0 íâă äőàňãńă ďăñâ 1, łăł ĺ ďőńęŋő ąëâì (ěáâì àőćŋő őďŋő ŕãáâőě ŕőďňŋőęěáâćő; ŋăŕőňŋĺň, çâő 0! = 1).

Ąĺŋőňĺăńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë

Ďńï çĺáńă áőçěâăŋĺľ ĺğ n ŕő k ĺáŕőńìğãěâáï őąőğŋăçěŋĺě C^k_n ĺńĺ (ć ăŋčńĺľáłőľ ńĺâěàăâãàě) (_n k ) : C^k_n = ( n k ) = n! k!(n − k)! . (6.3)

İâă äőàňãńă áĺňňěâàĺçŋă őâŋőáĺâěńìŋő ğăňěŋë k ŋă n − k :

C^k_n = C^{n−k}_n . (6.4)

Ůĺáńă C^k_n ĺğćěáâŋë âăłęě łăł ąĺŋőňĺăńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë (binomial coefficients), ŕőïćńïîéĺěáï ć ąĺŋőňě Ŋìîâőŋă (binomial expansion):

(x + y)^n = n∑ k=0 C^k_nx^k y^{n−k} (6.5)

(ěáńĺ àăáłàëâì áłőąłĺ ć (x+y)^n, âő łőńĺçěáâćő çńěŋőć, áőďěàęăéĺå k ňŋőęĺâěńěľ x ĺ n − k ňŋőęĺâěńěľ y, àăćŋő łőńĺçěáâćã áŕőáőąőć ćëąàăâì k ňěáâ ĺğ n, â. ě. C^k_n).

Ŕàĺ x = y = 1 ąĺŋőň Ŋìîâőŋă ďăñâ

2^n = n∑ k=0 C^k_n. (6.6)

(Łőňąĺŋăâőàŋëľ áňëáń: 2^n ďćőĺçŋëå áâàőł ďńĺŋë n áčàãŕŕĺàőćăŋë ŕő çĺáńã ěďĺŋĺæ: ĺňěěâáï łăł àăğ C^k_n áâàőł á k ěďĺŋĺæăňĺ.)

Śãéěáâćãěâ ňŋőčő âőęďěáâć á ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ (ŋěłőâőàëě ĺğ ŋĺå ŕàěďńăčăîâáï ć łăçěáâćě ãŕàăęŋěŋĺľ ć łőŋæě íâőčő àăğďěńă).

Őæěŋłĺ ąĺŋőňĺăńìŋëå łőíääĺæĺěŋâőć

Ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï őæěŋĺâì ćěńĺçĺŋã ąĺŋőňĺăńìŋëå łőíääĺæĺěŋâőć. Ďńï 1 ⩽ k ⩽ n ĺňěěň őæěŋłã áŋĺğã

C^k_n = n(n − 1) · · ·(n − k + 1) k(k − 1) · · ·1 = (n k ) ( n − 1 k − 1 ) · · · ( n − k + 1 1 )

⩾ (n k )_k . (6.7)

Ĺáŕőńìğãï ŋěàăćěŋáâćő k! ⩾ (^k_e )^k, ïćńïîéěěáï áńěďáâćĺěň äőàňãńë Śâĺàńĺŋčă (2.12), ŕőńãçăěň őæěŋłã áćěàåã

C^k_n = n(n − 1) · · ·(n − k + 1) k(k − 1) · · ·1 ⩽ n^k k! (6.8) ⩽ (en k )_k . (6.9)

Ďńï ćáěå 0 ⩽ k ⩽ n ňőęŋő ŕő ĺŋďãłæĺĺ (áň. ãŕà. 6.1-12) ďőłăğăâì őæěŋłã C^k_n ⩽ n^n k^k (n − k)^{n−k} , (6.10)

čďě àăďĺ ãďőąáâćă ğăŕĺáĺ ŕőńăčăěň 0^0 = 1. Ďńï k = λn, čďě 0 ⩽ λ ⩽ 1, íâă őæěŋłă ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋă łăł C^{λn}_n ⩽ n^n (λn)^{λn}((1 − λ)n)^{(1−λ)n} = (( 1 λ )_λ ( 1 1 − λ )_{1−λ})n (6.11)

= 2^{nH(λ)}, (6.12)

čďě ćěńĺçĺŋă

H(λ) = −λ lg λ − (1 − λ) lg(1 − λ) (6.13)

ŋăğëćăěâáï (ďćőĺçŋőľ) èěŋŋőŋőćáłőľ íŋâàőŕĺěľ, ŕő-ăŋčńĺľáłĺ (binary) entropy function. Ć íâőľ ğăŕĺáĺ ňë ŕőńăčăěň 0 lg 0 = 0, âăł çâő H(0) = H(1) = 0.

Şŕàăęŋěŋĺï

6.1-1 Śłőńìłő áãéěáâćãěâ k-ŕőďáâàőł áâàőłĺ ďńĺŋë n? (Ŕőďáâàőłĺ, ŋăçĺŋăîéĺěáï á àăğńĺçŋëå ŕőğĺæĺľ áâàőłĺ, áçĺâăîâáï àăğŋëňĺ.) łăłőćő őąéěě çĺáńő ŕőďáâàőł áâàőłĺ ďńĺŋë n?

6.1-2 Ąãńěćă äãŋłæĺï (boolean function) á n ćåőďăňĺ ĺ m ćëåőďăňĺ — íâő äãŋłæĺï, őŕàěďěńěŋŋăï ŋă ňŋőęěáâćě {true, false}^n áő ğŋăçěŋĺïňĺ ć ňŋőęěáâćě {true, false}^m. Śłőńìłő áãéěáâćãěâ àăğńĺçŋëå ąãńěćëå äãŋłæĺľ á n ćåőďăňĺ ĺ őďŋĺň ćëåőďőň? Ă ąãńěćëå äãŋłæĺľ á n ćåőďăňĺ ĺ m ćëåőďăňĺ?

6.1-3 Śłőńìłĺňĺ áŕőáőąăňĺ n (àăğńĺçŋëå) ŕàőäěááőàőć ňőčãâ àăáŕőńőęĺâìáï ğă łàãčńëň áâőńőň? Śŕőáőąë, őâńĺçăîéĺěáï ŕőćőàőâőň, áçĺâăîâáï őďĺŋăłőćëňĺ.

6.1-4 Śłőńìłĺňĺ áŕőáőąăňĺ ňőęŋő ćëąàăâì âàĺ àăğńĺçŋëå çĺáńă ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . ., 100} âăł, çâőąë ĺå áãňňă ąëńă çěâŋőľ? (Ŕőàïďőł ćëąőàă áãéěáâćěŋ.)

6.1-5 Ďőłăęĺâě âőęďěáâćő

C^k_n = n k C^{k−1}_{n−1} (6.14)

ďńï 0 < k ⩽ n.

6.1-6 Ďőłăęĺâě âőęďěáâćő

C^k_n = n n − k C^k_{n−1} ďńï 0 ⩽ k < n.

6.1-7 Ćëąĺàăï k ŕàěďňěâőć ĺğ n, ňőęŋő őâňěâĺâì őďĺŋ ĺğ ŕàěďňěâőć ĺ áńěďĺâì, ćëąàăŋ őŋ ĺńĺ ŋěâ. Ĺáŕőńìğãï íâő őąáâőïâěńìáâćő, ďőłăęĺâě, çâő C^k_n = C^k_{n−1} + C^{k−1}_{n−1}.

6.1-8 Ĺáŕőńìğãï àěğãńìâăâ ãŕàăęŋěŋĺï 6.1-7, áőáâăćìâě âăąńĺæã ďńï C^k_n ŕàĺ n = 0, 1, 2, . . ., 6 ĺ ŕàĺ k őâ 0 ďő n ć ćĺďě àăćŋőąěďàěŋŋőčő âàěãčőńìŋĺłă (C^0_0 áćěàåã, C^0_1 ĺ C^1_1 ć áńěďãîéěľ áâàőłě, ĺ âăł ďăńěě). İâőâ âàěãčőńìŋĺł ŋăğëćăîâ âàěãčőńìŋĺłőň Ŕăáłăńï (Pascal’s triangle).

6.1-9 Ďőłăęĺâě àăćěŋáâćő n∑ i=1 i = C^2_{n+1}.

6.1-10 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő n ⩾ 0 ćěńĺçĺŋă C^k_n ďőáâĺčăěâ ŋăĺąőńìèěčő (áàěďĺ ćáěå k őâ 0 ďő n) ğŋăçěŋĺï ŕàĺ k = ⌊n/2⌋ ĺ ŕàĺ k = ⌈n/2⌉ (âăł çâő ďńï çñâŋőčő n ňăłáĺňãň őďĺŋ, ă ďńï ŋěçñâŋőčő — ďćă áâőïéĺå àïďőň).

6.1-11^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąëå n ⩾ 0, j ⩾ 0, k ⩾ 0, j + k ⩽ n ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő C^{j+k}_n ⩽ C^j_nC^k_{n−j} á ŕőňőéìî łőňąĺŋăâőàŋëå àăááãęďěŋĺľ, ă âăłęě á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň äőàňãńë (6.3). Ć łăłĺå áńãçăïå íâő ŋěàăćěŋáâćő őąàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő?

6.1-12^⋆ Ďőłăęĺâě ŕő ĺŋďãłæĺĺ ŋěàăćěŋáâćő (6.10) ďńï k ⩽ n/2; ğăâěň, ĺáŕőńìğãï (6.4), ďőłăęĺâě ěčő ďńï ćáěå k ⩽ n.

6.1-13^⋆ Ĺáŕőńìğãï äőàňãńã Śâĺàńĺŋčă, ďőłăęĺâě, çâő

C^n_{2n} =

2^{2n} √ πn (1 + O(1/n)). (6.16)

6.1-14^⋆ Ďĺääěàěŋæĺàãï H(λ), ŕőłăęĺâě, çâő ňăłáĺňãň ďőáâĺčăěâáï ŕàĺ λ = 1/2. Ůěňã àăćŋő H(1/2)?

6.2 Ćěàőïâŋőáâì

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŋăŕőňŋĺň őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ.

Ŕãáâì ğăďăŋő ŋěłőâőàőě ňŋőęěáâćő S, łőâőàőě ňë ŋăğëćăěň ćěàőïâŋőáâŋëň ŕàőáâàăŋáâćőň (sample space), ă ěčő íńěňěŋâë — íńěňěŋâăàŋëňĺ áőąëâĺïňĺ (elementary events). Łăęďëľ ĺğ íńěňěŋâőć ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł ćőğňőęŋëľ ĺáåőď ĺáŕëâăŋĺï. Ŋăŕàĺňěà, ąàőáăŋĺî ďćãå àăğńĺçŋëå ňőŋěâ áőőâćěâáâćãěâ ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő, áőďěàęăéěě çěâëàě áâàőłĺ ďńĺŋë 2, áőáâăćńěŋŋëě ĺğ áĺňćőńőć ő (őàñń) ĺ à (àěèłă):

S = {őő, őà, àő, àà}

Śőąëâĺěň (event) ŋăğëćăěâáï ŕőďňŋőęěáâćő ŕàőáâàăŋáâćă S. Ŋăŕàĺňěà, ć ŋăèěň ŕàĺňěàě ňőęŋő àăááňőâàěâì áőąëâĺě ”ćëŕăń őďĺŋ őàñń ĺ őďŋă àěèłă”, â. ě. ňŋőęěáâćő {őà, àő}.

Śőąëâĺě S (ćáñ ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő) ŋăğëćăěâáï ďőáâőćěàŋëň áőąëâĺěň (certain event), ă áőąëâĺě ∅ ŋăğëćăěâáï ŋěćőğňőęŋëň áőąëâĺěň (null event). Śőąëâĺï A ĺ B ŋăğëćăîâáï ŋěáőćňěáâŋëňĺ (mutually exclusive), ěáńĺ A ∩ B = ∅. Łăęďőě íńěňěŋâăàŋőě áőąëâĺě s ∈ S ňë ąãďěň áçĺâăâì áőąëâĺěň {s} ⊆ S. Řăğńĺçŋëě íńěňěŋâăàŋëě áőąëâĺï ŋěáőćňěáâŋë.

Śłăğăŋŋőě őâŋőáĺâáï ąěğ őčőćőàőł ł áńãçăî łőŋěçŋőčő ĺńĺ áçñâŋőčő ňŋőęěáâćă S. Ć őąéěň áńãçăě őŕàěďěńěŋĺě áńőęŋěě, ĺ áőąëâĺïňĺ áçĺâăîâáï ŋě ćáě ŕőďňŋőęěáâćă ňŋőęěáâćă S, ă âőńìłő ŋěłőâőàëě. Őŋĺ ďőńęŋë őąàăğőćëćăâì σ-ăńčěąàã (ŕěàěáěçěŋĺě ĺ őąêěďĺŋěŋĺě áçñâŋőčő çĺáńă áőąëâĺľ ěáâì áőąëâĺě; ďőŕőńŋěŋĺě áőąëâĺï ěáâì áőąëâĺě). Ňë ŋě ąãďěň čőćőàĺâì őą íâőň ŕőďàőąŋő, åőâï ŋěłőâőàëě ŕàĺňěàë âăłőčő àőďă (àăćŋőňěàŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ŋă őâàěğłě) ŋăň ćáâàěâïâáï.

Ăłáĺőňë ćěàőïâŋőáâĺ

Řăáŕàěďěńěŋĺěň ćěàőïâŋőáâěľ (probability distribution) ŋă ćěàőïâŋőáâŋőň ŕàőáâàăŋáâćě S ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺï P, áâăćïéăï ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőňã áőąëâĺî ŋěłőâőàőě ŋěőâàĺæăâěńìŋőě çĺáńő ĺ ãďőćńěâćőàïîéăï áńěďãîéĺň âàěąőćăŋĺïň (ăłáĺőňăň ćěàőïâŋőáâĺ, ŕő-ăŋčńĺľáłĺ probability axioms):

1. PA ⩾ 0 ďńï ńîąőčő áőąëâĺï A. 2. P{S} = 1.

3. P{A ∪ B} = P{A} + P{B} ďńï ńîąëå ďćãå ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ A ĺ B, ĺ, ąőńěě âőčő, P{∪_iA_i} = ∑ i P{A_i}. ďńï ńîąőľ (łőŋěçŋőľ ĺńĺ áçěâŋőľ) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕőŕăàŋő ŋěáőćňěáâŋëå áőąëâĺľ A_1, A_2, . . .

Ůĺáńő P{A} ŋăğëćăěâáï ćěàőïâŋőáâìî áőąëâĺï A (probability of the event A). Ğăňěâĺň, çâő ăłáĺőňă 2 äĺłáĺàãěâ ”ěďĺŋĺæã ĺğňěàěŋĺï” ćěàőïâŋőáâěľ, ŕàĺŋĺňăï ğă 1 ćěàőïâŋőáâì ďőáâőćěàŋőčő áőąëâĺï.

Ćőâ ŋěáłőńìłő ŕàőáâëå áńěďáâćĺľ ĺğ íâĺå ăłáĺőň. Ŋěćőğňőęŋőě áőąëâĺě ĺňěěâ ŋãńěćãî ćěàőïâŋőáâì P{∅} = 0. Ěáńĺ A ⊆ B, âő P{A} ⩽ P{B}. Ĺáŕőńìğãï őąőğŋăçěŋĺě A ďńï áőąëâĺï S − A (ďőŕőńŋěŋĺě ł A), ĺňěěň P{A} = 1 − P{A}. Ďńï ńîąëå ďćãå áőąëâĺľ A ĺ B ĺňěěâ ňěáâő P{A ∪ B} = P{A} + P{B} − P{A ∩ B} (6.17) ⩽ P{A} + P{B}. (6.18) Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě á ąàőáăŋĺěň ďćãå ňőŋěâ, ŕőńőęĺň ćěàőïâŋőáâì łăęďőčő íńěňěŋâăàŋőčő ĺáåőďă àăćŋőľ 1/4. Šőčďă ćěàőïâŋőáâì ćëŕăďěŋĺï ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďŋőčő őàńă ąãďěâ

P{őő, őà, àő} = P{őő} + P{őà} + P{àő} = 3/4. Ĺŋăçě: ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŋě ąãďěâ ŋĺ őďŋőčő őàńă, àăćŋă P{àà} = 1/4, ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï ŕő ňěŋìèěľ ňěàě őďŋőčő őàńă ěáâì 1 − 1/4 = 3/4.

6.2.1 Ďĺáłàěâŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ

Řăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ ŋă łőŋěçŋőň ĺńĺ áçñâŋőň ćěàőïâŋőáâŋőň ŕàőáâàăŋáâćě ŋăğëćăěâáï ďĺáłàěâŋëň (discrete). Ďńï âăłĺå àăáŕàěďěńěŋĺľ ňőęŋő ŋăŕĺáăâì P{A} = ∑ s∈A P{s}, ďńï ńîąőčő áőąëâĺï A, ŕőáłőńìłã őŋő ïćńïěâáï őąêěďĺŋěŋĺěň ŋě ąőńěě çěň áçñâŋőčő ňŋőęěáâćă ŋěáőćňěáâŋëå íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ. Ěáńĺ ňŋőęěáâćő S łőŋěçŋő ĺ ćáě íńěňěŋâë ěčő àăćŋőćěàőïâŋë, âő ŕőńãçăěâáï àăćŋőňěàŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ

(uniform probability distribution) ŋă łőŋěçŋőň ňŋőęěáâćě S. Ŕàĺ íâőň ćěàőïâŋőáâì ńîąőčő áőąëâĺï, ćłńîçăîéěčő ć áěąï k íńěňěŋâăàŋëå ĺáåőďőć ĺğ |S|, àăćŋă k/|S|. Ć âăłĺå áńãçăïå čőćőàïâ ”ćëąěàěň áńãçăľŋő íńěňěŋâ s ∈ S”.

Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň ąàőáăŋĺě áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë (flipping a fair coin), ďńï łőâőàőľ ćěàőïâŋőáâĺ őàńă ĺ àěèłĺ őďĺŋăłőćë ĺ àăćŋë 1/2. Ąàőáăï ěñ n àăğ, ňë ŕàĺåőďĺň ł àăćŋőňěàŋőňã àăáŕàěďěńěŋĺî ŋă ŕàőáâàăŋáâćě S = {ő, à}^n, áőáâőïéěň ĺğ 2^n íńěňěŋâőć. Łăęďőě íńěňěŋâăàŋőě áőąëâĺě ĺğ S ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł áâàőłã ďńĺŋë n íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă {ő, à}, ĺ ćáě âăłĺě áâàőłĺ ĺňěîâ ćěàőïâŋőáâì 1/2^n. Śőąëâĺě

A = {ćëŕăńő k őàńőć ĺ n − k àěèěł}

ěáâì ŕőďňŋőęěáâćő S ĺ áőáâőĺâ ĺğ |A| = C^k_n íńěňěŋâőć, âăł łăł áãéěáâćãěâ C^k_n áâàőł, áőďěàęăéĺå àőćŋő k őàńőć. Šěň áăňëň, ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï A àăćŋă P{A} = C^k_n/2^n.

Ŋěŕàěàëćŋőě àăćŋőňěàŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ

Ąãďěň áçĺâăâì íńěňěŋâăàŋëňĺ ĺáåőďăňĺ âőçłĺ ŋěłőâőàőčő őâàěğłă [a, b]. Őŕàěďěńĺň ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï [c, d] ⊆ [a, b] äőàňãńőľ P{[c, d]} = d − c b − a . Ć íâőň áńãçăě, łăł ňë čőćőàĺńĺ, ŋăďő áçĺâăâì áőąëâĺïňĺ ŋě ćáě ŕőďňŋőęěáâćă őâàěğłă, ă âőńìłő ŋěłőâőàëě, łőâőàëě ŋăğëćăîâ ĺğňěàĺňëňĺ. Ňë ŋě ŕàĺćőďĺň áőőâćěâáâćãîéĺå őŕàěďěńěŋĺľ, őâáëńăï çĺâăâěńï ł ńîąőňã ãçěąŋĺłã ŕő âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ĺńĺ ŕő âěőàĺĺ ňěàë.

Ğăňěâĺň, çâő ćěàőïâŋőáâì łăęďőľ âőçłĺ àăćŋă 0, ĺ ŕőâőňã ćěàőïâŋőáâì ŕőńãĺŋâěàćăńă (c, d] ĺ ĺŋâěàćăńă (c, d) ňőčãâ ąëâì őŕàěďěńěŋë âőľ ęě äőàňãńőľ.

Šăłőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ ŋăğëćăîâ ŋěŕàěàëćŋëň àăćŋőňěàŋëň àăáŕàěďěńěŋĺěň (continuous uniform probability distribution).

Şáńőćŋăï ćěàőïâŋőáâì ĺ ŋěğăćĺáĺňőáâì

Ĺŋőčďă ňë àăáŕőńăčăěň çăáâĺçŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ ő àěğãńìâăâě íłáŕěàĺňěŋâă. Ŋăŕàĺňěà, ŕãáâì ŋăň ĺğćěáâŋő, çâő ć àěğãńìâăâě ąàőáăŋĺï ďćãå áĺňňěâàĺçŋëå ňőŋěâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďŋă ĺğ ŋĺå ćëŕăńă őàńőň. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő őąě ňőŋěâë ćëŕăńĺ őàńőň? Ĺğćěáâŋăï ŋăň ĺŋäőàňăæĺï ŕőğćőńïěâ ĺáłńîçĺâì áńãçăľ ćëŕăďěŋĺï ďćãå àěèěł. Šàĺ őáâăćèĺåáï ĺáåőďă ąãďãâ àăćŋőćěàőïâŋë, ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì łăęďőčő (ć âőň çĺáńě ĺ ĺŋâěàěáãîéěčő ŋăá) ěáâì 1/3.

İâă ĺďěï äőàňăńĺğãěâáï ć őŕàěďěńěŋĺĺ ãáńőćŋőľ ćěàőïâŋőáâĺ (conditional probability) áőąëâĺï A ŕàĺ ãáńőćĺĺ áőąëâĺï B; őŋă őąőğŋăçăěâáï P{A|B} ĺ őŕàěďěńïěâáï äőàňãńőľ P{A|B} = P{A ∩ B} P{B} , (6.19)

(ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő P{B} ≠ 0). Ĺŋâãĺâĺćŋëľ áňëáń ŕőŋïâěŋ: áőąëâĺě B ŕàőĺáåőďĺâ ć ŋěłőâőàőľ ďőńě íłáŕěàĺňěŋâőć; ňë áňőâàĺň, łăłãî çăáâì áàěďĺ ŋĺå áőáâăćńïîâ âě, łőčďă ŕàőĺğőèńő ěéñ ĺ áőąëâĺě A.

Ďćă áőąëâĺï ŋăğëćăîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ (independent), ěáńĺ P{A ∩ B} = P{A}P{B}, Ć áńãçăě P{B} ≠ 0 íâő ãáńőćĺě ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì łăł P{A|B} = P{A}. Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě á ďćãłàăâŋëň ąàőáăŋĺěň ňőŋěâë ŕőïćńěŋĺï őàńă ŕàĺ ŕěàćőň ĺ ćâőàőň ąàőáăŋĺĺ ąãďãâ ŋěğăćĺáĺňëňĺ, âăł łăł łăęďőě áőąëâĺě ĺňěěâ ćěàőïâŋőáâì 1/2, ă ĺå ŕěàěáěçěŋĺě (ďćă őàńă) — 1/4. Ć âőň ęě ŕàĺňěàě áőąëâĺï ”ŕěàćăï ňőŋěâă ćëŕăńă őàńőň” ĺ ”ćëŕăń őďĺŋ őàñń ĺ őďŋă àěèłă” âăłęě ŋěğăćĺáĺňë, åőâï íâő áàăğã ĺ ŋě âăł ïáŋő. Ŋő ć íâőň ńěčłő ãąěďĺâìáï ŕő őŕàěďěńěŋĺî: ćěàőïâŋőáâì łăęďőčő áőąëâĺï àăćŋă 1/2, ćěàőïâŋőáâì ĺå ŕěàěáěçěŋĺï àăćŋă 1/4. Ă ćőâ áőąëâĺï ”ŕěàćăï ňőŋěâă ćëŕăńă őàńőň” ĺ ”ćëŕăńă åőâì őďŋă àěèłă” ŋě ąãďãâ ŋěğăćĺáĺňëňĺ.

Śőąëâĺï ”ŕěàćăï ňőŋěâă ćëŕăńă őàńőň” ĺ ”ćâőàăï ňőŋěâă ćëŕăńă őàńőň” ŕěàěáâăŋãâ ąëâì ŋěğăćĺáĺňëňĺ, ěáńĺ ĺğňěŋĺâì àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ ĺ áçĺâăâì, çâő ňőŋěâë áłńěěŋë ĺ őďŋőćàěňěŋŋő ćëŕăďăîâ ńĺąő őàńőň, ńĺąő àěèłőľ (â. ě. çâő łőňąĺŋăæĺĺ őő ĺ àà ĺňěîâ ćěàőïâŋőáâì 1/2).

Śőąëâĺï A_1, A_2, . . ., A_n ŋăğëćăîâáï ŕőŕăàŋő ŋěğăćĺáĺňëňĺ (pairwise independent), ěáńĺ P{A_i ∩ A_j } = P{A_i}P{A_j} ďńï ćáěå 1 ⩽ i < j ⩽ n.

Śőąëâĺï A_1, A_2, · · · , A_n ŋăğëćăîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ ć áőćőłãŕŋőáâĺ (mutually independent), ěáńĺ ďńï ńîąőčő ŋăąőàă A_{i1} , A_{i2} , . . ., A_{ik} íâĺå áőąëâĺľ (ğďěáì 2 ⩽ k ⩽ n ĺ 1 ⩽ i_1 < i_2 < · · · < i_k ⩽ n) ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő P{A_{i1} ∩ A_{i2} ∩ . . . ∩ A_{ik} } = P{A_{i1} }P{A_{i2} } · · ·P{A_{ik} }. İâő âàěąőćăŋĺě — ąőńěě áĺńìŋőě: ŋăŕàĺňěà, ć ŋăèěň ŕàĺňěàě áőąëâĺï ”ŕěàćăï ňőŋěâă ćëŕăńă őàńőň”, ”ćâőàăï ňőŋěâă ćëŕăńă őàńőň” ĺ ”ďćě ňőŋěâë ćëŕăńĺ őďĺŋăłőćő” ŕőŕăàŋő ŋěğăćĺáĺňë, ŋő ŋě ïćńïîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ ć áőćőłãŕŋőáâĺ.

Ťőàňãńă Ąăľěáă

Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï ãáńőćŋőľ ćěàőïâŋőáâĺ (6.19) áńěďãěâ, çâő ďńï ďćãå áőąëâĺľ A ĺ B, ćěàőïâŋőáâĺ łőâőàëå ŕőńőęĺâěńìŋë, ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő P{A ∩ B} = P{B}P{A|B} = P{A}P{B|A}. (6.20)

Ćëàăęăï őâáîďă P{A|B}, ŕőńãçăěň äőàňãńã P{A|B} = P{A}P{B|A} P{B} , (6.21)

ĺğćěáâŋãî łăł äőàňãńă Ąăľěáă (Bayes’s theorem). İâã äőàňãńã ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì âăł: ŕőáłőńìłã B = (B ∩ A) ∪ (B ∩ A), ă B ∩ A ĺ B ∩ A — ŋěáőćňěáâŋëě áőąëâĺï, âő P{B} = P{B ∩ A} + P{B ∩ A} = P{A}P{B|A} + P{A}P{B|A}. Ŕőďáâăćńïï ďăŋŋőě ćëàăęěŋĺě ć äőàňãńã (6.21), ŕőńãçăěň ďàãčőľ ćăàĺăŋâ äőàňãńë Ąăľěáă: P{A|B} = P{A}P{B|A} P{A}P{B|A} + P{A}P{B|A} . Ťőàňãńă Ąăľěáă ŕőňőčăěâ ćëçĺáńïâì ãáńőćŋëě ćěàőïâŋőáâĺ.

Ŕãáâì ã ŋăá ěáâì ďćě ňőŋěâë: őďŋă áĺňňěâàĺçŋăï, ă ďàãčăï ćáěčďă ćëŕăďăěâ őàńőň. Ňë áńãçăľŋëň őąàăğőň ćëąĺàăěň őďŋã ĺğ ďćãå ňőŋěâ, ŕőáńě çěčő ěñ ďćăęďë ŕőďąàăáëćăěň. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő őąă àăğă ćëŕăńĺ őàńë. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ąëńă ćëąàăŋă ŋěáĺňňěâàĺçŋăï ňőŋěâă?

Řěèĺň íâã ğăďăçã ŕàĺ ŕőňőéĺ äőàňãńë Ąăľěáă. Ŕãáâì áőąëâĺě A — ćëąőà ŋěáĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë, áőąëâĺě B — ćëŕăďěŋĺě ćëąàăŋŋőľ ňőŋěâë őàńăňĺ ďćăęďë. Ŋăň ŋãęŋő ćëçĺáńĺâì P{A|B}. Ĺňěěň: P{A} = 1/2, P{B|A} = 1, P{A} = 1/2 ĺ P{B|A} = 1/4, áńěďőćăâěńìŋő, P{B|A} = (1/2) · 1 (1/2) · 1 + (1/2) · (1/4) = 4/5. Şŕàăęŋěŋĺï

6.2-1 Ďőłăęĺâě ŋěàăćěŋáâćő Ąãńï (Boole’s inequality):

P{A_1 ∪ A_2 ∪ . . . } ⩽ P{A_1} + P{A_2} + . . . (6.22)

ďńï ńîąőľ łőŋěçŋőľ ĺńĺ áçñâŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áőąëâĺľ A_1, A_2, . . ..

6.2-2 Ŕàőäěááőà ąàőáăěâ áĺňňěâàĺçŋãî ňőŋěâã, ă áâãďěŋâ ąàőáăěâ ąàőáăěâ ďćě áĺňňěâàĺçŋëě ňőŋěâë. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ã ŕàőäěááőàă ćëŕăďěâ ąőńìèě őàńőć, çěň ã áâãďěŋâă? (Ćáě âàĺ ąàőáăŋĺï ŋěğăćĺáĺňë.)

6.2-3 Łőńőďã łăàâ (á çĺáńăňĺ őâ 1 ďő 10) âăáãîâ ĺ ćëŋĺňăîâ âàĺ łăàâë. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő çĺáńă ŋă íâĺå łăàâăå ąãďãâ ĺďâĺ ć ćőğàăáâăîéěň ŕőàïďłě?

6.2-4^⋆ Ĺňěěâáï ŋěáĺňňěâàĺçŋăï ňőŋěâă, ďńï łőâőàőľ ćěàőïâŋőáâì ćëŕăďěŋĺï őàńă ěáâì ŋěĺğćěáâŋőě ŋăň çĺáńő p (0 < p < 1). Ŕőłăęĺâě, łăł á ěñ ŕőňőéìî ňőęŋő ĺňĺâĺàőćăâì áĺňňěâàĺçŋãî ňőŋěâã, áďěńăć ŋěáłőńìłő ąàőáăŋĺľ. (Şłăğăŋĺě: ąàőáìâě ňőŋěâã ďćăęďë; ěáńĺ àěğãńìâăâë àăğŋëě, ďăľâě őâćěâ; ěáńĺ őďĺŋăłőćëě, ŕőćâőàïľâě ĺáŕëâăŋĺě.)

6.2-5^⋆ Łăł ĺňĺâĺàőćăâì ąàőáăŋĺě ňőŋěâë á ćěàőïâŋőáâìî ŕőïćńěŋĺï őàńă a/b, ĺňěï áĺňňěâàĺçŋãî ňőŋěâã, łőâőàãî ňőęŋő ŕőďąàăáëćăâì ŋěáłőńìłő àăğ? (Ůĺáńă a ĺ b æěńëě, 0 < a < b, ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ąàőáăŋĺľ ďőńęŋő ąëâì őčàăŋĺçěŋő áćěàåã ŕőńĺŋőňőň őâ lg b.)

6.2-6 Ďőłăęĺâě, çâő P{A|B} + P{A|B} = 1. 6.2-7 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő ŋăąőàă áőąëâĺľ A_1, A_2, . . ., A_n,

P{A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_n} = = P{A_1} · P{A_2|A_1} · P{A_3|A_1 ∩ A_2} · · ·P{A_n|A_1 ∩ A_2 ∩ · · · ∩ A_{n−1}}. 6.2-8^⋆ Ŕàĺďãňăľâě ňŋőęěáâćő ĺğ n ŕőŕăàŋő ŋěğăćĺáĺňëå áőąëâĺľ, ďńï łőâőàőčő ńîąőě ŕőďňŋőęěáâćő ĺğ k > 2 áőąëâĺľ ŋě ąãďěâ ŋěğăćĺáĺňëň ć áőćőłãŕŋőáâĺ.

6.2-9^⋆ Śőąëâĺï A ĺ B ïćńïîâáï ãáńőćŋő ŋěğăćĺáĺňëňĺ (conditionally independent) ŕàĺ ãáńőćĺĺ áőąëâĺï C, ěáńĺ P{A ∩ B|C} = P{A|C} · P{B|C}. Ŕàĺďãňăľâě ŕàőáâőľ (ŋő ŋě âàĺćĺăńìŋëľ) ŕàĺňěà ďćãå áőąëâĺľ, łőâőàëě ŋě ïćńïîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ, ŋő ãáńőćŋő ŋěğăćĺáĺňë ŕàĺ ãáńőćĺĺ ŋěłőâőàőčő âàěâìěčő áőąëâĺï.

6.2-10^⋆ Ćë ãçăáâćãěâě ć ĺčàě, ć łőâőàőľ ŕàĺğ áłàëâ ğă őďŋőľ ĺğ âàñå èĺàň (ĺ ćëĺčàăěâě ŕàĺğ, ěáńĺ őâčăďăěâě, čďě). Ŕőáńě âőčő łăł ćë ćëąàăńĺ őďŋã ĺğ èĺàň, ćěďãéĺľ ĺčàë őâłàëń őďŋã ĺğ ďćãå őáâăćèĺåáï èĺàň, ĺ őłăğăńőáì, çâő âăň ŕàĺğă ŋěâ. Ć íâőâ ňőňěŋâ ňőęŋő ŕőňěŋïâì áćőľ ćëąőà, ãłăğăć ŋă âàěâìî èĺàňã. Łăł ĺğňěŋïâáï èăŋáë ŋă ćëĺčàëè, ěáńĺ ćë áďěńăěâě íâő?

6.2-11^⋆ Ŋăçăńìŋĺł âîàìňë ćëąàăń őďŋőčő ĺğ âàñå ğăłńîçñŋŋëå X, Y ĺ Z, çâőąë őâŕãáâĺâì ěčő ŋă ćőńî. Őáâăńìŋëě ďćőě ąãďãâ łăğŋěŋë. Śâàăę ğŋăěâ, łâő ĺğ âàőĺå ćëľďěâ ŋă áćőąőďã, ŋő ŋě ĺňěěâ ŕàăćă áőőąéăâì ŋĺłăłőňã ĺğ ãğŋĺłőć ĺŋäőàňăæĺî ő ěčő áãďìąě. Ğăłńîçěŋŋëľ X ŕàőáĺâ áâàăęă ŋăğćăâì ěňã ĺňï őďŋőčő ĺğ ğăłńîçěŋŋëå Y ĺńĺ Z, łőâőàëľ ąãďěâ łăğŋñŋ, őąêïáŋïï, çâő ěňã ĺ âăł ĺğćěáâŋő, çâő őďĺŋ ĺğ ŋĺå âőçŋő ąãďěâ łăğŋñŋ, ă, ğŋăçĺâ, őŋ ŋě ŕőńãçĺâ ŋĺłăłőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ő áćőěľ áãďìąě. Śâàăę áőőąéăěâ X, çâő Y ąãďěâ łăğŋěŋ. Ğăłńîçñŋŋëľ X àăďãěâáï, áçĺâăï, çâő ěčő èăŋáë őáâăâìáï ć ęĺćëå ćőğàőáńĺ ďő 1/2 (őáćőąőęďñŋ ąãďěâ ĺńĺ őŋ, ĺńĺ Z). Ŕàăć ńĺ őŋ?

6.3 Ďĺáłàěâŋëě áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë

Ďĺáłàěâŋăï áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă (discrete random variable) X — íâő äãŋłæĺï, őâőąàăęăîéăï łőŋěçŋőě ĺńĺ áçñâŋőě ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő S ć ňŋőęěáâćő ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń. Łăęďőňã ćőğňőęŋőňã ĺáåőďã ĺáŕëâăŋĺï őŋă áâăćĺâ ć áőőâćěâáâćĺě ďěľáâćĺâěńìŋőě çĺáńő. (Šěň áăňëň ŋă ňŋőęěáâćě ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ X ćőğŋĺłăěâ àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ.)

Ć âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ àăááňăâàĺćăîâ ĺ áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë ŋă ŋěáçñâŋëå ćěàőïâŋőáâŋëå ŕàőáâàăŋáâćăå, ŋő íâő áńőęŋěě, ĺ ňë őąőľďñňáï ąěğ ŋĺå.

Ďńï áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë X ĺ ďěľáâćĺâěńìŋőčő çĺáńă x őŕàěďěńïěň áőąëâĺě X = x łăł {s ∈ S : X(s) = x}; ćěàőïâŋőáâì íâőčő áőąëâĺï àăćŋă P{X = x} = ∑ {s∈S:X(s)=x} P{s}.

Ťãŋłæĺï f(x) = P{X = x} ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺěľ àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ (probability density function) áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë X. Ĺğ ăłáĺőň ćěàőïâŋőáâĺ áńěďãěâ, çâő P{X = x} ⩾ 0 ĺ ∑ x P{X = x} = 1. Ďńï ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň ąàőáăŋĺě ŕăàë őąëçŋëå èěáâĺčàăŋŋëå łőáâěľ. Ĺňěěâáï 36 íńěňěŋâăàŋëå áőąëâĺľ, áőáâăćńïîéĺå ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő. Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćáě őŋĺ àăćŋőćěàőïâŋë: P{s} = 1/36. Őŕàěďěńĺň áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã X, łăł ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő, ćëŕăćèěě ŋă őďŋőľ ĺğ ďćãå łőáâěľ. Šőčďă

P{X = 3} = 5/36, âăł łăł X ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě 3 ŕàĺ 5 íńěňěŋâăàŋëå ĺáåőďăå (ă ĺňěŋŋő, (1, 3), (2, 3), (3, 3), (3, 2) ĺ (3, 1)).

Łăł ŕàăćĺńő, ŋă őďŋőň ĺ âőň ęě ćěàőïâŋőáâŋőň ŕàőáâàăŋáâćě àăááňăâàĺćăîâ ŋěáłőńìłő áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ. Ěáńĺ X ĺ Y — áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë, âő äãŋłæĺï f(x, y) = P{X = x, Y = y} ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺěľ áőćňěáâŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ (joint probability density function) ćěńĺçĺŋ X ĺ Y . Ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő ğŋăçěŋĺï y P{Y = y} = ∑ x P{X = x, Y = y}. Ăŋăńőčĺçŋő, ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő ğŋăçěŋĺï x, P{X = x} = ∑ y P{X = x, Y = y}.

Ĺáŕőńìğãï őŕàěďěńěŋĺě ãáńőćŋőľ ćěàőïâŋőáâĺ (6.19), ňőęŋő ğăŕĺáăâì P{X = x|Y = y} = P{X = x, Y = y} P{Y = y} . Ďćě áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë ŋăğëćăîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ (independent), ěáńĺ áőąëâĺï X = x ĺ Y = y ïćńïîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ ďńï ńîąëå ğŋăçěŋĺľ x ĺ y, ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ ěáńĺ P{X = x, Y = y} = P{X = x}P{Y = y} ďńï ćáěå x ĺ y.

Śłńăďëćăï ĺ ãňŋőęăï áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë, őŕàěďěńñŋŋëě ŋă őďŋőň ĺ âőň ęě ćěàőïâŋőáâŋőň ŕàőáâàăŋáâćě, ňë ŕőńãçăěň ŋőćëě áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë, őŕàěďěńñŋŋëě ŋă âőň ęě ŕàőáâàăŋáâćě.

Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë

Ŕàőáâěľèăï ĺ ŋăĺąőńěě çăáâő ĺáŕőńìğãěňăï åăàăłâěàĺáâĺłă áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë — íâő ěñ áàěďŋěě (mean), ŋăğëćăěňőě âăłęě ňăâěňăâĺçěáłĺň őęĺďăŋĺěň (expected value, expectation). Ďńï ďĺáłàěâŋőľ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë X őŋő őŕàěďěńïěâáï äőàňãńőľ

M[X] = ∑ x xP{X = x}, (6.23) ĺ áãéěáâćãěâ, łőčďă íâőâ àïď ĺňěěâ łőŋěçŋőě çĺáńő çńěŋőć ĺńĺ ăąáőńîâŋő áåőďĺâáï. Ĺŋőčďă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě őąőğŋăçăěâáï μ_X ĺńĺ ŕàőáâő μ, ěáńĺ ĺğ łőŋâěłáâă ïáŋő, ő łăłőľ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋě ĺďěâ àěçì.

Ŕãáâì ć ĺčàě ďćăęďë ąàőáăîâ áĺňňěâàĺçŋãî ňőŋěâã; ćë ŕőńãçăěâě 3 àãąńï ğă łăęďőčő ćëŕăćèěčő őàńă ĺ őâďăñâě 2 àãąńï ğă łăęďãî ćëŕăćèãî àěèłã. Ćëĺčàëè X ąãďěâ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋőľ, ĺ ěñ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ąãďěâ àăćŋő

M[X] = 6 · P{2 őàńă} + 1 · P{1 őàñń ĺ 1 àěèłă} − 4 · P{2 àěèłĺ} = 6(1/4) + 1(1/2) − 4(1/4) = 1.

Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áãňňë áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ àăćŋő áãňňě ĺå őęĺďăŋĺľ:

M[X + Y ] = M[X] + M[Y ], (6.24) ěáńĺ M[X] ĺ M[Y ] őŕàěďěńěŋë. İâő ŕàăćĺńő ňőęŋő àăáŕàőáâàăŋĺâì ŋă ńîąëě łőŋěçŋëě ĺ ăąáőńîâŋő áåőďïéĺěáï ąěáłőŋěçŋëě áãňňë.

Ŕãáâì X — áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, ă g(x) — ŕàőĺğćőńìŋăï äãŋłæĺï. Šőčďă ňőęŋő àăááňőâàěâì áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã g(X) (ŋă âőň ęě ćěàőïâŋőáâŋőň ŕàőáâàăŋáâćě). Ěñ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě (ěáńĺ őŋő őŕàěďěńěŋő) ňőęŋő ŋăľâĺ ŕő äőàňãńě M[g(X)] = ∑ x g(x)P{X = x}. Ďńï äãŋłæĺĺ g(x) = ax, čďě a — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă, ĺňěěň M[aX] = aM[X]. (6.25) Ďćă ŕőáńěďŋĺå áćőľáâćă ňőęŋő áłőňąĺŋĺàőćăâì ć őďŋőľ äőàňãńě (áćőľáâćő ńĺŋěľŋőáâĺ): ďńï ńîąëå ďćãå áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ X ĺ Y ĺ ńîąőľ łőŋáâăŋâë a M[aX + Y ] = aM[X] + M[Y ]. (6.26) Ěáńĺ ďćě áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë X ĺ Y ŋěğăćĺáĺňë ĺ ĺå ňăâěňăâĺçěáłĺě őęĺďăŋĺï őŕàěďěńěŋë, âő M[XY ] = ∑ x ∑ y xyP{X = x, Y = y} = ∑ x ∑ y xyP{X = x}P{Y = y} = ( ∑ x xP{X = x})( ∑ y yP{Y = y}) = M[X]M[Y ].

Ąőńěě őąéő, ěáńĺ ĺňěěâáï n ŋěğăćĺáĺňëå ć áőćőłãŕŋőáâĺ áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ X_1, X_2, . . ., X_n, ĺňěîéĺå ňăâěňăâĺçěáłĺě őęĺďăŋĺï, âő M[X_1X_2 · · · X_n] = M[X_1]M[X_2] · · ·M[X_n]. (6.27)

Ěáńĺ áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă X ňőęěâ ŕàĺŋĺňăâì âőńìłő ŋăâãàăńìŋëě ğŋăçěŋĺï (0, 1, 2, . . .), âő ĺňěěâáï łàăáĺćăï äőàňãńă ďńï ěñ ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï:

M[X] = ∞∑ i=0 iP{X = i}

= ∞∑ i=0 i(P{X ⩾ i} − P{X ⩾ i + 1})

= ∞∑ i=1 P{X ⩾ i}. (6.28) Ć áăňőň ďěńě, łăęďëľ çńěŋ P{X ⩾ i} ŕàĺáãâáâćãěâ ć áãňňě i àăğ áő ğŋăłőň ŕńîá ĺ i − 1 àăğ áő ğŋăłőň ňĺŋãá (ĺáłńîçěŋĺě áőáâăćńïěâ çńěŋ P{X ⩾ 0}, ćőćáě őâáãâáâćãîéĺľ ć áãňňě).

Ďĺáŕěàáĺï ĺ áâăŋďăàâŋőě őâłńőŋěŋĺě

Ďĺáŕěàáĺï (variance) áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë X á ňăâěňăâĺçěáłĺň őęĺďăŋĺěň M[X] őŕàěďěńïěâáï łăł D[X] = M[(X − M[X])^2] = M[X^2 − 2XM[X] + M^2[X]] = M[X^2] − 2M[XM[X]] + M^2[X] = M[X^2] − 2M^2[X] + M^2[X] = M[X^2] − M^2[X]. (6.29) Ŕěàěåőďë M[M^2[X]] = M^2[X] ĺ M[XM[X]] = M^2[X] ğăłőŋŋë, âăł łăł M[X] — íâő çĺáńő (ă ŋě áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă) ĺ ňőęŋő áőáńăâìáï ŋă (6.25), ŕőńăčăï a = M[X]. Ťőàňãńã (6.29) ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì âăł: M[X^2] = D[X] + M^2[X] (6.30) Ŕàĺ ãćěńĺçěŋĺĺ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë ć a àăğ ěñ ďĺáŕěàáĺï àăáâñâ ć a^2 àăğ:

D[aX] = a^2D[X].

Ěáńĺ X ĺ Y ŋěğăćĺáĺňë, âő D[X + Y ] = D[X] + D[Y ].

Ąőńěě őąéő, ďĺáŕěàáĺï áãňňë n ŕőŕăàŋő ŋěğăćĺáĺňëå áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ X_1, . . ., X_n àăćŋă áãňňě ĺå ďĺáŕěàáĺľ: D [_n ∑ i=1 X_i ] = n∑ i=1 D[X_i]. (6.31)

Śâăŋďăàâŋëň őâłńőŋěŋĺěň (standard deviation) áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë X ŋăğëćăěâáï łćăďàăâŋëľ łőàěŋì ĺğ ěñ ďĺáŕěàáĺĺ. Ůăáâő áâăŋďăàâŋőě őâłńőŋěŋĺě áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë őąőğŋăçăěâáï σ_X ĺńĺ ŕàőáâő σ, ěáńĺ ĺğ łőŋâěłáâă ïáŋő, ő łăłőľ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋě ĺďěâ àěçì. Ć íâőľ ğăŕĺáĺ ďĺáŕěàáĺï őąőğŋăçăěâáï σ^2.

Şŕàăęŋěŋĺï

6.3-1 Ŕőďąàăáëćăîâáï ďćě őąëçŋëě èěáâĺčàăŋŋëě łőáâĺ. Ůěňã àăćŋő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áãňňë ćëŕăćèĺå çĺáěń? Ůěňã àăćŋő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ňăłáĺňãňă ĺğ ďćãå ćëŕăćèĺå çĺáěń?

6.3-2 Ć ňăááĺćě A[1 . .n] ĺňěěâáï n àăáŕőńőęěŋŋëå ć áńãçăľŋőň ŕőàïďłě àăğńĺçŋëå çĺáěń; ćáě ćőğňőęŋëě àăáŕőńőęěŋĺï çĺáěń àăćŋőćěàőïâŋë. Ůěňã àăćŋő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ŋőňěàă ňěáâă, ŋă łőâőàőň ŋăåőďĺâáï ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ? Ŋőňěàă ňěáâă, ŋă łőâőàőň ŋăåőďĺâáï ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ?

6.3-3 Ć łőàőąőçłě ńěęăâ âàĺ ĺčàăńìŋëě łőáâĺ. Ĺčàőł áâăćĺâ ďőńńăà ŋă őďŋő ĺğ çĺáěń őâ 1 ďő 6. Łőàőąőçłă ćáâàïåĺćăěâáï ĺ őâłàëćăěâáï. Ěáńĺ ŋăğćăŋŋőě ĺčàőłőň çĺáńő ŋě ćëŕăńő ćőćáě, âő őŋ ŕàőĺčàëćăěâ áćőľ ďőńńăà. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě őŋ áőåàăŋïěâ ěčő ĺ ŕőńãçăěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋő áâőńìłő ďőńńăàőć, áłőńìłő ćëŕăńő łőáâěľ á ŋăğćăŋŋëň ĺň çĺáńőň. Śłőńìłő ć áàěďŋěň ćëĺčàëćăěâ ĺčàőł ć őďŋőľ ŕăàâĺĺ?

6.3-4^⋆ Ŕãáâì X ĺ Y — ŋěğăćĺáĺňëě áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë. Ŕőłăęĺâě, çâő f(X) ĺ g(Y ) âăłęě ŋěğăćĺáĺňë ďńï ńîąëå äãŋłæĺľ f ĺ g.

6.3-5^⋆ Ŕãáâì X — ŋěőâàĺæăâěńìŋăï áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă á ňăâěňăâĺçěáłĺň őęĺďăŋĺěň M[X]. Ďőłăęĺâě ŋěàăćěŋáâćő Ňăàłőćă (Markov’s inequality) P{X ⩾ t} ⩽ M[X]/t (6.32) ďńï ćáěå t > 0. [İâő ŋěàăćěŋáâćő ŋăğëćăîâ âăłęě ŋěàăćěŋáâćőň Ůěąëèñćă.]

6.3-6^⋆ Ŕãáâì S — ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő, ŋă łőâőàőň őŕàěďěńěŋë áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë X ĺ X^′, ŕàĺçñň X(s) ⩾ X^′(s) ďńï ćáěå s ∈ S. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő ďěľáâćĺâěńìŋőčő çĺáńă t, P{X ⩾ t} ⩾ P{X^′ ⩾ t}. 6.3-7 Ůâő ąőńìèě: ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě łćăďàăâă áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë ĺńĺ łćăďàăâ ěñ ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï?

6.3-8 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë, ŕàĺŋĺňăîéěľ âőńìłő ğŋăçěŋĺï 0 ĺ 1, ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő D[X] = M[X]M[1 − X].

6.3-9 Ćëćěďĺâě ĺğ őŕàěďěńěŋĺï ďĺáŕěàáĺĺ (6.29), çâő D[aX] = a^2D[X].

6.4 Čěőňěâàĺçěáłőě ĺ ąĺŋőňĺăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺï

Ąàőáăŋĺě áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë — çăáâŋëľ áńãçăľ ĺáŕëâăŋĺľ ŕő áåěňě Ąěàŋãńńĺ (Bernouilli trials) ć łőâőàőľ àăááňăâàĺćăěâáï n ŋěğăćĺáĺňëå ć áőćőłãŕŋőáâĺ ĺáŕëâăŋĺľ, łăęďőě ĺğ łőâőàëå ĺňěěâ ďćă ćőğňőęŋëå ĺáåőďă: ãáŕěå (success), ŕàőĺáåőďïéĺľ á ćěàőïâŋőáâìî p, ĺ ŋěãďăçã (failure), ĺňěîéãî ćěàőïâŋőáâì 1−p. Ďćă ćăęŋëå àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ — čěőňěâàĺçěáłőě ĺ ąĺŋőňĺăńìŋőě — áćïğăŋë áő áåěňőľ Ąěàŋãńńĺ.

Čěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě

Řăááňőâàĺň áěàĺî ĺáŕëâăŋĺľ Ąěàŋãńńĺ, ć łăęďőň ĺğ łőâőàëå ãáŕěå ĺňěěâ ćěàőïâŋőáâì p (ă ŋěãďăçă ĺňěěâ ćěàőïâŋőáâì q = 1 − p). Łăłőě ĺáŕëâăŋĺě ąãďěâ ŕěàćëň ãáŕěèŋëň? Ŕãáâì áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă X — ěčő ŋőňěà; íâă ćěńĺçĺŋă ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺï 1, 2, . . ., ŕàĺçñň

P{X = k} = q^{k−1}p (6.33)

(ŕěàćëľ ãáŕěå ąãďěâ ĺňěâì ŋőňěà k, ěáńĺ k − 1 ĺáŕëâăŋĺľ ďő ŋěčő ąëńĺ ŋěãďăçŋëňĺ, ă k-ě őłăğăńőáì ãďăçŋëň). Řăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ, ğăďăŋŋőě äőàňãńőľ (6.33), ŋăğëćăěâáï čěőňěâàĺçěáłĺň àăáŕàěďěńěŋĺěň (geometric distribution). Őŋő ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 6.1.

Ŕàěďŕőńăčăï, çâő p < 1, ŋăľďñň ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě čěőňěâàĺçěáłőčő àăáŕàěďěńěŋĺï, ĺáŕőńìğãï äőàňãńã (3.6):

M[X] = ∞∑ k=1 kq^{k−1}p = p q ∞∑ k=0 kq^k = p q · q (1 − q)^2

= 1/p. (6.34)

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋãęŋő ć áàěďŋěň 1/p àăğ ŕàőćěáâĺ ĺáŕëâăŋĺě, çâőąë ďőąĺâìáï ãáŕěåă, çâő ěáâěáâćěŋŋő őęĺďăâì, ŕőáłőńìłã ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă àăćŋă p. Ďĺáŕěàáĺî ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň; ŕőńãçĺâáï, çâő

D[X] = q/p^2. (6.35)

Ŕàĺňěà: ąãďěň ąàőáăâì ŕăàã łőáâěľ, ŕőłă ć áãňňě ŋě ćëŕăďěâ ĺńĺ áěňì ĺńĺ őďĺŋŋăďæăâì. Ďńï őďŋőčő íłáŕěàĺňěŋâă ěáâì 36 ćőğňőęŋëå

Řĺáãŋőł 6.1 Čěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p = 1/3 ĺ ćěàőïâŋőáâìî ŋěãďăçĺ q = 1 − p. Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě àăćŋő 1/p = 3.

ĺáåőďőć, ć 6 ĺğ ŋĺå ŕőńãçăěâáï áěňì ĺ ć 2 ŕőńãçăěâáï őďĺŋŋăďæăâì. Ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă p àăćŋă 8/36 = 2/9, ĺ ŋăň ć áàěďŋěň ŕàĺďñâáï 1/p = 9/2 = 4,5 àăğă ąàőáĺâì łőáâĺ, çâőąë ćëŕăńő áěňì ĺńĺ őďĺŋŋăďæăâì.

Ąĺŋőňĺăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě

Řăááňőâàĺň n ĺáŕëâăŋĺľ ŕő áåěňě Ąěàŋãńńĺ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p ĺ ćěàőïâŋőáâìî ŋěãďăçĺ q = 1 − p. Ŕãáâì áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă X — łőńĺçěáâćő ãáŕěåőć ć n ĺáŕëâăŋĺïå. Ěñ ğŋăçěŋĺě ňőęěâ ąëâì àăćŋő 0, 1, . . ., n, ĺ

P{X = k} = C^k_np^k (1 − p)^{n−k}, (6.36)

ďńï ńîąőčő k = 0, 1, . . ., n âăł łăł ĺňěěâáï C^k_n áŕőáőąőć ćëąàăâì ĺğ n ĺáŕëâăŋĺľ k ãďăçŋëå, ĺ ćěàőïâŋőáâì łăęďőčő âăłőčő áńãçăï ąãďěâ p^kq^{n−k} . Řăáŕàěďěńěŋĺě (6.36) ŋăğëćăîâ ąĺŋőňĺăńìŋëň (binomial distribution). Ďńï ąĺŋőňĺăńìŋëå àăáŕàěďěńěŋĺľ ňë ĺáŕőńìğãěň őąőğŋăçěŋĺě

b(k; n, p) = C^k_np^k(1 − p)^{n−k} . (6.37)

Ŕàĺňěà ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ŕőłăğăŋ ŋă àĺáãŋłě 6.2. Ŋăğćăŋĺě ”ąĺŋőňĺăńìŋőě” áćïğăŋő á âěň, çâő ŕàăćăï çăáâì äőà-

Řĺáãŋőł 6.2 Ąĺŋőňĺăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě b(k; 15; 1/3), ŕőàőęďăěňőě n = 15 ĺáŕëâăŋĺïňĺ ŕő áåěňě Ąěàŋãńńĺ, łăęďőě ĺğ łőâőàëå ĺňěěâ ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă p = 1/3. Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě àăćŋő np = 5.

ňãńë (6.37) — íâő k-ľ çńěŋ ąĺŋőňă Ŋìîâőŋă (p + q)^n. Ćáŕőňĺŋăï, çâő p + q = 1, ŕőńãçăěň n∑ k=0 b(k; n, p) = 1, (6.38)

łăł ĺ ďőńęŋő ąëâì (ăłáĺőňă 2).

Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ďńï áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë, ĺňěîéěľ ąĺŋőňĺăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě, ňőęŋő ćëçĺáńĺâì á ŕőňőéìî (6.14) ĺ (6.38). Ŕãáâì X — áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, ĺňěîéăï ąĺŋőňĺăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě b(k; n, p). Ŕőńőęĺň q = 1 − p. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï, ĺňěěň

M[X] = n∑ k=0 kb(k; n, p)

= n∑ k=1 kC^k_np^k q^{n−k}

= np n∑ k=1 C^{k−1}_{n−1}p^{k−1}q^{n−k}

= np n−1∑ k=0 C^k_{n−1}p^kq^{(n−1)−k}

= np n−1∑ k=0 b(k; n − 1, p) = np. (6.39)

Šőâ ęě áăňëľ àěğãńìâăâ ŕőçâĺ ąěğ ćëçĺáńěŋĺľ ňőęŋő ŕőńãçĺâì âăł: ŕãáâì X_i — łőńĺçěáâćő ãáŕěåőć ć i-ň ĺáŕëâăŋĺĺ (łőâőàőě àăćŋő 0 á ćěàőïâŋőáâìî q ĺ àăćŋő 1 á ćěàőïâŋőáâìî p). Šőčďă M[X_i] = p · 1 + q · 0 = p. Őáâăñâáï ğăňěâĺâì, çâő X = X_1 + . . . + X_n, ĺ ŕőâőňã ŕő áćőľáâćã ńĺŋěľŋőáâĺ (6.26)

M[X] = M [_n ∑ i=1 X_i ] = n∑ i=1 M[X_i] = n∑ i=1 p = np. Ŕőďőąŋëň őąàăğőň ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ĺ ďĺáŕěàáĺî. Ĺğ (6.29) áńěďãěâ, çâő D[X_i] = M[X^2_i ] − M^2[X_i]. Ŕőáłőńìłã X_i ŕàĺŋĺňăěâ ńĺèì ğŋăçěŋĺï 0 ĺ 1, âő M[X^2_i ] = M[X_i] = p, ĺ, ğŋăçĺâ,

D[X_i] = p − p^2 = pq. (6.40)

Šěŕěàì ćőáŕőńìğãěňáï ŋěğăćĺáĺňőáâìî ĺáŕëâăŋĺľ ĺ äőàňãńőľ (6.31):

D[X] = D [_n ∑ i=1 X_i ] = n∑ i=1 D[X_i] = n∑ i=1 pq = npq. (6.41) Ŋă àĺáãŋłě 6.2 ćĺďŋő, çâő b(k; n, p) łăł äãŋłæĺï őâ k áŋăçăńă ãćěńĺçĺćăěâáï, ŕőłă k ŋě ďőáâĺčŋěâ ğŋăçěŋĺï np, ă ğăâěň ãňěŋìèăěâáï. İâő ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, ćëçĺáńĺć őâŋőèěŋĺě ďćãå ŕőáńěďőćăâěńìŋëå çńěŋőć: b(k; n, p) b(k − 1; n, p) = C^k_np^kq^{n−k} C^{k−1}_n p^{k−1}q^{n−k+1} = n!(k − 1)!(n − k + 1)!p k!(n − k)!n!q = (n − k + 1)p kq (6.42)

= 1 + (n + 1)p − k kq . İâő őâŋőèěŋĺě ąőńìèě 1, łőčďă (n + 1)p − k ŕőńőęĺâěńìŋő, âăł çâő b(k; n, p) > b(k − 1; n, p) ŕàĺ k < (n + 1)p (äãŋłæĺï àăáâñâ), ĺ b(k; n, p) < b(k − 1; n, p) ŕàĺ k > (n + 1)p (äãŋłæĺï ãąëćăěâ). Ěáńĺ çĺáńő (n + 1)p — æěńőě, âő äãŋłæĺï ĺňěěâ ďćőľŋőľ ňăłáĺňãň: ć âőçłăå (n+1)p ĺ (n+1)p−1 = np−q. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňăłáĺňãň őďĺŋ, ĺ ďőáâĺčăěâáï őŋ ć æěńőľ âőçłě k, ńěęăéěľ ć ďĺăŕăğőŋě np − q < k < (n + 1)p. Śńěďãîéăï ńěňňă ďăñâ ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï.

Ńěňňă 6.1. Ŕãáâì n ⩾ 0, 0 < p < 1, q = 1 − p, 0 ⩽ k ⩽ n. Šőčďă b(k; n, p) ⩽ (np k )_k ( nq n − k )_{n−k} . Ďőłăğăâěńìáâćő. Śőčńăáŋő ŋěàăćěŋáâćã (6.10), ĺňěěň b(k; n, p) = C^k_np^k q^{n−k} ⩽ (n k )_k ( n n − k )_{n−k} p^k q^{n−k} = (np k )_k ( nq n − k )_{n−k} .

Şŕàăęŋěŋĺï

6.4-1 Ŕàőćěàìâě ăłáĺőňã 2 ďńï čěőňěâàĺçěáłőčő àăáŕàěďěńěŋĺï. 6.4-2 Śłőńìłő àăğ ć áàěďŋěň ŋãęŋő ąàőáăâì 6 áĺňňěâàĺçŋëå ňőŋěâ ďő ćëŕăďěŋĺï 3 őàńőć ĺ 3 àěèěł (ć őďŋőň ĺáŕëâăŋĺĺ)? 6.4-3 Ŕőłăęĺâě, çâő b(k; n, p) = b(n − k; n, q), čďě q = 1 − p. 6.4-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ňăłáĺňãň ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï b(k; n, p) ŕàĺňěàŋő àăćěŋ 1/ √ 2πnpq, čďě q = 1 − p. 6.4-5^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ćěàőïâŋőáâì ŋě ŕőńãçĺâì ŋĺ őďŋőčő ãáŕěåă ć n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺïå á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă 1/n ŕàĺňěàŋő àăćŋă 1/e. Ğăâěň ŕőłăęĺâě, çâő ćěàőïâŋőáâì ŕőńãçĺâì àőćŋő őďĺŋ ãáŕěèŋëľ ĺáåőď âăłęě ŕàĺąńĺğĺâěńìŋő àăćŋă 1/e. 6.4-6^⋆ Ŕàőäěááőà ąàőáăěâ áĺňňěâàĺçŋãî ňőŋěâã n àăğ, áâãďěŋâ ďěńăěâ âő ęě áăňőě. Ŕőłăęĺâě, çâő ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő çĺáńő őàńőć ã ŋĺå ąãďěâ őďĺŋăłőćő, àăćŋă C^n_{2n}/4^n. (Şłăğăŋĺě. Ěáńĺ áçĺâăâì őàńă ãáŕěåőň ŕàőäěááőàă ĺ ŋěãďăçěľ áâãďěŋâă, âő ĺáłőňőě áőąëâĺě ěáâì ŕőïćńěŋĺě n ãáŕěåőć áàěďĺ 2n ĺáŕëâăŋĺľ.) Ćëćěďĺâě őâáîďă âőęďěáâćő_n ∑ k=0 (C^k_n)^2 = C^n_{2n}.

6.4-7^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï 0 ⩽ k ⩽ n, b(k; n, 1/2) ⩽ 2^{nH(k/n)−n}, čďě H(x) — äãŋłæĺï íŋâàőŕĺĺ (6.13).

6.4-8^⋆ Řăááňőâàĺň n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ. Ŕãáâì p_i — ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă ć i-ň ĺáŕëâăŋĺĺ, ă áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă X ěáâì łőńĺçěáâćő ãáŕěåőć ćő ćáěå íâĺå ĺáŕëâăŋĺïå. Ŕãáâì p ⩾ p_i ďńï ćáěå i = 1, 2, . . ., n. Ďőłăęĺâě, çâő P{X < k} ⩽ k−1∑ i=0 b(i; n, p) ŕàĺ ńîąőň k = 1, 2, . . ., n.

6.4-9^⋆ Řăááňőâàĺň áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã X, àăćŋãî çĺáńã ãáŕěåőć ć n ĺáŕëâăŋĺïå á ćěàőïâŋőáâïňĺ ãáŕěåă p_1, . . ., p_n. Ŕãáâì X^′ — ăŋăńőčĺçŋăï áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, ďńï łőâőàőľ ćěàőïâŋőáâĺ ãáŕěåă àăćŋë p^′_1, . . ., p^′_n. Ŕãáâì p^′_i ⩾ p_i ŕàĺ ćáěå i. Ďőłăęĺâě, çâő P{X^′ ⩾ k} ⩾ P{X ⩾ k}. ŕàĺ ńîąőň k = 0, . . ., n

(Şłăğăŋĺě: ňőęŋő áçĺâăâì, çâő àěğãńìâăâë ćâőàőľ áěàĺĺ ĺáŕëâăŋĺľ ŕőńãçăîâáï âăł: áŋăçăńă ďěńăěâáï ŕěàćăï áěàĺï, ă ŕőâőň ěñ àěğãńìâăâë łőààěłâĺàãîâáï áńãçăľŋëň őąàăğőň ć áâőàőŋã ãćěńĺçěŋĺï. Ĺáŕőńìğãľâě àěğãńìâăâ ãŕàăęŋěŋĺï 3.3-6.)

6.5 Ţćőáâë ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï Ć őàĺčĺŋăńě áő ğćěğďőľ!

Ćő ňŋőčĺå ğăďăçăå ćăęŋă ćěàőïâŋőáâì ŋě ć âőçŋőáâĺ k ãáŕěåőć ŕàĺ ąĺŋőňĺăńìŋőň àăáŕàěďěńěŋĺĺ, ă ŋě ňěŋěě k ãáŕěåőć (ĺńĺ ŋě ąőńěě k ãáŕěåőć). Ć íâőň àăğďěńě ňë ĺááńěďãěň íâőâ ćőŕàőá, őæěŋĺć åćőáâë (tails) ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï. Šăłĺě őæěŋłĺ ŕőłăğëćăîâ, çâő ąőńìèĺě őâłńőŋěŋĺï çĺáńă ãáŕěåőć őâ ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï (np) ňăńőćěàőïâŋë.

Śŋăçăńă ŕőńãçĺň őæěŋłã ďńï ŕàăćőčő åćőáâă àăáŕàěďěńěŋĺï b(k; n, p). Őæěŋłĺ ďńï ńěćőčő åćőáâă áĺňňěâàĺçŋë (ãáŕěåĺ ňěŋïîâáï ňěáâăňĺ á ŋěãďăçăňĺ).

Šěőàěňă 6.2. Ŕãáâì X — çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p. Šőčďă P{X ⩾ k} = n∑ i=k b(i; n, p) ⩽ C^k_np^k. Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćőáŕőńìğãěňáï ŋěàăćěŋáâćőň (6.15): C^{k+i}_n ⩽ C^k_nC^i_{n−k} .

Ğăňěâĺň, çâő P{X ⩾ k} = n∑ i=k b(i; n, p)

= n−k∑ i=0 b(k + i; n, p)

= n−k∑ i=0 C^{k+i}_n p^{k+i}(1 − p)^{n−(k+i)}

⩽ n−k∑ i=0 C^k_nC^i_{n−k} p^{k+i}(1 − p)^{n−(k+i)}

= C^k_np^k n−k∑ i=0 C^i_{n−k} p^i(1 − p)^{(n−k)−i}

= C^k_np^k n−k∑ i=0 b(i; n − k, p) = C^k_np^k, âăł łăł ∑_{n−k} i=0 b(i; n − k, p) = 1 ŕő äőàňãńě (6.38).

Ŕěàěŕĺáëćăï íâő ãâćěàęďěŋĺě ďńï ńěćőčő åćőáâă, ŕőńãçăěň âăłőě Śńěďáâćĺě 6.3. Ŕãáâì X — çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p. Šőčďă P{X ⩽ k} = k∑ i=0 b(i; n, p) ⩽ C^{n−k}_n (1 − p)^{n−k} = C^k_n(1 − p)^{n−k} . Ŋăèă áńěďãîéăï őæěŋłă ąãďěâ ďńï ńěćőčő åćőáâă ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï: á ãďăńěŋĺěň čàăŋĺæë őâ âőçłĺ ňăłáĺňãňă ćěàőïâŋőáâì, ŕàĺåőďïéăïáï ŋă åćőáâ, íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő ãňěŋìèăěâáï. Šěőàěňă 6.4. Ŕãáâì X — çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p ĺ ćěàőïâŋőáâìî ŋěãďăçĺ q = 1 − p. Šőčďă P{X < k} = k−1∑ i=0 b(i; n, p) < kq np − k b(k; n, p) ŕàĺ 0 < k < np. Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňë áàăćŋĺćăěň ∑_{k−1} i=0 b(i; n, p) á áãňňőľ čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ (áň. àăğď. 3.2). Ďńï i = 1, 2, . . ., k äőàňãńă (6.42) ďăñâ b(i − 1; n, p) b(i; n, p) = iq (n − i + 1)p < ( i n − i ) ( q p ) ⩽ ( k n − k ) ( q p ) .

Ŕőńőęĺć x = ( k n − k ) ( q p ) < 1, ćĺďĺň, çâő ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ b(i; n, p) ŕàĺ 0 ⩽ i ⩽ k łăęďëľ çńěŋ ňěŋìèě áńěďãîéěčő, ãňŋőęěŋŋőčő ŋă x. Ŕőíâőňã ĺŋâěàěáãîéăï ŋăá áãňňă (őâ i = 0 ďő i = k − 1) ňěŋìèě ğŋăçěŋĺï b(k; n, p), ãňŋőęěŋŋőčő ŋă x + x^2 + x^3 + . . . = x/(1 − x): k−1∑ i=0 b(i; n, p) < x 1 − x b(k; n, p) = kq np − k b(k; n, p).

Ŕàĺ k ⩽ np/2 łőíääĺæĺěŋâ kq/(np − k) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1, âăł çâő b(k; n, p) ïćńïěâáï őæěŋłőľ áćěàåã ďńï áãňňë ćáěå ŕàěďëďãéĺå çńěŋőć. Ďńï ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň n ąàőáăŋĺľ áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë. Ŕőńőęĺň p = 1/2 ĺ k = n/4. Šěőàěňă 6.4 čăàăŋâĺàãěâ, çâő ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï ňěŋěě çěň n/4 őàńőć ňěŋìèě ćěàőïâŋőáâĺ ćëŕăďěŋĺï ć âőçŋőáâĺ n/4 őàńőć. (Ąőńěě âőčő, ďńï ńîąőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő r ⩽ n/4 ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï ňěŋěě r őàńőć ňěŋìèě ćěàőïâŋőáâĺ ŕőïćńěŋĺï ć âőçŋőáâĺ r őàńőć.) Šěőàěňă 6.4 ňőęěâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋă ćňěáâě á őæěŋłăňĺ ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï áćěàåã, ŋăŕàĺňěà á ńěňňőľ 6.1.

Śĺňňěâàĺçŋăï őæěŋłă ďńï ŕàăćőčő åćőáâă ćëčńïďĺâ âăł:

Śńěďáâćĺě 6.5. Ŕãáâì X — çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p ĺ ćěàőïâŋőáâìî ŋěãďăçĺ q = 1 − p. Šőčďă P{X > k} = n∑ i=k+1 b(i; n, p) < (n − k)p k − np b(k; n, p) ŕàĺ np < k < n. Ć áńěďãîéěľ âěőàěňě àăááňăâàĺćăěâáï ąőńěě őąéĺľ áńãçăľ: łăęďőě ĺğ ĺáŕëâăŋĺľ ĺňěěâ áćőî ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă.

Šěőàěňă 6.6. Řăááňőâàĺň áěàĺî ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ; ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă ć i-ň ĺğ ŋĺå őąőğŋăçĺň p_i (ćěàőïâŋőáâì ŋěãďăçĺ q_i àăćŋă 1 − p_i). Ŕãáâì áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă X ěáâì çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ, ĺ ŕãáâì μ = M[X]. Šőčďă ďńï r > μ ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő P{X − μ ⩾ r} ⩽ (μe r )_r . Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďńï ńîąőčő α > 0 äãŋłæĺï e^{αx} áâàőčő ćőğàăáâăěâ ŕő x, ŕőíâőňã P{X − μ ⩾ r} = P{e^{α(X−μ)} ⩾ e^{αr}},

Ďńï őæěŋłĺ ŕàăćőľ çăáâĺ ňë ĺáŕőńìğãěň ŋěàăćěŋáâćő Ňăàłőćă (6.32) (ă ŋăĺąőńěě ćëčőďŋőě ğŋăçěŋĺě α ŕőďąěàñň ŕőğďŋěě): P{X − μ ⩾ r} ⩽ M[e^{α(X−μ)}]e^{−αr}. (6.43) Őáâăñâáï őæěŋĺâì M[e^{α(X−μ)}] ĺ ćëąàăâì ğŋăçěŋĺě ďńï α. Řăááňőâàĺň áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã X_i, àăćŋãî 1 ć áńãçăě ãáŕěåă i-čő ĺáŕëâăŋĺï ĺ 0 ć áńãçăě ěčő ŋěãďăçĺ. Šőčďă X = n∑ i=1 X_i ĺ X − μ = n∑ i=1 (X_i − p_i). Ŕőáłőńìłã ĺáŕëâăŋĺï ŋěğăćĺáĺňë, âő ćěńĺçĺŋë X_i ŋěğăćĺáĺňë. Ŕőíâőňã ćěńĺçĺŋë e^{α(Xi−pi )}] ŋěğăćĺáĺňë (ãŕà. 6.3-4), ĺ ŕő äőàňãńě (6.27) ňőęŋő ŕěàěáâăćĺâì ŕàőĺğćěďěŋĺě ĺ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě:

M[e^{α(X−μ)}] = M [_n ∏ i=1 e^{α(Xi−pi )} ] = n∏ i=1 M[e^{α(Xi−pi )}]. Łăęďëľ ňŋőęĺâěńì ňőęŋő őæěŋĺâì âăł: M[e^{α(Xi−pi)}] = e^{α(1−pi)}p_i + e^{α(0−pi)}q_i = p_ie^{αqi} + q_ie^{−αpi} ⩽ p_ie^α + 1 (6.44) ⩽ exp(p_ie^α), čďě exp(x) őąőğŋăçăěâ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋãî äãŋłæĺî: exp(x) = e^x. (Ňë ćőáŕőńìğőćăńĺáì âěň, çâő α > 0, q_i ⩽ 1, e^{αqi} ⩽ e^α ĺ e^{−αpi} ⩽ 1, ă âăłęě ŋěàăćěŋáâćőň (2.7).) Śńěďőćăâěńìŋő, M[e^{α(X−μ)}] ⩽ n∏ i=1 exp(p_ie^α) = exp(μe^α),

âăł łăł μ = ∑_n i=1 p_i. Šăłĺň őąàăğőň, ĺğ ŋěàăćěŋáâćă (6.43) áńěďãěâ őæěŋłă P{X − μ ⩾ r} ⩽ exp(μe^α − αr). (6.45) Ćëąĺàăï α = ln(r/μ) (áň. ãŕà. 6.5-6), ŕőńãçăěň P{X − μ ⩾ r} ⩽ exp(μe^{ln(r/μ)} − r ln(r/μ)) = exp(r − r ln(r/μ)) = e^r (r/μ)^r = (μe r )_r .

[Ťőàňăńìŋő íâă őæěŋłă ŕàĺňěŋĺňă ŕàĺ ńîąőň r > μ, ŋő ěñ ĺňěěâ áňëáń ŕàĺňěŋïâì âőńìłő ěáńĺ r ąőńìèě μ ąőńěě çěň ć e àăğ, ĺŋăçě ŕàăćăï çăáâì ąãďěâ ąőńìèě ěďĺŋĺæë.]

Šěőàěňã 6.6 ňőęŋő ŕàĺňěŋïâì ĺ ďńï áńãçăï àăćŋëå ćěàőïâŋőáâěľ. Ŕàĺ íâőň μ = M[X] = np, ĺ ŕőńãçăěâáï âăłőě Śńěďáâćĺě 6.7. Ŕãáâì X — çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ ŕő áåěňě Ąěàŋãńńĺ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă p. Šőčďă P{X − np ⩾ r} = n∑ k=⌈np+r⌉ b(k; n, p) ⩽ (npe r )_r .

Şŕàăęŋěŋĺï

6.5-1^⋆ Ůâő ňěŋěě ćěàőïâŋő: ŋě ŕőńãçĺâì ŋĺ őďŋőčő őàńă ŕàĺ n ąàőáăŋĺïå áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë, ĺńĺ ŕőńãçĺâì ňěŋěě n őàńőć ŕàĺ 4n ąàőáăŋĺïå áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë?

6.5-2^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő k−1∑ i=0 C^i_na^i < (a + 1)^n k na − k(a + 1) b(k; n, a/(a + 1)) ŕàĺ a > 0 ĺ 0 < k < n.

6.5-3^⋆ Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ 0 < k < np, čďě 0 < p < 1 ĺ q = 1 − p, ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő k−1∑ i=0 p^iq^{n−i} < kq np − k (np k )_k ( nq n − k )_{n−k} .

6.5-4^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ć ãáńőćĺïå âěőàěňë 6.6 ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő P{μ − X ⩾ r} ⩽ ( (n − μ)e r )_r , ă ć ãáńőćĺïå áńěďáâćĺï 6.7 ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő P{np − X ⩾ r} ⩽ (nqe r )_r . 6.5-5^⋆ Řăááňőâàĺň áěàĺî ĺğ n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ; ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă ć i-ň ĺğ ŋĺå őąőğŋăçĺň p_i (ćěàőïâŋőáâì ŋěãďăçĺ q_i àăćŋă 1 − p_i). Ŕãáâì áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă X ěáâì çĺáńő ãáŕěåőć ć áěàĺĺ, ĺ ŕãáâì μ = M[X]. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ r ⩾ 0 ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő P{X − μ ⩾ r} ⩽ e^{−r2 /2n}.

6.5-6^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ćëąàăŋŋőň ğŋăçěŋĺĺ α = ln(r/μ) ŕàăćăï çăáâì ŋěàăćěŋáâćă (6.45) ďőáâĺčăěâ ňĺŋĺňãňă.

6.6 Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăŋăńĺğ

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕàĺćěďñň âàĺ ŕàĺňěàă ŕàĺňěŋěŋĺï àăğőąàăŋŋëå ňěâőďőć őæěŋłĺ ćěàőïâŋőáâěľ. Ŕàĺňěàë íâĺ âăłőćë: áőćŕăďěŋĺě ďŋěľ àőęďěŋĺľ ã ďćãå çěńőćěł áàěďĺ ďăŋŋëå k çěńőćěł, àăáŕàěďěńěŋĺě èăàőć ŕő ãàŋăň ĺ ãçăáâłĺ ŕőćâőàïîéĺåáï ĺáåőďőć ŕàĺ ąàőáăŋĺĺ ňőŋěâë.

6.6.1 Ŕăàăďőłá ďŋï àőęďěŋĺï

Ŕăàăďőłá ďŋï àőęďěŋĺï (birthday paradox) áćïğăŋ á âăłĺň ćőŕàőáőň: áłőńìłő çěńőćěł ďőńęŋő ąëâì ć łőňŋăâě, çâőąë á ąőńìèőľ ćěàőïâŋőáâìî áàěďĺ ŋĺå őłăğăńĺáì ďćőě àőďĺćèĺåáï ć őďĺŋ ďěŋì? Ŕăàăďőłá áőáâőĺâ ć âőň, çâő őâćěâ ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋìèě çĺáńă ďŋěľ ć čőďã, çâő łăęěâáï áâàăŋŋëň.

Ňë áçĺâăěň, çâő ć čőďã 365 ďŋěľ ĺ çâő ďŋĺ àőęďěŋĺï k çěńőćěł ćëąĺàăîâáï áńãçăľŋő ĺ ŋěğăćĺáĺňő ďàãč őâ ďàãčă. Őæěŋĺň ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ćáě ďŋĺ àőęďěŋĺï őłăęãâáï àăğńĺçŋëňĺ. Ŕãáâì ďěŋì àőęďěŋĺï ŕěàćőčő ãęě ćëąàăŋ; ïáŋő, çâő ďěŋì àőęďěŋĺï ćâőàőčő áőćŕăďñâ á ŋĺň á ćěàőïâŋőáâìî 1/365. Ŕàĺ ćëąàăŋŋëå (ĺ àăğńĺçŋëå) ďŋïå àőęďěŋĺï ŕěàćőčő ĺ ćâőàőčő ćěàőïâŋőáâì, çâő ã âàěâìěčő ďěŋì àőęďěŋĺï áőćŕăďñâ á őďŋĺň ĺğ ãęě ĺňěîéĺåáï, ąãďěâ 2/365 ĺ âăł ďăńěě. Ć ĺâőčě ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ã k çěńőćěł ąãďãâ àăğńĺçŋëě ďŋĺ àőęďěŋĺï, ěáâì ( 1 − 1 365 ) ( 1 − 2 365 ) . . . ( 1 − k − 1 365 ) . Ąőńěě äőàňăńìŋő, ŕãáâì n — çĺáńő ďŋěľ ć čőďã, ĺ ŕãáâì A_i — áőąëâĺě ”ďěŋì àőęďěŋĺï (i + 1)-čő çěńőćěłă ŋě áőćŕăďăěâ á ďŋïňĺ àőęďěŋĺï ŕàěďëďãéĺå i çěńőćěł”. Šőčďă ŕěàěáěçěŋĺě B_i = A_1 ∩ A_2 ∩ . . . ∩ A_{i−1} ąãďěâ áőąëâĺěň ”ã ŕěàćëå i çěńőćěł ďŋĺ àőęďěŋĺï àăğńĺçŋë”.

Ŕőáłőńìłã B_k = A_{k−1} ∩ B_{k−1}, âő ĺğ äőàňãńë (6.20) ŕőńãçăěň áőőâŋőèěŋĺě P{B_k} = P{B_{k−1}}P{A_{k−1}|B_{k−1}}. (6.46) Ŋăçăńìŋőě ãáńőćĺě: P{B_1} = 1.

Şáńőćŋăï ćěàőïâŋőáâì P{A_{k−1}|B_{k−1}} àăćŋă (n − k + 1)/n, âăł łăł áàěďĺ n ďŋěľ ĺňěěâáï n − (k − 1) áćőąőďŋëå (ŕő ãáńőćĺî ćáě ŕàěďëďãéĺě ďŋĺ àőęďěŋĺï àăğńĺçŋë). Ŕőíâőňã P{B_k } = P{B_1}P{A_1|B_1}P{A_2|B_2} · · ·P{A_{k−1}|B_{k−1}} = 1 · ( n − 1 n ) ( n − 2 n ) . . . ( n − k + 1 n )

= 1 · ( 1 − 1 n ) ( 1 − 2 n ) t . . . ( 1 − k − 1 n )

Šěŕěàì ĺğ ŋěàăćěŋáâćă 1 + x ⩽ e^x (2.7) áńěďãěâ, çâő P{B_k } ⩽ e^{−1/n}e^{−2/n}e^{−(k−1)/n} = e^{−(1+2+3+...+(k−1))/n} = e^{−k(k−1)/2n} ⩽ 1/2, ěáńĺ −k(k − 1)/2n ⩽ ln(1/2). Ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ćáě k ďŋěľ àőęďěŋĺľ àăğńĺçŋë, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1/2 ŕàĺ k(k − 1) ⩾ 2n ln 2. Řěèăï íâő łćăďàăâŋőě ŋěàăćěŋáâćő, ŕőńãçăěň k ⩾ (1 + √ 1 + (8 ln 2)n)/2.

Ďńï n = 365, ĺňěěň k ⩾ 23. Ĺâăł, ěáńĺ ć łőňŋăâě ŋăåőďĺâáï ŋě ňěŋěě 23 çěńőćěł, âő á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋěě 1/2 łăłĺě-âő ďćőě ĺğ ŋĺå àőďĺńĺáì ć őďĺŋ ĺ âőâ ęě ďěŋì. Ŋă Ňăàáě, čďě čőď áőáâőĺâ ĺğ 669 ňăàáĺăŋáłĺå áãâőł, ć łőňŋăâě ďőńęŋő ąëâì ŋě ňěŋěě 31 ňăàáĺăŋĺŋă.

Ďàãčőľ ňěâőď ăŋăńĺğă

Ěáâì ďàãčőľ, ąőńěě ŕàőáâőľ áŕőáőą ŕőńãçĺâì őæěŋłã ďńï àőďáâćěŋŋőľ ğăďăçĺ. Ďńï łăęďőľ ŕăàë ńîďěľ (i, j), ŋăåőďïéĺåáï ć łőňŋăâě, àăááňőâàĺň áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã X_{ij} X_{ij} = { 1, ěáńĺ i ĺ j àőďĺńĺáì ć őďĺŋ ďěŋì, 0, ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě.

Ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ďŋĺ àőęďěŋĺï ďćãå ďăŋŋëå ńîďěľ áőćŕăďăîâ, àăćŋă 1/n, ŕőíâőňã ŕő őŕàěďěńěŋĺî ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï (6.23) M[X_{ij} ] = 1 · (1/n) + 0 · (1 − 1/n) = 1/n ŕàĺ i ≠ k.

Śãňňă ćáěå X_{ij} ŕő ćáěň ŕăàăň 1 ⩽ i < j ⩽ k ĺňěěâ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě, àăćŋőě áãňňě őęĺďăŋĺľ ďńï łăęďőľ ŕăàë; ćáěčő ŕăà C^2_k = k(k − 1)/2, âăł çâő íâă áãňňă àăćŋă k(k − 1)/2n. Ŕőíâőňã ŋãęŋő ŕàĺňěàŋő √ 2n çěńőćěł, çâőąë ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ŕăà ńîďěľ á áőćŕăďăîéĺňĺ ďŋïňĺ àőęďěŋĺï áàăćŋïńőáì á 1.

Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ n = 365 ĺ k = 28 őęĺďăěňőě çĺáńő ŕăà ńîďěľ, àőďĺćèĺåáï ć őďĺŋ ďěŋì, àăćŋő (28 · 27)/(2 · 365) ≈ 1,0356. Ŋă Ňăàáě ďńï íâőčő âàěąãěâáï 38 ňăàáĺăŋ.

Ğăňěâĺň, çâő ňë őæěŋĺćăńĺ ďćě àăğŋëě ćěéĺ: (1) ŕàĺ łăłőň k ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï X = ∑ X_{ij} > 0 ąőńìèě 1/2, ĺ (2) ŕàĺ łăłőň k ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě X ąőńìèě 1. Ťőàňăńìŋő íâő àăğŋëě ćőŕàőáë (ňőęŋő ğăňěâĺâì ńĺèì, çâő ěáńĺ ćěàőïâŋőáâì P{X > 0} > 1/2, âő M[X] > 1/2, âăł łăł ćěńĺçĺŋă X ŕàĺŋĺňăěâ æěńëě ğŋăçěŋĺï). Őďŋăłő ĺ ć âőň, ĺ ć ďàãčőň áńãçăě őâćěâ ĺňěěâ ăáĺňŕâőâĺłã Θ( √ n). 6.6.2 Ÿăàë ĺ ãàŋë

Ŕãáâì ĺňěěâáï b ãàŋ, ŕàőŋãňěàőćăŋŋëå őâ 1 ďő b. Ňë őŕãáłăěň ć ŋĺå èăàë: łăęďëľ èăà á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ŕőňěéăěâáï ć őďŋã ĺğ ãàŋ ŋěğăćĺáĺňő őâ ŕàěďëďãéĺå. Šăłĺň őąàăğőň, á âőçłĺ ğàěŋĺï ńîąőľ ĺğ ãàŋ ŕàőĺáåőďĺâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺáŕëâăŋĺľ ŕő áåěňě Ąěàŋãńńĺ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă 1/b (ãáŕěå — ŕőŕăďăŋĺě èăàă ć íâã ãàŋã). Ňë àăááňőâàĺň ŋěáłőńìłő ğăďăç, áćïğăŋŋëå á âăłĺň ŕàőæěááőň.

Śłőńìłő èăàőć ŕőŕăďñâ ć ďăŋŋãî ãàŋã? Łőńĺçěáâćő èăàőć, ŕőŕăćèĺå ć ďăŋŋãî ãàŋã, őŕĺáëćăěâáï ąĺŋőňĺăńìŋëň àăáŕàěďěńěŋĺěň b(k; n, 1/b). Ěáńĺ ćáěčő ąàőáăěâáï n èăàőć, âő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ŕőŕăćèĺå ć ãàŋã èăàőć àăćŋő n/b.

Śłőńìłő ć áàěďŋěň èăàőć ŋãęŋő ąàőáĺâì, ŕőłă ć ďăŋŋãî ãàŋã ŋě ŕőŕăďñâ èăà? Łőńĺçěáâćő ąàőáłőć ďő ŕěàćőčő ŕőŕăďăŋĺï ć ğăďăŋŋãî ãàŋã ĺňěěâ čěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě á ćěàőïâŋőáâìî 1/b, ŕőíâőňã őęĺďăěňőě çĺáńő ąàőáłőć ěáâì 1/(1/b) = b.

Śłőńìłő èăàőć ŋãęŋő ąàőáĺâì, çâőąë łăęďăï ãàŋă áőďěàęăńă ŕő ňěŋìèěľ ňěàě őďĺŋ èăà? Ąãďěň áńěďĺâì ğă çĺáńőň ğăŕőńŋěŋŋëå ãàŋ. Ćŋăçăńě őŋő àăćŋő ŋãńî, ă ğăâěň ãćěńĺçĺćăěâáï, ŕőłă ŋě ďőáâĺčŋěâ b. Őąőğŋăçĺň çěàěğ n_i áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã, àăćŋãî çĺáńã ŕőŕëâőł, ŕőâàěąőćăćèĺåáï, çâőąë íâő çĺáńő ćőğàőáńő őâ i − 1 ďő i. (Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ ćâőàăï ĺ âàěâìï ŕőŕëâłĺ ŕàĺèńĺáì ŋă âã ęě ãàŋã, çâő ŕěàćăï, ă çěâćñàâăï — ŋă ďàãčãî, âő n_1 = 1, n_2 = 3.) Őąéěě çĺáńő ŕőŕëâőł ďő ğăŕőńŋěŋĺï ćáěå ãàŋ àăćŋő n_1 + n_2 + . . . + n_b. Ňë ćëçĺáńĺň ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě íâőľ áãňňë łăł áãňňã ňăâěňăâĺçěáłĺå őęĺďăŋĺľ. Łőčďă ňë ęďñň ğăŕőńŋěŋĺï i-ľ ãàŋë, ğăŕőńŋěŋő i − 1 ãàŋ ĺğ b ĺ ćěàőïâŋőáâì ŕőŕăáâì ć ŋěğăŕőńŋěŋŋãî àăćŋă (b − i + 1)/b. Ŕő áćőľáâćã čěőňěâàĺçěáłőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćěńĺçĺŋë n_i őąàăâŋő íâőľ ćěàőïâŋőáâĺ ĺ àăćŋő b/(b − i + 1). Śãňňă íâĺå ćěńĺçĺŋ ŕő ćáěň i àăćŋă b(1/b + 1/(b − 1) + . . . + 1/2 + 1) = b(ln b + O(1)). (Śň. äőàňãńã (3.5) ďńï áãňňë čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă.)

Ĺâăł, âàěąãěâáï áďěńăâì ć áàěďŋěň ŕàĺňěàŋő b ln b ąàőáłőć, ŕàěęďě çěň ć łăęďőľ ãàŋě ŕőïćĺâáï ŕő èăàã.

6.6.3 Şçăáâłĺ ŕőćâőàïîéĺåáï ĺáåőďőć

Ŕãáâì ňë ąàőáăěň áĺňňěâàĺçŋãî ňőŋěâã n àăğ. Łăłőě ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő ĺďãéĺå ŕőďàïď őàńőć ňë őęĺďăěň ãćĺďěâì? Őłăğëćăěâáï, őâćěâ ŋă íâőâ ćőŕàőá — Θ(lg n).

Śŋăçăńă ďőłăęěň, çâő őęĺďăěňăï ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěčő ãçăáâłă ěáâì O(lg n). Ŕãáâì áőąëâĺě A_{ik} áőáâőĺâ ć âőň, çâő ĺňěěâáï ãçăáâőł ĺğ k ĺńĺ ąőńěě őàńőć, ŋăçĺŋăîéĺľáï á i-čő ąàőáăŋĺï. Őçěćĺďŋő,

P{A_{ik}} = 1/2^k. (6.47)

Ŕàĺ k = 2⌈lg n⌉ ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï k őàńőć ć ďăŋŋëå ŕőğĺæĺïå ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1/n^2, ă ćőğňőęŋëå ňěáâ (ğŋăçěŋĺľ i) ňěŋìèě çěň n, âăł çâő ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï k őàńőć ŕőďàïď (čďě-ŋĺąãďì) ŋě ąőńìèě 1/n. Šěŕěàì ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ňăłáĺňăńìŋőčő çĺáńă ĺďãéĺå ŕőďàïď őàńőć őæěŋĺćăěâáï âăł: íâő çĺáńő ŋĺłőčďă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n ĺ ŕőçâĺ ćáěčďă (á ćěàőïâŋőáâìî 1−1/n) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2⌈lg n⌉, ŕőíâőňã őęĺďăŋĺě ŋě ąőńìèě ⌈2 lg n⌉+n·(1/n) = O(lg n).

Ćěàőïâŋőáâì őąàăğőćăŋĺï ãçăáâłă őàńőć ďńĺŋë ŋě ňěŋěě r⌈lg n⌉ ąëáâàő ãňěŋìèăěâáï á àőáâőň r (ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőľ ŕőğĺæĺĺ őŋă ŋě ąőńìèě 2^{−r lg n} = n^{−r}, ă ďńï ćáěå ŕőğĺæĺľ ć áãňňě őŋă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n · n^{−r} = n^{−(r−1)}.) Ŋăŕàĺňěà, ďńï n = 1000 ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï ãçăáâłă ĺğ ŕő ňěŋìèěľ ňěàě 2⌈lg n⌉ = 20 őàńőć ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1/n = 1/1000, ă ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï ãçăáâłă 3⌈lg n⌉ = 30 őàńőć ŋě ąőńìèě 1/n^2 = 10^{−6}.

Šěŕěàì ďőłăęěň őæěŋłã áŋĺğã: őęĺďăěňăï ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěčő ãçăáâłă ěáâì Ω(lg n). Ďńï íâőčő àăááňőâàĺň ãçăáâłĺ ďńĺŋë ⌊(lg n)/2⌋. Śőčńăáŋő (6.47) ćěàőïâŋőáâì ŕőïćńěŋĺï âăłőčő ãçăáâłă ć ďăŋŋőľ ŕőğĺæĺĺ ŋě ňěŋìèě 1/2^{⌊(lg n)/2⌋} ⩾ 1/ √ n, ă ćěàőïâŋőáâì ěčő ŋěŕőïćńěŋĺï ŋě ąőńìèě 1−1/ √ n. Řăğőąìñň ćáî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ąàőáăŋĺľ ŋă ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï čàãŕŕë, áőáâőïéĺě ĺğ ⌊(lg n)/2⌋ ąàőáăŋĺľ łăęďăï. (Ŋěáłőńìłő çńěŋőć őłăęãâáï ćŋě čàãŕŕ, ěáńĺ ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ąãďěâ őáâăâőł.) Ůĺáńő čàãŕŕ ŋě ňěŋìèě 2n/ lg n − 1.

Śőąëâĺï ć àăğŋëå čàãŕŕăå ŋěğăćĺáĺňë, ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŋĺ őďŋă ĺğ íâĺå čàãŕŕ ŋě áőáâőĺâ ĺğ őďŋĺå őàńőć, ŋě ąőńìèě

(1 − 1/ √ n)^{2n/ lg n−1} ⩽ e^{−(2n/ lg n−1)/√n} = O(e^{− lg n}) = O(1/n)

Ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ âőâ äăłâ, çâő 1 + x ⩽ e^x (2.7), ă âăłęě âő, çâő (2n/ lg n − 1)/ √ n ⩾ lg n − O(1).

Ĺâăł, á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋěě 1 − O(1/n) ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěčő ãçăáâłă ŕőďàïď ĺďãéĺå őàńőć ŋě ňěŋìèě ⌊lg n/2⌋ = Ω(lg n), ŕő-

Ğăďăçĺ ł čńăćě 6 127

íâőňã ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ŋĺłăł ŋě ňěŋìèě (1−1/n)Ω(lg n) = Ω(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

6.6-1 Ÿăàë ąàőáăîâ ć b ãàŋ; ćáě ąàőáăŋĺï ŋěğăćĺáĺňë ďàãč őâ ďàãčă, ĺ łăęďëľ èăà àăćŋőćěàőïâŋő ŕőŕăďăěâ ć ńîąãî ĺğ ãàŋ. Ůěňã àăćŋő őęĺďăěňőě łőńĺçěáâćő ąàőáăŋĺľ ďő ňőňěŋâă, łőčďă ć őďŋőľ ĺğ ãàŋ őłăęěâáï ďćă èăàă?

6.6-2^⋆ Śãéěáâćěŋŋő ńĺ ďńï ŕàĺćěďñŋŋőčő ŋăňĺ ăŋăńĺğă ŕăàăďőłáă ďŋï àőęďěŋĺï âő, çâő ďŋĺ àőęďěŋĺï ŋěğăćĺáĺňë ć áőćőłãŕŋőáâĺ, ĺńĺ ąëńő ąë ďőáâăâőçŋő ĺå ŕőŕăàŋőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ? Őąêïáŋĺâě áćőľ őâćěâ.

6.6-3^⋆ Śłőńìłĺå čőáâěľ ŋăďő ŕàĺčńăáĺâì ŋă ćěçěàĺŋłã, çâőąë áłőàěě ćáěčő őłăğăńőáì, çâő ŕő ňěŋìèěľ ňěàě âàőě ĺğ ŋĺå àőďĺńĺáì ć őďĺŋ ďěŋì?

6.6-4^⋆ Łăłãî ďőńî áőáâăćńïîâ ĺŋêěłæĺĺ áàěďĺ ćáěå őâőąàăęěŋĺľ k-íńěňěŋâŋőčő ňŋőęěáâćă ć n-íńěňěŋâŋőě? Łăł áćïğăŋ íâőâ ćőŕàőá á ŕăàăďőłáőň ďŋï àőęďěŋĺï?

6.6-5^⋆ Ŕãáâì n èăàőć ąàőáăîâ ć n ãàŋ, ćáě ąàőáăŋĺï ŋěğăćĺáĺňë, ŕőŕăďăŋĺï łăęďőčő èăàă ćő ćáě ãàŋë àăćŋőćěàőïâŋë. Ůěňã àăćŋő őęĺďăěňőě łőńĺçěáâćő ŕãáâëå ãàŋ? Ă őęĺďăěňőě łőńĺçěáâćő ãàŋ, ć łőâőàëě ŕőŕăńő ć âőçŋőáâĺ ŕő őďŋőňã èăàã?

6.6-6^⋆ Şńãçèĺâě ŋĺęŋîî őæěŋłã ďńï ďńĺŋ ãçăáâłőć ĺğ őďŋĺå őàńőć, ŕőłăğăć, çâő ŕàĺ n ąàőáăŋĺïå áĺňňěâàĺçŋőľ ňőŋěâë ãçăáâőł ďńĺŋë lg n − 2 lg lg n ŋăľďñâáï á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋìèě 1 − 1/n.

Ğăďăçĺ

6-1 Ÿăàë ĺ ãàŋë

Ć íâőľ ğăďăçě ňë áçĺâăěň çĺáńő áŕőáőąőć àăğńőęĺâì n èăàőć ć b àăğńĺçŋëå ãàŋ.

ă. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćáě èăàë àăğŋëě, ĺå ŕőàïďőł ćŋãâàĺ ãàŋë ŋě ãçĺâëćăěâáï. Ďőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ b^n áŕőáőąőć ŕőňěáâĺâì èăàë ć ãàŋë.

ą. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćáě èăàë àăğŋëě ĺ ĺå ŕőàïďőł ć ãàŋě áãéěáâćěŋ. Ďőłăęĺâě, çâő èăàë ňőęŋő àăğńőęĺâì ŕő ãàŋăň (b + n − 1)!/(b − 1)! áŕőáőąăňĺ. (Şłăğăŋĺě: ŕőďáçĺâăľâě çĺáńő áŕőáőąőć àăááâăćĺâì n àăğńĺçŋëå èăàőć ĺ b − 1 őďĺŋăłőćëå çñàâőçěł ć àïď.)

ć. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćáě èăàë őďĺŋăłőćë, ĺ ĺå ŕőàïďőł ć ãàŋě ŋě ĺňěěâ ğŋăçěŋĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő çĺáńő áŕőáőąőć àăáłńăďłĺ èăàőć ŕő ãàŋăň àăćŋïěâáï C^n_{b+n−1}. (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě âã ęě ĺďěî, çâő ć ŕãŋłâě (ą).)

č. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ èăàë őďĺŋăłőćëě ĺ ć ńîąãî ãàŋã ŕőňěéăěâáï ŋě ąőńìèě őďŋőčő èăàă, âő çĺáńő áŕőáőąőć àăćŋő C^n_b .

ď. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ èăàë őďĺŋăłőćëě ĺ ć ńîąőľ ãàŋě ďőńęěŋ őłăğăâìáï ŕő ňěŋìèěľ ňěàě őďĺŋ èăà, âő çĺáńő áŕőáőąőć àăáłńăďłĺ èăàőć àăćŋő C^{b−1}_{n−1}.

6-2 Ŕàőčàăňňă ćëçĺáńěŋĺï ňăłáĺňãňă Řăááňőâàĺň âăłãî ŕàőčàăňňã ŕőĺáłă ňăłáĺňãňă ć ŋěãŕőàïďőçěŋŋőň ňăááĺćě A[1 . .n].

1 max ← −∞ 2 for i ← 1 to n 3 do ▷ Śàăćŋĺâì A[i] á max. 4 if A[i] > max 5 then max ← A[i]

Ňë åőâĺň őŕàěďěńĺâì, áłőńìłő àăğ ć áàěďŋěň ćëŕőńŋïěâáï ŕàĺáćăĺćăŋĺě ć áâàőłě 5. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő çĺáńă ć ňăááĺćě A àăğńĺçŋë ĺ àăáŕőńőęěŋë ć áńãçăľŋőň ŕőàïďłě (ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ àăćŋőćěàőïâŋë).

ă. Ěáńĺ çĺáńő x áńãçăľŋő ćëąàăŋő ĺğ i àăğńĺçŋëå çĺáěń, âő á łăłőľ ćěàőïâŋőáâìî őŋő őłăęěâáï ňăłáĺňăńìŋëň çĺáńőň áàěďĺ ŋĺå?

ą. Łăł áőőâŋőáĺâáï A[i] á ŕàěďëďãéĺňĺ íńěňěŋâăňĺ ňăááĺćă ďńï âěå i, ŕàĺ łőâőàëå ćëŕőńŋïěâáï áâàőłă 5?

ć. Ůěňã àăćŋă ćěàőïâŋőáâì ćëŕőńŋěŋĺï áâàőłĺ 5 ŕàőčàăňňë ďńï ďăŋŋőčő ğŋăçěŋĺï i?

č. Ŕãáâì s_i — áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, àăćŋăï 1 ĺńĺ 0 ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, ćëŕőńŋïńăáì áâàőłă 5 ŋă i-ň èăčě æĺłńă ĺńĺ ŋěâ. Ůěňã àăćŋő M[s_i]?

ď. Ŕãáâì s = s_1+s_2+· · ·+s_n — őąéěě çĺáńő ŕàĺáćăĺćăŋĺľ ć áâàőłě 5 ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ćáěľ ŕàőčàăňňë. Ŕőłăęĺâě, çâő M[s] = Θ(lg n).

6-3 Ŕàőąńěňă ćëąőàă

Ğăćěďãîéăï łăäěďàőľ ŕàĺŋĺňăěâ ŋă àăąőâã ŋőćőčő áőâàãďŋĺłă. Őŋă ŋăğŋăçĺńă áőąěáěďőćăŋĺï n ŕàěâěŋďěŋâăň ĺ åőçěâ ćëąàăâì ŋăĺąőńěě łćăńĺäĺæĺàőćăŋŋőčő ĺğ ŋĺå. Őďŋăłő ãŋĺćěàáĺâěâáłĺě ŕàăćĺńă âàěąãîâ, çâőąë ŕőáńě ąěáěďë ŕàěâěŋďěŋâã áàăğã áőőąéăńőáì, ŕàĺŋïâ őŋ ĺńĺ ŋěâ.

Ďńï íâőčő őŋă ŕàĺňěŋïěâ âăłőě ŕàăćĺńő. Śŋăçăńă őŋă čőćőàĺâ á ŕěàćëňĺ k ŕàěâěŋďěŋâăňĺ, őâłăğëćăï ĺň ŋěğăćĺáĺňő őâ ĺå łćăńĺäĺłăæĺĺ. Ěáńĺ áàěďĺ őáâăćèĺåáï ěáâì ąőńěě łćăńĺäĺæĺàőćăŋŋëľ, çěň ŕěàćëě k, âő ŕěàćëľ ĺğ âăłőćëå ŕàĺŋĺňăěâáï. Ěáńĺ ŋěâ, ŕàĺŋĺňăěâáï ŕőáńěďŋĺľ ĺğ ŕàěâěŋďěŋâőć. Ŕőłăęĺâě, çâő ćěàőïâŋőáâì ćë-

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 6 129

ąàăâì âăłĺň áŕőáőąőň ńãçèěčő ĺğ ŕàěâěŋďěŋâőć ąãďěâ ňăłáĺňăńìŋă (ĺ àăćŋă ŕàĺňěàŋő 1/e), ěáńĺ k ŕàĺňěàŋő àăćŋő n/e.

6-4 Ćěàőïâŋőáâŋëľ áçñâçĺł Ś ŕőňőéìî t-ąĺâŋőčő áçñâçĺłă ňë ňőęěň áçĺâăâì ďő 2^t − 1.

Śńěďãîéĺľ ŕàĺñň ćěàőïâŋőáâŋőčő ŕőďáçñâă (probabilistic counting, R. Morris) ďăñâ ćőğňőęŋőáâì ćěáâĺ áçñâ ďő łãďă ąőńìèĺå ğŋăçěŋĺľ, ŕàăćďă æěŋőî ŋěłőâőàőľ ŕőâěàĺ âőçŋőáâĺ.

Ćëąěàěň ćőğàăáâăîéãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì æěńëå ŋěőâàĺæăâěńìŋëå çĺáěń n_i (čďě i ňěŋïěâáï őâ 0 ďő 2^t−1). Ěñ áňëáń âăłőć: ěáńĺ ğŋăçěŋĺě t-ąĺâŋőčő àěčĺáâàă àăćŋő i, âő íâő őğŋăçăěâ, çâő ŕőďáçĺâëćăěňőě łőńĺçěáâćő (çĺáńő ćëŕőńŋěŋŋëå őŕěàăæĺľ Increment) ŕàĺňěàŋő àăćŋő n_i. Ňë áçĺâăěň, çâő n_0 = 0.

Őŕěàăæĺï Increment ãćěńĺçĺćăěâ ğŋăçěŋĺě áçěâçĺłă, áőďěàęăéěčő i, á ŋěłőâőàőľ ćěàőïâŋőáâìî. Ĺňěŋŋő, çĺáńő i ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă 1 á ćěàőïâŋőáâìî 1/(n_{i+1} −n_i), ĺ őáâăěâáï ŋěĺğňěŋŋëň ć őáâăńìŋëå áńãçăïå. (Ěáńĺ i = 2^t − 1, âő ŕàőĺáåőďĺâ ŕěàěŕőńŋěŋĺě.) Ĺďěï ŕàőáâă: ć áàěďŋěň ďńï ãćěńĺçěŋĺï i ŋă ěďĺŋĺæã ŕőâàěąãěâáï łăł àăğ n_{i+1} − n_i őŕěàăæĺľ.

Ěáńĺ n_i = i ďńï ćáěå i ⩾ 0, âő ŕőńãçăěň őąëçŋëľ áçñâçĺł. Ąőńěě ĺŋâěàěáŋëě áĺâãăæĺĺ ćőğŋĺłăîâ, ěáńĺ ćëąàăâì, ŋăŕàĺňěà, n_i = 2^{i−1} ďńï i > 0 ĺńĺ n_i = F_i (i-ě çĺáńő Ťĺąőŋăççĺ, áň. àăğď. 2.2).

Ňë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő n_2t_{−1} ďőáâăâőçŋő ćěńĺłő, ĺ ŕàěŋěąàěčăâì ćőğňőęŋőáâìî ŕěàěŕőńŋěŋĺï.

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áőďěàęĺňőčő áçñâçĺłă ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï n őŕěàăæĺľ Increment, ć âőçŋőáâĺ àăćŋő n.

ą. Ďĺáŕěàáĺï áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋë, àăćŋőľ áőďěàęĺňőňã áçñâçĺłă ŕőáńě n őŕěàăæĺľ Increment, ğăćĺáĺâ őâ ćëąőàă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ n_0, n_1, . . .. Ŋăľďĺâě íâã ďĺáŕěàáĺî ďńï áńãçăï n_i = 100i.

Ğăňěçăŋĺï

Őąéĺě ňěâőďë àěèěŋĺï ćěàőïâŋőáâŋëå ğăďăç őąáãęďăńĺáì ć ğŋăňěŋĺâőľ ŕěàěŕĺáłě Ŕăáłăńï (B. Pascal) ĺ Ťěàňă (P. de Fermat), ŋăçăćèěľáï ć 1654 čőďã, ĺ ć łŋĺčě Čîľčěŋáă (C. Huygens, 1657). Ąőńěě áâàőčőě ĺğńőęěŋĺě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ąëńő ďăŋő ć àăąőâăå Ąěàŋãńńĺ (J. Bernoulli, 1713) ĺ Ňãăćàă (A. De Moivre, 1730). Ďăńìŋěľèěě àăğćĺâĺě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ áćïğăŋő á ĺňěŋăňĺ Ńăŕńăáă (P. S. de Laplace), Ŕãăááőŋă (S.-D. Poisson) ĺ Čăãááă (C. F. Gauss).

Śãňňë áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ ĺááńěďőćăńĺáì Ŕ. Ń. Ůěąëèñćëň ĺ Ă. Ă. Ňăàłőćëň (áâăàèĺň). Ć 1933 čőďã Ă. Ŋ. Łőńňőčőàőć áäőàňãńĺàőćăń ăłáĺőňë âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ. Őæěŋłĺ åćőáâőć àăáŕàěďěńěŋĺľ ŕàĺćőďïâ Ůěàŋőć [40] ĺ Ţőäďĺŋč [99]. Ćăęŋëě àěğãńìâăâë ő áńãçăľŋëå łőňąĺŋăâőàŋëå áâàãłâãàăå ŕàĺŋăďńěęăâ İàďñèã (P. Erdös).

Ńĺâěàăâãàă ŕő âěňě čńăćë: Łŋãâ [121], Ńî [140] (åőàőèĺě ŕőáőąĺï ŕő íńěňěŋâăàŋőľ łőňąĺŋăâőàĺłě ĺ ŕőďáçěâã); Ąĺńńĺŋčáńĺ [28], Ůăŋč [41], Ďàěľł [57], Ťěńńěà [66], Řőğăŋőć [171] (áâăŋďăàâŋëě ãçěąŋĺłĺ ŕő âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ); Ąőńńőąăá [30], Ţőäàĺ [100], Śŕěŋáěà [179] (âěåŋĺłă ćěàőïâŋőáâŋőčő ăŋăńĺğă).

II Śőàâĺàőćłă ĺ ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ

Ććěďěŋĺě

Ć íâőľ çăáâĺ ňë àăááňőâàĺň ŋěáłőńìłő ăńčőàĺâňőć, àěèăîéĺå ğăďăçã áőàâĺàőćłĺ (sorting problem). Ĺáåőďŋëň ďăŋŋëň ďńï íâőľ ğăďăçĺ ïćńïěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çĺáěń ⟨a_1, a_2, . . ., a_n⟩. Řěğãńìâăâőň ďőńęŋă ąëâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨a^′_1, a^′_2, . . ., a^′_n⟩, áőáâőïéăï ĺğ âěå ęě çĺáěń, ĺďãéĺå ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě: a^′_1 ⩽ a^′_2 ⩽ · · · ⩽ a^′_n. Őąëçŋő ĺáåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğăďăŋă łăł ňăááĺć, åőâï ćőğňőęŋë ĺ ďàãčĺě ćăàĺăŋâë (ŋăŕàĺňěà, áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł).

Śâàãłâãàă áőàâĺàãěňëå őąêěłâőć

Ŋă ŕàăłâĺłě àěďłő âàěąãěâáï ãŕőàïďőçĺćăâì çĺáńă łăł âăłőćëě. Őąëçŋő ŋăďő áőàâĺàőćăâì ğăŕĺáĺ (records), áőďěàęăéĺě ŋěáłőńìłő ŕőńěľ, ĺ àăáŕőńăčăâì ĺå ć ŕőàïďłě, őŕàěďěńïěňëň őďŋĺň ĺğ ŕőńěľ. [Ŋăŕàĺňěà, ć ăàåĺćě őâďěńă łăďàőć ďńï łăęďőčő áőâàãďŋĺłă äĺàňë ňőęěâ åàăŋĺâìáï ğăŕĺáì, áőďěàęăéăï àăğńĺçŋëě ŕőńï (äăňĺńĺï, ĺňï, őâçěáâćő, čőď àőęďěŋĺï, ăďàěá ĺ â. ŕ.), ĺ ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ňőęěâ ŕőŋăďőąĺâìáï ãŕőàïďőçĺâì ćáě ğăŕĺáĺ ŕő čőďăň àőęďěŋĺï.] Ŕőńě, ŕő łőâőàőňã ŕàőćőďĺâáï áőàâĺàőćłă (čőď àőęďěŋĺï ć ŋăèěň ŕàĺňěàě), ŋăğëćăěâáï łńîçőň (key), ă őáâăńìŋëě ŕőńï — ďőŕőńŋĺâěńìŋëňĺ ďăŋŋëňĺ (satellite data). Ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì áěąě ďěńő âăł: ăńčőàĺâň áőàâĺàãěâ łńîçĺ, ŋő ćňěáâě á łăęďëň łńîçőň ŕěàěňěéăîâáï (ąěğ ĺğňěŋěŋĺï) ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě, á ŋĺň áćïğăŋŋëě. (Ěáńĺ íâĺå ďăŋŋëå ňŋőčő, àăğãňŋő ŕěàěňěéăâì ŋě áăňĺ ďăŋŋëě, ă ńĺèì ãłăğăâěńì ŋă ŋĺå.)

Ćáě íâĺ ŕőďàőąŋőáâĺ ňë ŋě àăááňăâàĺćăěň, őčàăŋĺçĺćăïáì ğăďăçěľ áőàâĺàőćłĺ łńîçěľ. Ŕàĺćőďĺňëě ŋăňĺ ăńčőàĺâňë ïćńïîâáï, âăłĺň őąàăğőň, ńĺèì ”áłěńěâőň” àěăńìŋőľ ŕàőčàăňňë, ł łőâőàőňã ŋãęŋő ďőąăćĺâì őąàăąőâłã ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ďăŋŋëå (çâő őąëçŋő ŋě áńőęŋő, åőâï ĺ åńőŕőâŋő).

Ăńčőàĺâňë áőàâĺàőćłĺ

Ňë ãęě ćáâàěçăńĺáì ć čńăćě 1 á ďćãňï ăńčőàĺâňă, áőàâĺàãîéĺňĺ n çĺáěń ğă ćàěňï Θ(n^2) ć åãďèěň áńãçăě. Ĺå ŕàőáâőâă, őďŋăłő, ďěńăěâ ĺå íääěłâĺćŋëňĺ ďńï áőàâĺàőćłĺ ŋěąőńìèőčő ňăááĺćă ąěğ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ (in place). (Ĺňěěâáï ć ćĺďã, çâő ňë ŋě ĺňěěň ŕàăćă ğăćőďĺâì ěéñ őďŋőčő ňăááĺćă, ŋő ŕěàěňěŋŋëě ďńï çĺáěń ĺáŕőńìğőćăâì ňőęŋő). Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺňěěâ ńãçèãî ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã ćàěňěŋĺ àăąőâë, ŋő őŋ âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ňăááĺćă.

Ć íâőľ çăáâĺ łŋĺčĺ ňë àăááňőâàĺň ěéñ ďćă ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń. Ŕěàćëľ ĺğ ŋĺå ŋăğëćăěâáï ”áőàâĺàőćłőľ á ŕőňőéìî łãçĺ” (heapsort). Ğďěáì ”łãçă” — ŋěłőâőàăï áâàãłâãàă ďăŋŋëå, ĺňěîéăï ňŋőčő ŕàĺńőęěŋĺľ (őďŋő ĺğ ŋĺå, őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ, ňë âăłęě àăááňőâàĺň ć čńăćě 7). İâőâ ăńčőàĺâň ŋě âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ňăááĺćă ĺ àăąőâăěâ ğă ćàěňï Θ(n lg n) ć åãďèěň áńãçăě.

Ć čńăćě 8 áâàőĺâáï ďàãčőľ ăńčőàĺâň, ŋăğëćăěňëľ ”ąëáâàőľ áőàâĺàőćłőľ” (quicksort). Ć åãďèěň áńãçăě őŋ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n^2), ŋő ć áàěďŋěň — ńĺèì Θ(n lg n), ĺ ŋă ŕàăłâĺłě őŋ őąëçŋő ąëáâàěě áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ (ěčő ćŋãâàěŋŋĺľ æĺłń ŕàőáâ, ŕőíâőňã łőŋáâăŋâă ć ăáĺňŕâőâĺçěáłőľ őæěŋłě ňěŋìèě).

Ćáě íâĺ ăńčőàĺâňë (áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ, áńĺïŋĺěň, á ŕőňőéìî łãçĺ ĺ ąëáâàăï áőàâĺàőćłă) ĺáŕőńìğãîâ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï őąêěłâőć, ŋő ŋě ĺå ćŋãâàěŋŋîî áâàãłâãàã. Ć čńăćě 9 ňë ŕőłăğëćăěň, çâő ńîąăï áőàâĺàőćłă âăłőčő ćĺďă ć åãďèěň áńãçăě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(n lg n), ććěďï ŕőďåőďïéãî äőàňăńìŋãî ňőďěńì (àăğàěèăîéĺě ďěàěćìï). Šěň áăňëň áâăŋőćĺâáï ïáŋëň, çâő áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺ á ŕőňőéìî łãçĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ őŕâĺňăńìŋë.

Őďŋăłő íâă ŋĺęŋïï őæěŋłă ŋě àăáŕàőáâàăŋïěâáï ŋă ăńčőàĺâňë, ĺáŕőńìğãîéĺě ćŋãâàěŋŋîî áâàãłâãàã ďăŋŋëå. Ć čńăćě 9 àăááňăâàĺćăěâáï ŋěáłőńìłő ŕàĺňěàőć âăłőčő àőďă. Śőàâĺàőćłă ŕőďáçñâőň (counting sort) ŕőğćőńïěâ őâáőàâĺàőćăâì n æěńëå çĺáěń ć ďĺăŕăğőŋě őâ 1 ďő k ğă ćàěňï O(n + k), ĺáŕőńìğãï áőàâĺàãěňëě çĺáńă łăł ĺŋďěłáë ć ňăááĺćě àăğňěàă k. Ěáńĺ k = O(n), ćàěňï áőàâĺàőćłĺ áâăŋőćĺâáï ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋëň àăğňěàã ňăááĺćă. Řőďáâćěŋŋëľ ăńčőàĺâň, ŋăğëćăěňëľ ”æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłőľ”, ŕàĺňěŋïěâ áåőďŋëľ ŕàĺñň ŕőàăğàïďŋő, ĺ ŕőğćőńïěâ őâáőàâĺàőćăâì n æěńëå çĺáěń, łăęďőě ĺğ łőâőàëå ĺňěěâ d àăğàïďőć ć k-ĺçŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï, ğă ćàěňï O(d(n+k)). Ěáńĺ áçĺâăâì, çâő d ŕőáâőïŋŋő, ă k ěáâì O(n), âő őąéěě ćàěňï ěáâì O(n). Šàěâĺľ ăńčőàĺâň âăłőčő àőďă, áőàâĺàőćłă ćëçñàŕëćăŋĺěň, ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő áőàâĺàãěňëě çĺáńă àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋë ŋă őâàěğłě ĺ ŋěğăćĺáĺňë, ĺ ć áàěďŋěň âàěąãěâ O(n) ďěľáâćĺľ ďńï n çĺáěń.

Ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ

Ěáńĺ ŋăň ŋăďő ŋăľâĺ i-ľ ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâ ňăááĺćă, ňőęŋő áŋăçăńă őâáőàâĺàőćăâì ňăááĺć, çâő âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(n lg n), ěáńĺ ŋě ŕőńìğőćăâìáï ćŋãâàěŋŋěľ áâàãłâãàőľ íńěňěŋâőć (čńăćă 9). Ŋő ŕàĺ íâőň ćëŕőńŋïěâáï ńĺèŋïï àăąőâă (áőàâĺàőćłă őáâăńìŋëå íńěňěŋâőć), ĺ ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ąőńěě íääěłâĺćŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ğăďăçĺ őâëáłăŋĺï i-čő ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâă (łőâőàãî ŋăğëćăîâ âăłęě ğăďăçěľ ő ŕőàïďłőćëå áâăâĺáâĺłăå). Ć čńăćě 10 ŕàĺćőďïâáï ďćă âăłĺå ăńčőàĺâňă: őďĺŋ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n^2) ć åãďèěň áńãçăě ĺ O(n) ć áàěďŋěň; ďàãčőľ, ąőńěě áńőęŋëľ, őąåőďĺâáï ćàěňěŋěň O(n) ć åãďèěň áńãçăě.

Ĺáŕőńìğãěňëě áćěďěŋĺï ĺğ ňăâěňăâĺłĺ

Ąőńìèăï çăáâì ňăâěàĺăńă čńăć 7–10 ďőáâãŕŋă çĺâăâěńî á ňĺŋĺňăńìŋőľ ňăâěňăâĺçěáłőľ ŕőďčőâőćłőľ. Őďŋăłő ćěàőïâŋőáâŋëľ ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňőć (ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ, áőàâĺàőćłĺ ćëçñàŕëćăŋĺěň ĺ őâëáłăŋĺï i-čő ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâă) âàěąãěâ ğŋăłőňáâćă á âěőàĺěľ ćěàőïâŋőáâěľ (čńăćă 6). Ďőąăćĺň, çâő ăńčőàĺâň őâëáłăŋĺï i-čő íńěňěŋâă ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï (ć åãďèěň áńãçăě) ąőńěě áńőęěŋ, çěň ďàãčĺě ăńčőàĺâňë íâőľ čńăćë.

7 Śőàâĺàőćłă á ŕőňőéìî łãçĺ

Ć íâőľ čńăćě àăááňőâàěŋ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ (heapsort). Łăł ĺ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň, őŋ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n lg n) ďńï áőàâĺàőćłĺ n őąêěłâőć, ŋő őąåőďĺâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâìî àăğňěàă O(1) (ćňěáâő O(n) ďńï áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň). Šăłĺň őąàăğőň, íâőâ ăńčőàĺâň áőçěâăěâ ŕàěĺňãéěáâćă ďćãå àăŋěě àăááňőâàěŋŋëå ăńčőàĺâňőć — áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺ áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ.

Śâàãłâãàă ďăŋŋëå, łőâőàãî ĺáŕőńìğãěâ ăńčőàĺâň (őŋă ŋăğëćăěâáï ”ďćőĺçŋőľ łãçěľ”) őłăğëćăěâáï ŕőńěğŋőľ ĺ ć ďàãčĺå áĺâãăæĺïå. Ć çăáâŋőáâĺ, ŋă ěñ ąăğě ňőęŋő íääěłâĺćŋő őàčăŋĺğőćăâì őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ (áň. àăğď. 7.5). Ć áńěďãîéĺå čńăćăå ŋăň ćáâàěâïâáï ăńčőàĺâňë, ĺáŕőńìğãîéĺě áåőďŋëě áâàãłâãàë ďăŋŋëå (ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ, äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ).

Šěàňĺŋ ”łãçă” ĺŋőčďă ĺáŕőńìğãîâ ć ďàãčőň áňëáńě (őąńăáâì ŕăňïâĺ, čďě ďăŋŋëě àăğňěéăîâáï á ŕàĺňěŋěŋĺěň ăćâőňăâĺçěáłőľ ” áąőàłĺ ňãáőàă” — ŋăŕàĺňěà, ć ïğëłě Lisp), ŋő ňë íâőčő ďěńăâì ŋě ąãďěň.

7.1 Łãçĺ

Ďćőĺçŋőľ łãçěľ (binary heap) ŋăğëćăîâ ňăááĺć á őŕàěďěńñŋŋëňĺ áćőľáâćăňĺ ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ, Ůâőąë áäőàňãńĺàőćăâì íâĺ áćőľáâćă, ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ňăááĺć łăł ďćőĺçŋőě ďěàěćő (àĺá. 7.1). Łăęďăï ćěàèĺŋă ďěàěćă áőőâćěâáâćãěâ íńěňěŋâã ňăááĺćă. Ěáńĺ ćěàèĺŋă ĺňěěâ ĺŋďěłá i, âő ěñ àőďĺâěńì ĺňěěâ ĺŋďěłá ⌊i/2⌋ (ćěàèĺŋă á ĺŋďěłáőň 1 ïćńïěâáï łőàŋěň), ă ěñ ďěâĺ — ĺŋďěłáë 2i ĺ 2i + 1. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő łãçă ňőęěâ ŋě ğăŋĺňăâì ćáěčő ňăááĺćă ĺ åàăŋĺâì ňăááĺć A, ěčő ďńĺŋã length[A] ĺ áŕěæĺăńìŋëľ ŕăàăňěâà heap-size[A] (àăğňěà łãçĺ), ŕàĺçñň heap-size[A] ⩽ length[A]. Łãçă áőáâőĺâ ĺğ íńěňěŋâőć A[1], . . ., A[heap-size[A]]. Ďćĺęěŋĺě ŕő ďěàěćã őáãéěáâćńïěâáï ŕàőæěďãàăňĺ

Łãçĺ 137

Řĺáãŋőł 7.1 Łãçã ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł ďěàěćő (ă) ĺńĺ łăł ňăááĺć (ą). Ćŋãâàĺ ćěàèĺŋë ŕőłăğăŋő ěñ ğŋăçěŋĺě. Őłőńő ćěàèĺŋë ŕőłăğăŋ ěñ ĺŋďěłá ć ňăááĺćě.

Parent(i) return ⌊i/2⌋ Left(i)

return 2i

Right(i)

return 2i + 1

İńěňěŋâ A[1] ïćńïěâáï łőàŋěň ďěàěćă.

Ć ąőńìèĺŋáâćě łőňŕìîâěàőć ďńï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãà Left ĺ Parent ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì łőňăŋďë ńěćőčő ĺ ŕàăćőčő áďćĺčă (Left, Parent); Right âàěąãěâ ńěćőčő áďćĺčă, ŕőáńě łőâőàőčő ć ňńăďèĺľ àăğàïď ŕőňěéăěâáï ěďĺŋĺæă.

İńěňěŋâë, åàăŋïéĺěáï ć łãçě, ďőńęŋë őąńăďăâì őáŋőćŋëň áćőľáâćőň łãçĺ (heap property): ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë i, łàőňě łőàŋï (â. ě. ŕàĺ 2 ⩽ i ⩽ heap-size[A]),

A[Parent(i)] ⩾ A[i]. (7.1)

Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ğŋăçěŋĺě ŕőâőňłă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ğŋăçěŋĺï ŕàěďłă. Šăłĺň őąàăğőň, ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ ďěàěćă (ĺńĺ ńîąőčő ŕőďďěàěćă) ŋăåőďĺâáï ć łőàŋěćőľ ćěàèĺŋě ďěàěćă (íâőčő ŕőďďěàěćă).

Ćëáőâőľ (height) ćěàèĺŋë ďěàěćă ŋăğëćăěâáï ćëáőâă ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć íâőľ ćěàèĺŋě (çĺáńő àñąěà ć áăňőň ďńĺŋŋőň ŕãâĺ á ŋăçăńőň ć íâőľ ćěàèĺŋě ćŋĺğ ŕő ďěàěćã ł ńĺáâã). Ćëáőâă ďěàěćă, âăłĺň őąàăğőň, áőćŕăďăěâ á ćëáőâőľ ěčő łőàŋï. Ć ďěàěćě, áőáâăćńïîéěň łãçã, ćáě ãàőćŋĺ (łàőňě, ąëâì ňőęěâ, ŕőáńěďŋěčő), ğăŕőńŋěŋë ŕőńŋőáâìî. Ŕőíâőňã ćëáőâă íâőčő ďěàěćă àăćŋă Θ(lg n), čďě n — çĺáńő íńěňěŋâőć ć łãçě (áň. ãŕà. 7.1-2). Łăł ňë ãćĺďĺň ŋĺęě, ćàěňï àăąőâë őáŋőćŋëå őŕěàăæĺľ ŋăď łãçěľ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě ďěàěćă ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, áőáâăćńïěâ O(lg n). Őáâăćèăïáï çăáâì čńăćë ŕőáćïéěŋă ăŋăńĺğã íâĺå őŕěàăæĺľ ĺ ŕàĺňěŋěŋĺî łãçĺ ć ğăďăçăå áőàâĺàőćłĺ ĺ ňőďěńĺàőćăŋĺï őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ. Ŕěàěçĺáńĺň őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ ŋăď łãçěľ:

• Ŕàőæěďãàă Heapify ŕőğćőńïěâ ŕőďďěàęĺćăâì őáŋőćŋőě áćőľáâćő (7.1). Ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg n).

• Ŕàőæěďãàă Build-Heap áâàőĺâ łãçã ĺğ ĺáåőďŋőčő (ŋěőâáőàâĺàőćăŋŋőčő) ňăááĺćă. Ćàěňï àăąőâë O(n).

• Ŕàőæěďãàă Heapsort áőàâĺàãěâ ňăááĺć, ŋě ĺáŕőńìğãï ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ. Ćàěňï àăąőâë O(n lg n).

• Ŕàőæěďãàë Extract-Max (ćğïâĺě ŋăĺąőńìèěčő) ĺ Insert (ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă) ĺáŕőńìğãîâáï ŕàĺ ňőďěńĺàőćăŋĺĺ őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ŋă ąăğě łãçĺ. Ćàěňï àăąőâë őąěĺå ŕàőæěďãà áőáâăćńïěâ O(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

7.1-1 Ŕãáâì łãçă ĺňěěâ ćëáőâã h. Śłőńìłő íńěňěŋâőć ňőęěâ ć ŋěľ ąëâì? (Şłăęĺâě ňăłáĺňăńìŋőě ĺ ňĺŋĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺï.)

7.1-2 Ďőłăęĺâě, çâő łãçă ĺğ n íńěňěŋâőć ĺňěěâ ćëáőâã ⌊lg n⌋.

7.1-3 Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őáŋőćŋőčő áćőľáâćă łãçĺ łőàŋěćăï ćěàèĺŋă ńîąőčő ŕőďďěàěćă ïćńïěâáï ŋăĺąőńìèěľ ć íâőň ŕőďďěàěćě.

7.1-4 Čďě ňőęěâ ŋăåőďĺâìáï ŋăĺňěŋìèĺľ íńěňěŋâ łãçĺ, ěáńĺ ćáě ěñ íńěňěŋâë àăğńĺçŋë?

7.1-5 Ŕãáâì ňăááĺć őâáőàâĺàőćăŋ ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě (ŕěàćëľ íńěňěŋâ — ŋăĺąőńìèĺľ). §ćńïěâáï ńĺ âăłőľ ňăááĺć łãçěľ?

7.1-6 §ćńïěâáï ńĺ łãçěľ ňăááĺć ⟨23, 17, 14, 6, 13, 10, 1, 5, 7, 12⟩?

7.2 Śőåàăŋěŋĺě őáŋőćŋőčő áćőľáâćă łãçĺ

Ŕàőæěďãàă Heapify — ćăęŋőě áàěďáâćő àăąőâë á łãçěľ. Ěñ ŕăàăňěâàăňĺ ïćńïîâáï ňăááĺć A ĺ ĺŋďěłá i. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ŕőďďěàěćìï á łőàŋïňĺ Left(i) ĺ Right(i) ãęě őąńăďăîâ őáŋőćŋëň áćőľáâćőň. Ŕàőæěďãàă ŕěàěáâăćńïěâ íńěňěŋâë ŕőďďěàěćă á ćěàèĺŋőľ i, ŕőáńě çěčő őŋő őąńăďăěâ őáŋőćŋëň áćőľáâćőň. Ĺďěï ŕàőáâă: ěáńĺ íâő áćőľáâćő ŋě ćëŕőńŋěŋő ďńï ćěàèĺŋë i, âő ěñ áńěďãěâ ŕőňěŋïâì á ąő́ńìèĺň ĺğ ěñ ďěâěľ ĺ â. ď., ŕőłă íńěňěŋâ A[i] ŋě ”ŕőďčàãğĺâáï” ďő ŋãęŋőčő ňěáâă.

Śőåàăŋěŋĺě őáŋőćŋőčő áćőľáâćă łãçĺ 139

Řĺáãŋőł 7.2 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Heapify(A, 2) ŕàĺ heap-size[A] = 10. (ă) Ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě łãçĺ. Ć ćěàèĺŋě i = 2 őáŋőćŋőě áćőľáâćő ŋăàãèěŋő. Ůâőąë ćőááâăŋőćĺâì ěčő, ŋěőąåőďĺňő ŕőňěŋïâì A[2] ĺ A[4]. Ŕőáńě íâőčő (ą) őáŋőćŋőě áćőľáâćő ŋăàãèăěâáï ć ćěàèĺŋě á ĺŋďěłáőň 4. Řěłãàáĺćŋëľ ćëğőć ŕàőæěďãàë Heapify(A, 4) ćőááâăŋăćńĺćăěâ őáŋőćŋőě áćőľáâćő ć ćěàèĺŋě á ĺŋďěłáőň 4 ŕãâñň ŕěàěáâăŋőćłĺ A[4] ↔ A[9] (ć). Ŕőáńě íâőčő őáŋőćŋőě áćőľáâćő ćëŕőńŋěŋő ďńï ćáěå ćěàèĺŋ, âăł çâő ŕàőæěďãàă Heapify(A, 9) ãęě ŋĺçěčő ŋě ďěńăěâ.

Heapify(A, i) 1 l ← Left(i) 2 r ← Right(i) 3 if l ⩽ heap-size[A] ĺ A[l] > A[i] 4 then largest ← l 5 else largest ← i 6 if r ⩽ heap-size[A] ĺ A[r] > A[largest] 7 then largest ← r 8 if largest ≠ i 9 then őąňěŋïâì A[i] ↔ A[largest] 10 Heapify(A, largest)

Řăąőâă ŕàőæěďãàë Heapify ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 7.2. Ć áâàőłăå 3–7 ć ŕěàěňěŋŋãî largest ŕőňěéăěâáï ĺŋďěłá ŋăĺąőńìèěčő ĺğ íńěňěŋâőć A[i], A[Left(i)] ĺ A[Right(i)]. Ěáńĺ largest = i, âő íńěňěŋâ A[i] ãęě ”ŕőčàãğĺńáï” ďő ŋãęŋőčő ňěáâă, ĺ àăąőâă ŕàőæěďãàë ğăłőŋçěŋă. Ĺŋăçě ŕàőæěďãàă ňěŋïěâ ňěáâăňĺ A[i] ĺ A[largest] (çâő őąěáŕěçĺćăěâ ćëŕőńŋěŋĺě áćőľáâćă (7.1) ć ćěàèĺŋě i, ŋő ćőğňőęŋő, ŋăàãèăěâ íâő áćőľáâćő ć ćěàèĺŋě largest) ĺ àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâ áěąï ďńï ćěàèĺŋë largest, çâőąë ĺáŕàăćĺâì ćőğňőęŋëě ŋăàãèěŋĺï.

Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Heapify. Ŋă łăęďőň èăčě âàěąãěâáï ŕàőĺğćěáâĺ Θ(1) ďěľáâćĺľ, ŋě áçĺâăï àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă. Ŕãáâì T (n) — ćàěňï àăąőâë ďńï ŕőďďěàěćă, áőďěàęăéěčő n íńěňěŋâőć. Ěáńĺ ŕőďďěàěćő á łőàŋěň i áőáâőĺâ ĺğ n íńěňěŋâőć, âő ŕőďďěàěćìï á łőàŋïňĺ Left(i) ĺ Right(i) áőďěàęăâ ŋě ąőńěě çěň ŕő 2n/3 íńěňěŋâőć łăęďőě (ŋăĺåãďèĺľ áńãçăľ — łőčďă ŕőáńěďŋĺľ ãàőćěŋì ć ŕőďďěàěćě ğăŕőńŋěŋ ŋăŕőńőćĺŋã). Šăłĺň őąàăğőň,

T (n) ⩽ T (2n/3) + Θ(1)

Ĺğ âěőàěňë 4.1 (áńãçăľ 2) ŕőńãçăěň, çâő T (n) = O(lg n). İâã ęě őæěŋłã ňőęŋő ŕőńãçĺâì âăł: ŋă łăęďőň èăčě ňë áŕãáłăěňáï ŕő ďěàěćã ŋă őďĺŋ ãàőćěŋì, ă ćëáőâă ďěàěćă ěáâì O(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

7.2-1 Ŕőłăęĺâě, áńěďãï őąàăğæã àĺá. 7.2, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Heapify(A, 3) ďńï ňăááĺćă ⟨27, 17, 3, 16, 13, 10, 1, 5, 7, 12, 4, 8, 9, 0⟩.

7.2-2 Ŕãáâì íńěňěŋâ A[i] ąőńìèě, çěň ěčő ďěâĺ. Łăłőć ąãďěâ àěğãńìâăâ ćëğőćă ŕàőæěďãàë Heapify(A, i)?

7.2-3 Ŕãáâì i > heap-size[A]/2. Łăłőć ąãďěâ àěğãńìâăâ ćëğőćă ŕàőæěďãàë Heapify(A, i)?

7.2-4 Ĺğňěŋĺâě ŕàőæěďãàã Heapify, ğăňěŋĺć àěłãàáĺî æĺłńőň. (Ŋěłőâőàëě łőňŕĺńïâőàë ŕàĺ íâőň ŕőàőęďăîâ ąőńěě íääěłâĺćŋëľ łőď.)

7.2-5 Ďőłăęĺâě, çâő ŋăĺąőńìèěě ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Heapify ďńï łãçĺ ĺğ n íńěňěŋâőć àăćŋő Ω(lg n). (Şłăğăŋĺě: ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà, łőčďă ŕàőæěďãàă ćëğëćăěâáï ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ł ńĺáâã).

7.3 Ŕőáâàőěŋĺě łãçĺ

Ŕãáâì ďăŋ ňăááĺć A[1 . . n], łőâőàëľ ňë åőâĺň ŕàěćàăâĺâì ć łãçã, ŕěàěáâăćĺć ěčő íńěňěŋâë. Ďńï íâőčő ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ŕàőæěďãàã Heapify, ŕàĺňěŋïï ěñ ŕő őçěàěďĺ łő ćáěň ćěàèĺŋăň, ŋăçĺŋăï á ŋĺęŋĺå. Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋë á ŋőňěàăňĺ ⌊n/2⌋ + 1, . . ., n ïćńïîâáï ńĺáâìïňĺ, ŕőďďěàěćìï á íâĺňĺ ćěàèĺŋăňĺ ãďőćńěâćőàïîâ őáŋőćŋőňã áćőľáâćã. Ďńï łăęďőľ ĺğ őáâăćèĺåáï ćěàèĺŋ, ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ĺŋďěłáőć, ňë ŕàĺňěŋïěň ŕàőæěďãàã Heapify. Ŕőàïďőł őąàăąőâłĺ ćěàèĺŋ čăàăŋâĺàãěâ, çâő łăęďëľ àăğ ãáńőćĺï ćëğőćă ŕàőæěďãàë

Ŕőáâàőěŋĺě łãçĺ 141

(ćëŕőńŋěŋĺě őáŋőćŋőčő áćőľáâćă ďńï ŕőďďěàěćìěć) ąãďãâ ćëŕőńŋěŋë.

Build-Heap(A) 1 heap-size[A] ← length[A] 2 for i ← ⌊length[A]/2⌋ downto 1 3 do Heapify(A, i)

Ŕàĺňěà àăąőâë ŕàőæěďãàë Build-Heap ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 7.3.

§áŋő, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Build-Heap ŋě ŕàěćëèăěâ O(n lg n). Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕàőæěďãàă Heapify ćëğëćăěâáï O(n) àăğ, ă łăęďőě ěñ ćëŕőńŋěŋĺě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(lg n). Őďŋăłő íâã őæěŋłã ňőęŋő ãńãçèĺâì, çěň ňë áěľçăá ĺ ğăľňñňáï.

Ďěńő ć âőň, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Heapify ğăćĺáĺâ őâ ćëáőâë ćěàèĺŋë, ďńï łőâőàőľ őŋă ćëğëćăěâáï (ĺ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő íâőľ ćëáőâě). Ŕőáłőńìłã çĺáńő ćěàèĺŋ ćëáőâë h ć łãçě ĺğ n íńěňěŋâőć ŋě ŕàěćëèăěâ ⌈n/2^{h+1}⌉ (áň. ãŕà. 7.3-3), ă ćëáőâă ćáě łãçĺ ŋě ŕàěćëèăěâ ⌊lg n⌋ (ãŕà. 7.1-2), ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Build- Heap ŋě ŕàěćëèăěâ ⌊lg n⌋∑

h=0 ⌈ n 2^{h+1} ⌉ O(h) = O n ⌊lg n⌋∑

h=0 h 2^h

(7.2)

Ŕőńăčăï x = 1/2 ć äőàňãńě (3.6), ŕőńãçăěň ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï áãňňë ć ŕàăćőľ çăáâĺ: ∞∑ h=0 h 2^h = 1/2 (1 − 1/2)^2

= 2.

Šăłĺň őąàăğőň, ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Build-Heap áőáâăćńïěâ O ( n ∞∑ h=0 h 2^h ) = O(n).

Şŕàăęŋěŋĺï

7.3-1 Ŕőłăęĺâě, áńěďãï őąàăğæã àĺá. 7.3, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Build-Heap ďńï ňăááĺćă A = ⟨5, 3, 17, 10, 84, 19, 6, 22, 9⟩.

7.3-2 Ŕőçěňã ć ŕàőæěďãàě Build-Heap áãéěáâćěŋŋő, çâő ŕăàăňěâà i ŕàőąěčăěâ ğŋăçěŋĺï őâ ⌊length[A]/2⌋ ďő 1 (ă ŋě ŋăőąőàőâ)?

7.3-3 Ďőłăęĺâě, çâő łãçă ĺğ n íńěňěŋâőć áőďěàęĺâ ŋě ąőńěě ⌈n/2^{h+1}⌉ ćěàèĺŋ ćëáőâë h.

Řĺáãŋőł 7.3 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Build-Heap. Ŕőłăğăŋő áőáâőïŋĺě ďăŋŋëå ŕěàěď łăęďëň ćëğőćőň ŕàőæěďãàë Heapify ć áâàőłě 3.

Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ 143

7.4 Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ

Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ áőáâőĺâ ĺğ ďćãå çăáâěľ. Śŋăçăńă ćëğëćăěâáï ŕàőæěďãàă Build-Heap, ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï łőâőàőľ ňăááĺć ïćńïěâáï łãçěľ. Ĺďěï ćâőàőľ çăáâĺ ŕàőáâă: ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ňăááĺćă âěŕěàì ŋăåőďĺâáï ć łőàŋě ďěàěćă (A[1]). Ěčő áńěďãěâ ŕőňěŋïâì c A[n], ãňěŋìèĺâì àăğňěà łãçĺ ŋă 1 ĺ ćőááâăŋőćĺâì őáŋőćŋőě áćőľáâćő ć łőàŋěćőľ ćěàèĺŋě (ŕőáłőńìłã ŕőďďěàěćìï á łőàŋïňĺ Left(1) ĺ Right(1) ŋě ãâàăâĺńĺ őáŋőćŋőčő áćőľáâćă łãçĺ, íâő ňőęŋő áďěńăâì á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Heapify). Ŕőáńě íâőčő ć łőàŋě ąãďěâ ŋăåőďĺâìáï ňăłáĺňăńìŋëľ ĺğ őáâăćèĺåáï íńěňěŋâőć. Šăł ďěńăěâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ć łãçě ŋě őáâăŋěâáï ćáěčő őďĺŋ íńěňěŋâ.

Heapsort(A) 1 Build-Heap(A) 2 for i ← length[A] downto 2 3 do ŕőňěŋïâì A[1] ↔ A[i] 4 heap-size[A] ← heap-size[A] − 1 5 Heapify(A, 1)

Řăąőâă ćâőàőľ çăáâĺ ăńčőàĺâňă ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 7.4. Ĺğőąàăęěŋë áőáâőïŋĺï łãçĺ ŕěàěď łăęďëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă for (áâàőłă 2).

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Heapsort áőáâăćńïěâ O(n lg n). Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕěàćăï çăáâì (ŕőáâàőěŋĺě łãçĺ) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n), ă łăęďőě ĺğ n − 1 ćëŕőńŋěŋĺľ æĺłńă for ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

7.4-1 Ŕőłăęĺâě, áńěďãï őąàăğæã àĺá. 7.4, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Heapsort ďńï ňăááĺćă A = ⟨5, 13, 2, 25, 7, 17, 20, 8, 4⟩.

7.4-2 Ŕãáâì ĺáåőďŋëľ ňăááĺć A ãęě őâáőàâĺàőćăŋ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï. Łăłőćő ąãďěâ ćàěňï áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ? Ă ěáńĺ ňăááĺć ąëń őâáőàâĺàőćăŋ ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï?

7.4-3 Ďőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Heapsort áőáâăćńïěâ Ω(n lg n).

7.5 Őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ

Ŋă ŕàăłâĺłě ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ ŋě ïćńïěâáï áăňëň ąëáâàëň — łăł ŕàăćĺńő, ąëáâàăï áőàâĺàőćłă (čń. 8) àăąőâăěâ ąëáâàěě. Őďŋăłő áăňă łãçă łăł áâàãłâãàă ďăŋŋëå çăáâő őłă-

Řĺáãŋőł 7.4 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Heapsort. Ŕőłăğăŋő áőáâőïŋĺě ňăááĺćă ŕěàěď łăęďëň ćëğőćőň ŕàőæěďãàë Heapify. Ğăçěàŋñŋŋëě íńěňěŋâë ãęě ŋě ćåőďïâ ć łãçã.

ğëćăěâáï ŕőńěğŋőľ. Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ňőďěńĺàőćăŋĺě őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ŋă ąăğě łãçĺ — őďĺŋ ĺğ áăňëå ĺğćěáâŋëå ŕàĺňěàőć ĺáŕőńìğőćăŋĺï łãçĺ.

Őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ (priority queue) — íâő ňŋőęěáâćő S, íńěňěŋâë łőâőàőčő ňë ąãďěň áçĺâăâì çĺáńăňĺ. Ŋă ŕàăłâĺłě íńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâćă S ïćńïîâáï ŕăàë ⟨key, α⟩, čďě key — çĺáńő, őŕàěďěńïîéěě ŕàĺőàĺâěâ íńěňěŋâă ĺ ŋăğëćăěňőě łńîçőň (key). ă α — áćïğăŋŋăï á ŋĺň ĺŋäőàňăæĺï; íâă ĺŋäőàňăæĺï åàăŋĺâáï àïďőň á íńěňěŋâőň ĺ ŕěàěňěéăěâáï ćňěáâě á ŋĺň, ŋě ćńĺïï ŋă ěčő őąàăąőâłã.

Ćőğňőęŋë áńěďãîéĺě őŕěàăæĺĺ ŋăď őçěàěďìî á ŕàĺőàĺâěâăňĺ: Insert(S, x): ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă x ł ňŋőęěáâćã S; Maximum(S): ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă;

Őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ 145

Extract-Max(S): ĺğêïâĺě ĺğ ňŋőęěáâćă ŋăĺąőńìèěčő íńěňěŋâă.

Őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ňőęěâ, ŋăŕàĺňěà, ĺáŕőńìğőćăâìáï ć őŕěàăæĺőŋŋőľ áĺáâěňě á àăğďěńěŋĺěň ćàěňěŋĺ. Ŕàĺ íâőň åàăŋĺâáï áŕĺáőł ğăďăŋĺľ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ; łăł âőńìłő ćëŕőńŋěŋĺě őçěàěďŋőčő ğăďăŋĺï ğăłăŋçĺćăěâáï, ĺğ őçěàěďĺ ćëąĺàăěâáï ğăďăŋĺě á ŋăĺąőńìèĺň ŕàĺőàĺâěâőň (őŕěàăæĺï Extract-Max). Ŋőćëě ğăďăŋĺï ďőąăćńïîâáï ć őçěàěďì á ŕőňőéìî őŕěàăæĺĺ Insert.

Ďàãčőě ŕàĺňěŋěŋĺě âőľ ęě áâàãłâãàë — ãŕàăćńïěňőě áőąëâĺïňĺ ňőďěńĺàőćăŋĺě (event-driven simulation). Ć őçěàěďĺ ŋăåőďïâáï áőąëâĺï, ă ŕàĺőàĺâěâ őŕàěďěńïěâáï ćàěňěŋěň, łőčďă áőąëâĺě ďőńęŋő ŕàőĺğőľâĺ. Řăğãňěěâáï, áőąëâĺï ďőńęŋë ňőďěńĺàőćăâìáï ć âőň ŕőàïďłě, ć łőâőàőň őŋĺ ŕàőĺáåőďïâ. Ćëąőà őçěàěďŋőčő áőąëâĺï ŕàőĺğćőďĺâáï á ŕőňőéìî őŕěàăæĺĺ Extract-Min (ŕőàïďőł ğďěáì őąàăâŋëľ), ďőąăćńěŋĺě áőąëâĺľ — á ŕőňőéìî őŕěàăæĺĺ Insert.

Őŕĺèěň âěŕěàì àěăńĺğăæĺî őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ. Ąãďěň åàăŋĺâì íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă ć ćĺďě łãçĺ. Ŕàĺ íâőň ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ŋăåőďĺâáï ć łőàŋě, âăł çâő őŕěàăæĺï Maximum âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(1). Ůâőąë ĺğêïâì ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ĺğ őçěàěďĺ, ŋãęŋő ďěľáâćőćăâì âăł ęě, łăł ĺ ŕàĺ áőàâĺàőćłě:

Heap-Extract-Max(A) 1 if heap-size[A] < 1 2 then őèĺąłă: ”őçěàěďì ŕãáâă” 3 max ← A[1] 4 A[1] ← A[heap-size[A]] 5 heap-size[A] ← heap-size[A] − 1 6 Heapify(A, 1) 7 return max

Ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg n) (ŕàőæěďãàă Heapify ćëğëćăěâáï őďĺŋ àăğ).

Ůâőąë ďőąăćĺâì íńěňěŋâ ł őçěàěďĺ, ěčő áńěďãěâ ďőąăćĺâì ć łőŋěæ łãçĺ (łăł ńĺáâ), ă ğăâěň ďăâì ěňã ”ćáŕńëâì” ďő ŋãęŋőčő ňěáâă:

Heap-Insert(A, key) 1 heap-size[A] ← heap-size[A] + 1 2 i ← heap-size[A] 3 while i > 1 ĺ A[Parent(i)] < key 4 do A[i] ← A[Parent(i)] 5 i ← Parent(i) 6 A[i] ← key

Ŕàĺňěà àăąőâë ŕàőæěďãàë Heap-Insert ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 7.5. Ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg n), ŕőáłőńìłã ”ŕőďêñň” ŋőćőčő ńĺáâă ğăŋĺňăěâ ŋě ąőńěě lg n èăčőć (ĺŋďěłá i ŕőáńě łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă while ãňěŋìèăěâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ćďćőě).

Ĺâăł, ćáě őŕěàăæĺĺ ŋăď őçěàěďìî á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ĺğ n íńěňěŋâőć

Řĺáãŋőł 7.5 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Heap-Insert. Ďőąăćńïěâáï íńěňěŋâ á łńîçěćëň ğŋăçěŋĺěň 15 (âěňŋëľ łàãęőł őğŋăçăěâ ňěáâő ďńï íâőčő íńěňěŋâă).

âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

7.5-1 Ŕőłăęĺâě, áńěďãï őąàăğæã àĺá. 7.5, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Heap-Insert(A, 3) ďńï łãçĺ A = ⟨15, 13, 9, 5, 12, 8, 7, 4, 0, 6, 2, 1⟩.

7.5-2 Ŕőłăęĺâě ŋă àĺáãŋłăå, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Heap- Extract-Max ďńï łãçĺ ĺğ ŕàěďëďãéěčő ãŕàăęŋěŋĺï.

7.5-3 Őąêïáŋĺâě, łăł àěăńĺğőćăâì őąëçŋãî őçěàěďì (first-in, firstout) ĺ áâěł ŋă ąăğě őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ. (Őŕàěďěńěŋĺï áň. ć àăğď. 11.1).

7.5-4 Řěăńĺğãľâě ŕàőæěďãàã Heap-Increase-Key(A, i, k) (ãćěńĺçěŋĺě íńěňěŋâă), łőâőàăï ãćěńĺçĺćăěâ íńěňěŋâ A[i] ďő k, ěáńĺ őŋ ąëń ňěŋìèě k (A[i] ← max(A[i], k)) ĺ ćőááâăŋăćńĺćăěâ őáŋőćŋőě áćőľáâćő łãçĺ. Ćàěňï àăąőâë — O(lg n).

7.5-5 Řěăńĺğãľâě őŕěàăæĺî Heap-Delete(A, i) — ãďăńěŋĺě íńěňěŋâă á ĺŋďěłáőň i ĺğ łãçĺ. Ćàěňï àăąőâë O(lg n).

Ğăďăçĺ ł čńăćě 7 147

7.5-6 Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕőğćőńïěâ ğă ćàěňï O(n lg k) áńĺâì k őâáőàâĺàőćăŋŋëå áŕĺáłőć ć őďĺŋ őâáőàâĺàőćăŋŋëľ áŕĺáőł (ğďěáì n — őąéěě çĺáńő íńěňěŋâőć ć áŕĺáłăå). (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě łãçã.)

Ğăďăçĺ

7-1 Ŕőáâàőěŋĺě łãçĺ á ŕőňőéìî ćáâăćőł

Ňőęŋő ŕőáâàőĺâì łãçã, ŕőáńěďőćăâěńìŋő ďőąăćńïï íńěňěŋâë á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Heap-Insert. Řăááňőâàĺň áńěďãîéĺľ ăńčőàĺâň:

Build-Heap^′(A) 1 heap-size[A] ← 1 2 for i ← 2 to length[A] 3 do Heap-Insert(A, A[i])

ă. Ğăŕãáâĺň ŕàőæěďãàë Build-Heap ĺ Build-Heap^′ ďńï őďŋőčő ĺ âőčő ęě ňăááĺćă. Ćáěčďă ńĺ őŋĺ áőğďăďãâ őďĺŋăłőćëě łãçĺ? (Ďőłăęĺâě ĺńĺ ŕàĺćěďĺâě łőŋâàŕàĺňěà.)

ą. Ďőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Build-Heap^′ ć åãďèěň áńãçăě áőáâăćńïěâ Θ(n lg n) (čďě n — łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć).

7-2 Řăąőâă á d-ĺçŋëňĺ łãçăňĺ

Řăááňőâàĺň d-ĺçŋãî łãçã (d-ary heap), ć łőâőàőľ ćěàèĺŋë ĺňěîâ d ďěâěľ ćňěáâő ďćãå.

ă. Łăł ćëčńïďïâ ďńï âăłőľ łãçĺ ŕàőæěďãàë, ăŋăńőčĺçŋëě Parent, Left ĺ Right?

ą. Łăł ćëáőâă d-ĺçŋőľ łãçĺ ĺğ n íńěňěŋâőć ćëàăęăěâáï çěàěğ n ĺ d?

ć. Řěăńĺğãľâě ŕàőæěďãàã Extract-Max. Łăłőćő ćàěňï ěñ àăąőâë (ćëàăğĺâě ěčő çěàěğ n ĺ d)?

č. Řěăńĺğãľâě ŕàőæěďãàã Insert. Łăłőćő ćàěňï ěñ àăąőâë? ď. Řěăńĺğãľâě ŕàőæěďãàã Heap-Increase-Key (ãŕà. 7.5-4). Łăłőćő ćàěňï ěñ àăąőâë?

Ğăňěçăŋĺï

Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ ŕàěďńőęĺń Şĺńìïňá [202]; âăň ęě őŕĺáăŋă àěăńĺğăæĺï őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ŋă ąăğě łãçĺ. Ŕàőæěďãàă Build-Heap ŕàěďńőęěŋă Ťńőľďőň [69].

8 Ąëáâàăï áőàâĺàőćłă

Ć íâőľ čńăćě àăááňőâàěŋ âăł ŋăğëćăěňëľ ăńčőàĺâň ”ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ”. Ţőâï ćàěňï ěčő àăąőâë ďńï ňăááĺćă ĺğ n çĺáěń ć åãďèěň áńãçăě áőáâăćńïěâ Θ(n^2), ŋă ŕàăłâĺłě íâőâ ăńčőàĺâň ïćńïěâáï őďŋĺň ĺğ áăňëå ąëáâàëå: ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(n lg n), ŕàĺçñň ňŋőęĺâěńì ŕàĺ n lg n ďőćőńìŋő ňăń. Łàőňě âőčő, ąëáâàăï áőàâĺàőćłă ŋě âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ ĺ áőåàăŋïěâ íääěłâĺćŋőáâì ďńï áĺáâěň á ćĺàâãăńìŋőľ ŕăňïâìî.

Ć àăğďěńě 8.1 őŕĺáëćăěâáï ăńčőàĺâň ć æěńőň ĺ ŕàőæěďãàă àăğďěńěŋĺï ňăááĺćă ŋă çăáâĺ. Őæěŋłă íääěłâĺćŋőáâĺ ăńčőàĺâňă ďőćőńìŋő áńőęŋă; ć àăğďěńě 8.2 ŕàĺćőďïâáï ĺŋâãĺâĺćŋëě ďőćőďë, ă áâàőčĺľ ăŋăńĺğ őâńőęěŋ ďő àăğďěńă 8.4. Ć àăğďěńě 8.3 őŕĺáăŋë ćăàĺăŋâë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ, ĺáŕőńìğãîéĺě čěŋěàăâőà áńãçăľŋëå çĺáěń. Ŕàĺ íâőň ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě (ŕàĺ ŋěãďăçŋőň áńãçăľŋőň ćëąőàě) áőáâăćńïěâ O(n^2), ŋő áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ ńĺèì O(n lg n). (Čőćőàï ő áàěďŋěň ćàěňěŋĺ, ňë ĺňěěň ć ćĺďã ŋě ãáàěďŋěŋĺě ŕő ćáěň ćåőďăň, ă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë, łőâőàőě ďńï ńîąőčő ćåőďă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ O(n log n).) Őďĺŋ ĺğ ćăàĺăŋâőć ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ŕőďàőąŋő ăŋăńĺğĺàãěâáï ć àăğďěńě 8.4, čďě ďőłăğăŋë őæěŋłĺ ďńï áàěďŋěčő ĺ ŋăĺąőńìèěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë.

8.1 Őŕĺáăŋĺě ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ

Ąëáâàăï áőàâĺàőćłă (quicksort), łăł ĺ áőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň, őáŋőćăŋă ŋă ŕàĺŋæĺŕě ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” (áň. àăğď. 1.3.1). Śőàâĺàőćłă ãçăáâłă A[p . .r] ŕàőĺáåőďĺâ âăł:

• İńěňěŋâë ňăááĺćă A ŕěàěáâăćńïîâáï âăł, çâőąë ńîąőľ ĺğ íńěňěŋâőć A[p], . . ., A[q] ąëń ŋě ąőńìèě ńîąőčő ĺğ íńěňěŋâőć A[q + 1], . . ., A[r], čďě q — ŋěłőâőàőě çĺáńő ć ĺŋâěàćăńě p ⩽ q < r. İâã őŕěàăæĺî ňë ąãďěň ŋăğëćăâì àăğďěńěŋĺěň (partition).

• Ŕàőæěďãàă áőàâĺàőćłĺ àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâáï ďńï ňăááĺćőć A[p . .q] ĺ A[q + 1 . .r].

Őŕĺáăŋĺě ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ 149

Ŕőáńě íâőčő ňăááĺć A[p . .r] őâáőàâĺàőćăŋ.

Ĺâăł, ŕàőæěďãàă áőàâĺàőćłĺ Quicksort ćëčńïďĺâ áńěďãîéĺň őąàăğőň:

Quicksort(A, p, r) 1 if p < r 2 then q ← Partition(A, p, r) 3 Quicksort(A, p, q) 4 Quicksort(A, q + 1, r)

Ďńï áőàâĺàőćłĺ ćáěčő ňăááĺćă ŋěőąåőďĺňő ćëŕőńŋĺâì ŕàőæěďãàã Quicksort(A, 1, length[A]).

Řăğąĺěŋĺě ňăááĺćă

Őáŋőćŋőľ èăč ăńčőàĺâňă — ŕàőæěďãàă Partition, łőâőàăï ŕěàěáâăćńïěâ íńěňěŋâë ňăááĺćă A[p . .r] ŋãęŋëň őąàăğőň:

Partition(A, p, r) 1 x ← A[p] 2 i ← p − 1 3 j ← r + 1 4 while true 5 do repeat j ← j − 1 6 until A[j] ⩽ x 7 repeat i ← i + 1 8 until A[i] ⩾ x 9 if i < j 10 then ŕőňěŋïâì A[i] ↔ A[j] 11 else return j

Řăąőâă ŕàőæěďãàë Partition ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 8.1. İńěňěŋâ x = A[p] ćëąĺàăěâáï ć łăçěáâćě ”čàăŋĺçŋőčő”; ňăááĺć A[p . .q] ąãďěâ áőďěàęăâì íńěňěŋâë, ŋě ąőńìèĺě x, ă ňăááĺć A[q +1 . . r] — íńěňěŋâë, ŋě ňěŋìèĺě x. Ĺďěï áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŋăłăŕńĺćăâì íńěňěŋâë, ŋě ąőńìèĺě x, ć ŋăçăńìŋőň őâàěğłě ňăááĺćă (A[p . . i]), ă íńěňěŋâë, ŋě ňěŋìèĺě x — ć łőŋæě (A[j . . r]). Ć ŋăçăńě őąă ”ŋăłőŕĺâěńï” ŕãáâë: i = p − 1, j = r + 1.

Ćŋãâàĺ æĺłńă while (ć áâàőłăå 5–8) ł ŋăçăńìŋőňã ĺ łőŋěçŋőňã ãçăáâłăň ŕàĺáőěďĺŋïîâáï íńěňěŋâë (łăł ňĺŋĺňãň ŕő őďŋőňã). Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï íâĺå áâàőł A[i] ⩾ x ⩾ A[j]. Ěáńĺ ňë ŕőňěŋïěň A[i] ĺ A[j] ňěáâăňĺ, âő ĺå ňőęŋő ąãďěâ ŕàĺáőěďĺŋĺâì ł ŋăçăńìŋőňã ĺ łőŋěçŋőňã ãçăáâłăň.

Ć ňőňěŋâ ćëåőďă ĺğ æĺłńă ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő i ⩾ j. Ŕàĺ íâőň ňăááĺć àăğąĺâ ŋă çăáâĺ A[p], . . ., A[j] ĺ A[j + 1], . . ., A[r]; ńîąőľ íńěňěŋâ ŕěàćőľ çăáâĺ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ńîąőčő íńěňěŋâă ćâőàőľ

Řĺáãŋőł 8.1 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Partition. Ŋěğăłàăèěŋŋëě íńěňěŋâë őâŋőáïâáï ł ãęě áäőàňĺàőćăŋŋëň łãáłăň, ğăłàăèěŋŋëě ěéñ ŋě àăáŕàěďěńěŋë. (ă) Ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě ňăááĺćă, ŋăçăńìŋëľ ĺ łőŋěçŋëľ łãáłĺ ŕãáâë. İńěňěŋâ x = A[p] = 5 ĺáŕőńìğãěâáï ć łăçěáâćě čàăŋĺçŋőčő. (ą) Řěğãńìâăâ ŕěàćőčő ŕàőåőďă æĺłńă while (áâàőłĺ 4–8). (ć) İńěňěŋâë A[i] ĺ A[j] ňěŋïîâáï ňěáâăňĺ (áâàőłă 10). (č) Řěğãńìâăâ ćâőàőčő ŕàőåőďă æĺłńă while. (ď) Řěğãńìâăâ âàěâìěčő (ŕőáńěďŋěčő) ŕàőåőďă æĺłńă while. Ŕőáłőńìłã i ⩾ j, ŕàőæěďãàă őáâăŋăćńĺćăěâáï ĺ ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě q = j. İńěňěŋâë áńěćă őâ A[j] (ćłńîçăï áăň íâőâ íńěňěŋâ) ŋě ąőńìèě, çěň x = 5, ă íńěňěŋâë áŕàăćă őâ A[j] ŋě ňěŋìèě, çěň x = 5.

çăáâĺ. Ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě j.

Ţőâï ĺďěï ŕàőæěďãàë őçěŋì ŕàőáâă, áăň ăńčőàĺâň áőďěàęĺâ àïď âőŋłĺå ňőňěŋâőć. Ŋăŕàĺňěà, ŋě őçěćĺďŋő, çâő ĺŋďěłáë i ĺ j ŋě ćëåőďïâ ğă čàăŋĺæë ŕàőňěęãâłă [p . . r] ć ŕàőæěááě àăąőâë. Ďàãčőľ ŕàĺňěà: ćăęŋő, çâő ć łăçěáâćě čàăŋĺçŋőčő ğŋăçěŋĺï ćëąĺàăěâáï A[p], ă ŋě, áłăęěň, A[r]. Ć ŕőáńěďŋěň áńãçăě ňőęěâ őłăğăâìáï, çâő A[r] — áăňëľ ąőńìèőľ íńěňěŋâ ňăááĺćă, ĺ ć łőŋæě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë ąãďěâ i = j = r, âăł çâő ćőğćàăéăâì q = j ąãďěâ ŋěńìğï — ŋăàãèĺâáï âàěąőćăŋĺě q < r, ĺ ŕàőæěďãàă Quicksort ğăæĺłńĺâáï. Ŕàăćĺńìŋőáâì ŕàőæěďãàë Partition áőáâăćńïěâ ŕàěďňěâ ğăďăçĺ 8- 1. Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Partition áőáâăćńïěâ Θ(n), čďě n = r − p + 1 (áň. ãŕà. 8.1-3).

Şŕàăęŋěŋĺï

8.1-1 Ŕőłăęĺâě, áńěďãï őąàăğæã àĺá. 8.1, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Partition ďńï ňăááĺćă A = ⟨13, 19, 9, 5, 12, 8, 7, 4, 11, 2, 6, 21⟩.

8.1-2 Ŕãáâì ćáě íńěňěŋâë ňăááĺćă A[p . .r] àăćŋë. Łăłőě ğŋăçěŋĺě ćěàŋñâ ŕàőæěďãàă Partition?

8.1-3 Ŕàĺćěďĺâě ŕàőáâőě áőőąàăęěŋĺě, őąêïáŋïîéěě, ŕőçěňã ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Partition áőáâăćńïěâ Θ(n).

8.1-4 Łăł őâáőàâĺàőćăâì ňăááĺć ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï (ă ŋě ćőğàăáâăŋĺï), ĺáŕőńìğãï âě ęě ňěâőďë?

8.2 Řăąőâă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăł àăğąĺćăěâáï ňăááĺć ŋă łăęďőň èăčě. Ěáńĺ àăğąĺěŋĺě ŕàőĺáåőďĺâ ŋă ŕàĺňěàŋő àăćŋëě çăáâĺ, ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(n lg n), łăł ĺ ďńï áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň. Ěáńĺ ęě àăğňěàë çăáâěľ áĺńìŋő őâńĺçăîâáï, áőàâĺàőćłă ňőęěâ ğăŋĺňăâì ćàěňï O(n^2), łăł ŕàĺ áőàâĺàőćłě ćáâăćłăňĺ.

Ŋăĺåãďèěě àăğąĺěŋĺě

”Ŋăĺąőńěě ŋěàăćŋëě çăáâĺ” ŕőńãçăâáï, ěáńĺ őďŋă çăáâì áőďěàęĺâ n − 1 íńěňěŋâ, ă ćâőàăï — ćáěčő 1. (Łăł ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 8.4.1, íâő ŋăĺåãďèĺľ áńãçăľ á âőçłĺ ğàěŋĺï ćàěňěŋĺ àăąőâë.) Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋă łăęďőň èăčě ŕàőĺáåőďĺâ ĺňěŋŋő âăł. Ŕőáłőńìłã ŕàőæěďãàă àăğąĺěŋĺï ğăŋĺňăěâ ćàěňï Θ(n), ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë T (n) ŕőńãçăěň áőőâŋőèěŋĺě

T (n) = T (n − 1) + Θ(n)

Ŕőáłőńìłã T (1) = Θ(1), ĺňěěň

T (n) = T (n − 1) + Θ(n) = n∑ k=1 Θ(k) = Θ (_n ∑ k=1 k ) = Θ(n^2)

(ŕőáńěďŋïï áãňňă — ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï, áň. äőàňãńã (3.2)). Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï íâőčő áńãçăï ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 8.2. (Ŕő ŕőćőďã ďěàěćìěć àěłãàáĺĺ áň. àăğď. 4.2.)

Ňë ćĺďĺň, çâő ŕàĺ ňăłáĺňăńìŋő ŋěáąăńăŋáĺàőćăŋŋőň àăğąĺěŋĺĺ ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(n^2), łăł ĺ ďńï áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ. Ć çăáâŋőáâĺ, íâő ŕàőĺáåőďĺâ, ěáńĺ ňăááĺć ĺğŋăçăńìŋő őâáőàâĺàőćăŋ (ğăňěâĺň, çâő ć íâőň áńãçăě áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ ŕàőĺğćőďĺâáï ğă ćàěňï Θ(n)).

Ŋăĺńãçèěě àăğąĺěŋĺě

Ěáńĺ ŋă łăęďőň èăčě ňăááĺć àăğąĺćăěâáï àőćŋő ŕőŕőńăň, ąëáâàăï áőàâĺàőćłă âàěąãěâ ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋìèě ćàěňěŋĺ. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ć íâőň áńãçăě àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ĺňěěâ ćĺď

T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)

ĺ, áőčńăáŋő âěőàěňě 4.1 (áńãçăľ 2), T (n) = Θ(n lg n). Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï íâőčő áńãçăï ŕőłăğăŋő ŋă àĺáãŋłě 8.3.

Řĺáãŋőł 8.2 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ŕàőæěďãàë Quicksort ďńï ŋăĺåãďèěčő áńãçăï (ŕàőæěďãàă Partition łăęďëľ àăğ ŕàőĺğćőďĺâ àăğąĺěŋĺě, ć łőâőàőň őďŋă ĺğ çăáâěľ áőďěàęĺâ őďĺŋ íńěňěŋâ). Ćàěňï àăąőâë àăćŋő Θ(n^2 ).

Řĺáãŋőł 8.3 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ŕàőæěďãàë Quicksort ďńï ŋăĺńãçèěčő áńãçăï (ňăááĺć łăęďëľ àăğ àăğąĺćăěâáï ŕőŕőńăň). Ćàěňï àăąőâë àăćŋő Θ(n lg n).

Ŕàőňěęãâőçŋëľ áńãçăľ

Łăł ąãďěâ ŕőłăğăŋő ć àăğďěńě 8.4, áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë (á âőçŋőáâìî ďő ňŋőęĺâěńï) áőćŕăďăěâ á ćàěňěŋěň àăąőâë ć ŋăĺńãçèěň áńãçăě. Ůâőąë őąêïáŋĺâì íâő, ŕőáňőâàĺň, łăł ňěŋïěâáï àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ áâěŕěŋĺ áąăńăŋáĺàőćăŋŋőáâĺ àăğąĺěŋĺï.

Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, ŋă łăęďőň èăčě ňăááĺć àăğąĺćăěâáï ŋă ďćě çăáâĺ á őâŋőèěŋĺěň àăğňěàőć 9 : 1. Šőčďă

T (n) = T (9n/10) + T (n/10) + n

(ďńï ãďőąáâćă ňë ğăňěŋĺńĺ Θ(n) ŋă n). Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ŕőłăğăŋő ŋă àĺáãŋłě 8.4. Ŋă łăęďőň ãàőćŋě ňë ŕàőĺğćőďĺň ŋě ąőńěě n ďěľáâćĺľ, âăł çâő ćàěňï àăąőâë őŕàěďěńïěâáï čńãąĺŋőľ àěłãàáĺĺ.

Řĺáãŋőł 8.4 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï áńãçăï, łőčďă àăğąĺěŋĺě łăęďëľ àăğ ŕàőĺğćőďĺâáï ć őâŋőèěŋĺĺ 9 : 1. Ćàěňï àăąőâë àăćŋő Θ(n lg n).

Ć ďăŋŋőň áńãçăě íâă čńãąĺŋă àăćŋă log_{10/9} n = Θ(lg n), âăł çâő ćàěňï àăąőâë ŕő-ŕàěęŋěňã áőáâăćńïěâ Θ(n lg n), åőâï łőŋáâăŋâă ĺ ąőńìèě. §áŋő, çâő ďńï ńîąőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő őâŋőèěŋĺï àăğňěàőć çăáâěľ (áłőńì ąë ćěńĺłő őŋő ŋĺ ąëńő) čńãąĺŋă ďěàěćă àěłãàáĺĺ ŕő-ŕàěęŋěňã ąãďěâ ńőčăàĺäňĺçěáłőľ, ă ćàěňï àăąőâë ąãďěâ àăćŋő Θ(n lg n).

Śàěďŋěě ćàěňï: ĺŋâãĺâĺćŋëě áőőąàăęěŋĺï

Ůâőąë ćőŕàőá ő áàěďŋěň ćàěňěŋĺ àăąőâë ĺňěń áňëáń, ŋãęŋő ãâőçŋĺâì, á łăłőľ çăáâőâőľ ŕőïćńïîâáï àăğńĺçŋëě ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï. Łăł ŕàăćĺńő, ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ àăćŋőćěàőïâŋë. (Ňë ćěàŋñňáï ł íâőňã ć áńěďãîéěň àăğďěńě.)

Ďńï ŋăãčăď ćğïâőčő ňăááĺćă àăğąĺěŋĺï ćàïď ńĺ ąãďãâ ćáñ ćàěňï ŕàőĺáåőďĺâì ć őďŋőň ĺ âőň ęě őâŋőèěŋĺĺ — áłőàěě ćáěčő, çăáâì àăğąĺěŋĺľ ąãďěâ åőàőèő áąăńăŋáĺàőćăŋă, ă çăáâì ŋěâ. Łăł ŕőłăğëćăěâ ãŕà. 8.2-5, ŕàĺňěàŋő 80 ŕàőæěŋâőć àăğąĺěŋĺľ ŕàőĺğćőďïâáï ć őâŋőèěŋĺĺ ŋě ąőńěě 9 : 1.

Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì ďńï ŕàőáâőâë, çâő ŋă łăęďőň ćâőàőň ãàőćŋě ćáě àăğąĺěŋĺï ŋăĺåãďèĺě, ă ŋă őáâăćèěľáï ŕőńőćĺŋě ãàőćŋěľ ŋăĺńãçèĺě (ŕàĺňěà ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 8.5(ă)). Ŕőáłőńìłã ŕőáńě łăęďőčő ” åőàőèěčő” àăğąĺěŋĺï àăğňěà çăáâěľ ãňěŋìèăěâáï ćďćőě, çĺáńő ”åőàőèĺå” ãàőćŋěľ àăćŋő Θ(lg n), ă ŕőáłőńìłã łăęďëľ ćâőàőľ ãàőćěŋì ”åőàőèĺľ”, őąéěě çĺáńő ãàőćŋěľ àăćŋő Θ(lg n), ă ćàěňï àăąőâë — Θ(n lg n). Šăłĺň őąàăğőň, ŕńőåĺě ãàőćŋĺ ŋě ĺáŕőàâĺńĺ ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ àăąőâë (ă ńĺèì ãćěńĺçĺńĺ łőŋáâăŋâã, áłàëâãî ć ăáĺňŕâő-

Řĺáãŋőł 8.5 (ă) Ďćă ãàőćŋï: ŕńőåőľ (n àăğąĺćăěâáï ŋă n − 1 ĺ 1) ĺ åőàőèĺľ (n − 1 àăğąĺćăěâáï ŋă ďćě àăćŋëě çăáâĺ). (ą) Ěáńĺ íâĺ ďćă ãàőćŋï ğăňěŋĺâì őďŋĺň, ŕőńãçĺâáï àăğąĺěŋĺě ŋă ŕőçâĺ àăćŋëě ŕő ćěńĺçĺŋě çăáâĺ.

âĺçěáłőň őąőğŋăçěŋĺĺ).

Şŕàăęŋěŋĺï

8.2-1 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ňăááĺć áőáâőĺâ ĺğ őďĺŋăłőćëå íńěňěŋâőć, âő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Quicksort àăćŋő Θ(n lg n).

8.2-2 Ŕãáâì ňăááĺć őâáőàâĺàőćăŋ ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï. Ďőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Quicksort áőáâăćńïěâ Θ(n^2).

8.2-3 Łăł ŕàăćĺńő, ć ąăŋłăå őąàăąăâëćăîâ çěłĺ ć ŕőàïďłě ĺå ŕőáâãŕńěŋĺï; łńĺěŋâë ęě ŕàěďŕőçĺâăîâ, çâőąë ć őâçñâě ŕńăâěęĺ ąëńĺ ãłăğăŋë ć ŕőàïďłě ŋőňěàőć çěłőć. Ćńăďěńěæ çěłőćőľ łŋĺęłĺ őąëçŋő ćëŕĺáëćăěâ çěłĺ ŕőďàïď, ă ŕőńãçăâěńĺ çěłőć ŕàěďêïćńïîâ ĺå ć ąăŋł ćáłőàě ŕőáńě ćëŕĺáëćăŋĺï. Šăłĺň őąàăğőň, ŕőàïďőł ŋőňěàőć ŋăàãèăěâáï ŋěğŋăçĺâěńìŋő. Śńěďőćăâěńìŋő, ąăŋłã âàěąãěâáï őâáőàâĺàőćăâì ŕőçâĺ őâáőàâĺàőćăŋŋëľ ňăááĺć. Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ ć âăłĺå áńãçăïå àăąőâăěâ ąëáâàěě, çěň ąëáâàăï áőàâĺàőćłă.

8.2-4 Ŕãáâì àăğąĺěŋĺï ŋă łăęďőň èăčě ŕàőĺğćőďïâáï ć őâŋőèěŋĺĺ α : 1 − α, čďě 0 < α ⩽ 1/2. Ďőłăęĺâě, çâő ňĺŋĺňăńìŋăï čńãąĺŋă ńĺáâă ŋă ďěàěćě àěłãàáĺĺ ŕàĺňěàŋő àăćŋă − lg n/ lg α, ă ňăłáĺňăńìŋăï ŕàĺňěàŋő àăćŋă − lg n/ lg(1 − α). (Ŋě ğăąőâìâěáì őą őłàãčńěŋĺĺ.)

8.2-5^⋆ Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő çĺáńă α ć ĺŋâěàćăńě 0 < α ⩽ 1/2 ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő àăğąĺěŋĺě áńãçăľŋőčő ňăááĺćă ąãďěâ áąăńăŋ-

Ćěàőïâŋőáâŋëě ăńčőàĺâňë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ 155

áĺàőćăŋő ŋě åãęě, çěň α : 1 − α, ŕàĺňěàŋő àăćŋă 1 − 2α. Ŕàĺ łăłőň ğŋăçěŋĺĺ α ćěàőïâŋőáâì íâőčő áőąëâĺï àăćŋă 1/2?

8.3 Ćěàőïâŋőáâŋëě ăńčőàĺâňë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ

Řăŋěě ňë ŕàěďŕőńőęĺńĺ, çâő ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ àăćŋőćěàőïâŋë. Ěáńĺ íâő âăł, ă àăğňěà ňăááĺćă ďőáâăâőçŋő ćěńĺł, ąëáâàăï áőàâĺàőćłă — őďĺŋ ĺğ ŋăĺąőńěě íääěłâĺćŋëå ăńčőàĺâňőć. Ŋă ŕàăłâĺłě, őďŋăłő, íâő ŕàěďŕőńőęěŋĺě (àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâĺ ćáěå ŕěàěáâăŋőćőł ŋă ćåőďě) ŋě ćáěčďă őŕàăćďăŋő (áň. ãŕà. 8.2-3). Ć íâőň àăğďěńě ňë ććěďñň ŕőŋïâĺě ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă ĺ àăááňőâàĺň ďćă ćěàőïâŋőáâŋëå ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ, łőâőàëě ŕőğćőńïîâ őâłăğăâìáï őâ ŕàěďŕőńőęěŋĺï ő àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâĺ ćáěå ŕěàěáâăŋőćőł.

Ĺďěï áőáâőĺâ ć ŕàĺćŋěáěŋĺĺ áńãçăľŋőáâĺ, őąěáŕěçĺćăîéěň ŋãęŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě. Ŋăŕàĺňěà, ŕěàěď ŋăçăńőň áőàâĺàőćłĺ ňőęŋő áńãçăľŋő ŕěàěáâăćĺâì íńěňěŋâë, ŕőáńě çěčő ãęě ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ áâăŋãâ àăćŋőćěàőïâŋëňĺ (íâő ňőęŋő áďěńăâì ğă ćàěňï O(n) — áň. ãŕà. 8.3-4). Šăłăï ňőďĺäĺłăæĺï ŋě ãćěńĺçĺćăěâ áãéěáâćěŋŋő ćàěňï àăąőâë, ŋő âěŕěàì ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ŋě ğăćĺáĺâ őâ ŕőàïďłă íńěňěŋâőć ćő ćåőďŋőň ňăááĺćě (őŋĺ ćáñ àăćŋő áńãçăľŋő ŕěàěáâăćńïîâáï).

Ăńčőàĺâň ŋăğëćăěâáï ćěàőïâŋőáâŋëň (randomized), ěáńĺ őŋ ĺáŕőńìğãěâ čěŋěàăâőà áńãçăľŋëå çĺáěń (random-number generator). Ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő čěŋěàăâőà áńãçăľŋëå çĺáěń Random àăąőâăěâ âăł: Random(a, b) ćőğćàăéăěâ á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ńîąőě æěńőě çĺáńő ć ĺŋâěàćăńě őâ a ďő b. Ŋăŕàĺňěà, Random(0, 1) ćőğćàăéăěâ 0 ĺńĺ 1 á ćěàőïâŋőáâìî 1/2. Ŕàĺ íâőň àăğŋëě ćëğőćë ŕàőæěďãàë ŋěğăćĺáĺňë ć áňëáńě âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ. Ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ňë łăęďëľ àăğ ąàőáăěň łőáâì á (b − a + 1) čàăŋïňĺ ĺ áőőąéăěň ŋőňěà ćëŕăćèěľ čàăŋĺ. (Ŋă ŕàăłâĺłě őąëçŋő ĺáŕőńìğãîâ čěŋěàăâőà ŕáěćďőáńãçăľŋëå çĺáěń (pseudorandom-number generator) — ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ćëďăñâ çĺáńă, ”ŕőåőęĺě” ŋă áńãçăľŋëě.)

Ďńï âăłőčő ćěàőïâŋőáâŋőčő ćăàĺăŋâă ăńčőàĺâňă ćăàĺăŋâă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ŋěâ ”ŋěãďőąŋëå ćåőďőć”: ãŕàăęŋěŋĺě 13.4-4 ŕőłăğëćăěâ, çâő ŕěàěáâăŋőćőł, ŕàĺ łőâőàëå ćàěňï àăąőâë ćěńĺłő, áőćáěň ňăńő — ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ăńčőàĺâň ąãďěâ àăąőâăâì ďőńčő (ďńï ńîąőčő łőŋłàěâŋőčő ćåőďă) ŋěćěńĺłă.

Ăŋăńőčĺçŋëľ ŕőďåőď ŕàĺňěŋĺň ĺ ć ďàãčĺå áĺâãăæĺïå, łőčďă ć åőďě ćëŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă ňë ďőńęŋë ćëąàăâì őďĺŋ ĺğ ňŋőčĺå ćăàĺăŋâőć ěčő ŕàőďőńęěŋĺï, ŕàĺçñň ňë ŋě ğŋăěň, łăłĺě ĺğ ŋĺå åőàőèĺě, ă łăłĺě ŕńőåĺě, ŋő ğŋăěň, çâő åőàőèĺå ćăàĺăŋâőć ďőáâăâőçŋő ňŋőčő. Ŋãęŋő âőńìłő, çâőąë ŕńőåĺě ćëąőàë ŋě àăğàãèăńĺ ďőáâĺčŋãâőčő ŕàĺ ŕàěďëďãéĺå åőàőèĺå (łăł ňë ćĺďěńĺ ć àăğďěńě 8.2, ďńï ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ íâő âăł).

Ćňěáâő âőčő, çâőąë ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŕěàěáâăćńïâì íńěňěŋâë ňăááĺćă, ňë ňőęěň ćŋěáâĺ íńěňěŋâ áńãçăľŋőáâĺ ć ŕàőæěďãàã Partition. Ĺňěŋŋő, ŕěàěď àăğąĺěŋĺěň ňăááĺćă A[p . .r] ąãďěň ňěŋïâì íńěňěŋâ A[p] áő áńãçăľŋő ćëąàăŋŋëň íńěňěŋâőň ňăááĺćă. Šőčďă łăęďëľ íńěňěŋâ á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ňőęěâ őłăğăâìáï čàăŋĺçŋëň, ĺ ć áàěďŋěň àăğąĺěŋĺï ąãďãâ ŕőńãçăâìáï ďőáâăâőçŋő áąăńăŋáĺàőćăŋŋëňĺ.

İâőâ ŕőďåőď ğăňěŋïěâ àăğőćãî áńãçăľŋãî ŕěàěáâăŋőćłã ćåőďőć ć ŋăçăńě ĺáŕőńìğőćăŋĺěň áńãçăľŋëå ćëąőàőć ŋă ćáñň ŕàőâïęěŋĺĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă. Ć áãéŋőáâĺ íâő âő ęě áăňőě, ĺ őąă ăńčőàĺâňă ĺňěîâ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë O(n lg n), ŋő ŋěąőńìèĺě âěåŋĺçěáłĺě àăğńĺçĺï ďěńăîâ ăŋăńĺğ ŋőćőčő ćăàĺăŋâă ŕàőéě, ĺ ĺňěŋŋő őŋ ąãďěâ àăááňăâàĺćăâìáï ć àăğďěńě 8.4.

Ĺğňěŋěŋĺï, łőâőàëě ŋãęŋő ćŋěáâĺ ć ŕàőæěďãàë, áőćáěň ŋěćěńĺłĺ:

Randomized-Partition(A, p, r) 1 i ← Random(p, r) 2 ŕőňěŋïâì A[p] ↔ A[i] 3 return Partition(A, p, r)

Ć őáŋőćŋőľ ŕàőæěďãàě âěŕěàì ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăâìáï Randomized- Partition ćňěáâő Partition:

Randomized-Quicksort(A, p, r) 1 if p < r 2 then q ← Randomized-Partition(A, p, r) 3 Randomized-Quicksort(A, p, q) 4 Randomized-Quicksort(A, q + 1, r)

Ăŋăńĺğőň íâőčő ăńčőàĺâňă ňë ğăľňñňáï ć áńěďãîéěň àăğďěńě.

Şŕàăęŋěŋĺï

8.3-1 Ŕőçěňã ďńï ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă ćăęŋő ŋě ňăłáĺňăńìŋőě ćàěňï àăąőâë (ďńï ďăŋŋőčő ćåőďă), ă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě íâőčő ćàěňěŋĺ?

8.3-2 Śłőńìłő àăğ ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŕàőæěďãàë Randomized- Quicksort ňőęěâ ŕàőĺáåőďĺâì őąàăéěŋĺě ł čěŋěàăâőàã áńãçăľŋëå çĺáěń Random ć åãďèěň áńãçăě? Ĺğňěŋĺâáï ńĺ őâćěâ ďńï ŋăĺńãçèěčő áńãçăï?

8.3-3^⋆ Řěăńĺğãľâě ŕàőæěďãàã Random(a, b), ĺáŕőńìğãï ąàőáăŋĺï ňőŋěâë, â. ě. ďăâçĺł, á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ćëďăîéĺľ 0 ĺńĺ 1. Łăłőćő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ćăèěľ ŕàőæěďãàë?

8.3-4^⋆ Ŕàĺďãňăľâě ćěàőïâŋőáâŋãî ŕàőæěďãàã, łőâőàăï ğă ćàěňï Θ(n) áńãçăľŋëň őąàăğőň ŕěàěáâăćńïěâ íńěňěŋâë ćåőďŋőčő ňăááĺćă A[1 . .n].

8.4 Ăŋăńĺğ ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕàěćàăâĺň ”ĺŋâãĺâĺćŋëě” áőőąàăęěŋĺï àăğďěńă 8.2 ć áâàőčőě àăááãęďěŋĺě. Śŋăçăńă ňë àăááňőâàĺň ŋăĺåãďèĺľ áńãçăľ (àăááãęďěŋĺï ąãďãâ őďĺŋăłőćë ĺ ďńï ăńčőàĺâňă Quicksort, ĺ ďńï ăńčőàĺâňă Randomized-Quicksort), ă ğăâěň ŋăľďñň áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Randomized-Quicksort.

8.4.1 Ăŋăńĺğ ŋăĺåãďèěčő áńãçăï

Ć àăğďěńě 8.2 ňë ćĺďěńĺ, çâő ěáńĺ àăğąĺěŋĺě ŋă łăęďőň èăčě ŋăĺąőńěě ŋěáąăńăŋáĺàőćăŋő, âő ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(n^2). Ĺŋâãĺâĺćŋő ïáŋő, çâő íâő ŋăĺåãďèĺľ (ć áňëáńě ćàěňěŋĺ àăąőâë) áńãçăľ. Śěľçăá ňë áâàőčő ďőłăęěň íâő.

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă âőčő, çâő ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(n^2), ňë ĺáŕőńìğãěň ňěâőď ŕőďáâăŋőćłĺ (áň. àăğď. 4.1). Ŕãáâì T (n) — ŋăĺąőńìèěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ďńï ňăááĺćă ďńĺŋë n. Šőčďă, őçěćĺďŋő,

T (n) = max 1⩽q⩽n−1 (T (q) + T (n − q)) + Θ(n) (8.1)

(ňë àăááňăâàĺćăěň ćáě ćőğňőęŋëě àăğąĺěŋĺï ŋă ŕěàćőň èăčě). Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő T (q) ⩽ cq^2 ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c ĺ ďńï ćáěå q, ňěŋìèĺå ŋěłőâőàőčő n. Šőčďă

T (n) ⩽ max 1⩽q⩽n−1 (cq^2+c(n−q)^2)+Θ(n) = c· max_{1⩽q⩽n−1}(q^2+(n−q)^2)+Θ(n).

Łćăďàăâŋëľ âàñåçńěŋ q^2 + (n − q)^2 ďőáâĺčăěâ ňăłáĺňãňă ŋă őâàěğłě 1 ⩽ q ⩽ n − 1 ć ěčő łőŋæăå (ćâőàăï ŕàőĺğćőďŋăï ŕő q ŕőńőęĺâěńìŋă, ŕőíâőňã äãŋłæĺï ćëŕãłńă ćŋĺğ, áň. ãŕà. 8.4-2). İâőâ ňăłáĺňãň àăćěŋ 1^2 + (n − 1)^2 = n^2 − 2(n − 1). Őâáîďă ŕőńãçăěň

T (n) ⩽ cn^2 − 2c(n − 1) + Θ(n) ⩽ cn^2,

ěáńĺ łőŋáâăŋâă c ćëąàăŋă âăł, çâőąë ŕőáńěďŋěě áńăčăěňőě ąëńő ňěŋìèě ŕàěďŕőáńěďŋěčő. Ĺâăł, ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě áőáâăćńïěâ Θ(n^2).

8.4.2 Ăŋăńĺğ áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë

Łăł ňë ãęě ćĺďěńĺ ć àăğďěńě 8.2, ěáńĺ àăğąĺěŋĺï ŕàőĺğćőďïâáï âăł, çâő őâŋőèěŋĺě àăğňěàőć çăáâěľ őčàăŋĺçěŋő, âő čńãąĺŋă ďěàěćă àěłãàáĺĺ àăćŋă Θ(lg n), ă ćàěňï àăąőâë — Θ(n lg n). Ůâőąë ŕőńãçĺâì őæěŋłã áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă Randomized-Quicksort, ňë áŋăçăńă ŕàőăŋăńĺğĺàãěň àăąőâã ŕàőæěďãàë Partition, ğăâěň ŕőńãçĺň àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ŋă áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ĺ àěèĺň ěčő (ŕőŕãâŋő ŕőńãçĺć őďŋã ŕőńěğŋãî őæěŋłã).

Ăŋăńĺğ àăğąĺěŋĺľ

Ŋăŕőňŋĺň, çâő ŕěàěď âěň łăł ć áâàőłě 3 ŕàőæěďãàë Randomized- Partition ćëğëćăěâáï ŕàőæěďãàă Partition, íńěňěŋâ A[p] ŕěàěáâăćńïěâáï áő áńãçăľŋő ćëąàăŋŋëň íńěňěŋâőň ňăááĺćă A[p . . r]. Ďńï ŕàőáâőâë ňë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćáě çĺáńă ć ňăááĺćě àăğńĺçŋë. Ţőâï őæěŋłă áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ áőåàăŋïěâáï ĺ ć âőň áńãçăě, łőčďă ć ňăááĺćě ěáâì őďĺŋăłőćëě íńěňěŋâë, ŕőńãçĺâì ěñ áńőęŋěě, ĺ ňë íâőčő ďěńăâì ŋě ąãďěň.

Ŕàěęďě ćáěčő, ğăňěâĺň, çâő ğŋăçěŋĺě q, łőâőàőě ćőğćàăâĺâ ŕàőæěďãàă Partition, ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ âőčő, áłőńìłő ć ňăááĺćě íńěňěŋâőć, ŋě ąőńìèĺå x = A[p] (çĺáńő âăłĺå íńěňěŋâőć ňë ąãďěň ŋăğëćăâì àăŋčőň (rank) íńěňěŋâă x ĺ őąőğŋăçăâì rank(x)). Ěáńĺ n = r − p + 1 — çĺáńő íńěňěŋâőć ć ňăááĺćě, âő, ŕőáłőńìłã ćáě íńěňěŋâë ĺňěîâ àăćŋëě èăŋáë ŕőŕăáâì ŋă ňěáâő A[p], ćáě ğŋăçěŋĺï rank(x), őâ 1 ďő n, àăćŋőćěàőïâŋë (ĺňěîâ ćěàőïâŋőáâì 1/n).

Ěáńĺ rank(x) > 1, âő, łăł ńěčłő ćĺďěâì, ŕàĺ àăğąĺěŋĺĺ ńěćăï çăáâì ąãďěâ áőďěàęăâì rank(x) − 1 íńěňěŋâőć — ć ŋěľ őłăęãâáï ćáě íńěňěŋâë, ňěŋìèĺě x. Ěáńĺ ęě rank(x) = 1, âő ńěćăï çăáâì ąãďěâ áőďěàęăâì őďĺŋ íńěňěŋâ (ŕőáńě ŕěàćőčő ęě ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă ąãďěâ i = j = p). Őâáîďă áńěďãěâ, çâő á ćěàőïâŋőáâìî 1/n ńěćăï çăáâì ąãďěâ áőďěàęăâì 2, 3, . . ., n − 1 íńěňěŋâőć, ă á ćěàőïâŋőáâìî 2/n — őďĺŋ íńěňěŋâ.

Řěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ďńï áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë

Őąőğŋăçĺň áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Randomized- Quicksort ďńï ňăááĺćă ĺğ n íńěňěŋâőć çěàěğ T (n). §áŋő, çâő T (1) = Θ(1). Ćàěňï àăąőâë áőáâőĺâ ĺğ ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Partition, łőâőàőě áőáâăćńïěâ Θ(n), ĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë ďńï ďćãå ňăááĺćőć àăğňěàă q ĺ n−q, ŕàĺçñň q á ćěàőïâŋőáâìî 2/n ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě 1 ĺ á ćěàőïâŋőáâìî 1/n — ğŋăçěŋĺï 2, . . ., n − 1. Ŕőíâőňã

T (n) = 1 n T (1) + T (n − 1) + n−1∑ q=1 (T (q) + T (n − q))

+ Θ(n) (8.2)

(áńăčăěňőě, áőőâćěâáâćãîéěě q = 1, ćåőďĺâ ďćăęďë). Ŕőáłőńìłã T (1) = Θ(1) ĺ T (n) = O(n^2), ĺňěěň 1 n (T (1) + T (n − 1)) = 1 n (Θ(1) + O(n^2)) = O(n).

Ŕőíâőňã áńăčăěňëě T (1) ĺ T (n − 1) ć ŕěàćőľ áłőąłě (8.2) ňőęŋő ćłńîçĺâì ć Θ(n). Ś ãçñâőň íâőčő ŕőńãçăěň

T (n) = 1 n n−1∑ q=1 (T (q) + T (n − q)) + Θ(n). (8.3)

Ŕőáłőńìłã łăęďőě áńăčăěňőě T (k), čďě k = 1, . . ., n − 1, ćáâàěçăěâáï ć áãňňě ďćăęďë, ěñ ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì âăł:

T (n) = 2 n n−1∑ k=1 T (k) + Θ(n). (8.4)

Řěèěŋĺě àěłãààěŋâŋőčő áőőâŋőèěŋĺï

Śőőâŋőèěŋĺě (8.4) ňőęŋő àěèĺâì, ĺáŕőńìğãï ňěâőď ŕőďáâăŋőćłĺ. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő T (n) ⩽ an lg n + b, čďě łőŋáâăŋâë a > 0 ĺ b > 0 ŕőłă ŋěĺğćěáâŋë, ĺ ŕőŕëâăěňáï ďőłăğăâì íâő ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ŕàĺ n = 1 íâő ćěàŋő, ěáńĺ ćğïâì ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺě a ĺ b. Ŕàĺ n > 1 ĺňěěň

T (n) = 2 n n−1∑ k=1 T (k) + Θ(n)

⩽ 2 n n−1∑ k=1 (ak lg k + b) + Θ(n)

= 2a n n−1∑ k=1 k lg k + 2b n (n − 1) + Θ(n).

Ŋĺęě ňë ŕőłăęěň, çâő ŕěàćãî áãňňã ňőęŋő őæěŋĺâì âăł: n−1∑ k=1 k lg k ⩽ 1 2 n^2 lg n − 1 8 n^2. (8.5)

Ĺáŕőńìğãï íâő, ŕőńãçĺň T (n) ⩽ 2a n ( 1 2 n^2 lg n − 1 8 n^2 ) + 2b n (n − 1) + Θ(n) ⩽ an lg n − a 4 n + 2b + Θ(n)

= an lg n + b + ( Θ(n) + b − a 4 n ) ⩽ an lg n + b, ěáńĺ ćëąàăâì a âăł, çâőąë^a_4 n ąëńő ąőńìèě Θ(n)+b. Śńěďőćăâěńìŋő, áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ěáâì O(n lg n).

Ďőłăğăâěńìáâćő őæěŋłĺ ďńï áãňňë

Őáâăńőáì ďőłăğăâì őæěŋłã (8.5). Ŕőáłőńìłã łăęďőě áńăčăěňőě ŋě ŕàěćëèăěâ n lg n, ŕőńãçăěň őæěŋłã n−1∑ k=1 k lg k ⩽ n^2 lg n.

Ďńï ŋăèĺå æěńěľ őŋă ŋě ŕőďåőďĺâ — ŋăň ŋěőąåőďĺňă ąőńěě âőçŋăï őæěŋłă^1_2 n^2 lg n − Ω(n^2).

Ěáńĺ ć ŕàěďëďãéěľ őæěŋłě ğăňěŋïâì ńĺèì lg k ŋă lg n, őáâăćĺć k ć ŋěŕàĺłőáŋőćěŋŋőáâĺ, ŕőńãçĺň őæěŋłã n−1∑ k=1 k lg k ⩽ lg n n−1∑ k=1 k = n(n − 1) 2 lg n ⩽ 1 2 n^2 lg n.

Őáâăńőáì ńĺèì ğăňěâĺâì, çâő ğăňěŋïï lg k ŋă lg n, ňë ŕàĺąăćĺńĺ ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŕő k · 1 ł łăęďőňã áńăčăěňőň ŕěàćőľ ŕőńőćĺŋë áãňňë (čďě k ⩽ n/2), ćáěčő ŕàĺňěàŋő (n/2)^2/2 = n^2/8.

Ąőńěě äőàňăńìŋő, n−1∑ k=1 k lg k = ⌈n/2⌉−1 ∑ k=1 k lg k + n−1∑ k=⌈n/2⌉ k lg k

Ŕàĺ k < ⌈n/2⌉ ĺňěěň lg k ⩽ lg(n/2) = lg n − 1. Ŕőíâőňã n−1∑ k=1 k lg k ⩽ (lg n − 1) ⌈n/2⌉−1 ∑ k=1 k + lg n n−1∑ k=⌈n/2⌉ k

= lg n n−1∑ k=1 k − ⌈n/2⌉−1 ∑ k=1 k ⩽ 1 2 n(n − 1) lg n − 1 2 ( n 2 − 1 ) n 2 ⩽ 1 2 n^2 lg n − 1 8 n^2 ŕàĺ n ⩾ 2. Őæěŋłă (8.5) ďőłăğăŋă.

[Śńěďãîéĺľ ŕàőáâőľ ćëćőď őæěŋłĺ ďńï áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ (ďńï ŋěáłőńìłő ďàãčőčő ćăàĺăŋâă ăńčőàĺâňă) ŕàěďńőęĺń Ń.Ă. Ńěćĺŋ.

(1) Ąãďěň ŕàěďáâăćńïâì áěąě áőàâĺàőćłã âăł: ěáâì N łăňŋěľ àăğŋőčő ćěáă ĺ çăèěçŋëě ćěáë ďńï ĺå áàăćŋěŋĺï. Ňë ąěàñň áńãçăľŋëľ łăňěŋì ĺ ďěńĺň ćáî łãçã ŋă âàĺ çăáâĺ: ńěčçě ěčő, âïęěńěě ěčő ĺ őŋ áăň, ŕőáńě çěčő (àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć) áőàâĺàãěň ŕěàćãî ĺ ćâőàãî çăáâĺ.

(2) Łăł ćëąàăâì áńãçăľŋëľ łăňěŋì? Ňőęŋő áçĺâăâì, çâő áŋăçăńă ćáěň łăňŋïň áńãçăľŋő ŕàĺáćăĺćăîâáï àăğńĺçŋëě àăŋčĺ (ąãďěň áçĺâăâì ĺå çĺáńăňĺ őâ 1 ďő N), ĺ ć łăçěáâćě čàăŋĺæë ąěàñâáï łăňěŋì ňĺŋĺňăńìŋőčő àăŋčă (ĺğ ŕőďńěęăéĺå áőàâĺàőćłě ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ). (Ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, çâő íâő àăćŋőáĺńìŋő ŋěğăćĺáĺňëň ćëąőàăň łăňŋěľ ŋă łăęďőň èăčě: ŋă ŕěàćőň èăčě łăęďëľ ĺğ łăňŋěľ ňőęěâ ąëâì ćëąàăŋ á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî, ŕőáńě âăłőčő ćëąőàă ć łăęďőľ ĺğ čàãŕŕ ćáě łăňŋĺ âăłęě àăćŋőćěàőïâŋë ĺ â. ď.)

(3) Šăłĺň őąàăğőň, łăęďëľ łăňěŋì åăàăłâěàĺğãěâáï ďćãňï çĺáńăňĺ őâ 1 ďő N — ŕőàïďłőćëň ŋőňěàőň (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ćěáőć) ĺ àăŋčőň. Śőőâćěâáâćĺě ňěęďã ŋőňěàăňĺ ĺ àăŋčăňĺ őŕàěďěńïěâ çĺáńő őŕěàăæĺľ ć ŕàőæěááě áőàâĺàőćłĺ.

(4) Ďńï łăęďëå ďćãå ŋőňěàőć i, j ĺğ {1, . . ., N} çěàěğ p(i, j) őąőğŋăçĺň ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő łăňŋĺ á íâĺňĺ ŋőňěàăňĺ ąãďãâ áàăćŋĺćăâìáï ďàãč á ďàãčőň. Ŋăŕàĺňěà, p(i, i + 1) = 1, ŕőáłőńìłã áőáěďŋĺě ŕő ćěáã łăňŋĺ ďőńęŋë ąëâì áàăćŋěŋë őąïğăâěńìŋő (áàăćŋěŋĺï á ďàãčĺňĺ łăňŋïňĺ ĺå ŋě àăğńĺçăîâ).

(5) Ğăňěâĺň, çâő p(i, i + 2) = 2/3. Ć áăňőň ďěńě, áàăćŋěŋĺï ŋě ŕàőĺğőľďñâ ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă ĺğ âàñå łăňŋěľ á ŋőňěàăňĺ i, i + 1 ĺ i + 2 łăňěŋì i + 1 ĺňěěâ ŋăĺňěŋìèĺľ àăŋč. Ăŋăńőčĺçŋő, p(i, i + k) = 2/(k + 1) (łăňŋĺ á ŋőňěàăňĺ i ĺ i + k áàăćŋĺćăîâáï, ěáńĺ áàěďĺ k +1 łăňŋěľ i, i+1, . . ., i+k őďĺŋ ĺğ ďćãå łàăľŋĺå ĺňěěâ ŋăĺňěŋìèĺľ àăŋč).

(6) Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă áàăćŋěŋĺľ ňőęŋő àăğąĺâì ć áãňňã ∑ m(i, j) őęĺďăŋĺľ çĺáńă áàăćŋěŋĺľ ňěęďã łăňŋïňĺ á ŋőňěàăňĺ i ĺ j. Ŋő ŕőáłőńìłã ďćă ďăŋŋëå łăňŋï áàăćŋĺćăîâáï ŋě ąőńěě őďŋőčő àăğă, m(i, j) = p(i, j). Šăłĺň őąàăğőň, ŕőńãçăěň âőçŋőě ćëàăęěŋĺě ďńï ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï çĺáńă áàăćŋěŋĺľ: ∑ 1⩽i<j⩽n 2 j − i + 1 .

(7) Čàãŕŕĺàãï ć íâőľ áãňňě àăćŋëě çńěŋë ĺ ćáŕőňĺŋăï, çâő 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/k = O(lg k), ŕőńãçăěň őæěŋłã O(N lg N) ďńï ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï ćàěňěŋĺ àăąőâë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ.

Ăŋăńĺğ őąńěčçăěâáï âěň, çâő ăńčőàĺâň àăğąĺěŋĺï (ŋă âàĺ çăáâĺ) ąőńěě áĺňňěâàĺçěŋ. Řěăńĺğăæĺï âăłőčő áŕőáőąă àăğąĺěŋĺï âăłęě ŕàőáâă: ňăááĺć ďěńĺâáï ŋă çěâëàě ãçăáâłă (ŕěàěçĺáńïěň ĺå áńěćă ŋăŕàăćő): ňěŋìèĺě čàăŋĺæë, àăćŋëě čàăŋĺæě, ŋěŕàőáňőâàěŋŋëě ĺ ąő́ńìèĺě čàăŋĺæë.]

Şŕàăęŋěŋĺï

8.4-1 Ďőłăęĺâě, çâő ŋăĺňěŋìèěě ćàěňï àăąőâë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ áőáâăćńïěâ Ω(n lg n).

8.4-2 Ďőłăęĺâě, çâő äãŋłæĺï q^2 + (n − q)^2 ŋă őâàěğłě [1, n − 1] ŕàĺŋĺňăěâ ŋăĺąőńìèěě ğŋăçěŋĺě ć łőŋæăå őâàěğłă.

8.4-3 Ďőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Randomized-Quicksort ŋă ńîąőň ćåőďě ěáâì Ω(n lg n).

8.4-4 Ŋă ŕàăłâĺłě ćàěňï àăąőâë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ňőęŋő ãňěŋìèĺâì, ěáńĺ ŋă ğăćěàèăîéěň íâăŕě (łőčďă ňăááĺć ŕőçâĺ őâáőàâĺàőćăŋ) ĺáŕőńìğőćăâì áőàâĺàőćłã ćáâăćłăňĺ. Śďěńăâì íâő ňőęŋő, ŋăŕàĺňěà, âăł: ŕãáâì ŕàőæěďãàă Randomized-Quicksort(A, p, r) ŋĺçěčő ŋě ďěńăěâ, ěáńĺ r−p+1 < k (â. ě. áőàâĺàãěňëľ ňăááĺć áőďěàęĺâ ňěŋìèě k íńěňěŋâőć). Ŕőáńě őłőŋçăŋĺï àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕőńãçĺćèĺľáï ňăááĺć áőàâĺàãěâáï á ŕőňőéìî áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ. Ďőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă áőáâăćńïěâ O(nk + n lg(n/k)). Łăł ąë ćë áâăńĺ ćëąĺàăâì çĺáńő k?

8.4-5^⋆ Ďőłăęĺâě àăćěŋáâćő ∫ x ln x dx = 1 2 x^2 ln x − 1 4 x^2

Ćëćěďĺâě őâáîďă (ĺáŕőńìğãï ňěâőď áàăćŋěŋĺï á ĺŋâěčàăńőň) ąőńěě áĺńìŋãî (ć áàăćŋěŋĺĺ á (8.5)) őæěŋłã ďńï áãňňë ∑_{n−1} k=1 k lg k.

8.4-6^⋆ Řăááňőâàĺň áńěďãîéãî ňőďĺäĺłăæĺî ŕàőæěďãàë Randomized-Partition: áńãçăľŋëň őąàăğőň ćëąĺàăîâáï âàĺ íńěňěŋâă ňăááĺćă ĺ ć łăçěáâćě čàăŋĺçŋőčő íńěňěŋâă ąěàñâáï áàěďŋĺľ ŕő ćěńĺçĺŋě ĺğ ćëąàăŋŋëå âàñå łăňŋěľ. Őæěŋĺâě ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàĺ íâőň àăğąĺěŋĺě ąãďěâ áąăńăŋáĺàőćăŋő ŋě åãęě, çěň α : 1 − α.

Ğăďăçĺ

8-1 Ŕàăćĺńìŋőáâì ŕàőæěďãàë àăğąĺěŋĺï

Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Partition àăąőâăěâ ŕàăćĺńìŋő. Ďńï íâőčő ďőłăęĺâě áńěďãîéěě:

Ğăďăçĺ ł čńăćě 8 163

ă. Ć ŕàőæěááě àăąőâë ŕàőæěďãàë ĺŋďěłáë i ĺ j ŋě ćëåőďïâ ğă ŕàěďěńë őâàěğłă [p . . r].

ą. Ć ňőňěŋâ őłőŋçăŋĺï àăąőâë ŕàőæěďãàë ĺŋďěłá j ŋě ňőęěâ ąëâì àăćěŋ r (â. ě. őąě çăáâĺ àăğąĺěŋĺï ŋěŕãáâë).

ć. Ć ňőňěŋâ őłőŋçăŋĺï àăąőâë ŕàőæěďãàë ńîąőľ íńěňěŋâ ňăááĺćă A[p . . j] ŋě ąőńìèě ńîąőčő íńěňěŋâă ňăááĺćă A[j + 1 . . r].

8-2 Ăńčőàĺâň Ńőňãâő ďńï àăğąĺěŋĺï Ćăàĺăŋâ ŕàőæěďãàë Partition, łőâőàëľ ňë áěľçăá àăááňőâàĺň, ŕàĺŋăďńěęĺâ Ŋ. Ńőňãâő (N. Lomuto). Ć ŕàőæěááě àăąőâë áâàőïâáï łãáłĺ A[p . .i] ĺ A[i + 1 . . j], ŕàĺçñň íńěňěŋâë ŕěàćőčő łãáłă ŋě ąőńìèě x = A[r], ă íńěňěŋâë ćâőàőčő łãáłă — ąőńìèě x.

Lomuto-Partition(A, p, r) 1 x ← A[r] 2 i ← p − 1 3 for j ← p to r 4 do if A[j] ⩽ x 5 then i ← i + 1 6 ŕőňěŋïâì A[i] ↔ A[j] 7 if i < r 8 then return i 9 else return i − 1

ă. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Lomuto-Partition àăąőâăěâ ŕàăćĺńìŋő.

ą. Śłőńìłő àăğ ŕàőæěďãàë Partition ĺ Lomuto-Partition ňőčãâ ŕěàěňěéăâì őďĺŋ ĺ âőâ ęě íńěňěŋâ? (Şłăęĺâě ŋăĺąőńìèĺě ğŋăçěŋĺï.)

ć. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Lomuto-Partition, łăł ĺ ŕàőæěďãàă Partition, âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n), čďě n — çĺáńő íńěňěŋâőć ć ňăááĺćě.

č. Ğăňěŋĺň ć âěłáâě ŕàőæěďãàë Quicksort ŕàőæěďãàã Partition ŋă Lomuto-Partition. Łăł ĺğňěŋĺâáï ćàěňï ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ďńï ňăááĺćă, ćáě íńěňěŋâë łőâőàőčő àăćŋë?

ď. Řăááňőâàĺň ŕàőæěďãàã Randomized-Lomuto-Partition, łőâőàăï ňěŋïěâ A[r] áő áńãçăľŋő ćëąàăŋŋëň íńěňěŋâőň ňăááĺćă ĺ ğăâěň ćëğëćăěâ ŕàőæěďãàã Lomuto-Partition. Ďőłăęĺâě, çâő ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàőæěďãàă Randomized-Lomuto- Partition ćěàŋñâ ğŋăçěŋĺě q, àăćŋă ćěàőïâŋőáâĺ âőčő, çâő ŕàőæěďãàă Randomized-Partition ćěàŋñâ ğŋăçěŋĺě p + r − q.

8-3 Śőàâĺàőćłă ŕő çăáâïň

Ŕàőäěááőà ŕàěďńőęĺń áńěďãîéĺľ ”ŕàőďćĺŋãâëľ” ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ:

Stooge-Sort(A, i, j) 1 if A[i] > A[j] 2 then ŕőňěŋïâì A[i] ↔ A[j] 3 if i + 1 ⩾ j 4 then return 5 k ← ⌊(j − i + 1)/3⌋ ▷ Őłàãčńěŋĺě á ŋěďőáâăâłőň. 6 Stooge-Sort(A, i, j − k) ▷ Ŕěàćëě ďćě âàěâĺ. 7 Stooge-Sort(A, i + k, j) ▷ Ŕőáńěďŋĺě ďćě âàěâĺ. 8 Stooge-Sort(A, i, j − k) ▷ Őŕïâì ŕěàćëě ďćě âàěâĺ.

ă. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Stooge-Sort ďěľáâćĺâěńìŋő áőàâĺàãěâ ňăááĺć.

ą. Ŋăľďĺâě àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ďńï ŋăĺąőńìèěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Stooge-Sort ĺ ŕőńãçĺâě ĺğ ŋěčő őæěŋłã íâőčő ćàěňěŋĺ.

ć. Śàăćŋĺâě ŋăĺąőńìèěě ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Stooge-Sort á ŋăĺąőńìèĺň ćàěňěŋěň ďńï ďàãčĺå ćăàĺăŋâőć áőàâĺàőćłĺ (ćáâăćłăňĺ, áńĺïŋĺěň, á ŕőňőéìî łãçĺ ĺ ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ). Śâőĺâ ńĺ ŕàőďńěćăâì łőŋâàăłâ á ŕàőäěááőàőň?

8-4 Řăğňěà áâěłă ŕàĺ ąëáâàőľ áőàâĺàőćłě

Ŕàőæěďãàă Quicksort ďćă àăğă àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâ áěąï (ďńï ńěćőľ ĺ ďńï ŕàăćőľ çăáâĺ). Ć ďěľáâćĺâěńìŋőáâĺ ąěğ ćâőàőčő àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă ňőęŋő őąőľâĺáì, ğăňěŋĺć ěčő æĺłńőň (ĺňěŋŋő âăł åőàőèĺě łőňŕĺńïâőàë őąàăąăâëćăîâ áĺâãăæĺî, łőčďă ŕőáńěďŋĺň őŕěàăâőàőň ŕàőæěďãàë ïćńïěâáï àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć; ďńï âăłőľ áĺâãăæĺĺ ěáâì âěàňĺŋ tail recursion):

Quicksort^′(A, p, r) 1 while p < r 2 do ▷ Řăğąĺâì ĺ őâáőàâĺàőćăâì ńěćãî çăáâì. 3 q ← Partition(A, p, r) 4 Quicksort^′(A, p, q) 5 p ← q + 1

ă. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Quicksort^′ ďěľáâćĺâěńìŋő áőàâĺàãěâ ňăááĺć.

Łăł ŕàăćĺńő, łőňŕĺńïâőàë àěăńĺğãîâ àěłãàáĺî á ŕőňőéìî áâěłă, čďě åàăŋïâáï łőŕĺĺ ńőłăńìŋëå ŕěàěňěŋŋëå ďńï łăęďőčő àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă. Ćěàèĺŋă áâěłă áőďěàęĺâ ĺŋäőàňăæĺî, őâŋőáïéãîáï ł âěłãéěňã ćëğőćã; łőčďă őŋ ğăćěàèăěâáï, ĺŋäőàňăæĺï ãďăńïěâáï ĺğ áâěłă. Ć ŋăèěň áńãçăě ďńï łăęďőčő àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă ńőłăńìŋëě ŕěàěňěŋŋëě ğăŋĺňăîâ őąêñň O(1), âăł çâő ŋěőąåőďĺňëľ àăğňěà áâěłă (stack depth) ŕàőŕőàæĺőŋăńěŋ čńãąĺŋě àěłãàáĺĺ.

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå ŕàőæěďãàă Quicksort^′ âàěąãěâ áâěłă àăğňěàă Θ(n).

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 8 165

ć. Ĺğňěŋĺâě ŕàőæěďãàã Quicksort^′ âăł, çâőąë őąêñň áâěłă ŋě ŕàěćëèăń Θ(lg n) (áőåàăŋïï őæěŋłã Θ(n lg n) ďńï áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë).

8-5 Řăğąĺěŋĺě á ŕőňőéìî ňěďĺăŋë âàñå íńěňěŋâőć Řăąőâã ŕàőæěďãàë Randomized-Quicksort ňőęŋő ãáłőàĺâì, ćëąĺàăï čàăŋĺçŋëľ íńěňěŋâ ďńï àăğąĺěŋĺï ąőńěě âéăâěńìŋő. Őďĺŋ ĺğ àăáŕàőáâàăŋñŋŋëå ŕőďåőďőć — íâő ňěâőď ňěďĺăŋë âàñå (medianof-3 method): ć łăçěáâćě čàăŋĺçŋőčő íńěňěŋâă ĺáŕőńìğãěâáï áàěďŋĺľ ĺğ âàñå áńãçăľŋő ćëąàăŋŋëå íńěňěŋâőć ňăááĺćă. Ňë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćáě íńěňěŋâë ćåőďŋőčő ňăááĺćă A[1 . . n] àăğńĺçŋë ĺ n ⩾ 3. Ůěàěğ A^′[1 . . n] ąãďěň őąőğŋăçăâì őâáőàâĺàőćăŋŋëľ ňăááĺć (łőâőàëľ ňë ĺ åőâĺň ŕőńãçĺâì). Ŕãáâì p_i = P{x = A^′[i]}, čďě x — čàăŋĺçŋëľ íńěňěŋâ, ćëąàăŋŋëľ őŕĺáăŋŋëň ćëèě áŕőáőąőň.

ă. Ćëàăğĺâě ćěàőïâŋőáâì p_i (ďńï i = 2, 3, . . ., n − 1) çěàěğ i ĺ n (ğăňěâìâě, çâő p_1 = p_n = 0).

ą. Ŋăáłőńìłő ćěàőïâŋőáâì ćëąàăâì áàěďŋĺľ íńěňěŋâ (A^′[⌊(n + 1)/2⌋]) ąőńìèě, çěň ŕàĺ őąëçŋőň áńãçăľŋőň ćëąőàě? Ł çěňã áâàěňĺâáï őâŋőèěŋĺě íâĺå ćěàőïâŋőáâěľ ŕàĺ n → ∞?

ć. Ąãďěň ŋăğëćăâì àăğąĺěŋĺě á čàăŋĺçŋëň íńěňěŋâőň x ”åőàőèĺň”, ěáńĺ x = A^′[i], čďě n/3 ⩽ i ⩽ 2n/3. Ŋăáłőńìłő ćěàőïâŋőáâì ”åőàőèěčő” àăğąĺěŋĺï ąőńìèě, çěň ŕàĺ őąëçŋőň áńãçăľŋőň ćëąőàě? (Şłăğăŋĺě: ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺïå őæěŋĺâě áãňňã ĺŋâěčàăńőň.)

č. Ďőłăęĺâě, çâő ĺáŕőńìğőćăŋĺě ňěâőďă ňěďĺăŋë âàñå áőåàăŋïěâ őæěŋłã Ω(n lg n) ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ (ĺ ćńĺïěâ ńĺèì ŋă łőŋáâăŋâã ŕěàěď n lg n).

Ğăňěçăŋĺï

Ăńčőàĺâň ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ŕàĺŋăďńěęĺâ Ţőăàã [98]. Ć áâăâìě Śěďęćĺłă [174] őąáãęďăîâáï ďěâăńĺ àěăńĺğăæĺĺ ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ĺ ĺå ćńĺïŋĺě ŋă ćàěňï àăąőâë. Ćěàőïâŋőáâŋëě ăńčőàĺâňë ďńï àăğŋëå ğăďăç àăááňăâàĺćăîâáï ć áâăâìě Řăąĺŋă [165].

9 Śőàâĺàőćłă ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï

Ňë ŕőğŋăłőňĺńĺáì á àăğńĺçŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ, łőâőàëě ňőčãâ őâáőàâĺàőćăâì n çĺáěń ğă ćàěňï O(n lg n). Ăńčőàĺâňë áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň (merge sort) ĺ áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî łãçĺ (heap sort) àăąőâăîâ ğă âăłőě ćàěňï ć åãďèěň áńãçăě, ă ã ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ âăłőćëň ïćńïěâáï áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë. Őæěŋłă O(n lg n) âőçŋă: ďńï łăęďőčő ĺğ íâĺå ăńčőàĺâňőć ňőęŋő ŕàěďêïćĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n çĺáěń, ćàěňï őąàăąőâłĺ łőâőàőľ ąãďěâ Ω(n lg n).

Ćáě ãŕőňïŋãâëě ăńčőàĺâňë ŕàőćőďïâ áőàâĺàőćłã, őáŋőćëćăïáì ĺáłńîçĺâěńìŋő ŋă ŕőŕăàŋëå áàăćŋěŋĺïå íńěňěŋâőć, ŕőíâőňã ĺå ĺŋőčďă ŋăğëćăîâ áőàâĺàőćłăňĺ áàăćŋěŋĺěň (comparison sort). Ć àăğďěńě 9.1 ňë ŕőłăęěň, çâő ćáïłĺľ ăńčőàĺâň âăłőčő âĺŕă áőàâĺàãěâ n íńěňěŋâőć ğă ćàěňï ŋě ňěŋìèě Ω(n lg n) ć åãďèěň áńãçăě. Šěň áăňëň ăńčőàĺâňë áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺ á ŕőňőéìî łãçĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ őŕâĺňăńìŋë: ŋě áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ áàăćŋěŋĺěň, łőâőàëľ ŕàěćőáåőďĺń ąë ãłăğăŋŋëě ăńčőàĺâňë ąőńěě, çěň ć łőŋěçŋőě çĺáńő àăğ.

Ć àăğďěńăå 9.2, 9.3 ĺ 9.4 ňë àăááňăâàĺćăěň âàĺ ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ (áőàâĺàőćłă ŕőďáçñâőň, æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă ĺ áőàâĺàőćłă ćëçñàŕëćăŋĺěň), àăąőâăîéĺå ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï. Řăğãňěěâáï, őŋĺ ãńãçèăîâ őæěŋłã Ω(n lg n) ğă áçñâ âőčő, çâő ĺáŕőńìğãîâ ŋě âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï, ŋő ĺ ćŋãâàěŋŋîî áâàãłâãàã áőàâĺàãěňëå őąêěłâőć.

9.1 Ŋĺęŋĺě őæěŋłĺ ďńï áőàâĺàőćłĺ

Čőćőàïâ, çâő ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ őáŋőćăŋ ŋă áàăćŋěŋĺïå, ěáńĺ őŋ ŋĺłăł ŋě ĺáŕőńìğãěâ ćŋãâàěŋŋîî áâàãłâãàã áőàâĺàãěňëå íńěňěŋâőć, ă ńĺèì áàăćŋĺćăěâ ĺå ĺ ŕőáńě ŋěłőâőàőčő çĺáńă áàăćŋěŋĺľ ćëďăñâ őâćěâ (ãłăğëćăîéĺľ ĺáâĺŋŋëľ ŕőàïďőł íńěňěŋâőć). Šăł ňë ŕàĺåőďĺň ł ňőďěńĺ ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ, ŋăğëćăěňőľ àăğàěèăîéĺňĺ ďěàěćìïňĺ.

Ŋĺęŋĺě őæěŋłĺ ďńï áőàâĺàőćłĺ 167

Řĺáãŋőł 9.1 Řăğàěèăîéěě ďěàěćő ďńï ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ, őąàăąăâëćăîéěčő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ âàñå íńěňěŋâőć. Ŕőáłőńìłã çĺáńő ŕěàěáâăŋőćőł ĺğ âàñå íńěňěŋâőć àăćŋő 3! = 6, ã ďěàěćă ďőńęŋő ąëâì ŋě ňěŋěě 6 ńĺáâìěć.

Řăğàěèăîéĺě ďěàěćìï

Ŋăçŋñň á ŕàĺňěàă: ŋă àĺá. 9.1 ĺğőąàăęěŋő àăğàěèăîéěě ďěàěćő (decision tree), áőőâćěâáâćãîéěě áőàâĺàőćłě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ âàñå íńěňěŋâőć á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ĺğ àăğďěńă 1.1.

Ŕãáâì âěŕěàì ňë áőàâĺàãěň n íńěňěŋâőć a_1, . . ., a_n. Łăęďăï ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă àăğàěèăîéěčő ďěàěćă áőőâćěâáâćãěâ őŕěàăæĺĺ áàăćŋěŋĺï ĺ áŋăąęěŋă ŕőňěâłőľ ćĺďă a_i : a_j , ãłăğëćăîéěľ, łăłĺě íńěňěŋâë ŋăďő áàăćŋĺâì (1 ⩽ i, j ⩽ n). Łăęďëľ ńĺáâ àăğàěèăîéěčő ďěàěćă áŋăąęěŋ ŕőňěâłőľ ⟨π(1), π(2), . . ., π(n)⟩, čďě π — ŕěàěáâăŋőćłă n íńěňěŋâőć (áň. àăğď. 6.1 ŕő ŕőćőďã ŕěàěáâăŋőćőł). Ďńï ŕőńãçěŋĺï ŋĺęŋĺå őæěŋőł ňë ňőęěň őčàăŋĺçĺâìáï áńãçăěň àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć, âőčďă àěğãńìâăâőň áőàâĺàőćłĺ ąãďěâ ŕěàěáâăŋőćłă íńěňěŋâőć ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï.

Őŕĺèěň, łăłőľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áőőâćěâáâćãěâ ďăŋŋőňã àăğàěèăîéěňã ďěàěćã. Ŋăďő ŕàőľâĺ ŕő ďěàěćã őâ łőàŋï ďő ńĺáâă. Ćëąőà ŋăŕàăćńěŋĺï (ŋăńěćő ĺńĺ ŋăŕàăćő) ŕàőĺáåőďĺâ âăł. Ŕãáâì ć ćěàèĺŋě ŋăŕĺáăŋő a_i : a_j . Šőčďă ŋăďő ĺďâĺ ŋăńěćő, ěáńĺ a_i ⩽ a_j , ĺ ŋăŕàăćő ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě. Ěáńĺ ć ńĺáâě, ć łőâőàëľ ňë ć ĺâőčě ŕàĺåőďĺň, ğăŕĺáăŋă ŕěàěáâăŋőćłă π, âő àěğãńìâăâőň áőàâĺàőćłĺ áçĺâăěň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì a_{π(1)}, a_{π(2)}, . . ., a_{π(n)}, łőâőàăï ďőńęŋă ąëâì ŋěãąëćăîéěľ, ěáńĺ ăńčőàĺâň ŕàăćĺńěŋ.

Łăęďăï ĺğ n! ŕěàěáâăŋőćőł ďőńęŋă ŕőïćĺâìáï åőâï ąë ŋă őďŋőň ńĺáâě àăğàěèăîéěčő ďěàěćă (ŕőáłőńìłã ŕàăćĺńìŋëľ ăńčőàĺâň ďőńęěŋ ŕàěďãáňăâàĺćăâì ćáě ćőğňőęŋëě ŕőàïďłĺ).

Ŋĺęŋïï őæěŋłă ďńï åãďèěčő áńãçăï

Ůĺáńő áàăćŋěŋĺľ ć åãďèěň áńãçăě ďńï âăłőčő ăńčőàĺâňă àăćŋő ćëáőâě àăğàěèăîéěčő ďěàěćă — ňăłáĺňăńìŋőľ ďńĺŋě ŕãâĺ ć íâőň ďěàěćě őâ łőàŋï ďő ńĺáâă. Śńěďãîéăï âěőàěňă ďăěâ ŋĺęŋîî őæěŋłã ŋă íâã ćëáőâã.

Šěőàěňă 9.1. Ćëáőâă ńîąőčő àăğàěèăîéěčő ďěàěćă, áőàâĺàãîéěčő n íńěňěŋâőć, ěáâì Ω(n lg n).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕőáłőńìłã áàěďĺ ńĺáâìěć àăğàěèăîéěčő ďěàěćă ďőńęŋë ąëâì ŕàěďáâăćńěŋë ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ n íńěňěŋâőć, çĺáńő íâĺå ńĺáâìěć ŋě ňěŋěě n!. Ŕőáłőńìłã ďćőĺçŋőě ďěàěćő ćëáőâë h ĺňěěâ ŋě ąőńěě 2^h ńĺáâìěć, ĺňěěň n! ⩽ 2^h. Ńőčăàĺäňĺàãï íâő ŋěàăćěŋáâćő ŕő őáŋőćăŋĺî 2 ĺ ŕőńìğãïáì ŋěàăćěŋáâćőň n! > (n/e)^n, ćëâěłăîéĺň ĺğ äőàňãńë Śâĺàńĺŋčă (2.11), ŕőńãçăěň, çâő

h ⩾ n lg n − n lg e = Ω(n lg n),

çâő ĺ ãâćěàęďăńőáì.

Śńěďáâćĺě 9.2. Ăńčőàĺâňë áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺ á ŕőňőéìî łãçĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ őŕâĺňăńìŋë.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őŋĺ àăąőâăîâ ğă ćàěňï O(n lg n); ć áĺńã ďőłăğăŋŋőľ âěőàěňë, íâă őæěŋłă ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŋěãńãçèăěňă.

Şŕàăęŋěŋĺï

9.1-1 Łăłőćă ŋăĺňěŋìèăï ćőğňőęŋăï čńãąĺŋă ńĺáâă ć àăğàěèăîéěň ďěàěćě ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ?

9.1-2 Ďőłăęĺâě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋãî őæěŋłã ďńï lg(n!) = ∑_n k=1 lg k ąěğ äőàňãńë Śâĺàńĺŋčă, ĺáŕőńìğãï ňěâőďë àăğď. 3.2.

9.1-3 Ŕőłăęĺâě, çâő ŋě áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ, őáŋőćăŋŋőčő ŋă áàăćŋěŋĺïå, łőâőàëľ àăąőâăń ąë ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ďńï ŕőńőćĺŋë ĺğ n! ćőğňőęŋëå ćåőďŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë n. Łăł ĺğňěŋĺâáï őâćěâ, ěáńĺ ć íâőľ ğăďăçě ğăňěŋĺâì 1/2 ŋă 1/n? Ŋă 1/2^n?

9.1-4 Ŕàőäěááőà àăğàăąőâăń łőňŕìîâěà, łőâőàëľ ŕőďďěàęĺćăěâ ”âàőľŋëě ćěâćńěŋĺï”: ŕőáńě őďŋőčő-ěďĺŋáâćěŋŋőčő áàăćŋěŋĺï a_i : a_j ãŕàăćńěŋĺě ňőęěâ ąëâì ŕěàěďăŋő ć őďŋő ĺğ âàñå ňěáâ ŕàőčàăňňë, ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, łăłőě ĺğ áőőâŋőèěŋĺľ ćëŕőńŋěŋő: a_i < a_j , a_i = a_j ĺńĺ a_i > a_j . Őŋ ŋăďěěâáï, çâő ąńăčőďăàï âăłĺň áàăćŋěŋĺïň áőàâĺàőćłã n íńěňěŋâőć ňőęŋő ŕàőćěáâĺ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ąëáâàěě, çěň ğă ćàěňï Ω(n lg n). Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàőäěááőà ğăąńãęďăěâáï.

9.1-5 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï áńĺïŋĺï ďćãå őâáőàâĺàőćăŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ĺğ n íńěňěŋâőć ďőáâăâőçŋő 2n−1 áàăćŋěŋĺľ ć åãďèěň áńãçăě.

9.1-6 Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n íńěňěŋâőć, łőâőàãî ŋěőąåőďĺňő őâáőàâĺàőćăâì, àăğąĺâă ŋă ãçăáâłĺ ďńĺŋë k. Ŕàĺ íâőň ńîąőľ íńě-

Śőàâĺàőćłă ŕőďáçñâőň 169

ňěŋâ ŕěàćőčő ãçăáâłă ňěŋìèě ńîąőčő íńěňěŋâă ćâőàőčő ĺ â. ď. (âăł çâő őáâăñâáï ńĺèì őâáőàâĺàőćăâì íńěňěŋâë ćŋãâàĺ ãçăáâłőć). Ŕőłăęĺâě, çâő âăłăï áőàâĺàőćłă ŕőâàěąãěâ ŋě ňěŋěě Ω(n lg k) áàăćŋěŋĺľ ć åãďèěň áńãçăě. (Şłăğăŋĺě: ŋěďőáâăâőçŋő áőáńăâìáï ŋă ŋěőąåőďĺňőáâì n/k àăğ áőàâĺàőćăâì ãçăáâőł ďńĺŋőľ k.)

9.2 Śőàâĺàőćłă ŕőďáçñâőň

Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň (counting sort) ŕàĺňěŋĺň, ěáńĺ łăęďëľ ĺğ n íńěňěŋâőć áőàâĺàãěňőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ — æěńőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő ć ĺğćěáâŋőň ďĺăŕăğőŋě (ŋě ŕàěćőáåőďïéěě ğăàăŋěě ĺğćěáâŋőčő k). Ěáńĺ k = O(n), âő ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(n).

Ĺďěï íâőčő ăńčőàĺâňă ć âőň, çâőąë ďńï łăęďőčő íńěňěŋâă x ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŕőďáçĺâăâì, áłőńìłő íńěňěŋâőć ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňěŋìèě x, ŕőáńě çěčő ğăŕĺáăâì x ŋăŕàïňãî ć ćëåőďŋőľ ňăááĺć ć áőőâćěâáâćĺĺ á íâĺň çĺáńőň (ěáńĺ, áłăęěň, 17 íńěňěŋâőć ćåőďŋőčő ňăááĺćă ňěŋìèě x, âő ć ćëåőďŋőň ňăááĺćě x ďőńęěŋ ąëâì ğăŕĺáăŋ ŋă ňěáâő ŋőňěà 18). Ěáńĺ ć áőàâĺàãěňőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňőčãâ ŕàĺáãâáâćőćăâì àăćŋëě çĺáńă, íâã áåěňã ŋăďő áńěčłă ňőďĺäĺæĺàőćăâì, çâőąë ŋě ğăŕĺáăâì ŋěáłőńìłő çĺáěń ŋă őďŋő ňěáâő.

Ć ŕàĺćőďĺňőň ŋĺęě ŕáěćďőłőďě ĺáŕőńìğãěâáï ćáŕőňőčăâěńìŋëľ ňăááĺć C[1 . . k] ĺğ k íńěňěŋâőć. Ćåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğăŕĺáăŋă ć ňăááĺćě A[1 . . n], őâáőàâĺàőćăŋŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğăŕĺáëćăěâáï ć ňăááĺć B[1 . . n].

Counting-Sort(A, B, k) 1 for i ← 1 to k 2 do C[i] ← 0 3 for j ← 1 to length[A] 4 do C[A[j]] ← C[A[j]] + 1 5 ▷ C[i] àăćŋő łőńĺçěáâćã íńěňěŋâőć, àăćŋëå i. 6 for i ← 2 to k 7 do C[i] ← C[i] + C[i − 1] 8 ▷ C[i] àăćŋő łőńĺçěáâćã íńěňěŋâőć, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå i 9 for j ← length[A] downto 1 10 do B[C[A[j]]] ← A[j] 11 C[A[j]] ← C[A[j]] − 1 Řăąőâă ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň ŕàőĺńńîáâàĺàőćăŋă ŋă àĺá. 9.2. Ŕőáńě ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ (áâàőłĺ 1–2) ňë áŋăçăńă ŕőňěéăěň ć C[i] łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ňăááĺćă A, àăćŋëå i (áâàőłĺ 3–4), ă ğăâěň, ŋăåőďï çăáâĺçŋëě áãňňë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ C[1], C[2], . . ., C[k], — łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå i (áâàőłĺ 6–7). Ŋăłőŋěæ, ć áâàőłăå 9–11 łăęďëľ ĺğ íńěňěŋâőć

Řĺáãŋőł 9.2 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Counting-Sort, ŕàĺňěŋñŋŋőčő ł ňăááĺćã A[1 . . 8], áőáâőïéěňã ĺğ ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå k = 6. (ă) Ňăááĺć A ĺ ćáŕőňőčăâěńìŋëľ ňăááĺć C ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă ć áâàőłăå 3–4. (ą) Ňăááĺć C ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă ć áâàőłăå 6–7. (ć–ď) Ćëåőďŋőľ ňăááĺć B ĺ ćáŕőňőčăâěńìŋëľ ňăááĺć C ŕőáńě őďŋőčő, ďćãå ĺ âàñå ŕőćâőàěŋĺľ æĺłńă ć áâàőłăå 9–11. Ğăçěàŋñŋŋëě łńěâłĺ áőőâćěâáâćãîâ íńěňěŋâăň ňăááĺćă, ğŋăçěŋĺï łőâőàëň ěéñ ŋě ŕàĺáćőěŋë. (ě) Ňăááĺć B ŕőáńě őłőŋçăŋĺï àăąőâë ăńčőàĺâňă.

ňăááĺćă A ŕőňěéăěâáï ŋă ŋãęŋőě ňěáâő ć ňăááĺćě B. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ćáě n íńěňěŋâőć àăğńĺçŋë, âő ć őâáőàâĺàőćăŋŋőň ňăááĺćě çĺáńő A[j] ďőńęŋő áâőïâì ŋă ňěáâě ŋőňěà C[A[j]], ĺąő ĺňěŋŋő áâőńìłő íńěňěŋâőć ňăááĺćă A ŋě ŕàěćőáåőďïâ A[j]; ěáńĺ ć ňăááĺćě A ćáâàěçăîâáï ŕőćâőàěŋĺï, âő ŕőáńě łăęďőľ ğăŕĺáĺ çĺáńă A[j] ć ňăááĺć B çĺáńő C[A[j]] ãňěŋìèăěâáï ŋă ěďĺŋĺæã (áâàőłă 11), âăł çâő ŕàĺ áńěďãîéěľ ćáâàěçě á çĺáńőň, àăćŋëň A[j], őŋő ąãďěâ ğăŕĺáăŋő ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî ńěćěě.

Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň. Űĺłńë ć áâàőłăå 1–2 ĺ 6–7 àăąőâăîâ ğă ćàěňï O(k), æĺłńë ć áâàőłăå 3–4 ĺ 10–11 — ğă ćàěňï O(n), ă ćěáì ăńčőàĺâň, áâăńő ąëâì, àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(k + n). Ěáńĺ k = O(n), âő ćàěňï àăąőâë ěáâì O(n).

Ďńï ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň ŋĺęŋïï őæěŋłă àăğď. 9.1 — ŋě ŕàěŕïâáâćĺě, ŕőáłőńìłã őŋ ŋě áàăćŋĺćăěâ áőàâĺàãěňëě çĺáńă ňěęďã áőąőľ, ă ĺáŕőńìğãěâ ĺå ć łăçěáâćě ĺŋďěłáőć ňăááĺćă.

Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň őąńăďăěâ ćăęŋëň áćőľáâćőň, ŋăğëćăěňëň ãáâőľçĺćőáâìî (it is stable). Ĺňěŋŋő, ěáńĺ ćő ćåőďŋőň ňăááĺćě ŕàĺáãâáâćãěâ ŋěáłőńìłő àăćŋëå çĺáěń, âő ć ćëåőďŋőň ňăááĺćě őŋĺ áâőïâ ć âőň ęě ŕőàïďłě, çâő ĺ ćő ćåőďŋőň. İâő áćőľáâćő ŋě ĺňěěâ áňëáńă, ěáńĺ ć ňăááĺćě ğăŕĺáăŋë âőńìłő çĺáńă áăňĺ ŕő áěąě, ŋő ěáńĺ ćňěáâě á çĺáńăňĺ ğăŕĺáăŋë ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě, íâő őłăğëćăěâáï ćăęŋëň. Ąőńěě âőçŋő, ŕàěďáâăćĺň áěąě, çâő ňë áőàâĺàãěň ŋě ŕàőáâő çĺáńă, ă ŕăàë ⟨t, x⟩, čďě t — çĺáńő őâ 1 ďő k, ă x — ŕàőĺğćőńìŋëľ őąêěłâ, ĺ åőâĺň ŕěàěáâăćĺâì ĺå âăł, çâőąë ŕěàćëě łőňŕőŋěŋâë ŕăà èńĺ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě. Őŕĺáăŋŋëľ ŋăňĺ ăńčőàĺâň ŕőğćőńïěâ íâő áďěńăâì, ŕàĺçñň őâŋőáĺâěńìŋőě àăáŕőńőęěŋĺě ŕăà á àăćŋëňĺ ŕěàćëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ ŋě ňěŋïěâáï. İâő áćőľáâćő ĺ ŋăğëćăěâáï ãáâőľçĺćőáâìî. Ňë ãćĺďĺň ć áńěďãîéěň àăğďěńě, łăł őŋő ŕàĺňěŋïěâáï.

Şŕàăęŋěŋĺï

9.2-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 9.2., ŕőłăęĺâě àăąőâã ăńčőàĺâňă Counting-Sort ďńï áńãçăï k = 7 ĺ A = ⟨7, 1, 3, 1, 2, 4, 5, 7, 2, 4, 3⟩.

9.2-2 Ďőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň Counting-Sort ïćńïěâáï ãáâőľçĺćëň.

9.2-3 Ğăňěŋĺň áâàőłã 9 ăńčőàĺâňă Counting-Sort ŋă âăłãî:

9 for j ← 1 to length[A]

Ŕőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň őáâăñâáï ŕàăćĺńìŋëň. Ąãďěâ ńĺ őŋ ãáâőľçĺć?

9.2-4 Ŕãáâì ŋă ćëåőďě ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ŋăďő ŋăŕěçăâăâì íńěňěŋâë ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ć őâáőàâĺàőćăŋŋőň ŕőàïďłě. Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Counting-Sort âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őŋ ďěńăń íâő, ŋě ĺáŕőńìğãï ňăááĺćă B ĺńĺ ĺŋëå ňăááĺćőć (ŕőňĺňő A ĺ C). (Şłăğăŋĺě: áćïęĺâě ć áŕĺáłĺ íńěňěŋâë ňăááĺćă A á őďĺŋăłőćëň ğŋăçěŋĺěň; čďě ćğïâì ňěáâő ďńï åàăŋěŋĺï ãłăğăâěńěľ?).

9.2-5 Ďăŋő n æěńëå çĺáěń őâ 1 ďő k. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕőďćěàčăěâ íâĺ ďăŋŋëě ŕàěďćăàĺâěńìŋőľ őąàăąőâłě, ă ğăâěň ğă ćàěňï O(1) őâćěçăěâ ŋă ńîąőľ ćőŕàőá âĺŕă ”áłőńìłő çĺáěń ĺğ ďăŋŋőčő ŋăąőàă ńěęĺâ ňěęďã a ĺ b?”. Ćàěňï ŋă ŕàěďćăàĺâěńìŋãî őąàăąőâłã ďőńęŋő ąëâì O(n + k).

9.3 Űĺäàőćăï áőàâĺàőćłă

Ăńčőàĺâň æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłĺ (radix sort) ĺáŕőńìğőćăńáï ć ňăèĺŋăå ďńï áőàâĺàőćłĺ ŕěàäőłăàâ (áěľçăá âăłĺě ňăèĺŋë ňőęŋő ŋăľâĺ àăğćě çâő ć ňãğěïå). Ć łăàâőŋŋëå ŕěàäőłăàâăå áŕěæĺăńìŋëľ ŕěàäőàăâőà ŕàőąĺćăń ďëàłĺ. Ć łăęďőľ ĺğ 80 łőńőŋőł ąëńĺ ňěáâă ďńï 12 ŕàïňőãčőńìŋëå ďëàőł. Ćőőąéě-âő ć őďŋőľ łőńőŋłě ňőęŋő ąëńő ŕàőąĺâì ŋěáłőńìłő ďëàőł, ĺå łőňąĺŋăæĺï áőőâćěâáâćőćăńă áĺňćőńã (âăł çâő ŋă łăàâě ąëńő ňěáâő ďńï 80 áĺňćőńőć), ŋő æĺäàë 0–9 łőďĺàőćăńĺáì őďĺŋőçŋëňĺ ďëàłăňĺ ć áâàőłăå 0–9 áőőâćěâáâćãîéěľ łőńőŋłĺ.

Śőàâĺàőćőçŋőľ ňăèĺŋě ãłăğëćăńĺ áâőńąěæ, ŕő łőâőàőňã ŋãęŋő ŕàőĺğćěáâĺ áőàâĺàőćłã, ĺ őŋă àăáłńăďëćăńă łőńőďã ŕěàäőłăàâ ŋă

329 457 657 839 436 720 355 ⇒

720 355 436 457 657 329 839 ↑

⇒

720 329 436 839 355 457 657 ↑

⇒

329 355 436 457 657 720 839 ↑ Řĺáãŋőł 9.3 Űĺäàőćăï áőàâĺàőćłă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ áěňĺ âàñåğŋăçŋëå çĺáěń. Ŋă ćåőď ŕőďăîâáï çĺáńă ŕěàćőčő áâőńąæă. Ďăńěě ŕőłăğăŋ ŕőàïďőł çĺáěń ŕőáńě áőàâĺàőćłĺ ŕő âàěâìěľ, ćâőàőľ ĺ ŕěàćőľ æĺäàăň (ćěàâĺłăńìŋëě áâàěńłĺ ãłăğëćăîâ, ŕő łăłőľ æĺäàě ŕàőĺğćőďĺńăáì áőàâĺàőćłă).

10 áâőŕőł ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, łăłăï ĺğ ďëàőł 0–9 ąëńă ŕàőąĺâă ć ãłăğăŋŋőň áâőńąæě.

Łăł őâáőàâĺàőćăâì łőńőďã ŕěàäőłăàâ á ňŋőčőğŋăçŋëňĺ çĺáńăňĺ (àăğàïď ěďĺŋĺæ ć őďŋőň áâőńąæě, ďěáïâłőć — ć ŕàěďëďãéěň ĺ â. ď.)? Ŕěàćőě, çâő ŕàĺåőďĺâ ć čőńőćã, — ŋăçăâì áőàâĺàőćłã áő áâăàèěčő àăğàïďă. Ŕàĺ íâőň ŕőńãçĺâáï 10 áâőŕőł, łăęďãî ĺğ łőâőàëå ŋă áńěďãîéěň èăčě ŕàĺďñâáï àăğąĺćăâì ŋă 10 áâőŕőł, ĺ âăł ďăńěě — ŕőńãçĺâáï ňŋőčő áâőŕőł ŕěàäőłăàâ, ć łőâőàëå ńěčłő ğăŕãâăâìáï (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 9.3-5).

Łăł ŋĺ áâàăŋŋő, őłăğëćăěâáï ãďőąŋěě ŋăçăâì á ňńăďèěčő àăğàïďă, àăğńőęĺć łőńőďã ŋă 10 áâőŕőł ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, čďě ŕàőąĺâő őâćěàáâĺě ć ”ňńăďèěň” áâőńąæě. Ŕőńãçěŋŋëě 10 áâőŕőł ŋăďő ŕőáńě íâőčő áńőęĺâì ć őďŋã ć âăłőň ŕőàïďłě: áŋăçăńă łăàâë á 0, ğăâěň łăàâë á 1, ĺ â. ď. Ŕőńãçĺćèãîáï łőńőďã ćŋőćì àăááőàâĺàãěň ŋă 10 áâőŕőł, ŋő ãęě ć áőőâćěâáâćĺĺ á àăğàïďőň ďěáïâłőć, áńőęĺň ŕőńãçěŋŋëě áâőŕłĺ ć őďŋã łőńőďã, ĺ â. ď.; ěáńĺ ŋă ŕěàäőłăàâăå ąëńĺ ğăŕĺáăŋë d-ğŋăçŋëě çĺáńă, âő ŕőŋăďőąĺâáï d àăğ ćőáŕőńìğőćăâìáï áőàâĺàőćőçŋőľ ňăèĺŋőľ. Ŋă àĺá. 9.3 ĺğőąàăęěŋő, łăł ďěľáâćãěâ íâőâ ăńčőàĺâň, ŕàĺňěŋěŋŋëľ ł áěňĺ âàñåğŋăçŋëň çĺáńăň.

Ćăęŋő, çâőąë ăńčőàĺâň, á ŕőňőéìî łőâőàőčő ŕàőĺáåőďĺâ áőàâĺàőćłă ŕő ďăŋŋőňã àăğàïďã, ąëń ãáâőľçĺćëň: łăàâőçłĺ, ã łőâőàëå ć ďăŋŋőľ łőńőŋłě áâőĺâ őďŋă ĺ âă ęě æĺäàă, ďőńęŋë ćëľâĺ ĺğ áőàâĺàőćőçŋőľ ňăèĺŋë ć âőľ ęě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ć łőâőàőľ őŋĺ âãďă ŕőďăćăńĺáì (áăňő áőąőľ, ŕàĺ áłńăďëćăŋĺĺ 10 áâőŕőł ć őďŋã ňěŋïâì ŕőàïďőł łăàâ ć áâőŕłăå âőęě ŋě áńěďãěâ).

Ć łőňŕìîâěàăå æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă ĺŋőčďă ĺáŕőńìğãěâáï ďńï ãŕőàïďőçěŋĺï ďăŋŋëå, áőďěàęăéĺå ŋěáłőńìłő ŕőńěľ. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, ŋăň ŋăďő őâáőàâĺàőćăâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďăâ. İâő ňőęŋő áďěńăâì á ŕőňőéìî ńîąőčő ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ, áàăćŋĺćăï ďăâë áńěďãîéĺň őąàăğőň: áàăćŋĺâì čőďë, ěáńĺ čőďë áőćŕăďăîâ — áàăćŋĺâì ňěáïæë, ěáńĺ áőćŕăďăîâ ĺ ňěáïæë — áàăćŋĺâì çĺáńă. Ćňěáâő íâőčő, őďŋăłő, ňőęŋő ŕàőáâő âàĺęďë őâáőàâĺàőćăâì ňăááĺć ďăâ á ŕőňőéìî ãáâőľçĺćőčő ăńčőàĺâňă: áŋăçăńă ŕő ďŋïň, ŕőâőň ŕő ňěáïæăň, ŕőâőň ŕő čőďăň.

Ŕàőčàăňňã ďńï æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłĺ ŋăŕĺáăâì ńěčłő. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő łăęďëľ íńěňěŋâ n-íńěňěŋâŋőčő ňăááĺćă A áőáâőĺâ ĺğ d æĺäà, ŕàĺçěň æĺäàă ŋőňěà 1 — ňńăďèĺľ àăğàïď, ă æĺäàă ŋőňěà d — áâăàèĺľ.

Radix-Sort(A, d) 1 for i ← 1 to d 2 do őâáőàâĺàőćăâì ňăááĺć A ãáâőľçĺćëň ăńčőàĺâňőň ŕő ğŋăçěŋĺî æĺäàë ŋőňěà i

Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłĺ ďőłăğëćăěâáï ĺŋďãłæĺěľ ŕő ŋőňěàã àăğàïďă (áň. ãŕà. 9.3-3). Ćàěňï àăąőâë ğăćĺáĺâ őâ ćàěňěŋĺ àăąőâë ćëąàăŋŋőčő ãáâőľçĺćőčő ăńčőàĺâňă. Ěáńĺ æĺäàë ňőčãâ ŕàĺŋĺňăâì ğŋăçěŋĺï őâ 1 ďő k, čďě k ŋě áńĺèłőň ćěńĺłő, âő őçěćĺďŋëľ ćëąőà — áőàâĺàőćłă ŕőďáçñâőň. Ďńï n çĺáěń á d ğŋăłăňĺ őâ 0 ďő k − 1 łăęďëľ ŕàőåőď ğăŋĺňăěâ ćàěňï Θ(n + k); ŕőáłőńìłã ňë ďěńăěň d ŕàőåőďőć, ćàěňï àăąőâë æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłĺ àăćŋő Θ(dn + kd). Ěáńĺ d ŕőáâőïŋŋő ĺ k = O(n), âő æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă àăąőâăěâ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

Ŕàĺ æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłě ćăęŋő ŕàăćĺńìŋő ćëąàăâì őáŋőćăŋĺě áĺáâěňë áçĺáńěŋĺï, ŕőáłőńìłã őâ ŋěčő ğăćĺáĺâ àăğňěà âàěąãěňőľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ ĺ ćàěňï àăąőâë. Łőŋłàěâŋëľ ŕàĺňěà: ŕãáâì ŋăďő őâáőàâĺàőćăâì ňĺńńĺőŋ 64-ąĺâŋëå çĺáěń. Ěáńĺ àăááňăâàĺćăâì ĺå łăł çěâëàñåğŋăçŋëě çĺáńă ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï á őáŋőćăŋĺěň 2^{16}, âő ŕàĺ æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłě ňë áŕàăćĺňáï á ŋĺňĺ ğă çěâëàě ŕàőåőďă, ĺáŕőńìğãï ć ŕàőæěďãàě Counting-Sort ňăááĺć B àăğňěàőň 2^{16} (çâő ŋěňŋőčő ŕő áàăćŋěŋĺî á àăğňěàőň áőàâĺàãěňőčő ňăááĺćă) İâő ćëčőďŋő őâńĺçăěâáï őâ áőàâĺàőćłĺ áàăćŋěŋĺěň, łőčďă ŋă łăęďőě çĺáńő ŕàĺåőďĺâáï ŕő lg n ≈ 20 őŕěàăæĺľ. Ł áőęăńěŋĺî, æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă, őŕĺàăîéăïáï ŋă áőàâĺàőćłã ŕőďáçñâőň, âàěąãěâ ěéñ őďŋőčő ňăááĺćă (âőčő ęě àăğňěàă, çâő ĺ áőàâĺàãěňëľ) ďńï åàăŋěŋĺï ŕàőňěęãâőçŋëå àěğãńìâăâőć, ć âő ćàěňï łăł ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë áőàâĺàőćłĺ áàăćŋěŋĺěň őąåőďïâáï ąěğ íâőčő. Ŕőíâőňã, ěáńĺ ŋăďő íłőŋőňĺâì ŕăňïâì, ăńčőàĺâň ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ňőęěâ őłăğăâìáï ŕàěďŕőçâĺâěńìŋěě.

Şŕàăęŋěŋĺï

9.3-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 9.3, ŕőłăęĺâě, łăł ŕàőĺáåőďĺâ æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă (ŕő ăńäăćĺâã) ăŋčńĺľáłĺå áńőć COW, DOG, SEA, RUG, ROW, MOB, BOX, TAB, BAR, EAR, TAR, DIG, BIG, TEA, NOW, FOX.

9.3-2 Łăłĺě ĺğ áńěďãîéĺå ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ ïćńïîâáï ãáâőľçĺćëňĺ: áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ, áőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň, áőàâĺàőćłă á ŕőňőéìî łãçĺ, ąëáâàăï áőàâĺàőćłă? Őąêïáŋĺâě, łăłĺň áŕőáőąőň ňőęŋő ńîąőľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ŕàěćàăâĺâì ć ãáâőľçĺćëľ. Śłőńìłő ŕàĺ íâőň ŕőâàěąãěâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ćàěňěŋĺ ĺ ŕăňïâĺ?

9.3-3 Ďőłăęĺâě ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő ăńčőàĺâň æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłĺ ŕàăćĺńěŋ. Čďě ć ćăèěň ďőłăğăâěńìáâćě ĺáŕőńìğãěâáï ãáâőľçĺćőáâì ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ æĺäà?

9.3-4 Őąêïáŋĺâě, łăł àăááőàâĺàőćăâì n æěńëå ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå n^2, ğă ćàěňï O(n).

9.3-5^⋆ Ŕãáâì ňë áőàâĺàãěň ŕěàäőłăàâë á ŕőňőéìî áőàâĺàőćőçŋőľ ňăèĺŋë, ŋăçĺŋăï áő áâăàèěčő àăğàïďă. Śłőńìłő àăğ ŕàĺďñâáï ğăŕãáâĺâì ňăèĺŋã (ć åãďèěň áńãçăě) ďńï áőàâĺàőćłĺ d-ğŋăçŋëå çĺáěń? Łăłőě ňăłáĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő áâőŕőł łăàâ ŕàĺďñâáï őďŋőćàěňěŋŋő åàăŋĺâì ŕő åőďã ďěńă?

9.4 Śőàâĺàőćłă ćëçñàŕëćăŋĺěň

Ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ćëçñàŕëćăŋĺěň (bucket sort) àăąőâăěâ ğă ńĺŋěľŋőě (áàěďŋěě) ćàěňï. Łăł ĺ áőàâĺàőćłă ŕőďáçñâőň, áőàâĺàőćłă ćëçñàŕëćăŋĺěň čőďĺâáï ŋě ďńï ńîąëå ĺáåőďŋëå ďăŋŋëå: čőćőàï ő ńĺŋěľŋőň áàěďŋěň ćàěňěŋĺ, ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŋă ćåőď ŕőďăñâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋěğăćĺáĺňëå áńãçăľŋëå çĺáěń, àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńñŋŋëå ŋă ŕàőňěęãâłě [0; 1) (őŕàěďěńěŋĺě àăćŋőňěàŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ďăŋő ć àăğď. 6.2).

[Ğăňěâĺň, çâő íâőâ ăńčőàĺâň — ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ (ŋě ĺáŕőńìğãěâ čěŋěàăâőàă áńãçăľŋëå çĺáěń); ŕőŋïâĺě áńãçăľŋőáâĺ ćőğŋĺłăěâ ńĺèì ŕàĺ ăŋăńĺğě ćàěňěŋĺ ěčő àăąőâë.]

Ĺďěï ăńčőàĺâňă áőáâőĺâ ć âőň, çâő ŕàőňěęãâőł [0; 1) ďěńĺâáï ŋă n àăćŋëå çăáâěľ, ŕőáńě çěčő ďńï çĺáěń ĺğ łăęďőľ çăáâĺ ćëďěńïěâáï áćőľ ïéĺł-çěàŕăł (bucket), ĺ n ŕőďńěęăéĺå áőàâĺàőćłě çĺáěń àăáłńăďëćăîâáï ŕő íâĺň ïéĺłăň. Ŕőáłőńìłã çĺáńă àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋë ŋă őâàěğłě [0; 1), áńěďãěâ őęĺďăâì, çâő ć łăęďőň ïéĺłě ĺå ąãďěâ ŋěňŋőčő. Šěŕěàì őâáőàâĺàãěň çĺáńă ć łăęďőň ïéĺłě ŕő őâďěńìŋőáâĺ ĺ ŕàőľďñňáï ŕő ïéĺłăň ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï, ćëŕĺáëćăï ŕőŕăćèĺě ć łăęďëľ ĺğ ŋĺå çĺáńă âăłęě ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï.

Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ŋă ćåőď ŕőďăěâáï n-íńěňěŋâŋëľ ňăááĺć A, ŕàĺçěň 0 ⩽ A[i] < 1 ďńï ćáěå i. Ĺáŕőńìğãěâáï âăłęě ćáŕőňőčăâěńìŋëľ ňăááĺć B[0 . . n − 1], áőáâőïéĺľ ĺğ áŕĺáłőć, áőőâćěâáâćãîéĺå ïéĺłăň. Ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ őŕěàăæĺĺ áő áŕĺáłăňĺ, łőâőàëě őŕĺ-

Śőàâĺàőćłă ćëçñàŕëćăŋĺěň 175

Řĺáãŋőł 9.4 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Bucket-Sort. (ă) Ŋă ćåőď ŕőďăŋ ňăááĺć A[1 . . 10]. (ą) Ňăááĺć áŕĺáłőć B[0 . . 9] ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï áâàőłĺ 5. Śŕĺáőł á ĺŋďěłáőň i áőďěàęĺâ çĺáńă, ã łőâőàëå ŕěàćëľ ğŋăł ŕőáńě ğăŕïâőľ ěáâì i. Őâáőàâĺàőćăŋŋëľ ňăááĺć ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćëŕĺáăâì áŕĺáłĺ B[0], . . . , B[9]. áăŋë ć àăğď. 11.2.

Bucket-Sort(A) 1 n ← length[A] 2 for i ← 1 to n 3 do ďőąăćĺâì A[i] ł áŕĺáłã B[⌊nA[i]⌋] 4 for i ← 0 to n − 1 5 do őâáőàâĺàőćăâì áŕĺáőł B[i] (áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ) 6 áőěďĺŋĺâì áŕĺáłĺ B[0], B[1], . . ., B[n − 1] (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě)

Ŋă àĺá. 9.4 ŕőłăğăŋă àăąőâă íâőčő ăńčőàĺâňă ŋă ŕàĺňěàě ňăááĺćă ĺğ 10 çĺáěń.

Ůâőąë ŕőłăğăâì, çâő ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ćëçñàŕëćăŋĺěň ŕàăćĺńěŋ, àăááňőâàĺň ďćă çĺáńă A[i] ĺ A[j]. Ěáńĺ őŋĺ ŕőŕăńĺ ć àăğŋëě ïéĺłĺ, âő ňěŋìèěě ĺğ ŋĺå ŕőŕăńő ć ïéĺł á ňěŋìèĺň ŋőňěàőň, ĺ ć ćëåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŋő őłăęěâáï àăŋìèě; ěáńĺ őŋĺ ŕőŕăńĺ ć őďĺŋ ïéĺł, âő ŕőáńě áőàâĺàőćłĺ áőďěàęĺňőčő ïéĺłă ňěŋìèěě çĺáńő ąãďěâ âăłęě ŕàěďèěáâćőćăâì ąőńìèěňã.

Ŕàőăŋăńĺğĺàãěň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă. Őŕěàăæĺĺ ćő ćáěå áâàőłăå, łàőňě ŕïâőľ, âàěąãîâ (őąéěčő) ćàěňěŋĺ O(n). Ŕàőáňőâà ćáěå ïéĺłőć âăłęě ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(n). Šăłĺň őąàăğőň, ŋăň őáâăñâáï âőńìłő őæěŋĺâì ćàěňï áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ ćŋãâàĺ ïéĺłőć.

Ŕãáâì ć ïéĺł B[i] ŕőŕăńő n_i çĺáěń (n_i — áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă). Ŕőáłőńìłã áőàâĺàőćłă ćáâăćłăňĺ àăąőâăěâ ğă łćăďàăâĺçŋőě ćàěňï, ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ďńĺâěńìŋőáâĺ áőàâĺàőćłĺ çĺáěń ć ïéĺłě ŋőňěà i ěáâì O(M[n^2_i ]), ă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áãňňăàŋőčő ćàěňěŋĺ áőàâĺàőćłĺ ćő ćáěå ïéĺłăå ěáâì n−1∑ i=0 O(M[n^2_i ]) = O (_{n−1} ∑ i=0 M[n^2_i ] ) . (9.1)

Ŋăľďñň äãŋłæĺî àăáŕàěďěńěŋĺï áńãçăľŋëå ćěńĺçĺŋ n_i. Ŕőáłőńìłã çĺáńă àăáŕàěďěńěŋë àăćŋőňěàŋő, ă ćěńĺçĺŋë ćáěå őâàěğłőć àăćŋë, ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ďăŋŋőě çĺáńő ŕőŕăďěâ ć ïéĺł ŋőňěà i, àăćŋă 1/n. Śâăńő ąëâì, ňë ŋăåőďĺňáï ć áĺâãăæĺĺ ŕàĺňěàă ĺğ àăğď. 6.6.2 á èăàăňĺ ĺ ãàŋăňĺ: ã ŋăá n èăàőć-çĺáěń, n ãàŋ-ïéĺłőć, ĺ ćěàőïâŋőáâì ŕőŕăďăŋĺï ďăŋŋőčő èăàă ć ďăŋŋãî ãàŋã àăćŋă p = 1/n. Ŕőíâőňã çĺáńă n_i àăáŕàěďěńěŋë ąĺŋőňăńìŋő: ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő n_i = k, àăćŋă C^k_np^k(1 − p)^{n−k} , ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě àăćŋő M[n_i] = np = 1, ĺ ďĺáŕěàáĺï àăćŋă D[n_i] = np(1 − p) = 1 − 1/n. Ĺğ äőàňãńë (6.30) ĺňěěň:

M[n^2_i ] = D[n_i] + M^2[n_i] = 2 − 1 n = Θ(1).

Ŕőďáâăćńïï íâã őæěŋłã ć (9.1), ŕőńãçăěň, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áãňňăàŋőčő ćàěňěŋĺ áőàâĺàőćłĺ ćáěå ïéĺłőć ěáâì O(n), âăł çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćëçñàŕëćăŋĺěň ć áăňőň ďěńě ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺâ őâ łőńĺçěáâćă çĺáěń.

Şŕàăęŋěŋĺï

9.4-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 9.4, ŕőłăęĺâě, łăł àăąőâăěâ ăńčőàĺâň Bucket-Sort ďńï ňăááĺćă A = ⟨0.79, 0.13, 0.16, 0.64, 0.39, 0.20, 0.89, 0.53, 0.71, 0.42⟩. 9.4-2 Łăłőćő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ ćëçñàŕëćăŋĺěň ć åãďèěň áńãçăě? Ŕàĺďãňăľâě ěčő ŕàőáâãî ňőďĺäĺłăæĺî, áőåàăŋïîéãî ńĺŋěľŋőě áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ĺ áŋĺęăîéãî ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ďő O(n lg n).

9.4-3^⋆ Ďăŋő n ŋěğăćĺáĺňëå áńãçăľŋëå âőçěł á łőőàďĺŋăâăňĺ (x_i; y_i), àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńñŋŋëå ć łàãčě àăďĺãáă 1 á æěŋâàőň ć ŋăçăńě łőőàďĺŋăâ (íâő őğŋăçăěâ, çâő ćěàőïâŋőáâì ŋăľâĺ âőçłã ć łăłőľ-âő őąńăáâĺ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋă ŕńőéăďĺ íâőľ őąńăáâĺ). Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, àăáŕőńăčăîéĺľ âőçłĺ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï àăááâőïŋĺï őâ æěŋâàă ĺ ĺňěîéĺľ áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë Θ(n). (Şłăğăŋĺě: ćőáŕőńìğãľâěáì áőàâĺàőćłőľ ćëçñàŕëćăŋĺěň, ŋő ŕőğăąőâìâěáì ő âőň, çâőąë ŕńőéăďĺ ïéĺłőć ąëńĺ àăćŋë).

9.4-4^⋆ Ŕãáâì X — áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă. Ěě äãŋłæĺï àăáŕàěďěńěŋĺï (probability distribution function) őŕàěďěńïěâáï äőàňãńőľ P (x) =

Ğăďăçĺ ł čńăćě 9 177

P{X ⩽ x}. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋă ćåőď ăńčőàĺâňă ŕőáâãŕăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n çĺáěń, łőâőàëě ïćńïîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ áńãçăľŋëňĺ ćěńĺçĺŋăňĺ á äãŋłæĺěľ àăáŕàěďěńěŋĺï P . Ťãŋłæĺï P ŋěŕàěàëćŋă ĺ ňőęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋă ğă ćàěňï O(1). Łăł őâáőàâĺàőćăâì âăłãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, çâőąë áàěďŋěě ćàěňï áőàâĺàőćłĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺáěńő őâ n?

Ğăďăçĺ

9-1 Ŋĺęŋĺě őæěŋłĺ ďńï áàěďŋěčő çĺáńă áàăćŋěŋĺľ Ć íâőľ ğăďăçě ňë ďőłăęěň, çâő áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ńîąőčő ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋőčő ĺńĺ ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă áőàâĺàőćłĺ n çĺáěń, őáŋőćăŋŋőčő ŋă áàăćŋěŋĺïå, ěáâì Ω(n lg n). Ŋăçŋěň á âőčő, çâő àăááňőâàĺň ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň A, őáŋőćăŋŋëľ ŋă áàăćŋěŋĺïå; ŕãáâì T_A — ěčő àăğàěèăîéěě ďěàěćő. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ àăćŋőćěàőïâŋë.

ă. Ŋăŕĺèěň ŋă łăęďőň ńĺáâě ďěàěćă T_A ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ăńčőàĺâň ğăćěàèĺâáï ć íâőň ńĺáâě. Ŕőłăęĺâě, çâő ć n! ńĺáâăå ŋăŕĺáăŋő 1/n!, ă ć őáâăńìŋëå ńĺáâăå ŋăŕĺáăŋ ŋãńì.

ą. Őąőğŋăçĺň çěàěğ D(T ) áãňňã čńãąĺŋ ćáěå ńĺáâìěć ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě T (ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő łăęďăï ćěàèĺŋă ńĺąő ïćńïěâáï ńĺáâőň, ńĺąő ĺňěěâ ďćãå ďěâěľ — âăł ãáâàőěŋë àăğàěèăîéĺě ďěàěćìï). Ŕãáâì T — ďěàěćő á k > 1 ńĺáâìïňĺ, ĺ ŕãáâì çěàěğ LT ĺ RT őąőğŋăçěŋë ńěćőě ĺ ŕàăćőě ŕőďďěàěćìï. Ŕőłăęĺâě, çâő D(T ) = D(LT ) + D(RT ) + k.

ć. Ŕãáâì d(m) — ŋăĺňěŋìèěě ğŋăçěŋĺě çĺáńă D(T ) áàěďĺ ćáěå ďěàěćìěć T á m ńĺáâìïňĺ. Ŕőłăęĺâě, çâő d(k) = min_{1⩽i⩽k−1}{d(i) + d(k − i) + k}. (Şłăğăŋĺě: ďěàěćő LT ňőęěâ áőďěàęăâì őâ 1 ďő k − 1 ńĺáâìěć.)

č. Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő k ćëàăęěŋĺě i lg i + (k − i) lg(k − i) ďőáâĺčăěâ ňĺŋĺňãňă ŋă őâàěğłě őâ 1 ďő k − 1 ć âőçłě i = k/2. Ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő d(k) = Ω(k lg k).

ď. Ŕőłăęĺâě, çâő D(T_A) = Ω(n! lg(n!)), ĺ ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő ćàěňï áőàâĺàőćłĺ n çĺáěń á ŕőňőéìî àăğàěèăîéěčő ďěàěćă T_A, ãáàěďŋñŋŋőě ŕő ćáěň ŕěàěáâăŋőćłăň ŋă ćåőďě, ěáâì Ω(n lg n).

Šěŕěàì àăááňőâàĺň ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň B, őáŋőćăŋŋëľ ŋă áàăćŋěŋĺïå. Ěčő ňőęŋő őŕĺáăâì á ŕőňőéìî àăğàěèăîéěčő ďěàěćă, ć łőâőàőň ąëćăîâ ãğńë ďćãå âĺŕőć: áőőâćěâáâćãîéĺě áàăćŋěŋĺïň ĺ áńãçăľŋëň ćëąőàăň. Ć ãğńăå ćâőàőčő âĺŕă ŕàőĺáåőďĺâ ćëğőć ŕàőæěďãàë Random(1, r); ã âăłőčő ãğńă r ďěâěľ, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå ćëąĺàăěâáï á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî. (Ďńï àăğŋëå ãğńőć çĺáńő r ňőęěâ ąëâì àăğŋëň.)

ě. Ŕãáâì ĺňěěâáï ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ B. Ďńï łăęďőľ ŕěàěáâăŋőćłĺ ŋă ćåőďě ŋăľďñň ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă áàăćŋěŋĺľ. Şáàěďŋĺň íâĺ őęĺďăŋĺï ŕő ćáěň ćåőďăň; ŕőńãçĺâáï ŋěłőâőàőě çĺáńő T . Ŕőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň A, ã łőâőàőčő áàěďŋěě (ŕő ćáěň ŕěàěáâăŋőćłăň ŋă ćåőďě) çĺáńő áàăćŋěŋĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ T . Ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő ďńï ńîąőčő ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă ňăłáĺňăńìŋőě (ŕő ćáěň ćåőďăň) ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă áàăćŋěŋĺľ ěáâì Ω(n lg n).

(Şłăğăŋĺě. Ěáńĺ áàěďŋěě ŕő ćáěň ćåőďăň ĺ ćáěň ćăàĺăŋâăň áńãçăľŋëå çĺáěń àăćŋő T , âő áãéěáâćãěâ âăłőľ ŋăąőà áńãçăľŋëå çĺáěń, ŕàĺ łőâőàőň áàěďŋěě ŕő ćáěň ćåőďăň ŋě ąőńìèě T .)

9-2 Śőàâĺàőćłă ąěğ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ă. Ŕãáâì ŋăň ďăŋ ňăááĺć ğăŕĺáěľ, łőâőàëľ ŋěőąåőďĺňő őâáőàâĺàőćăâì ŕő łńîçã, ŕàĺŋĺňăîéěňã ğŋăçěŋĺě 0 ĺńĺ 1. Ŕàĺďãňăľâě ŕàőáâőľ ăńčőàĺâň, őáãéěáâćńïîéĺľ âăłãî áőàâĺàőćłã ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ĺ ĺáŕőńìğãîéĺľ ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ŕăňïâì O(1) (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, őąêěň ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ ŋě ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàőć áőàâĺàãěňőčő ňăááĺćă).

ą. Ňőęŋő ńĺ ćőáŕőńìğőćăâìáï ăńčőàĺâňőň ĺğ ŕãŋłâă (ă) ďńï æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłĺ ŕő b-ąĺâŋőňã łńîçã ğă ćàěňï O(bn)? Őąêïáŋĺâě áćőľ őâćěâ.

ć. Ŕãáâì n ğăŕĺáěľ ŋăďő őâáőàâĺàőćăâì ŕő łńîçã, ŕàĺŋĺňăîéěňã æěńëě ğŋăçěŋĺï őâ 1 ďő k. Łăł ňőďĺäĺæĺàőćăâì áőàâĺàőćłã ŕőďáçñâőň, çâőąë ňőęŋő ąëńő őâáőàâĺàőćăâì íâĺ ğăŕĺáĺ ğă ćàěňï O(n + k), ĺ ŕàĺ íâőň őąêěň ĺáŕőńìğãěňőľ ŕăňïâĺ (ŕőňĺňő áőàâĺàãěňőčő ňăááĺćă) ąëń O(k)? (Şłăğăŋĺě. Ŋăçŋĺâě áő áńãçăï k = 3.)

Ğăňěçăŋĺï

Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ á ŕőňőéìî àăğàěèăîéĺå ďěàěćìěć ąëń ŕàěďńőęěŋ Ťőàďőň ĺ Ďęőŋáőŋőň [72]. Ć äãŋďăňěŋâăńìŋőľ łŋĺčě Łŋãâă [123], ŕőáćïéěŋŋőľ áőàâĺàőćłě, àăááňăâàĺćăîâáï ňŋőčőçĺáńěŋŋëě ćăàĺăŋâë íâőľ ğăďăçĺ ĺ ďőłăğëćăěâáï ŋĺęŋïï őæěŋłă çĺáńă áàăćŋěŋĺľ (ŕàĺćěďñŋŋăï ć íâőľ čńăćě). Ŋĺęŋĺě őæěŋłĺ ďńï ğăďăçĺ áőàâĺàőćłĺ ĺ àăğńĺçŋëå őąőąéěŋĺľ àăğàěèăîéĺå ďěàěćìěć ŕőďàőąŋő ĺğãçăńĺáì Ąěŋ-Őàőň [23].

Śőčńăáŋő Łŋãâã, ğăáńãčă ĺğőąàěâěŋĺï áőàâĺàőćłĺ ŕőďáçñâőň (1954 čőď) ĺ ěñ łőňąĺŋăæĺĺ á æĺäàőćőľ áőàâĺàőćłőľ ŕàĺŋăďńěęĺâ Śìîăàďã (H. H. Seward). Śăňă ęě æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă, ćĺďĺňő, ďăćŋő ŕàĺňěŋïńăáì ďńï áőàâĺàőćłĺ ŕěàäőłăàâ. Łŋãâ ãâćěàęďăěâ, çâő ŕěàćőě ŕěçăâŋőě őŕĺáăŋĺě íâőčő ňěâőďă ŕőïćĺńőáì ć 1929 čőďã ć łăçěáâćě áőáâăćŋőľ çăáâĺ àãłőćőďáâćă ŕő őąőàãďőćăŋĺî ďńï àăąőâë á ŕěàäőłăàâăňĺ, ŋăŕĺáăŋŋőčő Łőňàĺ (L. J. Comrie). Śőàâĺàőćłă ćëçñàŕëćăŋĺěň ĺáŕőńìğãěâáï á 1956 čőďă, łőčďă Ăľğěł (E. J. Isaac) ĺ Śĺŋčńěâőŋ (R. C. Singleton) ŕàěďńőęĺńĺ őáŋőćŋãî

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 9 179

ĺďěî.

10 Ňěďĺăŋë ĺ ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň âăłãî ğăďăçã: ďăŋő ňŋőęěáâćő ĺğ n çĺáěń; ŋăľâĺ âőâ ěčő íńěňěŋâ, łőâőàëľ ąãďěâ i-ň ŕő áçñâã, ěáńĺ àăáŕőńőęĺâì íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï. Ć ăŋčńőïğëçŋőľ ńĺâěàăâãàě âăłőľ íńěňěŋâ ŋăğëćăěâáï i-ľ ŕőàïďłőćőľ áâăâĺáâĺłőľ (order statistic). Ŋăŕàĺňěà, ňĺŋĺňãň (minimum) — íâő ŕőàïďłőćăï áâăâĺáâĺłă ŋőňěà 1, ă ňăłáĺňãň (maximum) — ŕőàïďłőćăï áâăâĺáâĺłă ŋőňěà n. Ňěďĺăŋőľ (median) ŋăğëćăěâáï íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă, ŋăåőďïéĺľáï (ŕő áçñâã) ŕőáěàěďĺŋě ňěęďã ňĺŋĺňãňőň ĺ ňăłáĺňãňőň. Šőçŋěě čőćőàï, ěáńĺ n ŋěçñâŋő, âő ňěďĺăŋă — íâő ŕőàïďłőćăï áâăâĺáâĺłă ŋőňěà i = (n + 1)/2, ă ěáńĺ n çñâŋő, âő ňěďĺăŋ ďăęě ďćě: á ŋőňěàăňĺ i = n/2 ĺ i = n/2+1. Ňőęŋő ěéñ áłăğăâì, çâő, ŋěğăćĺáĺňő őâ çñâŋőáâĺ n, ňěďĺăŋë ĺňěîâ ŋőňěà i = ⌊(n + 1)/2⌋ ĺ i = ⌈(n + 1)/2⌉. Ć ďăńìŋěľèěň ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ňěďĺăŋőľ ňěŋìèãî ĺğ ďćãå (ěáńĺ ĺå ďćě).

Ďńï ãďőąáâćă ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ňŋőęěáâćő, ć łőâőàőň ňë ĺéěň ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ, áőáâőĺâ ĺğ àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć, åőâï ŕàăłâĺçěáłĺ ćáñ, çâő ňë ďěńăěň, ŕěàěŋőáĺâáï ŋă áĺâãăæĺî, łőčďă ćő ňŋőęěáâćě ěáâì ŕőćâőàïîéĺěáï íńěňěŋâë. Ğăďăçă ćëąőàă íńěňěŋâă á ďăŋŋëň ŋőňěàőň (selection problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň:

Ďăŋő: Ňŋőęěáâćő A ĺğ n àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć ĺ æěńőě çĺáńő i, 1 ⩽ i ⩽ n. Ŋăľâĺ: İńěňěŋâ x ∈ A, ďńï łőâőàőčő àőćŋő i − 1 íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă A ňěŋìèě x.

İâã ğăďăçã ňőęŋő àěèĺâì ğă ćàěňï O(n lg n): őâáőàâĺàőćăâì çĺáńă, ŕőáńě çěčő ćğïâì i-ľ íńěňěŋâ ć ŕőńãçěŋŋőň ňăááĺćě. Ěáâì, őďŋăłő, ĺ ąőńěě ąëáâàëě ăńčőàĺâňë.

Ć àăğďěńě 10.1 ňë àăááňőâàĺň ŕàőáâěľèĺľ áńãçăľ: ŋăåőęďěŋĺě ňăłáĺňăńìŋőčő ĺ ňĺŋĺňăńìŋőčő íńěňěŋâőć. Őąéăï ğăďăçă ąőńěě ĺŋâěàěáŋă; ěľ ŕőáćïéěŋë ďćă áńěďãîéĺå àăğďěńă. Ć àăğďěńě 10.2 ňë àăááňăâàĺćăěň ãďőąŋëľ ŋă ŕàăłâĺłě ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ĺéěâ ŕőàïďłőćãî áâăâĺáâĺłã ğă ćàěňï O(n) ć áàěďŋěň (ĺňěěâáï ć ćĺďã ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ ěčő àăąőâë ŋă ńîąőň ćåőďě). Ć àăğďěńě 10.3 ňë àăááňăâàĺćăěň (ŕàěďáâăćńïîéĺľ áłőàěě âěőàěâĺçěáłĺľ ĺŋâěàěá) ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň, âàěąã-

Ňĺŋĺňãň ĺ ňăłáĺňãň 181

îéĺľ ćàěňěŋĺ O(n) ć åãďèěň áńãçăě.

10.1 Ňĺŋĺňãň ĺ ňăłáĺňãň

Śłőńìłő áàăćŋěŋĺľ ŋěőąåőďĺňő, çâőąë ćő ňŋőęěáâćě ĺğ n çĺáěń ŋăľâĺ ŋăĺňěŋìèěě? Ğă n − 1 áàăćŋěŋĺľ íâő áďěńăâì ńěčłő: ŋăďő ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕěàěąĺàăâì ćáě çĺáńă, åàăŋï ğŋăçěŋĺě ŋăĺňěŋìèěčő çĺáńă ĺğ ãęě ŕàőáňőâàěŋŋëå. Ğăŕĺèěň íâőâ ăńčőàĺâň, áçĺâăï, çâő çĺáńă ğăďăŋë ć ćĺďě ňăááĺćă A ďńĺŋë n.

Minimum(A) 1 min ← A[1] 2 for i ← 2 to length[A] 3 do if min > A[i] 4 then min ← A[i] 5 return min

Řăğãňěěâáï, ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňőęŋő ŋăľâĺ ĺ ňăłáĺňãň.

Ňőęŋő ńĺ ŋăľâĺ ňĺŋĺňãň ěéě ąëáâàěě? Ŋěâ, ĺ ćőâ ŕőçěňã. Řăááňőâàĺň ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺňěŋìèěčő çĺáńă łăł âãàŋĺà áàěďĺ n çĺáěń, ă łăęďőě áàăćŋěŋĺě — łăł ňăâç, ć łőâőàőň ňěŋìèěě çĺáńő ŕőąěęďăěâ. Ůâőąë ŕőąěďĺâěńì ąëń ŋăľďěŋ, łăęďőě ĺğ őáâăńìŋëå çĺáěń ďőńęŋő ŕàőĺčàăâì ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďĺŋ ňăâç, âăł çâő ňěŋìèě n−1 áàăćŋěŋĺľ ąëâì ŋě ňőęěâ, ĺ ăńčőàĺâň Minimum őŕâĺňăńěŋ ŕő çĺáńã áàăćŋěŋĺľ.

Ĺŋâěàěáŋëľ ćőŕàőá, áćïğăŋŋëľ á íâĺň ăńčőàĺâňőň — ŋăåőęďěŋĺě ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï çĺáńă ĺáŕőńŋěŋĺľ áâàőłĺ 4. Ć ğăďăçě 6- 2 âàěąãěâáï ŕőłăğăâì, çâő íâă ćěńĺçĺŋă ěáâì Θ(lg n).

Őďŋőćàěňěŋŋëľ ŕőĺáł ňĺŋĺňãňă ĺ ňăłáĺňãňă

Ĺŋőčďă ąëćăěâ ŋãęŋő ŋăľâĺ őďŋőćàěňěŋŋő ňĺŋĺňăńìŋëľ ĺ ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă. Ŕàěďáâăćĺň áěąě ŕàőčàăňňã, łőâőàăï ďőńęŋă ãňěŋìèĺâì àĺáãŋőł (ŋăąőà âőçěł, ğăďăŋŋëå áćőĺňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ) âăł, çâőąë őŋ ãňěáâĺńáï ŋă íłàăŋě. Ďńï íâőčő ŋãęŋő ŋăľâĺ ňăłáĺňãň ĺ ňĺŋĺňãň ŕő łăęďőľ łőőàďĺŋăâě.

Ěáńĺ ňë ŕőŕàőáâã ŋăľďěň áŋăçăńă ňĺŋĺňãň, ă ŕőâőň ňăłáĺňãň, ğăâàăâĺć ŋă łăęďëľ ĺğ ŋĺå ŕő n − 1 áàăćŋěŋĺľ, âő ćáěčő ąãďěâ 2n−2 áàăćŋěŋĺï, çâő ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ őŕâĺňăńìŋő. Ňőęŋő, őďŋăłő, àěèĺâì íâã ğăďăçã ćáěčő ğă 3⌈n/2⌉ − 2 áàăćŋěŋĺľ. Ĺňěŋŋő, ąãďěň åàăŋĺâì ğŋăçěŋĺï ňăłáĺňãňă ĺ ňĺŋĺňãňă ãęě ŕàőáňőâàěŋŋëå çĺáěń, ă őçěàěďŋëě çĺáńă ąãďěň őąàăąăâëćăâì ŕő ďćă âăłĺň őąàăğőň: áŋăçăńă áàăćŋĺň ďćă őçěàěďŋëå çĺáńă ďàãč á ďàãčőň, ă ğăâěň ąőńìèěě ĺğ ŋĺå áàăćŋĺň á ňăłáĺňãňőň, ă ňěŋìèěě — á ňĺŋĺňãňőň.

Ŕàĺ íâőň ŋă őąàăąőâłã ďćãå íńěňěŋâőć ňë ğăâàăâĺň âàĺ áàăćŋěŋĺï ćňěáâő çěâëàñå (łàőňě ŕěàćőľ ŕăàë, čďě ŕőŋăďőąĺâáï ćáěčő őďŋő áàăćŋěŋĺě).

Şŕàăęŋěŋĺï

10.1-1 Ŕőłăęĺâě, çâő ćâőàőě ŕő ćěńĺçĺŋě çĺáńő ĺğ n ďăŋŋëå ňőęŋő ŋăľâĺ ć åãďèěň áńãçăě ğă n + ⌈lg n⌉ − 2 áàăćŋěŋĺï. (Şłăğăŋĺě. Ĺéĺâě íâő çĺáńő ćňěáâě á ŋăĺňěŋìèĺň.)

10.1-2^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï őďŋőćàěňěŋŋőčő ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő ĺ ŋăĺňěŋìèěčő ĺğ n çĺáěń ć åãďèěň áńãçăě ŋěőąåőďĺňő ŋě ňěŋěě ⌈3n/2⌉−2 áàăćŋěŋĺľ. (Şłăğăŋĺě. Ć łăęďëľ ňőňěŋâ íńěňěŋâë ďěńïâáï ŋă çěâëàě čàãŕŕë: (1) ŋěŕàőáňőâàěŋŋëě (łőâőàëě ňőčãâ őłăğăâìáï ĺ ňĺŋĺňăńìŋëňĺ, ĺ ňăłáĺňăńìŋëňĺ); (2) âě, çâő ěéñ ňőčãâ őłăğăâìáï ňĺŋĺňăńìŋëňĺ, ŋő ğăćěďőňő ŋě ňăłáĺňăńìŋë; (3) âě, çâő ěéñ ňőčãâ őłăğăâìáï ňăłáĺňăńìŋëňĺ, ŋő ŋě ňĺŋĺňăńìŋëňĺ; (4) őâąàőèěŋŋëě (łőâőàëě ğăćěďőňő ŋě ňĺŋĺňăńìŋë ĺ ŋě ňăłáĺňăńìŋë). Ŕãáâì a_1, a_2, a_3, a_4 — łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć łăęďőľ čàãŕŕë. Łăł ňěŋïîâáï íâĺ çĺáńă ŕàĺ áàăćŋěŋĺïå?)

10.2 Ćëąőà ğă ńĺŋěľŋőě ć áàěďŋěň ćàěňï

Ţőâï őąéăï ğăďăçă ćëąőàă ćëčńïďĺâ ąőńěě áńőęŋőľ, çěň ğăďăçă ő ňĺŋĺňãňě ĺńĺ ňăłáĺňãňě, ěñ, łăł ŋĺ áâàăŋŋő, âőęě ňőęŋő àěèĺâì ğă ćàěňï Θ(n). Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň Randomized-Select ďńï àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ, ďěľáâćãîéĺľ ŕő áåěňě ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”. Őŋ ăŋăńőčĺçěŋ ăńčőàĺâňã ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ĺğ čńăćë 8: ňăááĺć àăğąĺćăěâáï ŋă ňěŋìèĺě çăáâĺ. Őďŋăłő ăńčőàĺâň ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ, àăğąĺć ňăááĺć ŋă ďćă łãáłă, őąàăąăâëćăěâ őąă, ă ăńčőàĺâň Randomized-Select — âőńìłő őďĺŋ ĺğ íâĺå łãáłőć. Ŕőíâőňã őŋ ąëáâàěě: áàěďŋěě ćàěňï ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ěáâì Θ(n lg n), ć âő ćàěňï łăł ăńčőàĺâň Randomized-Select àăąőâăěâ ć áàěďŋěň ğă ćàěňï Θ(n).

Ăńčőàĺâň Randomized-Select ĺáŕőńìğãěâ ŕàőæěďãàã Randomized- Partition, őŕĺáăŋŋãî ć àăğďěńě 8.3, ŕőćěďěŋĺě łőâőàőľ (ĺ, áâăńő ąëâì, ćáěčő ăńčőàĺâňă) ğăćĺáĺâ őâ ďăâçĺłă áńãçăľŋëå çĺáěń. Ćëğőć Randomized-Select(A, p, r, i) ćőğćàăéăěâ i-ľ ŕő áçñâã ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï íńěňěŋâ ňăááĺćă A[p . .r].

Ćëąőà ğă ńĺŋěľŋőě ć áàěďŋěň ćàěňï 183

Randomized-Select(A, p, r, i) 1 if p = r 2 then return A[p] 3 q ← Randomized-Partition(A, p, r) 4 k ← q − p + 1 5 if i ⩽ k 6 then return Randomized-Select(A, p, q, i) 7 else return Randomized-Select(A, q + 1, r, i − k)

Ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Randomized-Partition ć áâàőłě 3 ňăááĺć A[p . .r] áőáâőĺâ ĺğ ďćãå ŋěŕãáâëå çăáâěľ A[p . . q] ĺ A[q + 1 . . r], ŕàĺçñň ćáïłĺľ íńěňěŋâ A[p . .q] ňěŋìèě ćáïłőčő íńěňěŋâă A[q+1 . . r]. Ć áâàőłě 4 ćëçĺáńïěâáï łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć ňăááĺćě A[p . . q]. Ďăńìŋěľèěě ğăćĺáĺâ őâ âőčő, ć łăłőň ĺğ íâĺå ďćãå ňăááĺćőć ńěęĺâ i-ľ ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâ ňăááĺćă A[p . . r]. Ěáńĺ i ⩽ k, âő ŋãęŋëľ ŋăň íńěňěŋâ ńěęĺâ ć ńěćőľ çăáâĺ (ňăááĺćě A[p . . q]), őâłãďă ĺ ĺğćńěłăěâáï ć àěğãńìâăâě (àěłãàáĺćŋőčő) ćëğőćă Randomized- Select ć áâàőłě 6. Ěáńĺ ęě i > k, âő ćáě k íńěňěŋâőć ńěćőľ çăáâĺ (A[p . . q]) ğăćěďőňő ňěŋìèě ĺáłőňőčő, łőâőàëľ ňőęŋő ŋăľâĺ łăł (i − k)-ľ ŕő áçñâã íńěňěŋâ ňăááĺćă A[q + 1 . . r] (áâàőłă 7).

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Randomized-Select (á ãçñâőň ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Randomized-Partition) ć åãďèěň áńãçăě ěáâì Θ(n^2), ďăęě ěáńĺ ňë ĺéěň ćáěčő ńĺèì ňĺŋĺňãň: ć áăňőň ďěńě, ŕàĺ őáőąőň ŋěćěğěŋĺĺ ňőęěâ őłăğăâìáï, çâő ňë ćáě ćàěňï àăğąĺćăěň ňăááĺć ćőğńě ŋăĺąőńìèěčő őáâăćèěčőáï íńěňěŋâă. Őďŋăłő áńãçăľŋëľ ćëąőà čăàăŋâĺàãěâ, çâő ďńï ńîąőčő ćåőďă áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ąãďěâ ŋěćěńĺłő.

Ďőłăęěň íâő. Řăááňőâàĺň ďńï łăęďőľ ĺğ ćőğňőęŋëå ŕěàěáâăŋőćőł n íńěňěŋâőć ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă (áàěďŋěě ŕő ćáěň áńãçăľŋëň ćëąőàăň). Ŕãáâì T (n) — ňăłáĺňăńìŋőě ĺğ íâĺå őęĺďăŋĺľ. Łăł ňë őâňěçăńĺ ć àăğďěńě 8.4, ŕőáńě ćëğőćă Randomized-Partition ńěćăï çăáâì àăğąĺěŋĺï áőďěàęĺâ 1 íńěňěŋâ á ćěàőïâŋőáâìî 2/n, ĺ áőďěàęĺâ i > 1 íńěňěŋâőć á ćěàőïâŋőáâìî 1/n ďńï ńîąőčő i őâ 2 ďő n − 1. Ňőęŋő áçĺâăâì, çâő T (n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ á àőáâőň n (ěáńĺ íâő ŋě âăł, ğăňěŋĺň T (n) ŋă T^′(n) = max_{1⩽i⩽n} T (i) ĺ ŕőćâőàĺň ćáě àăááãęďěŋĺï ďńï T^′). Ğăňěâĺň, çâő åãďèĺň áńãçăěň ąãďěâ âőâ, łőčďă i-ľ ŕő áçñâã íńěňěŋâ ŕőŕăďăěâ ć ąő́ńìèãî ĺğ ďćãå ŕőńőćĺŋ, ŋă łőâőàëě àăğąĺćăěâáï ňăááĺć. Őâáîďă ĺňěěň: T (n) ⩽ 1 n ( T (max(1, n − 1)) + n−1∑ k=1 T (max(k, n − k)) ) + O(n)

⩽ 1 n T (n − 1) + 2 n−1∑ k=⌈n/2⌉ T (k) + O(n)

= 2 n n−1∑ k=⌈n/2⌉ T (k) + O(n)

(ňë áčàãŕŕĺàőćăńĺ őďĺŋăłőćëě áńăčăěňëě ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ŕěàćőľ áâàőłĺ łő ćâőàőľ ĺ őâąàőáĺńĺ T (n − 1)/n ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ćâőàőľ áâàőłĺ ł âàěâìěľ, âăł łăł ć åãďèěň áńãçăě T (n − 1) = O(n^2), ĺ âěň áăňëň áńăčăěňőě T (n − 1)/n ňőęŋő ćłńîçĺâì ć O(n)).

Šěŕěàì ďőłăęěň, çâő T (n) ⩽ cn, àăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ (łăł ćëąàăâì c, ňë áłăęěň ŕőáńě). Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì ŋěàăćěŋáâćő T (j) ⩽ cj ćěàŋő ďńï ćáěå j < n. Šőčďă, ĺáŕőńìğãï äőàňãńã ďńï áãňňë ăàĺäňěâĺçěáłőľ ŕàőčàěááĺĺ, ŕőńãçăěň, çâő T (n) ⩽ 2 n n−1∑ k=⌈n/2⌉ ck + O(n)

⩽ 2c n · n 2 · n/2 + 1 + n − 1 2 + O(n) = 3cn 4 + O(n) ⩽ cn, ěáńĺ ćëąàăâì c áâőńì ąőńìèĺň, çâőąë c/4 ŕàěćőáåőďĺńő łőŋáâăŋâã, ŕőďàăğãňěćăěňãî ć áńăčăěňőň O(n).

Śâăńő ąëâì, ńîąăï ŕőàïďłőćăï áâăâĺáâĺłă, ĺ ňěďĺăŋă ć âőň çĺáńě, ňőęěâ ąëâì ŋăľďěŋă ğă ńĺŋěľŋőě ć áàěďŋěň ćàěňï.

Şŕàăęŋěŋĺï

10.2-1 Ŋăŕĺèĺâě ćěàáĺî ŕàőæěďãàë Randomized-Select, ŋě ĺáŕőńìğãîéãî àěłãàáĺĺ.

10.2-2 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë ĺáŕőńìğãěň ăńčőàĺâň Randomized- Select ďńï ćëąőàă ŋăĺňěŋìèěčő íńěňěŋâă ĺğ ňăááĺćă A = ⟨3, 2, 9, 0, 7, 5, 4, 8, 6, 1⟩. Őŕĺèĺâě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àăğąĺěŋĺľ, áőőâćěâáâćãîéãî åãďèěňã áńãçăî.

10.2-3 Ąãďěâ ńĺ ăńčőàĺâň Randomized-Select ŕàăćĺńìŋő àăąőâăâì, ěáńĺ ć ňăááĺćě A ěáâì àăćŋëě íńěňěŋâë (łăł ňë ŕőňŋĺň, ć íâőň áńãçăě ŕàőæěďãàă Randomized-Partition àăğąĺćăěâ A[p . .r] ŋă çăáâĺ A[p . .q] ĺ A[q + 1 . . r] âăłĺň őąàăğőň, çâő ćáïłĺľ íńěňěŋâ A[p . . q] ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ćáïłőčő íńěňěŋâă A[q + 1 . . r])?

10.3 Ćëąőà ğă ńĺŋěľŋőě ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï

Šěŕěàì àăááňőâàĺň (ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ) ăńčőàĺâň Select, àěèăîéĺľ ğăďăçã ő ŕőàïďłőćëå áâăâĺáâĺłăå ğă ćàěňï O(n) ć åãďèěň áńãçăě. Łăł ĺ Randomized-Select, íâőâ ăńčőàĺâň őáŋőćăŋ ŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőň àăğąĺěŋĺĺ ňăááĺćă ŋă ňěŋìèĺě çăáâĺ; ć ďăŋŋőň áńãçăě, őďŋăłő, ňë čăàăŋâĺàãěň, çâő ćëąàăŋŋőě àăğąĺěŋĺě ŋě ïćńïěâáï ŋěãďăçŋëň. Ăńčőàĺâň Select ĺáŕőńìğãěâ (ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋãî) ŕàőæěďãàã Partition (áň. őŕĺáăŋĺě ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ć àăğď. 8.1), ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋãî âăłĺň őąàăğőň, çâőąë íńěňěŋâ, á łőâőàëň áàăćŋĺćăîâ, ğăďăćăńáï łăł ŕăàăňěâà.

Ăńčőàĺâň Select ŋăåőďĺâ i-ľ ŕő ŕőàïďłã íńěňěŋâ ć ňăááĺćě àăğňěàă n > 1 áńěďãîéĺň őąàăğőň:

1. Řăğąĺâì n íńěňěŋâőć ňăááĺćă ŋă ⌊n/5⌋ čàãŕŕ ŕő 5 íńěňěŋâőć ĺ (ćőğňőęŋő) őďŋã čàãŕŕã, ć łőâőàőľ ňěŋěě ŕïâĺ íńěňěŋâőć.

2. Ŋăľâĺ ňěďĺăŋã łăęďőľ ĺğ ⌈n/5⌉ čàãŕŕ (ďńï çěčő őâáőàâĺàőćăâì čàãŕŕã ćáâăćłăňĺ).

3. Ćëğćăć (àěłãàáĺćŋő) ŕàőæěďãàã Select, ŋăľâĺ çĺáńő x, ïćńïîéěěáï ňěďĺăŋőľ ŋăľďěŋŋëå ⌈n/5⌉ ňěďĺăŋ.

4. Ćëğćăć ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋãî ŕàőæěďãàã Partition, àăğąĺâì ňăááĺć őâŋőáĺâěńìŋő ŋăľďěŋŋőľ ”ňěďĺăŋë ňěďĺăŋ”. Ŕãáâì k — łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć ŋĺęŋěľ çăáâĺ íâőčő àăğąĺěŋĺï (ć ćěàåŋěľ çăáâĺ, áâăńő ąëâì, n − k).

5. Ćëğćăć (àěłãàáĺćŋő) ŕàőæěďãàã Select, ŋăľâĺ i-ãî ŕőàïďłőćãî áâăâĺáâĺłã ŋĺęŋěľ çăáâĺ àăğąĺěŋĺï, ěáńĺ i ⩽ k, ĺńĺ (i − k)-î ŕőàïďłőćãî áâăâĺáâĺłã ćěàåŋěľ çăáâĺ àăğąĺěŋĺï, ěáńĺ i > k. Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Select. Ďńï ŋăçăńă ćëïáŋĺň, áłőńìłő çĺáěń ğăćěďőňő ąãďãâ ąőńìèě ”ňěďĺăŋë ňěďĺăŋ” x (áň. àĺá. 10.1). Ŋě ňěŋěě ŕőńőćĺŋë ňěďĺăŋ, ŋăľďěŋŋëå ŋă ćâőàőň èăčě, ąãďãâ ąőńìèě ĺńĺ àăćŋë x. Śâăńő ąëâì, ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŕőńőćĺŋă ĺğ ⌈n/5⌉ čàãŕŕ ďăáâ ŕő âàĺ çĺáńă, ąő́ńìèĺå x, ğă ďćãňï ćőğňőęŋëňĺ ĺáłńîçěŋĺïňĺ: čàãŕŕă, áőďěàęăéăï x, ĺ ŕőáńěďŋïï ŋěŕőńŋăï čàãŕŕă. Šěň áăňëň ĺňěěâáï ŋě ňěŋěě 3 (⌈ 1 2 ⌈n 5 ⌉⌉ − 2 ) ⩾ 3n 10 − 6. íńěňěŋâőć, ğăćěďőňő ąőńìèĺå x, ĺ âőçŋő âăł ęě ŕőńãçăěň, çâő ĺňěěâáï ŋě ňěŋěě 3n/10 − 6 íńěňěŋâőć, ğăćěďőňő ňěŋìèĺå x. Ğŋăçĺâ, ăńčőàĺâň Select, àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěňëľ ŋă ŕïâőň èăčě, ąãďěâ őąàăąăâëćăâì ňăááĺć ďńĺŋőľ ŋě ąőńěě 7n/10 + 6.

Řĺáãŋőł 10.1 Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňă Select. İńěňěŋâë ňăááĺćă (ĺå n) ĺğőąàăęěŋë łàãęłăňĺ, łăęďëľ áâőńąěæ — čàãŕŕă ĺğ 5 ĺńĺ ňěŋìèě íńěňěŋâőć, ąěńëě łàãęłĺ — ňěďĺăŋë čàãŕŕ. ”Ňěďĺăŋă ňěďĺăŋ” őąőğŋăçěŋă ąãłćőľ x. Śâàěńłĺ ĺďãâ őâ ąő́ńìèĺå çĺáěń ł ňěŋìèĺň. Ćĺďŋő, çâő ć łăęďőň ĺğ ŕőńŋëå áâőńąæőć ŕàăćěě x ĺňěěâáï âàĺ çĺáńă, ąő́ńìèĺå x, ĺ çâő ć łăęďőň ĺğ áâőńąæőć ńěćěě x ĺňěěâáï âàĺ çĺáńă, ňěŋìèĺå x. Ňŋőęěáâćő çĺáěń, ğăćěďőňő ąő́ńìèĺå x, ćëďěńěŋő áěàëň.

Ŕãáâì âěŕěàì T (n) — ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Select ŋă ňăááĺćě ĺğ n íńěňěŋâőć ć åãďèěň áńãçăě. Ŕěàćëľ, ćâőàőľ ĺ çěâćěàâëľ èăčĺ ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(n) (ŋă ćâőàőň èăčě ňë O(n) àăğ áőàâĺàãěň ňăááĺćë àăğňěàőň O(1)), âàěâĺľ èăč ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï ŋě ąőńěě T (⌈n/5⌉), ă ŕïâëľ èăč, ŕő ďőłăğăŋŋőňã, — ğă ćàěňï, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě T (⌊7n/10+6⌋) (łăł ĺ àăŋìèě, ňőęŋő ŕàěďŕőńăčăâì, çâő T (n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ á àőáâőň n). Śâăńő ąëâì, T (n) ⩽ T (⌈n/5⌉) + T (⌊7n/10 + 6⌋) + O(n). Ŕőáłőńìłã áãňňă łőíääĺæĺěŋâőć ŕàĺ n ć ŕàăćőľ çăáâĺ (1/5+7/10 = 9/10) ňěŋìèě ěďĺŋĺæë, ĺğ íâőčő àěłãààěŋâŋőčő áőőâŋőèěŋĺï ćëâěłăěâ, çâő T (n) ⩽ cn ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c. İâő ňőęŋő ďőłăğăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ć áăňőň ďěńě, ŕàěďŕőńăčăï, çâő T (m) ⩽ cm ďńï ćáěå m < n, ĺňěěň T (n) ⩽ c(⌈n/5⌉) + c(⌊7n/10 + 6⌋) + O(n) ⩽ c(n/5 + 1) + c(7n/10 + 6) + O(n) ⩽ 9cn/10 + 7c + O(n) = = cn − c(n/10 − 7) + O(n). Ŕàĺ ŕőďåőďïéěň ćëąőàě c íâő ćëàăęěŋĺě ąãďěâ ŋě ąőńìèě cn ŕàĺ ćáěå n > 70 (ŋăďő, çâőąë c(n/10 − 6) ŕàěćőáåőďĺńő łőíääĺæĺěŋâ, ŕőďàăğãňěćăěňëľ ć O(n)). Šăłĺň őąàăğőň, ĺŋďãłâĺćŋëľ ŕěàěåőď ćőğňőęěŋ ŕàĺ n > 70 (ğăňěâĺň ěéñ, çâő ŕàĺ âăłĺå n ćëàăęěŋĺï ⌈n/5⌉ ĺ ⌊7n/10 + 6⌋ ňěŋìèě n).

Şćěńĺçĺć c ěéñ (ěáńĺ ŋăďő), ňőęŋő ďőąĺâìáï âőčő, çâőąë T (n) ŋě ŕàěćőáåőďĺńő cn ĺ ŕàĺ ćáěå n ⩽ 70, çâő ğăćěàèăěâ àăááãęďěŋĺě ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Śâăńő ąëâì, ăńčőàĺâň Select àăąőâăěâ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï (ć åãďèěň áńãçăě).

Őâňěâĺň, çâő ăńčőàĺâňë Select ĺ Randomized-Select, ć őâńĺçĺě őâ őŕĺáăŋŋëå ć čńăćě 9 ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï, ĺáŕőńìğãîâ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï íńěňěŋâőć ňăááĺćă ĺ ŕàĺňěŋĺňë ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ãŕőàïďőçěŋŋőčő ňŋőęěáâćă. İâĺ ăńčőàĺâňë ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ íääěłâĺćŋěě őçěćĺďŋőčő ŕőďåőďă ”ãŕőàïďőçĺ ňŋőęěáâćő ĺ ćëąěàĺ ŋãęŋëľ íńěňěŋâ”, ŕőáłőńìłã ćáïłĺľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ, ĺáŕőńìğãîéĺľ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï, âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(n lg n) ŋě âőńìłő ć åãďèěň áńãçăě (àăğďěń 9.1), ŋő ĺ ć áàěďŋěň (ğăďăçă 9-1).

Şŕàăęŋěŋĺï

10.3-1 Ąãďěâ ńĺ ăńčőàĺâň Select àăąőâăâì ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï, ěáńĺ àăğąĺćăâì ňăááĺć ŋă čàãŕŕë ŋě ĺğ ŕïâĺ, ă ĺğ áěňĺ íńěňěŋâőć? Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï čàãŕŕ ĺğ âàñå íńěňěŋâőć àăááãęďěŋĺě ŋě ŕàőåőďĺâ.

10.3-2 Ŕãáâì x — ”ňěďĺăŋă ňěďĺăŋ” ć ăńčőàĺâňě Select (ňăááĺć áőďěàęĺâ n íńěňěŋâőć). Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ n ⩾ 38 łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć, ąő́ńìèĺå x (âăł ęě łăł ĺ łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć, ňěŋìèĺå x) ŋě ňěŋìèě ⌈n/4⌉.

10.3-3 Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ âăł, çâőąë őŋ àăąőâăń ğă ćàěňï O(n lg n) ć åãďèěň áńãçăě.

10.3-4^⋆ Ŕãáâì ăńčőàĺâň ćëąőàă i-čő ŕő áçñâã íńěňěŋâă ĺáŕőńìğãěâ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő á ŕőňőéìî âěå ęě áàăćŋěŋĺľ ňőęŋő ć łăçěáâćě ŕőąőçŋőčő àěğãńìâăâă ŕőńãçĺâì áŕĺáłĺ íńěňěŋâőć, ňěŋìèĺå ĺáłőňőčő, ă âăłęě ąő́ńìèĺå ĺáłőňőčő.

10.3-5 Ŕãáâì ã ŋăá ěáâì łăłőľ-âő ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ňěďĺăŋã ğă ńĺŋěľŋőě ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï. Ĺáŕőńìğãï ěčő ć łăçěáâćě ŕőďŕàőčàăňňë, àăğàăąőâăľâě ŕàőáâőľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőàïďłőćőľ áâăâĺáâĺłĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

10.3-6 Ŕőď k-łćăŋâĺńïňĺ (k-th quantiles) ňŋőęěáâćă ĺğ n çĺáěń ňë ŕőŋĺňăěň k − 1 ěčő íńěňěŋâőć, őąńăďăîéĺå áńěďãîéĺň áćőľáâćőň: ěáńĺ àăáŕőńőęĺâì íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï, âő łćăŋâĺńĺ ąãďãâ àăğąĺćăâì ňŋőęěáâćő ŋă k àăćŋëå (âőçŋěě, őâńĺçăîéĺåáï ŋě ąőńěě çěň ŋă őďĺŋ íńěňěŋâ) çăáâěľ. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(n lg k) ŋăåőďĺâ k-łćăŋâĺńĺ ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă.

10.3-7 Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕő ğăďăŋŋőňã k ŋăåőďĺâ ć ďăŋŋőň ňŋőęěáâćě S ěčő k íńěňěŋâőć, ňěŋěě ćáěčő őâáâőïéĺå őâ ňěďĺăŋë. Ůĺáńő őŕěàăæĺľ ďőńęŋő ąëâì O(|S|).

Řĺáãŋőł 10.2 Łăł ŕàőćěáâĺ á ćőáâőłă ŋă ğăŕăď ňăčĺáâàăńì, çâőąë áãňňăàŋăï ďńĺŋă ŕőďćőďïéĺå âàãąőŕàőćőďőć ąëńă ňĺŋĺňăńìŋă?

10.3-8 Ŕãáâì X[1 . .n] ĺ Y [1 . . n] — ďćă ćőğàăáâăîéĺå ňăááĺćă. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ğă ćàěňï O(lg n) ňěďĺăŋã ňŋőęěáâćă, ŕőńãçěŋŋőčő őąêěďĺŋěŋĺěň íńěňěŋâőć íâĺå ňăááĺćőć.

10.3-9 Ŕàőäěááőà łőŋáãńìâĺàãěâ ŋěäâïŋãî łőňŕăŋĺî, łőâőàőľ âàěąãěâáï ŕàőćěáâĺ ňăčĺáâàăńìŋëľ ŋěäâěŕàőćőď ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ áâàőčő á ğăŕăďă ŋă ćőáâőł çěàěğ ŋěäâěŋőáŋőě ŕőńě, ŋă łőâőàőň àăáŕőńőęěŋë n ŋěäâïŋëå áłćăęĺŋ. Őâ łăęďőľ áłćăęĺŋë ŋěőąåőďĺňő ŕőďćěáâĺ ł ňăčĺáâàăńĺ âàãąőŕàőćőď ŕő łàăâçăľèěňã ŕãâĺ (áâàőčő ŋă áěćěà ĺńĺ ŋă îč, àĺá. 10.2). Łőőàďĺŋăâë ćáěå áłćăęĺŋ ŕàőäěááőàã ĺğćěáâŋë; ŋěőąåőďĺňő ćëąàăâì ňěáâőŕőńőęěŋĺě ňăčĺáâàăńĺ, çâőąë áãňňă ďńĺŋ ćáěå âàãąőŕàőćőďőć, ćěďãéĺå őâ áłćăęĺŋ ł ňăčĺáâàăńĺ, ąëńă ňĺŋĺňăńìŋă. Ŕőłăęĺâě, çâő őŕâĺňăńìŋőě ňěáâő ďńï ňăčĺáâàăńĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

Ğăďăçĺ

10-1 Śőàâĺàőćłă i ŋăĺąőńìèĺå íńěňěŋâőć

Ďăŋő ňŋőęěáâćő ĺğ n çĺáěń; âàěąãěâáï ćëąàăâì ĺğ ŋĺå i ŋăĺąőńìèĺå ĺ őâáőàâĺàőćăâì (ŕőńìğãïáì âőńìłő ŕőŕăàŋëňĺ áàăćŋěŋĺïňĺ). Ďńï łăęďőčő ĺğ ŕàĺćěďěŋŋëå ŋĺęě ŕőďåőďőć àăğàăąőâăľâě áőőâćěâáâćãîéĺľ ăńčőàĺâň ĺ ćëïáŋĺâě, łăł ğăćĺáĺâ őâ n ĺ i ćàěňï àăąőâë íâĺå ăńčőàĺâňőć ć åãďèěň áńãçăě.

ă Őâáőàâĺàőćăâì ćáě çĺáńă ĺ ćëŕĺáăâì i ŋăĺąőńìèĺå.

ą Ŕőňěáâĺâì çĺáńă ć őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ĺ ćëğćăâì i àăğ ŕàőæěďãàã Extract-Max.

Ğăďăçĺ ł čńăćě 10 189

ć Ŋăľâĺ á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă àăğďěńă 10.3 i-ě ŕő ćěńĺçĺŋě çĺáńő (áçĺâăï őâ ŋăĺąőńìèěčő), àăğąĺâì ňăááĺć őâŋőáĺâěńìŋő ŋěčő ĺ őâáőàâĺàőćăâì i ŋăĺąőńìèĺå çĺáěń.

10-2 Ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă

Ŕãáâì ďăŋő n àăğńĺçŋëå çĺáěń x_1, . . ., x_n, ĺ ŕãáâì łăęďőňã x_i áőŕőáâăćńěŋő ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő (”ćěá”) w_i, ŕàĺçñň áãňňă ćáěå ćěáőć àăćŋă 1. Ćğćěèěŋŋőľ ňěďĺăŋőľ (weighted median) ŋăğëćăěâáï âăłőě çĺáńő x_k , çâő ∑ x_i<x_k w_i ⩽ 1 2 ĺ ∑ x_i>x_k w_i ⩽ 1 2 .

ă Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ćáě ćěáă àăćŋë 1/n, âő ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă áőćŕăďăěâ á őąëçŋőľ.

ą Łăł ŋăľâĺ ćğćěèěŋŋãî ňěďĺăŋã n çĺáěń á ŕőňőéìî áőàâĺàőćłĺ ğă ćàěňï O(n lg n) ć åãďèěň áńãçăě?

ć Łăł ňőďĺäĺæĺàőćăâì ăńčőàĺâň Select (àăğďěń 10.3), çâőąë őŋ ĺáłăń ćğćěèěŋŋãî ňěďĺăŋã ğă ćàěňï Θ(n) ć åãďèěň áńãçăě? Ğăďăçă ő ćëąőàě ňěáâă ďńï ŕőçâë (post-office location problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋő n âőçěł p_1, . . ., p_n ĺ n ŕőńőęĺâěńìŋëå ćěáőć w_1, . . ., w_n; âàěąãěâáï ŋăľâĺ âőçłã p (ŋě őąïğăâěńìŋő áőćŕăďăîéãî á őďŋőľ ĺğ p_i), ďńï łőâőàőľ ćëàăęěŋĺě ∑_n i=1 w_id(p, p_i) ąãďěâ ňĺŋĺňăńìŋő (çěàěğ d(a, b) őąőğŋăçăěâáï àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ a ĺ b).

ď Ŕőłăęĺâě, çâő ć őďŋőňěàŋőň áńãçăě (âőçłĺ — ćěéěáâćěŋŋëě çĺáńă, d(a, b) = |a − b|) ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă ąãďěâ àěèěŋĺěň íâőľ ğăďăçĺ.

ě Ŋăľďĺâě őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ć ďćãňěàŋőň áńãçăě (âőçłĺ — ŕăàë ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń), ěáńĺ àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ a = (x_1, y_1) ĺ b = (x_2, y_2) ğăďăěâáï ”ć L_1-ňěâàĺłě”: d(a, b) = |x_1 − x_2| + |y_1 − y_2| (ăňěàĺłăŋæë ŋăğëćăîâ âăłãî ňěâàĺłã Manhattan distance, ŕő ŋăğćăŋĺî àăľőŋă Ŋìî-Ľőàłă, àăğąĺâőčő ãńĺæăňĺ ŋă ŕàïňőãčőńìŋëě łćăàâăńë)

10-3 Ŋăåőęďěŋĺě i-čő ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâă ŕàĺ ňăńëå i

Ŕãáâì T (n) — ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Select, ŕàĺňěŋěŋŋőľ ł ňăááĺćã ĺğ n çĺáěń; ć åãďèěň áńãçăě T (n) = Θ(n), ŋő łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ n, ŕőďàăğãňěćăěňëľ ć íâőň őąőğŋăçěŋĺĺ, ďőćőńìŋő ćěńĺł. Ěáńĺ i ňăńő ŕő áàăćŋěŋĺî á n, âő őâőąàăâì i-ëľ ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâ ňőęŋő ąëáâàěě.

ă Őŕĺèĺâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŋăåőďĺâ i-ľ ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâ ć ňŋőęěáâćě ĺğ n çĺáěń, ďěńăï U_i(n) áàăćŋěŋĺľ, ŕàĺçñň

U_i(n) = { T (n) ěáńĺ n ⩽ 2i, n/2 + U_i(⌊n/2⌋) + T (2i + 1) ĺŋăçě.

(Şłăğăŋĺě: áďěńăľâě ⌊n/2⌋ ŕőŕăàŋëå áàăćŋěŋĺľ ĺ őâąěàĺâě i ŋăĺňěŋìèĺå áàěďĺ ňěŋìèĺå íńěňěŋâőć ŕăà.) ą Ŕőłăęĺâě, çâő U_i(n) = n + O(T (2i) log(n/i)).

ć Ŕőłăęĺâě, çâő, ŕàĺ ŕőáâőïŋŋőň i, ĺňěěň U_i(n) = n + O(lg n). [Šă ęě őæěŋłă ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ŕőáâàőĺâì łãçã ĺğ čńăćë 7, ă ğăâěň i àăğ ćëąàăâì ĺğ ŋěñ ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ.]

č Ŕãáâì i = n/k, ŕàĺçñň k ⩾ 2; ŕőłăęĺâě, çâő U_i(n) = n + O(T (2n/k) lg k).

Ğăňěçăŋĺï

Ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï ňěďĺăŋë ğă ńĺŋěľŋőě ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï ŕàěďńőęĺńĺ Ąńîň, Ťńőľď, Ŕàăââ, Řĺćěáâ ĺ Šăàìïŋ [29]. Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň á ńĺŋěľŋëň áàěďŋĺň ćàěňěŋěň àăąőâë ŕàĺŋăďńěęĺâ Ţőăàã [97]. Ťńőľď ĺ Řĺćěáâ [70] àăğàăąőâăńĺ ãáőćěàèěŋáâćőćăŋŋãî ćěàáĺî íâőčő ăńčőàĺâňă, ć łőâőàőľ čàăŋĺæă àăğąĺěŋĺï őŕàěďěńïěâáï ŕő ŋěąőńìèőľ áńãçăľŋőľ ćëąőàłě.

III Śâàãłâãàë ďăŋŋëå

Ććěďěŋĺě

Ć ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ çăáâő ŕàĺåőďĺâáï ĺňěâì ďěńő á ňŋőęěáâćăňĺ, ňěŋïîéĺňĺáï ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă. Ć áńěďãîéĺå ŕïâĺ čńăćăå ňë àăááňőâàĺň áâàãłâãàë ďăŋŋëå, ŕàěďŋăğŋăçěŋŋëě ďńï åàăŋěŋĺï ĺğňěŋïîéĺåáï (ďĺŋăňĺçěáłĺå, ŕő-ăŋčńĺľáłĺ dynamic) ňŋőęěáâć.

Řăğŋëě ăńčőàĺâňë ĺáŕőńìğãîâ àăğŋëě őŕěàăæĺĺ. Ŋěàěďłő, ŋăŕàĺňěà, âàěąãěâáï ńĺèì ďőąăćńïâì ĺ ãďăńïâì íńěňěŋâë ć ňŋőęěáâćő, ă âăłęě ŕàőćěàïâì, ŕàĺŋăďńěęĺâ ńĺ ňŋőęěáâćã ďăŋŋëľ íńěňěŋâ. Śâàãłâãàă ďăŋŋëå, ŕőďďěàęĺćăîéăï âăłĺě őŕěàăæĺĺ, ŋăğëćăěâáï áńőćăàñň (dictionary). Ć ďàãčĺå áĺâãăæĺïå ňőčãâ ŕőŋăďőąĺâìáï ąőńěě áńőęŋëě őŕěàăæĺĺ. Ŋăŕàĺňěà, őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ, ő łőâőàëå èńă àěçì ć čńăćě 7 ć áćïğĺ á łãçăňĺ, àăğàěèăîâ ćëąĺàăâì ĺ ãďăńïâì ŋăĺňěŋìèĺľ íńěňěŋâ (ŕőňĺňő ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâőć). Ŕőŋïâŋő, çâő ćëąőà àěăńĺğăæĺĺ ďĺŋăňĺçěáłőčő ňŋőęěáâćă ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăłĺě őŕěàăæĺĺ á ŋĺň ŋăň ŕőâàěąãîâáï.

İńěňěŋâë ňŋőęěáâć

Őąëçŋő íńěňěŋâ ďĺŋăňĺçěáłőčő ňŋőęěáâćă — íâő ğăŕĺáì, áőďěàęăéăï àăğńĺçŋëě ŕőńï. Ůăáâő őďŋő ĺğ ŕőńěľ àăááňăâàĺćăěâáï łăł łńîç (key), ŕàěďŋăğŋăçěŋŋëľ ďńï ĺďěŋâĺäĺłăæĺĺ íńěňěŋâă, ă őáâăńìŋëě ŕőńï — łăł ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï (satellite data), åàăŋïéăïáï ćňěáâě á łńîçőň. İńěňěŋâ ňŋőęěáâćă ĺéěâáï ŕő łńîçã; łőčďă íńěňěŋâ, ňë ňőęěň ŕàőçěáâì ĺńĺ ĺğňěŋĺâì ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî, ĺňěîéãîáï ć íâőň íńěňěŋâě. Ćő ňŋőčĺå áńãçăïå ćáě łńîçĺ àăğńĺçŋë, ĺ âőčďă ňŋőęěáâćő ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł äãŋłæĺî, łőâőàăï á łăęďëň (áãéěáâćãîéĺň) łńîçőň áőŕőáâăćńïěâ ŋěłőâőàãî ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî.

Ňŋőčĺě áŕőáőąë àěăńĺğăæĺĺ ňŋőęěáâć âàěąãîâ, çâőąë ćňěáâě á łăęďëň łńîçőň åàăŋĺńĺáì ŋě âőńìłő ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě, ŋő ĺ ŋěłőâőàăï áńãęěąŋăï ĺŋäőàňăæĺï (ŋăŕàĺňěà, ãłăğăâěńĺ ŋă ďàãčĺě íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă)

Ůăáâő ŋă ňŋőęěáâćě łńîçěľ ĺňěěâáï ěáâěáâćěŋŋëľ ńĺŋěľŋëľ ŕőàïďőł (ŋăŕàĺňěà, łńîçĺ ňőčãâ ąëâì ďěľáâćĺâěńìŋëňĺ çĺáńăňĺ ĺńĺ áńőćăňĺ, ŋă łőâőàëå ěáâì ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ ŕőàïďőł). Ć íâőň áńãçăě ňőęŋő čőćőàĺâì, ŋăŕàĺňěà, ő ŋăĺňěŋìèěň íńěňěŋâě ňŋőęěáâćă ĺńĺ őą íńěňěŋâě, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîéěň ğă ďăŋŋëň.

Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă åàăŋïâáï ć ŋěłőâőàőľ őąéěľ őąńăáâĺ ŕăňïâĺ ĺ ďńï łăęďőčő ĺňěěâáï ãłăğăâěńì, łőâőàëľ ŕőğćőńïěâ ŕőńãçĺâì ďőáâãŕ ł íâőňã íńěňěŋâã. Őąëçŋő ć łăçěáâćě ãłăğăâěńï ćëáâãŕăěâ ŕàőáâő ăďàěá ć ŕăňïâĺ; ěáńĺ ïğëł ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï íâőčő ŋě ŕàěďãáňăâàĺćăěâ, ãłăğăâěńěň ňőęěâ ąëâì ĺŋďěłá ć ňăááĺćě.

Őŕěàăæĺĺ ŋăď ňŋőęěáâćăňĺ

Őŕěàăæĺĺ ŋăď ňŋőęěáâćăňĺ ďěńïâáï ŋă ğăŕàőáë (queries), łőâőàëě ŋě ňěŋïîâ ňŋőęěáâćă, ĺ őŕěàăæĺĺ, ňěŋïîéĺě ňŋőęěáâćő (modifying operations). Šĺŕĺçŋëě őŕěàăæĺĺ á ňŋőęěáâćăňĺ âăłőćë: Search(S, k) (ŕőĺáł). Ğăŕàőá, łőâőàëľ ŕő ďăŋŋőňã ňŋőęěáâćã S ĺ łńîçã k ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă S á łńîçőň k. Ěáńĺ âăłőčő íńěňěŋâă ć ňŋőęěáâćě S ŋěâ, ćőğćàăéăěâáï nil. Insert(S, x) ďőąăćńïěâ ł ňŋőęěáâćã S íńěňěŋâ, ŋă łőâőàëľ ãłăğëćăěâ ãłăğăâěńì x (ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő ł íâőňã ňőňěŋâã ćáě ŕőńï ć ğăŕĺáĺ, ŋă łőâőàãî ãłăğëćăěâ x, ãęě ğăŕőńŋěŋë). Delete(S, x) ãďăńïěâ ĺğ ňŋőęěáâćă S íńěňěŋâ, ŋă łőâőàëľ ãłăğëćăěâ ãłăğăâěńì x (őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő x — ãłăğăâěńì, ă ŋě łńîç).

Minimum(S) ćëďăñâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă S á ŋăĺňěŋìèĺň łńîçőň (áçĺâăěň, çâő łńîçĺ ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋë). Maximum(S) ćëďăñâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă S á ŋăĺąőńìèĺň łńîçőň.

Successor(S, x) (áńěďãîéĺľ) ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă S, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîéĺľ ğă íńěňěŋâőň x (ć áňëáńě ńĺŋěľŋőčő ŕőàïďłă ŋă łńîçăå). Ěáńĺ x — ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ, ćőğćàăéăěâáï nil.

Predecessor(S, x) (ŕàěďëďãéĺľ) ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕàěďèěáâćãîéĺľ íńěňěŋâã x (ěáńĺ x — ŋăĺňěŋìèĺľ íńěňěŋâ, ćőğćàăéăěâáï nil).

Ğăŕàőáë Successor ĺ Predecessor çăáâő ĺáŕőńìğãîâáï ĺ ŕàĺ àăąőâě á ňŋőęěáâćăňĺ, ć łőâőàëå łńîçĺ àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć ňőčãâ áőćŕăďăâì. Ŕàĺ íâőň àăğãňŋăï àěăńĺğăæĺï čăàăŋâĺàãěâ, çâő äãŋłæĺĺ Successor ĺ Predecessor őąàăâŋë, çâő ŋăçăć á Minumum(S) ĺ ŕàĺňěŋïï äãŋłæĺî Successor, ňë ŕěàěçĺáńĺň ćáě íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě ĺ â. ŕ.

Śâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ ŋăď ňŋőęěáâćăňĺ őąëçŋő őæěŋĺćăěâáï çěàěğ àăğňěà ňŋőęěáâć, ł łőâőàëň őŋĺ ŕàĺňěŋïîâáï. Ŋăŕàĺňěà, ć čńăćě 14 ňë őŕĺáëćăěň áâàãłâãàã ďăŋŋëå, łőâőàăï ŕőğćőńïěâ ćëŕőńŋĺâì łăęďãî ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå őŕěàăæĺľ ğă ćàěňï O(lg n), čďě n — çĺáńő íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă.

Őąğőà çăáâĺ III

Ć čńăćăå 11–15 ňë őŕĺáëćăěň àăğńĺçŋëě áâàãłâãàë ďăŋŋëå, ŕàěďŋăğŋăçěŋŋëě ďńï àăąőâë á ďĺŋăňĺçěáłĺňĺ ňŋőęěáâćăňĺ. Ś ŕőňőéìî íâĺå áâàãłâãà ďăŋŋëå ňőęŋő àăğàăąőâăâì íääěłâĺćŋëě ăńčőàĺâňë ďńï àěèěŋĺï ňŋőčĺå àăğńĺçŋëå ğăďăç. Łáâăâĺ, á őďŋőľ ćăęŋőľ áâàãłâãàőľ ďăŋŋëå (łãçěľ) ňë ãęě ŕőğŋăłőňĺńĺáì ć čńăćě 7.

Ć čńăćě 11 ňë àăğąĺàăěň ŕàĺŋæĺŕë àăąőâë á ŕàőáâěľèĺňĺ áâàãłâãàăňĺ ďăŋŋëå: áâěłăňĺ, őçěàěďïňĺ, áćïğăŋŋëňĺ áŕĺáłăňĺ ĺ łőàŋěćëňĺ ďěàěćìïňĺ. Ć íâőľ ęě čńăćě àăááłăğëćăěâáï, łăł àěăńĺğőćăâì ğăŕĺáĺ ĺ ãłăğăâěńĺ á ŕőňőéìî ïğëłőć ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, ć łőâőàëå ŋěâ áőőâćěâáâćãîéĺå âĺŕőć ďăŋŋëå. Ąő́ńìèăï çăáâì ňăâěàĺăńă íâőľ čńăćë áőáâăćńïěâ áâăŋďăàâŋëľ ňăâěàĺăń ŋăçăńìŋőčő łãàáă ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

Ć čńăćě 12 ňë ŕőğŋăłőňĺňáï á åěè-âăąńĺæăňĺ, ŕőďďěàęĺćăîéĺňĺ őŕěàăæĺĺ Insert, Delete ĺ Search. Ć åãďèěň áńãçăě ŕőĺáł ć åěè-âăąńĺæě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n), ŋő áàěďŋěě ćàěňï, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ćëŕőńŋěŋĺï ńîąőľ ĺğ áńőćăàŋëå őŕěàăæĺľ á åěè-âăąńĺæěľ, áőáâăćńïěâ (ŕàĺ ŋěłőâőàëå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå) ńĺèì O(1). Ăŋăńĺğ åěèĺàőćăŋĺï ĺáŕőńìğãěâ âěőàĺî ćěàőïâŋőáâěľ, ŋő ďńï ŕőŋĺňăŋĺï ąőńìèěľ çăáâĺ čńăćë ğŋăłőňáâćő á íâőľ âěőàĺěľ ŋě őąïğăâěńìŋő.

Ć čńăćě 13 ňë ğăŋĺňăěňáï ďěàěćìïňĺ ďćőĺçŋőčő ŕőĺáłă. İâĺ ďěàěćìï ŕőďďěàęĺćăîâ ćáě ŕěàěçĺáńěŋŋëě őŕěàăæĺĺ á ňŋőęěáâćăňĺ. Ć åãďèěň áńãçăě áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ ěáâì Θ(n), ŋő ďńï áńãçăľŋő ŕőáâàőěŋŋőčő ďěàěćă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě íâőľ áâőĺňőáâĺ ěáâì O(lg n). Ŋă ąăğě ďěàěćìěć ďćőĺçŋőčő ŕőĺáłă áâàőïâáï ňŋőčĺě ďàãčĺě áâàãłâãàë ďăŋŋëå.

Čńăćă 14 ŕőáćïéěŋă łàăáŋő-çñàŋëň ďěàěćìïň. İâă àăğŋőćĺďŋőáâì ďěàěćìěć ďćőĺçŋőčő ŕőĺáłă čăàăŋâĺàőćăŋŋő àăąőâăěâ ąëáâàő: ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï łăęďőľ őŕěàăæĺĺ ć åãďèěň áńãçăě ěáâì O(lg n). Łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ őďĺŋ ĺğ ćăàĺăŋâőć ”áąăńăŋáĺàőćăŋŋëå” ďěàěćìěć ŕőĺáłă; ďàãčőľ ćăàĺăŋâ (Ą-ďěàěćìï) őąáãęďăěâáï ć čńăćě 19. Ăńčőàĺâňë ďńï àăąőâë á łàăáŋő-çñàŋëňĺ ďěàěćìïňĺ ãáâàőěŋë ďőćőńìŋő åĺâàő. Ţőâï ďěâăńĺ ňőęŋő őŕãáâĺâì ŕàĺ ŕěàćőň çâěŋĺĺ, ĺŋâěàěáŋő ć ŋĺå àăğőąàăâìáï.

Ć čńăćě 15 ňë àăááňăâàĺćăěň ďőŕőńŋĺâěńìŋëě áâàãłâãàë ŋă łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìïå, ŕőğćőńïîéĺě ćëŕőńŋïâì ěéñ ŋěáłőńìłő őŕěàăæĺľ (ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ, őŕěàăæĺĺ á ďěàěćìïňĺ ŕàőňěęãâłőć).

11 İńěňěŋâăàŋëě áâàãłâãàë ďăŋŋëå

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň ŋěáłőńìłő ŕàőáâëå áâàãłâãà ďăŋŋëå ďńï åàăŋěŋĺï ňŋőęěáâć: áâěłĺ, őçěàěďĺ, áŕĺáłĺ, łőàŋěćëě ďěàěćìï. Ňë ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ĺå á ŕőňőéìî ãłăğăâěńěľ ĺńĺ ňăááĺćőć.

11.1 Śâěłĺ ĺ őçěàěďĺ

Śâěłĺ ĺ őçěàěďĺ — íâő ďĺŋăňĺçěáłĺě ňŋőęěáâćă, ć łőâőàëå íńěňěŋâ, ãďăńïěňëľ ĺğ ňŋőęěáâćă őŕěàăæĺěľ Delete, ŋě ğăďăñâáï ŕàőĺğćőńìŋő, ă őŕàěďěńïěâáï áâàãłâãàőľ ňŋőęěáâćă. Ĺňěŋŋő, ĺğ áâěłă (stack) ňőęŋő ãďăńĺâì âőńìłő âőâ íńěňěŋâ, łőâőàëľ ąëń ć ŋěčő ďőąăćńěŋ ŕőáńěďŋĺň: áâěł àăąőâăěâ ŕő ŕàĺŋæĺŕã ” ŕőáńěďŋĺň ŕàĺèñń — ŕěàćëň ãèñń” (last-in, first-out — áőłàăéěŋŋő LIFO). Ĺğ őçěàěďĺ (queue), ŋăŕàőâĺć, ňőęŋő ãďăńĺâì âőńìłő âőâ íńěňěŋâ, łőâőàëľ ŋăåőďĺńáï ć őçěàěďĺ ďőńìèě ćáěčő: àăąőâăěâ ŕàĺŋæĺŕ ”ŕěàćëň ŕàĺèñń — ŕěàćëň ãèñń” (first-in, first-out, áőłàăéěŋŋő FIFO). Śãéěáâćãěâ ŋěáłőńìłő áŕőáőąőć íääěłâĺćŋő àěăńĺğőćăâì áâěłĺ ĺ őçěàěďĺ. Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááłăęěň, łăł àěăńĺğőćăâì ĺå ŋă ąăğě ňăááĺćă.

Śâěłĺ

Őŕěàăæĺï ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâă ć áâěł çăáâő őąőğŋăçăěâáï Push, ă őŕěàăæĺï ãďăńěŋĺï ćěàåŋěčő íńěňěŋâă ĺğ áâěłă çăáâő őąőğŋăçăěâáï Pop (push ć ďăŋŋőň łőŋâěłáâě őğŋăçăěâ ”ğăŕĺåĺćăâì”, ă pop — ”ćëŋĺňăâì”). Śâěł ňőęŋő ãŕőďőąĺâì áâőŕłě âăàěńőł, ĺğ łőâőàőľ ňőęŋő ćğïâì ćěàåŋîî ĺ ŋă łőâőàãî ňőęŋő ŕőńőęĺâì ŋőćãî âăàěńłã. [Ďàãčőě ŋăğćăŋĺě áâěłă ć àãááłőľ ńĺâěàăâãàě — ”ňăčăğĺŋ” — ŕőŋïâŋő ćáïłőňã, łâő àăğąĺàăń ăćâőňăâ Łăńăèŋĺłőćă.]

Ŋă àĺá. 11.1 ŕőłăğăŋő, łăł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì áâěł ñňłőáâìî ŋě ąőńěě n íńěňěŋâőć ŋă ąăğě ňăááĺćă S[1 . .n]. Ŋăàïďã á ňăááĺćőň ňë åàăŋĺň çĺáńő top[S], ïćńïîéěěáï ĺŋďěłáőň ŕőáńěďŋěčő ďőąăćńěŋŋőčő ć áâěł íńěňěŋâă. Śâěł áőáâőĺâ ĺğ íńěňěŋâőć S[1 . .top[S]], čďě S[1] —

Řĺáãŋőł 11.1 Řěăńĺğăæĺï áâěłă ŋă ąăğě ňăááĺćă S. Śćěâńő-áěàëě łńěâłĺ ğăŋïâë íńěňěŋâăňĺ áâěłă. (ă) Śâěł S áőďěàęĺâ 4 íńěňěŋâă, ćěàåŋĺľ íńěňěŋâ — çĺáńő 9. (ą) Šőâ ęě áâěł ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ Push(S, 17) ĺ Push(S, 3). (ć) Śâěł ŕőáńě âőčő, łăł őŕěàăæĺï Pop(S) ćěàŋãńă ğŋăçěŋĺě 3 (ŕőáńěďŋĺľ ďőąăćńěŋŋëľ ć áâěł íńěňěŋâ). Ţőâï çĺáńő 3 ŕő-ŕàěęŋěňã ŕàĺáãâáâćãěâ ć ňăááĺćě S, ć áâěłě ěčő ãęě ŋěâ; ŋă ćěàèĺŋě áâěłă — çĺáńő 17.

ŋĺęŋĺľ íńěňěŋâ áâěłă (”ďŋő”) ă S[top[S]] — ćěàåŋĺľ íńěňěŋâ, ĺńĺ ćěàèĺŋă áâěłă.

Ěáńĺ top[S] = 0, âő áâěł ŕãáâ (is empty). Ěáńĺ top[S] = n, âő ŕàĺ ŕőŕëâłě ďőąăćĺâì íńěňěŋâ ŕàőĺáåőďĺâ ŕěàěŕőńŋěŋĺě (overflow), ŕőáłőńìłã àăğňěà áâěłă ć ŋăèěľ àěăńĺğăæĺĺ őčàăŋĺçěŋ çĺáńőň n. Śĺňňěâàĺçŋăï áĺâãăæĺï — ŕőŕëâłă ãďăńĺâì íńěňěŋâ ĺğ ŕãáâőčő áâěłă — ŕő-àãááłĺ ŋĺłăł ŋě ŋăğëćăěâáï (”ŋěďő-ŕőńŋěŋĺě”?), ă ŕőăŋčńĺľáłĺ ŋăğëćăěâáï underflow. Ć íâőľ čńăćě ďńï ŕàőáâőâë ňë ŋě ąãďěň őąàăéăâì ćŋĺňăŋĺě ŋă ćőğňőęŋőáâì ŕěàěŕőńŋěŋĺï áâěłă.

Őŕěàăæĺĺ áő áâěłőň (ŕàőćěàłă ŕãáâőâë, ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă, ãďăńěŋĺě íńěňěŋâă) ğăŕĺáëćăîâáï âăł:

Stack-Empty(S) 1 if top[S] = 0 2 then return true 3 else return false

Push(S, x) 1 top[S] ← top[S] + 1 2 S[top[S]] ← x

Pop(S) 1 if Stack-Empty(S) 2 then error “underflow” 3 else top[S] ← top[S] − 1 4 return S[top[S] + 1]

Ćëŕőńŋěŋĺě őŕěàăæĺľ Push ĺ Pop ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 11.1. Łăęďăï ĺğ âàñå őŕěàăæĺľ áő áâěłőň ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(1).

Śâěłĺ ĺ őçěàěďĺ 199

Őçěàěďĺ

Őŕěàăæĺî ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâă ł őçěàěďĺ ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì Enqueue, ă őŕěàăæĺî ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă ĺğ őçěàěďĺ ąãďěň őąőğŋăçăâì Dequeue. (Łăł ĺ ďńï áâěłőć, ãďăńïěňëľ ĺğ őçěàěďĺ íńěňěŋâ őŕàěďěńěŋ őďŋőğŋăçŋő ĺ ŕőíâőňã ïćńïěâáï ŋě ŕěàěďăñâáï ŕàőæěďãàě ŕàőæěďãàě Dequeue, ă ćőğćàăéăěâáï íâőľ ŕàőæěďãàőľ.) Ŕàăćĺńő ğďěáì âăłőě ęě, łăł ć ęĺćőľ őçěàěďĺ: ŕěàćëň ŕàĺèñń — ŕěàćëň őąáńãęěŋ. (Ĺ ěáńĺ ŋăèĺ ŕàőčàăňňë ŕàăćĺńìŋë, ňőęŋő ŋě őŕăáăâìáï, çâő łâő-âő ŕàőľďñâ ąěğ őçěàěďĺ.)

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ã őçěàěďĺ ěáâì čőńőćă (head) ĺ åćőáâ (tail). İńěňěŋâ, ďőąăćńïěňëľ ć őçěàěďì, őłăğëćăěâáï ć ěñ åćőáâě, łăł âőńìłő çâő ŕőďőèěďèĺľ ŕőłãŕăâěńì; íńěňěŋâ, ãďăńïěňëľ ĺğ őçěàěďĺ, ŋăåőďĺâáï ć ěñ čőńőćě, łăł âőâ ŕőłãŕăâěńì, çâő őâáâőïń ďőńìèě ćáěå.

Ŋă àĺá. 11.2 ŕőłăğăŋő, łăł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì őçěàěďì, ćňěéăîéãî ŋě ąőńěě çěň n − 1 íńěňěŋâ, ŋă ąăğě ňăááĺćă Q[1 . . n]. Ňë åàăŋĺň çĺáńă head[Q] — ĺŋďěłá čőńőćë őçěàěďĺ, ĺ tail[Q] — ĺŋďěłá áćőąőďŋőľ ïçěľłĺ, ć łőâőàãî ąãďěâ ŕőňěéñŋ áńěďãîéĺľ ďőąăćńïěňëľ ł őçěàěďĺ íńěňěŋâ. Őçěàěďì áőáâőĺâ ĺğ íńěňěŋâőć ňăááĺćă, áâőïéĺå ŋă ňěáâăå á ŋőňěàăňĺ head[Q], head[Q] + 1, . . . , tail[Q] − 1 (ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő ňăááĺć áćñàŋãâ ć łőńìæő: ğă n áńěďãěâ 1). Ěáńĺ head[Q] = tail[Q], âő őçěàěďì ŕãáâă. Ŕěàćőŋăçăńìŋő ĺňěěň head[Q] = tail[Q] = 1. Ěáńĺ őçěàěďì ŕãáâă, ŕőŕëâłă ãďăńĺâì íńěňěŋâ ĺğ ŋěñ ćěďñâ ł őèĺąłě (underflow); ěáńĺ head[Q] = tail[Q]+1, âő őçěàěďì ŕőńŋőáâìî ğăŕőńŋěŋă, ĺ ŕőŕëâłă ďőąăćĺâì ł ŋěľ íńěňěŋâ ćëğőćěâ ŕěàěŕőńŋěŋĺě (overflow).

Ć ŋăèĺå àěăńĺğăæĺïå ŕàőæěďãà Enqueue ĺ Dequeue ňë ĺčŋőàĺàãěň ćőğňőęŋőáâì ŕěàěŕőńŋěŋĺï ĺńĺ ŕőŕëâłĺ ĺğêïâĺï íńěňěŋâă ĺğ ŕãáâőľ őçěàěďĺ (ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 11.1-4 ňë ŕőŕàőáĺň ćăá ćŋěáâĺ ć łőď áőőâćěâáâćãîéĺě ŕàőćěàłĺ).

Enqueue(Q, x) 1 Q[tail[Q]] ← x 2 if tail[Q] = length[Q] 3 then tail[Q] ← 1 4 else tail[Q] ← tail[Q] + 1

Dequeue(Q) 1 x ← Q[head[Q]] 2 if head[Q] = length[Q] 3 then head[Q] ← 1 4 else head[Q] ← head[Q] + 1 5 return x

Řăąőâă ŕàőæěďãà Enqueue ĺ Dequeue ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 11.2. Łăęďăï ĺğ íâĺå ŕàőæěďãà àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(1).

Řĺáãŋőł 11.2 Őçěàěďì, àěăńĺğőćăŋŋăï ŋă ąăğě ňăááĺćă Q[1 . . n]. Śćěâńő-áěàëě łńěâłĺ ğăŋïâë íńěňěŋâăňĺ őçěàěďĺ. (ă) Ć őçěàěďĺ ŋăåőďïâáï 5 íńěňěŋâőć (ŕőğĺæĺĺ Q[7 . . 11]). (ą) Őçěàěďì ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãà Enqueue(Q, 17), Enqueue(Q, 3) ĺ Enqueue(Q, 5). (ć) Őçěàěďì ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Dequeue(Q) (łőâőàăï ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě 15). Ŋőćőľ čőńőćőľ őçěàěďĺ áâăńő çĺáńő 6.

Şŕàăęŋěŋĺï

11.1-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 11.1, ŕőłăęĺâě àăąőâã őŕěàăæĺľ Push(S, 4), Push(S, 1), Push(S, 3), Pop(S), Push(S, 8) ĺ Pop(S) ŋă áâěłě, àěăńĺğőćăŋŋőň á ŕőňőéìî ňăááĺćă S[1 . .6]. Ŕěàćőŋăçăńìŋő áâěł ŕãáâ.

11.1-2 Łăł ŋă ąăğě őďŋőčő ňăááĺćă A[1 . .n] àěăńĺğőćăâì ďćă áâěłă áãňňăàŋőľ ďńĺŋë ŋě ąőńìèě n? Őŕěàăæĺĺ Push ĺ Pop ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1).

11.1-3 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 11.2, ŕőłăęĺâě àăąőâã őŕěàăæĺľ Enqueue(Q, 4), Enqueue(Q, 1), Enqueue(Q, 3), Dequeue(Q), Enqueue(Q, 8) ĺ Dequeue(Q) ŋă őçěàěďĺ, àěăńĺğőćăŋŋőľ á ŕőňőéìî ňăááĺćă Q[1 . .5]. Ŕěàćőŋăçăńìŋő őçěàěďì ŕãáâă.

11.1-4 Ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàë Enqueue ĺ Dequeue, ŕàěďãáňőâàěć ŕàőćěàłĺ ŋă áńãçăľ ŕěàěŕőńŋěŋĺï ĺńĺ underflow.

11.1-5 Śâěł ŕőğćőńïěâ ďőąăćńïâì ĺ ãďăńïâì íńěňěŋâë âőńìłő á őďŋőčő łőŋæă. Ć őçěàěďì ďőąăćńïâì íńěňěŋâë ňőęŋő âőńìłő á őďŋőčő łőŋæă, ă ãďăńïâì — âőńìłő á ďàãčőčő. Śâàãłâãàă ďăŋŋëå, ŋăğëćăěňăï ďěłőň (deque, őâ double-ended queue — ”őçěàěďì á ďćãňï łőŋæăňĺ”), ŕőğćőńïěâ ďőąăćńïâì ĺ ãďăńïâì íńěňěŋâë á őąőĺå łőŋæőć. Řěăńĺğãľâě ďěł ŋă ąăğě ňăááĺćă âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă á łăęďőčő ĺğ łőŋæőć ğăŋĺňăńĺ ćàěňï O(1).

11.1-6 Őąêïáŋĺâě, łăł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì őçěàěďì ŋă ąăğě ďćãå áâěłőć. Łăłőćő ćàěňï àăąőâë őŕěàăæĺľ Enqueue ĺ Dequeue ŕàĺ âăłőľ àěăńĺğăæĺĺ?

11.1-7 Őąêïáŋĺâě, łăł àěăńĺğőćăâì áâěł ŋă ąăğě ďćãå őçěàěďěľ. Łăłőćő ćàěňï àăąőâë áâěłőćëå őŕěàăæĺľ?

11.2 Śćïğăŋŋëě áŕĺáłĺ

Ć áćïğăŋŋőň áŕĺáłě (ĺńĺ ŕàőáâő áŕĺáłě; ŕő-ăŋčńĺľáłĺ linked list) íńěňěŋâë ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋë, ŋő ŕőàïďőł őŕàěďěńïěâáï ŋě ŋőňěàăňĺ, łăł ć ňăááĺćě, ă ãłăğăâěńïňĺ, ćåőďïéĺňĺ ć áőáâăć íńěňěŋâőć áŕĺáłă. Śŕĺáłĺ ïćńïîâáï ãďőąŋëň áŕőáőąőň àěăńĺğăæĺĺ ďĺŋăňĺçěáłĺå ňŋőęěáâć, ŕőğćőńïîéĺň àěăńĺğőćăâì ćáě őŕěàăæĺĺ, ŕěàěçĺáńěŋŋëě ćő ććěďěŋĺĺ ł íâőľ çăáâĺ (åőâï ĺ ŋě ćáěčďă íääěłâĺćŋő).

Ěáńĺ łăęďëľ áâőïéĺľ ć őçěàěďĺ ğăŕőňŋĺâ, łâő ğă ŋĺň áâőĺâ, ŕőáńě çěčő ćáě ć ąěáŕőàïďłě àăááïďãâáï ŋă ńăćőçłě, ŕőńãçĺâáï őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł; ěáńĺ őŋ ğăŕőňŋĺâ ěéñ ĺ ćŕěàěďĺ áâőïéěčő, ąãďěâ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł.

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 11.3, íńěňěŋâ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă (doubly linked list) — íâő ğăŕĺáì, áőďěàęăéăï âàĺ ŕőńï: key (łńîç) ĺ ďćă ãłăğăâěńï next (áńěďãîéĺľ) ĺ prev (őâ previous — ŕàěďëďãéĺľ). Ŕőňĺňő íâőčő, íńěňěŋâë áŕĺáłă ňőčãâ áőďěàęăâì ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě. Ěáńĺ x — íńěňěŋâ áŕĺáłă, âő next[x] ãłăğëćăěâ ŋă áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ áŕĺáłă, ă prev[x] — ŋă ŕàěďèěáâćãîéĺľ. Ěáńĺ prev[x] = nil, âő ã íńěňěŋâă x ŋěâ ŕàěďèěáâćãîéěčő: íâő čőńőćă (head) áŕĺáłă. Ěáńĺ next[x] = nil, âő x — ŕőáńěďŋĺľ íńěňěŋâ áŕĺáłă ĺńĺ, łăł čőćőàïâ, ěčő åćőáâ (tail).

Ŕàěęďě çěň ďćĺčăâìáï ŕő ãłăğăâěńïň, ŋăďő ğŋăâì åőâï ąë őďĺŋ íńěňěŋâ áŕĺáłă; ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ďńï áŕĺáłă L ĺğćěáâěŋ ãłăğăâěńì head[L] ŋă ěčő čőńőćã. Ěáńĺ head[L] = nil, âő áŕĺáőł ŕãáâ.

Ć àăğńĺçŋëå áĺâãăæĺïå ĺáŕőńìğãîâáï àăğŋëě ćĺďë áŕĺáłőć. Ć őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőň (singly linked) áŕĺáłě őâáãâáâćãîâ ŕőńï prev. Ć ãŕőàïďőçěŋŋőň (sorted) áŕĺáłě íńěňěŋâë àăáŕőńőęěŋë ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï łńîçěľ, âăł çâő ã čőńőćë áŕĺáłă łńîç ŋăĺňěŋìèĺľ, ă ã åćőáâă áŕĺáłă — ŋăĺąőńìèĺľ, ć őâńĺçĺě őâ ŋěãŕőàïďőçěŋŋőčő (unsorted) áŕĺáłă. Ć łőńìæěćőň áŕĺáłě (circular list) ŕőńě prev čőńőćë áŕĺáłă ãłăğëćăěâ ŋă åćőáâ áŕĺáłă, ă ŕőńě next åćőáâă áŕĺáłă ãłăğëćăěâ ŋă čőńőćã áŕĺáłă.

Ěáńĺ ĺŋőě ŋě őčőćőàěŋő őáőąő, ŕőď áŕĺáłőň ňë ąãďěň ŕőŋĺňăâì ŋěãŕőàïďőçěŋŋëľ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł.

Řĺáãŋőł 11.3 (ă) Ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł L áőďěàęĺâ çĺáńă 1, 4, 9, 16. Łăęďëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă — íâő ğăŕĺáì á ŕőńïňĺ ďńï łńîçă ĺ ãłăğăâěńěľ ŋă ŕàěďëďãéĺľ ĺ ŕőáńěďãîéĺľ íńěňěŋâë (íâĺ ãłăğăâěńĺ ĺğőąàăęěŋë áâàěńłăňĺ). Ć ŕőńě next ã åćőáâă áŕĺáłă ĺ ć ŕőńě prev ã čőńőćë áŕĺáłă ŋăåőďĺâáï ãłăğăâěńì nil (łőáăï çěàâă ŋă àĺáãŋłě); head[L] ãłăğëćăěâ ŋă čőńőćã áŕĺáłă. (ą) Ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺĺ List-Insert(L, x), čďě key[x] = 25, ć áŕĺáłě ŕőïćĺńáï ŋőćëľ íńěňěŋâ á łńîçőň 25; őŋ áâăń ŋőćőľ čőńőćőľ áŕĺáłă, ă ěčő ŕőńě next ãłăğëćăěâ ŋă ąëćèãî čőńőćã — íńěňěŋâ á łńîçőň 9. (ć) Ćáńěď ğă íâĺň ąëńă ćëŕőńŋěŋă őŕěàăæĺï List-Delete(L, x), čďě x — ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ á łńîçőň 4. Ŕőĺáł ć áŕĺáłě

Ŕàőæěďãàă List-Search(L, k) ŋăåőďĺâ ć áŕĺáłě L (á ŕőňőéìî ŕàőáâőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőĺáłă) ŕěàćëľ íńěňěŋâ, ĺňěîéĺľ łńîç k. Šőçŋěě čőćőàï, őŋă ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă íâőâ íńěňěŋâ, ĺńĺ nil, ěáńĺ íńěňěŋâă á âăłĺň łńîçőň ć áŕĺáłě ŋěâ. Ěáńĺ, ŋăŕàĺňěà, L — áŕĺáőł àĺá. 11.3ă, âő ćëğőć List-Search(L, 4) ćěàŋñâ ãłăğăâěńì ŋă âàěâĺľ íńěňěŋâ áŕĺáłă, ă ćëğőć List-Search(L, 7) ćěàŋñâ nil.

List-Search(L, k) 1 x ← head[L] 2 while x ≠ nil and key[x] ≠ k 3 do x ← next[x] 4 return x

Ŕőĺáł ć áŕĺáłě ĺğ n íńěňěŋâőć âàěąãěâ ć åãďèěň áńãçăě (łőčďă ŕàĺåőďĺâáï ŕàőáňăâàĺćăâì ćěáì áŕĺáőł) Θ(n) őŕěàăæĺľ.

Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć áŕĺáőł

Ŕàőæěďãàă List-Insert ďőąăćńïěâ íńěňěŋâ x ł áŕĺáłã L, ŕőňěéăï ěčő ć čőńőćã áŕĺáłă (àĺá. 11.3ą).

List-Insert(L, x) 1 next[x] ← head[L] 2 if head[L] ≠ nil 3 then prev[head[L]] ← x 4 head[L] ← x 5 prev[x] ← nil

Ŕàőæěďãàă List-Insert ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(1) (ŋě ğăćĺáïéěě őâ ďńĺŋë áŕĺáłă).

Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ áŕĺáłă

Ŕàőæěďãàă List-Delete ãďăńïěâ íńěňěŋâ x ĺğ áŕĺáłă L, ŋăŕàăćńïï ãłăğăâěńĺ ”ć őąåőď” íâőčő íńěňěŋâă. Ŕàĺ íâőň ć łăçěáâćě ăàčãňěŋâă ěľ ŕěàěďăñâáï ãłăğăâěńì ŋă x. Ěáńĺ ğăďăŋ łńîç íńěňěŋâă x, âő ŕěàěď ãďăńěŋĺěň ŋăďő ŋăľâĺ ěčő ãłăğăâěńì á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë List-Search.

List-Delete(L, x) 1 if prev[x] ≠ nil 2 then next[prev[x]] ← next[x] 3 else head[L] ← next[x] 4 if next[x] ≠ nil 5 then prev[next[x]] ← prev[x]

Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ áŕĺáłă ŕàőĺńńîáâàĺàőćăŋő ŋă àĺá. 11.3ć. Ŕàőæěďãàă List-Delete àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(1); őďŋăłő ďńï ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă á ğăďăŋŋëň łńîçőň ěčő ŋăďő áŋăçăńă ŋăľâĺ, çâő ŕőâàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n).

Ťĺłâĺćŋëě íńěňěŋâë

Ěáńĺ ğăąëâì őą őáőąëå áĺâãăæĺïå ŋă łőŋæăå áŕĺáłă, ŕàőæěďãàã List-Delete ňőęŋő ğăŕĺáăâì áőćáěň ŕàőáâő:

List-Delete^′(L, x) 1 next[prev[x]] ← next[x] 2 prev[next[x]] ← prev[x]

Šăłĺě ãŕàőéěŋĺï áâăŋãâ ğăłőŋŋëňĺ, ěáńĺ ďőąăćĺâì ł áŕĺáłã L äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[L], łőâőàëľ ąãďěâ ĺňěâì ŕőńï next ĺ prev ŋăàăćŋě á ŕàőçĺňĺ íńěňěŋâăňĺ áŕĺáłă. İâőâ íńěňěŋâ (ŋăğëćăěňëľ sentinel — çăáőćőľ) ŋě ŕőğćőńĺâ ŋăň ćëľâĺ ğă ŕàěďěńë áŕĺáłă. Şłăğăâěńì ŋă ŋěčő ĺčàăěâ àőńì ğŋăçěŋĺï nil. Ğăňłŋñň áŕĺáőł ć łőńìæő: ć ŕőńï next[nil[L]] ĺ prev[nil[L]] ğăŕĺèěň ãłăğăâěńĺ ŋă čőńőćã ĺ åćőáâ áŕĺáłă áőőâćěâáâćěŋŋő, ă ć ŕőńï prev ã čőńőćë áŕĺáłă ĺ next ã

Řĺáãŋőł 11.4 Śŕĺáőł L, ĺáŕőńìğãîéĺľ äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[L] (âñňŋő-áěàëľ ŕàïňőãčőńìŋĺł). Ćňěáâő head[L] ĺáŕőńìğãěň next[nil[L]]. (ă) Ŕãáâőľ áŕĺáőł. (ą) Śŕĺáőł àĺá. 11.3ă (íńěňěŋâ á łńîçőň 9 — čőńőćă, 1 — åćőáâ). (ć) Šőâ ęě áŕĺáőł ŕőáńě ŕàőæěďãàë List-Insert^′(L, x), ěáńĺ key[x] = 25. (č) Ŕőáńě ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă á łńîçőň 1. Ŋőćëľ åćőáâ ĺňěěâ łńîç 4.

åćőáâă áŕĺáłă ğăŋěáñň ãłăğăâěńĺ ŋă nil[L] (àĺá. 11.4). Ŕàĺ íâőň next[nil[L]] — ãłăğăâěńì ŋă čőńőćã áŕĺáłă, âăł çâő ăâàĺąãâ head[L] áâăŋőćĺâáï ńĺèŋĺň. Ŕãáâőľ áŕĺáőł L âěŕěàì ąãďěâ łőńìæőň, ć łőâőàőň nil[L] — ěďĺŋáâćěŋŋëľ íńěňěŋâ.

Ć ŕàőæěďãàě List-Search ŋãęŋő ńĺèì ğăňěŋĺâì nil ŋă nil[L] ĺ head[L] ŋă next[nil[L]]:

List-Search^′(L, k) 1 x ← next[nil[L]] 2 while x ≠ nil[L] and key[x] ≠ k 3 do x ← next[x] 4 return x

Ďńï ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă čőďĺâáï ŕàőæěďãàă List-Delete^′, ŕàĺćěďñŋŋăï ćëèě. Ŋăłőŋěæ, ďőąăćńïâì íńěňěŋâ ł áŕĺáłã ňőęŋő âăł:

List-Insert^′(L, x) 1 next[x] ← next[nil[L]] 2 prev[next[nil[L]]] ← x 3 next[nil[L]] ← x 4 prev[x] ← nil[L]

Ŕàĺňěà àăąőâë ŕàőæěďãà List-Insert^′ ĺ List-Delete^′ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 11.4.

Ĺáŕőńìğőćăŋĺě äĺłâĺćŋëå íńěňěŋâőć ěďćă ńĺ ňőęěâ ãńãçèĺâì ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă, ŋő ãŕàőéăěâ ŕàőčàăňňã. Ĺŋőčďă (ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺě äĺłâĺćŋëå íńěňěŋâőć ŕőğćőńïěâ áőłàăâĺâì äàăčňěŋâ łőďă, ŋăåőďïéĺľáï čńãąőłő ćŋãâàĺ æĺłńă), ňőęŋő ãáłőàĺâì ĺáŕőńŋěŋĺě ŕàőčàăňňë ć ŋěáłőńìłő àăğ.

Ŋě áńěďãěâ ŕàĺňěŋïâì äĺłâĺćŋëě íńěňěŋâë ąěğ ŋãęďë. Ěáńĺ ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ ňŋőčő łőàőâłĺå áŕĺáłőć, ĺáŕőńìğőćăŋĺě äĺłâĺćŋëå íńěňěŋâőć ňőęěâ őąěàŋãâìáï áěàìěğŋőľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ âàăâőľ ŕăňïâĺ. Ć íâőľ łŋĺčě äĺłâĺćŋëě íńěňěŋâë ĺáŕőńìğãîâáï âőńìłő âőčďă, łőčďă íâő áãéěáâćěŋŋő ãŕàőéăěâ ŕàőčàăňňã.

Şŕàăęŋěŋĺï

11.2-1 Ňőęŋő ńĺ ďőąăćĺâì íńěňěŋâ ć ňŋőęěáâćő, ŕàěďáâăćńěŋŋőě őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëň áŕĺáłőň, ğă ćàěňï O(1)? Šőâ ęě ćőŕàőá ďńï ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă.

11.2-2 Řěăńĺğãľâě áâěł ŋă ąăğě őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă. Őŕěàăæĺĺ Push ĺ Pop ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1).

11.2-3 Řěăńĺğãľâě őçěàěďì ŋă ąăğě őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă. Őŕěàăæĺĺ Enqueue ĺ Dequeue ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1).

11.2-4 Řěăńĺğãľâě áńőćăàŋëě őŕěàăæĺĺ Insert, Delete ĺ Search ďńï áćñàŋãâőčő ć łőńìæő őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă. Łăłőćő ćàěňï àăąőâë ćăèĺå ŕàőæěďãà?

11.2-5 Őŕěàăæĺï Union (őąêěďĺŋěŋĺě) ŕőńãçăěâ ŋă ćåőďě ďćă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâćă ĺ ćőğćàăéăěâ ĺå őąêěďĺŋěŋĺě (áăňĺ ĺáåőďŋëě ňŋőęěáâćă ŕàĺ íâőň ŕàőŕăďăîâ). Řěăńĺğãľâě íâã őŕěàăæĺî âăł, çâőąë őŋă àăąőâăńă ğă ćàěňï O(1), ŕàěďáâăćńïï ňŋőęěáâćă áŕĺáłăňĺ ŕőďåőďïéěčő âĺŕă.

11.2-6 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã, łőâőàăï áńĺćăěâ ďćă őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëå ãŕőàïďőçěŋŋëå áŕĺáłă ć őďĺŋ (âăłęě ãŕőàïďőçěŋŋëľ), ŋě ĺáŕőńìğãï äĺłâĺćŋëå íńěňěŋâőć. Ğăâěň áďěńăľâě íâő, ĺáŕőńìğãï äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ á łńîçőň ∞ (ďőąăćńïěňëľ ć łőŋěæ áŕĺáłőć). Łăłăï ĺğ ďćãå ŕàőčàăňň ŕàőéě?

11.2-7 Ŋăŕĺèĺâě ŋěàěłãàáĺćŋãî ŕàőæěďãàã, łőâőàăï ğă ćàěňï Θ(n) ŕěàěáâăćńïěâ íńěňěŋâë őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě. Őąêñň ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ (ŕőňĺňő ŋěőąåőďĺňőľ ďńï åàăŋěŋĺï ĺáåőďŋőčő áŕĺáłă) ŕăňïâĺ ďőńęěŋ ąëâì O(1).

11.2-8^⋆ Ěáâì áŕőáőą áíłőŋőňĺâì ňěáâő ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă, áęăć ďćă ãłăğăâěńï next ĺ prev ć őďŋő ğŋăçěŋĺě np[x]. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ćáě ãłăğăâěńĺ áãâì k-ąĺâŋëě çĺáńă ĺ ãłăğăâěńî nil áőőâćěâáâćãěâ çĺáńő ŋãńì. Őŕàěďěńĺň np[x] ŕő äőàňãńě np[x] = next[x]XORprev[x], čďě XOR — ŕőąĺâőćőě áńőęěŋĺě ŕő ňőďãńî 2 (ĺáłńîçăîéěě ĹŃĹ). Ŋě ğăąãďìâě ãłăğăâì, łăłĺň őąàăğőň åàăŋĺâáï ĺŋäőàňăæĺï ő čőńőćě áŕĺáłă. Łăł àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺĺ Search, Insert ĺ Delete? Őąêïáŋĺâě, łăł ŕěàěáâăćĺâì âăłőľ áŕĺáőł ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě ğă ćàěňï O(1).

Řĺáãŋőł 11.5 Śŕĺáőł àĺá. 11.3ă, ŕàěďáâăćńěŋŋëľ á ŕőňőéìî âàőľłĺ ňăááĺćőć (key, next, prev). Łăęďőňã íńěňěŋâã áŕĺáłă áőőâćěâáâćãěâ áćěâńő-áěàëľ áâőńąĺł. Ć ćěàåŋěľ áâàőçłě ćëŕĺáăŋë ŕőàïďłőćëě ŋőňěàă, ĺčàăîéĺě àőńì ãłăğăâěńěľ; ďěľáâćĺě ãłăğăâěńěľ ŕőłăğăŋő áâàěńłăňĺ. Ğŋăçěŋĺě ŕěàěňěŋŋőľ L — ãłăğăâěńì ŋă čőńőćã áŕĺáłă.

11.3 Řěăńĺğăæĺï ãłăğăâěńěľ ĺ ğăŕĺáěľ á ŋěáłőńìłĺňĺ ŕőńïňĺ

Ć ïğëłăå ćàőďě äőàâàăŋă ŋě ŕàěďãáňőâàěŋő ŋĺ ãłăğăâěńěľ, ŋĺ íńěňěŋâőć, ĺňěîéĺå ŋěáłőńìłő ŕőńěľ. Ć âăłőň áńãçăě ŕàĺåőďĺâáï őąåőďĺâìáï ňăááĺćăňĺ, ĺáŕőńìğãï ĺŋďěłá ć ňăááĺćě łăł ãłăğăâěńì ĺ ğăňěŋïï ňăááĺć ğăŕĺáěľ ŋěáłőńìłĺňĺ ňăááĺćăňĺ.

Ŕàěďáâăćńěŋĺě á ŕőňőéìî ŋěáłőńìłĺå ňăááĺćőć

Ňăááĺć, áőáâăćńěŋŋëľ ĺğ ğăŕĺáěľ, ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋěáłőńìłĺňĺ ňăááĺćăňĺ (ŕő őďŋőňã ŋă łăęďőě ŕőńě ğăŕĺáĺ). Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 11.5 ŕőłăğăŋő, łăł ŕàěďáâăćĺâì ć ćĺďě âàñå ňăááĺćőć âőâ ęě áŕĺáőł, çâő ĺ ŋă àĺá. 11.3ă: ć ňăááĺćě key åàăŋïâáï łńîçĺ, ă ć ňăááĺćăå next ĺ prev — ãłăğăâěńĺ. Łăęďőňã íńěňěŋâã áŕĺáłă áőőâćěâáâćãěâ âàőľłă (key[x], next[x], prev[x]) ďńï ŋěłőâőàőčő ĺŋďěłáă x. Řőńì ãłăğăâěńï ŋă íâőâ íńěňěŋâ ĺčàăěâ çĺáńő x. Ć łăçěáâćě nil ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì çĺáńő, ŋě ïćńïîéěěáï ĺŋďěłáőň ŋĺłăłőčő íńěňěŋâă ňăááĺćőć (ŋăŕàĺňěà, 0 ĺńĺ −1). Ŋă àĺá. 11.3ă ğăŕĺáì á łńîçőň 4 áâőĺâ ć áŕĺáłě áàăğã ŕőáńě ğăŕĺáĺ á łńîçőň 16; ĺ ďěľáâćĺâěńìŋő, çĺáńő 16 áâőĺâ ć ňăááĺćě key ŋă ňěáâě á ŋőňěàőň 5, çĺáńő 4 — ŋă ňěáâě ŋőňěà 2, ĺ ĺňěěň next[5] = 2, ă âăłęě prev[2] = 5.

Ć ŋăèĺå ŕàőčàăňňăå őąőğŋăçěŋĺě âĺŕă key[x] ňőęěâ ŕőŋĺňăâìáï ďćőïłő: ĺ łăł íńěňěŋâ ňăááĺćă key á ĺŋďěłáőň x, ĺ łăł ŕőńě key ğăŕĺáĺ á ăďàěáőň x (ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ćőğňőęŋőáâěľ ïğëłă ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ŕőńěğŋő âő ĺńĺ ďàãčőě ŕőŋĺňăŋĺě).

Ŕàěďáâăćńěŋĺě á ŕőňőéìî őďŋőčő ňăááĺćă

Ćňěáâő ŋěáłőńìłĺå ňăááĺćőć ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì őďĺŋ, àăğňěéăï ć ŋñň àăğńĺçŋëě ŕőńï őďŋőčő őąêěłâă àïďőň. Šăł őąëçŋő ŕőáâãŕăěâ łőňŕĺńïâőà: ěáńĺ ć ŕàőčàăňňě ĺáŕőńìğãěâáï ňăááĺć íńěňěŋâőć, łă-

Řĺáãŋőł 11.6 Šőâ ęě áŕĺáőł, çâő ŋă àĺá. 11.3ă ĺ 11.5, àěăńĺğőćăŋŋëľ ŋă ąăğě ěďĺŋáâćěŋŋőčő ňăááĺćă A. Łăęďőľ ğăŕĺáĺ áőőâćěâáâćãěâ âàőľłă ĺďãéĺå ŕőďàïď íńěňěŋâőć ňăááĺćă. Ŕőńïň key, next ĺ prev áőőâćěâáâćãîâ áďćĺčĺ 0, 1 ĺ 2. Şłăğăâěńì ŋă ğăŕĺáì — ĺŋďěłá ŕěàćőčő ĺğ őâćěďñŋŋëå ďńï ŋěñ íńěňěŋâőć. Śćěâńőáěàëě ğăŕĺáĺ ćåőďïâ ć áŕĺáőł; áâàěńłăňĺ ĺğőąàăęěŋő ďěľáâćĺě ãłăğăâěńěľ.

ęďëľ ĺğ łőâőàëå ĺňěěâ ŋěáłőńìłő ŕőńěľ, âő ŋă łăęďëľ íńěňěŋâ őâćőďĺâáï ŋěŕàěàëćŋëľ ãçăáâőł ŕăňïâĺ, ć łőâőàőň ďàãč ğă ďàãčőň àăğňěéăîâáï ğŋăçěŋĺï ŕőńěľ. Şłăğăâěńěň ŋă íńěňěŋâ őąëçŋő áçĺâăîâ ăďàěá ŕěàćőľ ïçěľłĺ íâőčő ãçăáâłă; ăďàěáă ŕőńěľ ŕőńãçăîâáï áďćĺčőň ŋă őŕàěďěńñŋŋëě łőŋáâăŋâë.

Ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ğăŕĺáěľ ŋă ąăğě ňăááĺćă ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï âőľ ęě áâàăâěčĺěľ. Řăááňőâàĺň őďĺŋ-ěďĺŋáâćěŋŋëľ ňăááĺć A. Łăęďăï ğăŕĺáì ąãďěâ ğăŋĺňăâì ć ŋñň ŋěŕàěàëćŋëľ ãçăáâőł A[j . . k]. Şłăğăâěńì ŋă ğăŕĺáì — íâő ĺŋďěłá j; łăęďőňã ŕőńî ğăŕĺáĺ áőőâćěâáâćãěâ çĺáńő ĺğ ĺŋâěàćăńă [0 . . k − j] — áďćĺč. Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ćáñ âőčő ęě áŕĺáłă, çâő ĺ ŋă àĺá. 11.3ă ĺ 11.5, ňőęŋő àěèĺâì, çâő ŕőńïň key, next ĺ prev áőőâćěâáâćãîâ áďćĺčĺ 0, 1 ĺ 2. Šőčďă ğŋăçěŋĺě prev[i], čďě i — ãłăğăâěńì (= ĺŋďěłá ć ňăááĺćě A), ěáâì ŋě çâő ĺŋőě, łăł A[i + 2] (áň. àĺá. 11.6).

Šăłőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ŕőğćőńïěâ åàăŋĺâì ć őďŋőň ňăááĺćě ğăŕĺáĺ àăğŋëå âĺŕőć (őâćőďï ŕőď ŋĺå ãçăáâłĺ àăğŋőľ ďńĺŋë), ŋő ďńï ŋăèĺå æěńěľ ąãďěâ ďőáâăâőçŋő ŕàěďáâăćńěŋĺï ć ćĺďě ŋěáłőńìłĺå ňăááĺćőć, ŕőáłőńìłã ąőńìèĺŋáâćő áâàãłâãà ďăŋŋëå, á łőâőàëňĺ ňë ąãďěň ĺňěâì ďěńő, áőáâőïâ ĺğ őďŋőâĺŕŋëå ğăŕĺáěľ.

Ćëďěńěŋĺě ĺ őáćőąőęďěŋĺě ŕăňïâĺ

Ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ŋőćőčő íńěňěŋâă ć áŕĺáőł ŋăďő őâćěáâĺ ŕőď ŋěčő ňěáâő ć ŕăňïâĺ. Śâăńő ąëâì, ŋěőąåőďĺňő ćěáâĺ ãçñâ ĺáŕőńìğőćăŋĺï ăďàěáőć. Ć ŋěłőâőàëå áĺáâěňăå íâĺň ćěďăěâ áŕěæĺăńìŋăï ŕőďŕàőčàăňňă — áąőàéĺł ňãáőàă (garbage collector), łőâőàăï őŕàěďěńïěâ, łăłĺě ãçăáâłĺ ŕăňïâĺ ąőńěě ŋě ĺáŕőńìğãîâáï, ĺ ćőğćàăéăěâ ĺå ďńï ŕőćâőàŋőčő ĺáŕőńìğőćăŋĺï. Ćő ňŋőčĺå áńãçăïå, őďŋăłő, ňőęŋő ćőğńőęĺâì őąïğăŋŋőáâĺ ŕő ćëďěńěŋĺî ĺ őáćőąőęďěŋĺî ŕăňïâĺ ŋă áăňã áâàãłâãàã ďăŋŋëå. Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, łăł íâő ďěńăěâáï; ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł, ŕàěďáâăćńěŋŋëľ á ŕőňőéìî ŋěáłőńìłĺå ňăááĺćőć.

Ŕãáâì ňăááĺćë, á ŕőňőéìî łőâőàëå ňë ŕàěďáâăćńïěň ŋăè áŕĺ-

Řĺáãŋőł 11.7 Řăąőâă ŕàőæěďãà Allocate-Object ĺ Free-Object. (ă) Šőâ ęě áŕĺáőł, çâő ŋă àĺá. 11.5 (áćěâńő-áěàëľ) ĺ áŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ (âñňŋőáěàëľ). Śâàãłâãàă áŕĺáłă áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ ĺğőąàăęěŋă á ŕőňőéìî áâàěńőł. (ą) Ćőâ çâő ŕőńãçĺâáï ŕőáńě ćëğőćă Allocate-Object() (ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě 4), ŕàĺáćăĺćăŋĺï key[4] ← 25 ĺ ćëğőćă List-Insert(L, 4). Ŋőćëľ áŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ ŋăçĺŋăěâáï á 8 (âăłőćő ąëńő ğŋăçěŋĺě next[4]). (ć) Šěŕěàì ňë ćëğćăńĺ List-Delete(L, 5), ă ğăâěň Free-Object(5). Ŕőğĺæĺï 5 — čőńőćă ŋőćőčő áŕĺáłă áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ, ğă ŋěľ áńěďãěâ 8.

áőł, ĺňěîâ ďńĺŋã m, ĺ ŕãáâì ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ ć áŕĺáłě áőďěàęĺâáï n ⩽ m íńěňěŋâőć. Őáâăńìŋëě n − m ňěáâ (ŕőğĺæĺľ) ć ňăááĺćě áćőąőďŋë (free).

Ňë ąãďěň åàăŋĺâì áćőąőďŋëě ŕőğĺæĺĺ ć őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőň áŕĺáłě, ŋăğëćăěňőň áŕĺáłőň áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ (free list). İâőâ áŕĺáőł ĺáŕőńìğãěâ âőńìłő ňăááĺć next: ĺňěŋŋő, next[i] áőďěàęĺâ ĺŋďěłá áćőąőďŋőľ ŕőğĺæĺĺ, áńěďãîéěľ ğă áćőąőďŋőľ ŕőğĺæĺěľ i. Čőńőćă áŕĺáłă åàăŋĺâáï ć ŕěàěňěŋŋőľ free. Śŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ åàăŋĺâáï ćŕěàěňěęłã áő áŕĺáłőň L (àĺá. 11.7). Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő łăęďőňã çĺáńã ĺğ őâàěğłă [1; m] őâćěçăěâ íńěňěŋâ ńĺąő áŕĺáłă L, ńĺąő áŕĺáłă áćőąőďŋëå ňěáâ.

Śŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ ćěďñâ áěąï łăł áâěł: ĺğ ćáěå áćőąőďŋëå ãçăáâłőć ŕăňïâĺ ŕőď ŋőćãî ğăŕĺáì ćëďěńïěâáï âőâ, łőâőàëľ ąëń őáćőąőęďñŋ ŕőáńěďŋĺň. Ŕőíâőňã ďńï ćëďěńěŋĺï ĺ őáćőąőęďěŋĺï ŕăňïâĺ ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï àěăńĺğăæĺěľ áâěłőćëå őŕěàăæĺľ Push ĺ Pop ŋă ąăğě áŕĺáłă. Ć ŕàĺćőďĺňëå ŋĺęě ŕàőæěďãàăå Allocate- Object (ćëďěńĺâì ňěáâő) ĺ Free-Object (őáćőąőďĺâì ňěáâő) ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő ć čńőąăńìŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ free ğăŕĺáăŋ ĺŋďěłá ŕěàćőľ (ć áŕĺáłě) áćőąőďŋőľ ŕőğĺæĺĺ.

Řĺáãŋőł 11.8 Śŕĺáłĺ L1 (áćěâńő-áěàëľ) ĺ L2 (âñňŋő-áěàëľ), ă âăłęě áŕĺáőł áćőąőďŋëå ňěáâ (çěàŋëľ) åàăŋïâáï ć őďŋőľ âàőľłě ňăááĺćőć.

Allocate-Object() 1 if free = nil 2 then error ”Śćőąőďŋőčő ňěáâă ŋěâ” 3 else x ← free 4 free ← next[x] 5 return x

Free-Object(x) 1 next[x] ← free 2 free ← x

Ŕěàćőŋăçăńìŋő áŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ áőďěàęĺâ n íńěňěŋâőć. Ěáńĺ áćőąőďŋőčő ňěáâă ŋě őáâăńőáì, ŕàőæěďãàă Allocate-Object áőőąéăěâ őą őèĺąłě.

Ůăáâő őďĺŋ áŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ őąáńãęĺćăěâ áàăğã ŋěáłőńìłő ďĺŋăňĺçěáłĺå ňŋőęěáâć (àĺá. 11.8).

Őŕĺáăŋŋëě ŕàőæěďãàë ćëďěńěŋĺï ĺ őáćőąőęďěŋĺï ŕăňïâĺ ŕàőáâë ĺ ãďőąŋë (àăąőâăîâ ğă ćàěňï O(1)). Ĺå ňőęŋő ŕàĺáŕőáőąĺâì ďńï åàăŋěŋĺï őďŋőâĺŕŋëå ğăŕĺáěľ ńîąőčő ćĺďă, őâćěďï őďŋő ĺğ ŕőńěľ ğăŕĺáĺ ŕőď åàăŋěŋĺě ĺŋďěłáă next (ć áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺïå).

Şŕàăęŋěŋĺï

11.3-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 11.5, ĺğőąàăğĺâě ŕàěďáâăćńěŋĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨13, 4, 8, 19, 5, 11⟩ ć ćĺďě ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă, àěăńĺğőćăŋŋőčő á ŕőňőéìî âàěå ňăááĺćőć; ŕő őąàăğæã àĺá. 11.6 ĺğőąàăğĺâě âőâ ęě áŕĺáőł, àěăńĺğőćăŋŋëľ á ŕőňőéìî őďŋőčő ňăááĺćă.

11.3-2 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàë Allocate-Object ĺ Free-Object ďńï áńãçăï őďŋőâĺŕŋëå ğăŕĺáěľ, åàăŋïéĺåáï ć őďŋőň ňăááĺćě.

11.3-3 Ŕőçěňã ć ŕàőæěďãàăå Allocate-Object ĺ Free-Object ŋĺłăł ŋě äĺčãàĺàãěâ ŕőńě prev?

11.3-4 Ůăáâő (ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ áâàăŋĺçŋőľ őàčăŋĺğăæĺĺ ćĺàâãăńìŋőľ ŕăňïâĺ) ąëćăěâ ŕőńěğŋő åàăŋĺâì íńěňěŋâë áŕĺáłă ć ŋěŕàěàëćŋőň ãçăáâłě ŕăňïâĺ. Řăááňőâàĺň àěăńĺğăæĺî áŕĺáłă á ŕőňőéìî ŋěáłőńìłĺå ňăááĺćőć. Ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàë Allocate-Object ĺ Free-Object âăłĺň őąàăğőň, çâőąë íńěňěŋâë áŕĺáłă ğăŋĺňăńĺ ŕőğĺæĺĺ 1 . .m, čďě m — çĺáńő íńěňěŋâőć áŕĺáłă. (Şłăğăŋĺě: ćőáŕőńìğãľâěáì àěăńĺğăæĺěľ áâěłă ŋă ąăğě ňăááĺćă.)

11.3-5 Ŕãáâì ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł L ďńĺŋë m ŕàěďáâăćńěŋ á ŕőňőéìî âàěå ňăááĺćőć key, prev ĺ next ďńĺŋë n, ă ŕàőæěďãàë ćëďěńěŋĺï ĺ őáćőąőęďěŋĺï ňěáâă ŕőďďěàęĺćăîâ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ.

Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Compactify-List (áęăâĺě áŕĺáłă), łőâőàăï ŕěàěŕĺáëćăěâ áŕĺáőł L ďńĺŋë m ć ŕěàćëě m ŕőğĺæĺľ ňăááĺćőć, áőåàăŋïï ěčő áâàãłâãàã (ĺ ĺğňěŋïï áŕĺáőł áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ ŋãęŋëň őąàăğőň). Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ďőńęŋő ąëâì Θ(m), àăğňěà ĺáŕőńìğãěňőľ ŕăňïâĺ (áćěàå ğăŋïâőľ ňăááĺćăňĺ) ďőńęěŋ ąëâì O(1). Ŋě ğăąãďìâě ďőłăğăâì ŕàăćĺńìŋőáâì áćőěčő ăńčőàĺâňă.

11.4 Ŕàěďáâăćńěŋĺě łőàŋěćëå ďěàěćìěć

Őŕĺáăŋŋëě ć ŕàěďëďãéěň àăğďěńě áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï áŕĺáłőć ŕàĺňěŋĺňë ĺ ł ďàãčĺň áâàãłâãàăň ďăŋŋëå, áőáâăćńěŋŋëň ĺğ őďŋőâĺŕŋëå íńěňěŋâőć. Ć íâőň àăğďěńě ňë ŋăãçĺňáï ĺáŕőńìğőćăâì ãłăğăâěńĺ ďńï ŕàěďáâăćńěŋĺï ďěàěćìěć. Ŋăçŋñň ňë á ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć, ă ğăâěň őąêïáŋĺň, łăł ŕàěďáâăćńïâì ďěàěćìï á ŕàőĺğćőńìŋëň ćěâćńěŋĺěň.

Łăęďăï ćěàèĺŋă ďěàěćă ąãďěâ ğăŕĺáìî á ŋěáłőńìłĺňĺ ŕőńïňĺ. Őďŋő ĺğ íâĺå ŕőńěľ áőďěàęĺâ łńîç, łăł ĺ ć áńãçăě áő áŕĺáłăňĺ. Őáâăńìŋëě ŕőńï ŕàěďŋăğŋăçěŋë ďńï åàăŋěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ďăŋŋëå ĺ, čńăćŋőě, ãłăğăâěńěľ ŋă ďàãčĺě ćěàèĺŋë. Łăł łőŋłàěâŋő ãáâàőěŋë íâĺ ŕőńï, ğăćĺáĺâ őâ âĺŕă ďěàěćă.

Ďćőĺçŋëě ďěàěćìï

Łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 11.9, ŕàĺ ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ďćőĺçŋőčő ďěàěćă T ňë ĺáŕőńìğãěň ŕőńï p, left ĺ right, ć łőâőàëå åàăŋïâáï ãłăğăâěńĺ ŋă àőďĺâěńï, ńěćőčő ĺ ŕàăćőčő àěąñŋłă ćěàèĺŋë x áőőâćěâáâćěŋŋő. Ěáńĺ p[x] = nil, âő x — łőàěŋì; ěáńĺ ã x ŋěâ ńěćőčő ĺńĺ ŕàăćőčő àěąñŋłă, âő left[x] ĺńĺ right[x] ěáâì nil. Ś ďěàěćőň T áćïğăŋ ăâàĺąãâ root[T ] — ãłăğăâěńì ŋă ěčő łőàěŋì. Ěáńĺ root[T ] = nil, âő ďěàěćő T ŕãáâő.

Ŕàěďáâăćńěŋĺě łőàŋěćëå ďěàěćìěć 211

Řĺáãŋőł 11.9 Ŕàěďáâăćńěŋĺě ďćőĺçŋőčő ďěàěćă T . Łăęďăï ćěàèĺŋă x ćłńîçăěâ ŕőńï p[x] (áćěàåã), left[x] (ćŋĺğã áńěćă) ĺ right[x] (ćŋĺğã áŕàăćă). Łńîçĺ ŋă áåěňě ŋě ŕőłăğăŋë.

Łőàŋěćëě ďěàěćìï á ŕàőĺğćőńìŋëň ćěâćńěŋĺěň

Ěáńĺ ĺğćěáâŋő, çâő çĺáńő ďěâěľ łăęďőľ ćěàèĺŋë őčàăŋĺçěŋő áćěàåã łőŋáâăŋâőľ k, âő âăłőě ďěàěćő ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ăŋăńőčĺçŋő ďćőĺçŋőňã ďěàěćã, ŕőňěéăï ãłăğăâěńĺ ŋă ďěâěľ ć ŕőńï child_1, child_2, . . ., child_k , ğăňěŋïîéĺě ŕőńï left ĺ right. Ěáńĺ łőńĺçěáâćő ďěâěľ ňőęěâ ąëâì ńîąëň, âăł ďěńăâì ŋěńìğï: ğăàăŋěě ŋěĺğćěáâŋő, áłőńìłő ŕőńěľ (ĺńĺ ňăááĺćőć — ŕàĺ ŕàěďáâăćńěŋĺĺ á ŕőňőéìî ŋěáłőńìłĺå ňăááĺćőć) ŋăďő ćëďěńĺâì.

Ŕàőąńěňă ňőęěâ ćőğŋĺłŋãâì ĺ ć âőň áńãçăě, ěáńĺ łőńĺçěáâćő ďěâěľ őčàăŋĺçěŋő ğăàăŋěě ĺğćěáâŋëň çĺáńőň k, ŋő ã ąőńìèĺŋáâćă ćěàèĺŋ çĺáńő ďěâěľ ňŋőčő ňěŋìèě k: őŕĺáăŋŋăï àěăńĺğăæĺï âàăâĺâ ňŋőčő ŕăňïâĺ ğàï.

Łăł ęě ąëâì? Ğăňěâĺň, çâő ńîąőě ďěàěćő ňőęŋő ŕàěőąàăğőćăâì ć ďćőĺçŋőě. Ŕàĺ íâőň ã łăęďőľ ćěàèĺŋë ąãďěâ ŋě ąőńěě ďćãå ďěâěľ: ńěćëľ àěąñŋőł őáâăŋěâáï âěň ęě, ŋő ŕàăćëň àěąñŋłőň áâăŋěâ ćěàèĺŋă, łőâőàăï ąëńă ŕàăćëň áőáěďőň (ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîéĺň àěąñŋłőň âőčő ęě àőďĺâěńï). Šěŕěàì íâő ďćőĺçŋőě ďěàěćő ňőęŋő åàăŋĺâì őŕĺáăŋŋëň ćëèě áŕőáőąőň.

Őŕĺèěň áåěňã åàăŋěŋĺï ďěàěćìěć á ŕàőĺğćőńìŋëň ćěâćńěŋĺěň, őáŋőćăŋŋãî ŋă íâőľ ĺďěě, ąőńěě ŕőďàőąŋő. Őŋă ŋăğëćăěâáï ”ńěćëľ àěąñŋőł — ŕàăćëľ áőáěď” (left-child, right-sibling representation) ĺ ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 11.10. Ŕő-ŕàěęŋěňã ć łăęďőľ ćěàèĺŋě åàăŋĺâáï ãłăğăâěńì p ŋă àőďĺâěńï ĺ ăâàĺąãâ root[T ] ïćńïěâáï ãłăğăâěńěň ŋă łőàěŋì ďěàěćă. Łàőňě p, ć łăęďőľ ćěàèĺŋě åàăŋïâáï ěéñ ďćă ãłăğăâěńï:

1. left-child[x] ãłăğëćăěâ ŋă áăňőčő ńěćőčő àěąñŋłă ćěàèĺŋë x;

Řĺáãŋőł 11.10 Ŕàěďáâăćńěŋĺě ďěàěćă T ŕő áåěňě ”ńěćëľ àěąñŋőł — ŕàăćëľ áőáěď”. Ć łăęďőľ ğăŕĺáĺ x ŕàĺáãâáâćãîâ ŕőńï p[x] (áćěàåã), left-child[x] (ćŋĺğã áńěćă) ĺ right-sibling[x] (ćŋĺğã áŕàăćă). Łńîçĺ ŋě ŕőłăğăŋë.

2. right-sibling[x] ãłăğëćăěâ ŋă ąńĺęăľèěčő áŕàăćă áőáěďă ćěàèĺŋë x (”áńěďãîéěčő ŕő áâăàèĺŋáâćã ąàăâă”) Ćěàèĺŋă x ŋě ĺňěěâ ďěâěľ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă left-child[x] = nil. Ěáńĺ ćěàèĺŋă x — łàăľŋĺľ ŕàăćëľ àěąěŋőł áćőěčő àőďĺâěńï, âő right-sibling[x] = nil.

Ďàãčĺě áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï ďěàěćìěć

Ĺŋőčďă ćáâàěçăîâáï ďàãčĺě áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï ďěàěćìěć. Ŋăŕàĺňěà, ć čńăćě 7 ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ łãçĺ ŋě ŋăďő ąëńő åàăŋĺâì ãłăğăâěńěľ ŋă àőďĺâěńï ĺ ďěâěľ, ŕőáłőńìłã ĺå ŋőňěàă ŕőńãçăńĺáì ãňŋőęěŋĺěň ĺ ďěńěŋĺěň ŋă 2. Ć čńăćě 22 ŋăň ćáâàěâïâáï ďěàěćìï, ŕő łőâőàëň ďćĺčăîâáï őâ ńĺáâìěć ł łőàŋî (ĺ ŕőâőňã ãłăğăâěńĺ ŋă ďěâěľ ĺńĺ áőáěďěľ ŋě ŋãęŋë). Łőŋłàěâŋëľ ćëąőà ŕàěďáâăćńěŋĺï ďěàěćă őŕàěďěńïěâáï áŕěæĺäĺłőľ ğăďăçĺ.

Şŕàăęŋěŋĺï

11.4-1 Ŋăàĺáãľâě ďćőĺçŋőě ďěàěćő, ŕàěďáâăćńěŋŋőě áńěďãîéĺň őąàăğőň:

Ğăďăçĺ ł čńăćě 11 213

ĺŋďěłá key left right

1 12 7 3 2 15 8 nil 3 4 10 nil 4 10 5 9 5 2 nil nil 6 18 1 4 7 7 nil nil 8 14 6 2 9 21 nil nil 10 5 nil nil Łőàěŋì ďěàěćă — ć ćěàèĺŋě á ĺŋďěłáőň 6.

11.4-2 Ŋăŕĺèĺâě àăąőâăîéãî ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï àěłãàáĺćŋãî ŕàőæěďãàã, łőâőàăï ŕěçăâăěâ łńîçĺ ćáěå ćěàèĺŋ ďăŋŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă.

11.4-3 Łăł áďěńăâì âő ęě áăňőě (çâő ĺ ć ŕàěďëďãéěň ãŕàăęŋěŋĺĺ), ĺáŕőńìğãï ŋěàěłãàáĺćŋãî ŕàőæěďãàã? (Ŕàĺ ãáâàăŋěŋĺĺ àěłãàáĺĺ ŕőńěğěŋ áâěł.)

11.4-4 Ŋăŕĺèĺâě àăąőâăîéãî ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ŕàőæěďãàã, ŕěçăâăîéãî łńîçĺ ćáěå ćěàèĺŋ ďěàěćă, ŕàěďáâăćńěŋŋőčő ŕő áåěňě ”ńěćëľ àěąñŋőł — ŕàăćëľ áőáěď”.

11.4-5^⋆ Ŋăŕĺèĺâě àăąőâăîéãî ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ŋěàěłãàáĺćŋãî ŕàőæěďãàã, ŕěçăâăîéãî łńîçĺ ćáěå ćěàèĺŋ ďćőĺçŋőčő ďěàěćă, ďńï łőâőàőľ őąêñň ĺáŕőńìğãěňőľ ŕăňïâĺ (áćěàå ŕăňïâĺ, ć łőâőàőľ åàăŋĺâáï ďěàěćő) ěáâì O(1), ĺ ćő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë ďěàěćő ŋě ňěŋïěâáï (ďăęě ćàěňěŋŋő).

11.4-6^⋆ Ŕàĺďãňăľâě áŕőáőą åàăŋěŋĺï ďěàěćă á ŕàőĺğćőńìŋëň ćěâćńěŋĺěň, ŕàĺ łőâőàőň ć łăęďőľ ćěàèĺŋě åàăŋïâáï ćáěčő ďćă (ă ŋě âàĺ, łăł ć áåěňě ”ńěćëľ àěąěŋőł — ŕàăćëľ áőáěď”) ãłăğăâěńï ŕńîá őďŋă ąãńěćă ŕěàěňěŋŋăï.

Ğăďăçĺ

11-1 Śàăćŋěŋĺě àăğŋëå âĺŕőć áŕĺáłőć

Ŋăľďĺâě ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ àăąőâë (ć åãďèěň áńãçăě) ďńï łăęďőľ ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ć ŋăçăńě çăáâĺ III (á. ??) őŕěàăæĺľ, ŕàĺňěŋñŋŋőľ ł łăęďőňã ĺğ ãłăğăŋŋëå âĺŕőć áŕĺáłőć.

ŋěãŕőàïďőçěŋŋëľ, őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ ãŕőàïďőçěŋŋëľ, őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ ŋěãŕőàïďőçěŋŋëľ, ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ ãŕőàïďőçěŋŋëľ, ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ Search(L, k) Insert(L, x) Delete(L, x) Successor(L, x) Predecessor(L, x) Minimum(L) Maximum(L)

11-2 Řěăńĺğăæĺï áńĺćăěňëå łãç ŋă ąăğě áŕĺáłőć

Śâàãłâãàă ďăŋŋëå ŕőď ŋăğćăŋĺěň áńĺćăěňëě łãçĺ (mergeable heaps) åàăŋĺâ ŋăąőà ďĺŋăňĺçěáłĺå ňŋőęěáâć (łãç), ĺ ŕőďďěàęĺćăěâ áńěďãîéĺě őŕěàăæĺĺ: Make-Heap (áőğďăŋĺě ŕãáâőľ łãçĺ), Insert, Minimum, Extract-Min ĺ, ŋăłőŋěæ, Union (őąêěďĺŋěŋĺě ďćãå łãç ć őďŋã; ďćě áâăàëě łãçĺ ŕàőŕăďăîâ). Ďńï łăęďőčő ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě áńãçăěć àěăńĺğãľâě (ŕő ćőğňőęŋőáâĺ íääěłâĺćŋő) áńĺćăěňëě łãçĺ ŋă ąăğě áŕĺáłőć. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë őŕěàăæĺľ çěàěğ àăğňěàë ãçăáâćãîéĺå ňŋőęěáâć. ă Śŕĺáłĺ ãŕőàïďőçěŋë.

ą Śŕĺáłĺ ŋěãŕőàïďőçěŋë.

ć Śŕĺáłĺ ŋěãŕőàïďőçěŋë, őąêěďĺŋïěňëě ňŋőęěáâćă ŋě ŕěàěáěłăîâáï ďàãč á ďàãčőň.

11-3 Ŕőĺáł ć őâáőàâĺàőćăŋŋőň áęăâőň áŕĺáłě

Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 11.3-4 âàěąőćăńőáì åàăŋĺâì áŕĺáłĺ ”łőňŕăłâŋő”: n-íńěňěŋâŋëľ áŕĺáőł ďőńęěŋ ąëń ğăŋĺňăâì ŕěàćëě n ŕőğĺæĺľ ňăááĺćă. Ŕàěďŕőńőęĺň ěéñ, çâő ćáě łńîçĺ àăğńĺçŋë ĺ çâő áŕĺáőł ãŕőàïďőçěŋ (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, key[i] < key[next[i]] ŕàĺ next[i] ≠ nil). Őłăğëćăěâáï, çâő ć íâĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå áńěďãîéĺľ ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ćëŕőńŋïěâ ŕőĺáł ć áŕĺáłě ğă ćàěňï o(n):

Compact-List-Search(L, k) 1 i ← head[L] 2 n ← length[L] 3 while i ≠ nil and key[i] ⩽ k 4 do j ← Random(1, n) 5 if key[i] < key[j] and key[j] < k 6 then i ← j 7 i ← next[i] 8 if key[i] = k 9 then return i 10 return nil

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 11 215

Ąěğ áâàőł 4–6 íâő ąëń ąë őąëçŋëľ ăńčőàĺâň á ŕőáńěďőćăâěńìŋëň ŕěàěąőàőň íńěňěŋâőć áŕĺáłă. Ć áâàőłăå 4–6 ňë ŕëâăěňáï ŕěàěáłőçĺâì ŋă áńãçăľŋő ćëąàăŋŋãî ŕőğĺæĺî j. Ěáńĺ key[i] < key[j] < k, âő ŕàĺ íâőň ňë íłőŋőňĺň ćàěňï, âăł łăł ŋě ŕàőćěàïěň íńěňěŋâë, ńěęăéĺě ć ŕőğĺæĺïå ňěęďã i ĺ j. (Ąńăčőďăàï âőňã, çâő áŕĺáőł ğăŋĺňăěâ ŋěŕàěàëćŋëľ ãçăáâőł ňăááĺćă, ňë ňőęěň ćëąàăâì ć ŋñň áńãçăľŋëľ íńěňěŋâ.)

ă Ğăçěň ŋãęŋő ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćáě łńîçĺ àăğńĺçŋë? Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ŋěãąëćăîéěčő áŕĺáłă á (ćőğňőęŋő) áőćŕăďăîéĺňĺ łńîçăňĺ áńãçăľŋëě áłăçłĺ ňőčãâ ŋě ãńãçèĺâì ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ ŕőĺáłă.

Łăł őæěŋĺâì ćàěňï àăąőâë? Ŕàěďáâăćĺň áěąě, çâő ŋă ŋěáłőńìłĺå ŕěàćëå èăčăå ňë ćëŕőńŋïěň âőńìłő áńãçăľŋëě áłăçłĺ, ă ŋă őáâăńìŋëå ćëŕőńŋïěň ńĺŋěľŋëľ ŕőĺáł. Ňőęŋő őæěŋĺâì őęĺďăěňőě àăááâőïŋĺě ďő ĺáłőňőčő íńěňěŋâă ŕőáńě ŕěàćőľ äăğë — ĺ âěň áăňëň ďńĺâěńìŋőáâì ćâőàőľ äăğë. Ŋăè ăńčőàĺâň ąãďěâ àăąőâăâì ŋě åãęě âăłőčő ãáěçñŋŋőčő, ĺ őáâăñâáï âőńìłő ŕàăćĺńìŋő ćëąàăâì ďńĺâěńìŋőáâì ŕěàćőľ äăğë, çâőąë ŕőńãçĺâì őæěŋłã ŕőńãçèě.

Śďěńăěň íâő ăłłãàăâŋő. Ďńï łăęďőčő t ⩾ 0 őąőğŋăçĺň çěàěğ X_t áńãçăľŋãî ćěńĺçĺŋã, àăćŋãî àăááâőïŋĺî (ĺğňěàěŋŋőňã ćďőńì áŕĺáłă) őâ ŕőğĺæĺĺ i ďő ĺáłőňőčő łńîçă k ŕőáńě t áńãçăľŋëå áłăçłőć.

ą Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï łăęďőčő t ⩾ 0 ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă Compact-List-Search ěáâì O(t+E[X_t]). ć Ŕőłăęĺâě, çâő E(X_t) ⩽ ∑_n r=1(1 − r/n)^t. (Şłăğăŋĺě: ćőáŕőńìğãľâěáì äőàňãńőľ (6.28)). č Ŕőłăęĺâě, çâő ∑_{n−1} r=0 5 ⩽ n^{t+1}/(t + 1).

ď Ŕőłăęĺâě, çâő E(X_t) ⩽ n/(t + 1), ĺ őąêïáŋĺâě ”ŋă ŕăńìæăå”, ŕőçěňã íâő ŋěàăćěŋáâćő ďőńęŋő ąëâì ćěàŋő.

e Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă Compact-List-Search ěáâì O( √ n).

Ğăňěçăŋĺï

Ŕàěłàăáŋëě áŕàăćőçŋĺłĺ ŕő áâàãłâãàăň ďăŋŋëå — łŋĺčĺ Ăåő, Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [5] ĺ Łŋãâă [121]. Řěğãńìâăâë íłáŕěàĺňěŋâőć ŕő áàăćŋěŋĺî íääěłâĺćŋőáâĺ àăğńĺçŋëå őŕěàăæĺľ ŋă áâàãłâãàăå ďăŋŋëå ňőęŋő ŋăľâĺ ć Čőŋŋěâ [90]

Śâěłĺ ĺ őçěàěďĺ ĺáŕőńìğőćăńĺáì ć ňăâěňăâĺłě ĺ ďěńőŕàőĺğćőďáâćě ć ďőłőňŕìîâěàŋãî íàã. Łŋãâ [121] őâňěçăěâ, çâő ć 1947 čőďã Šìîàĺŋč (A. M. Turing) ĺáŕőńìğőćăń áâěłĺ ďńï áćïğĺ ŕőďŕàőčàăňň.

Śâàãłâãàë ďăŋŋëå, őáŋőćăŋŋëě ŋă ãłăğăâěńïå, âăłęě, ćĺďĺňő, őâŋőáïâáï ł ”äőńìłńőàã”. Śőčńăáŋő Łŋãâã, ãłăğăâěńĺ ĺáŕőńìğőćăńĺáì ěéě ć ŕěàćëå łőňŕìîâěàăå á ňăčŋĺâŋëňĺ ąăàăąăŋăňĺ. Ć 1951 čőďã Ţőŕŕěà (G. M. Hopper) àăğàăąőâăń ïğëł A-1, ć łőâőàőň ăńčěąàăĺçěáłĺě äőàňãńë ŕàěďáâăćńïńĺáì ć ćĺďě ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć. Šőâ ęě Łŋãâ ãłăğëćăěâ, çâő áĺáâěňăâĺçěáłőě ĺáŕőńìğőćăŋĺě ãłăğăâěńěľ ŋăçăńőáì á ïğëłă IPL-II, łőâőàëľ àăğàăąőâăńĺ ć 1956 čőďã Ŋìîíńń, Ÿőã ĺ Śăľňőŋ (A. Newell, J. C. Shaw, H. A. Simon). Ć àăğàăąőâăŋŋőň âěňĺ ęě ăćâőàăňĺ ć 1957 čőďã ïğëłě IPL-III ŕőïćĺńĺáì ć ïćŋőň ćĺďě őŕěàăæĺĺ áő áâěłăňĺ.

12 Ţěè-âăąńĺæë

Ůăáâő ąëćăîâ ŋãęŋë ďĺŋăňĺçěáłĺě ňŋőęěáâćă, ŕőďďěàęĺćăîéĺě âőńìłő ”áńőćăàŋëě őŕěàăæĺĺ” ďőąăćńěŋĺï, ŕőĺáłă ĺ ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă. Ć íâőň áńãçăě çăáâő ŕàĺňěŋïîâ âăł ŋăğëćăěňőě åěèĺàőćăŋĺě; áőőâćěâáâćãîéăï áâàãłâãàă ďăŋŋëå ŋăğëćăěâáï ”åěèâăąńĺæă” (ĺńĺ ”âăąńĺæă àăááâăŋőćłĺ”). Ć åãďèěň áńãçăě ŕőĺáł ć åěè-âăąńĺæě ňőęěâ ğăŋĺňăâì áâőńìłő ęě ćàěňěŋĺ, áłőńìłő ŕőĺáł ć áŕĺáłě (Θ(n)), ŋő ŋă ŕàăłâĺłě åěèĺàőćăŋĺě ćěáìňă íääěłâĺćŋő. Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŋěłőâőàëå ěáâěáâćěŋŋëå ãáńőćĺľ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ ŕőĺáłă íńěňěŋâă ć åěè-âăąńĺæě ěáâì O(1).

Ţěè-âăąńĺæã ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł őąőąéěŋĺě őąëçŋőčő ňăááĺćă. Ěáńĺ ã ŋăá ďőáâăâőçŋő ŕăňïâĺ ďńï ňăááĺćă, çĺáńő íńěňěŋâőć łőâőàőčő àăćŋő çĺáńã ćáěå ćőğňőęŋëå łńîçěľ, ďńï łăęďőčő ćőğňőęŋőčő łńîçă ňőęŋő őâćěáâĺ ïçěľłã ć íâőň ňăááĺćě ĺ âěň áăňëň ĺňěâì ćőğňőęŋőáâì ďőąàăâìáï ďő ńîąőľ ğăŕĺáĺ ğă ćàěňï O(1) (”ŕàïňăï ăďàěáăæĺï”, áň. àăğď. 12.1). Őďŋăłő ěáńĺ àěăńìŋőě łőńĺçěáâćő ğăŕĺáěľ ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋìèě, çěň łőńĺçěáâćő ćőğňőęŋëå łńîçěľ, âő íääěłâĺćŋěě ŕàĺňěŋĺâì åěèĺàőćăŋĺě: ćëçĺáńïâì ŕőğĺæĺî ğăŕĺáĺ ć ňăááĺćě, ĺáåőďï ĺğ łńîçă. Ć àăğďěńě 12.2 őąáãęďăîâáï őáŋőćŋëě ĺďěĺ, ă ć àăğďěńě 12.3 — łőŋłàěâŋëě áŕőáőąë âăłőčő ćëçĺáńěŋĺï. Ć íâőľ čńăćě ŕàěďáâăćńěŋő ŋěáłőńìłő ćăàĺăŋâőć åěèĺàőćăŋĺï.

Ňë ãćĺďĺň, çâő åěèĺàőćăŋĺě — íääěłâĺćŋëľ ĺ ãďőąŋëľ áŕőáőą ćëŕőńŋïâì őáŋőćŋëě áńőćăàŋëě őŕěàăæĺĺ (áàěďŋěě ćàěňï O(1) ŕàĺ ŋěłőâőàëå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå).

12.1 Ŕàïňăï ăďàěáăæĺï

Ŕàïňăï ăďàěáăæĺï ŕàĺňěŋĺňă, ěáńĺ łőńĺçěáâćő ćőğňőęŋëå łńîçěľ ŋěćěńĺłő. Ŕãáâì ćőğňőęŋëňĺ łńîçăňĺ ïćńïîâáï çĺáńă ĺğ ňŋőęěáâćă U = {0, 1, . . ., m − 1} (çĺáńő m ŋě őçěŋì ćěńĺłő). Ŕàěďŕőńőęĺň âăłęě, çâő łńîçĺ ćáěå íńěňěŋâőć àăğńĺçŋë.

Ďńï åàăŋěŋĺï ňŋőęěáâćă ňë ŕőńìğãěňáï ňăááĺćőň T [0 . .m − 1], ŋăğëćăěňëň âăąńĺæěľ á ŕàïňőľ ăďàěáăæĺěľ (direct-address table). Łă-

Ŕěàěćőďë ŋăďŕĺáěľ ŋă áăňőľ łăàâĺŋłě: universe of keys — ćáěćőğňőęŋëě łńîçĺ, actual keys — ĺáŕőńìğãěňëě łńîçĺ, key — łńîç, satellite data — ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě.

Řĺáãŋőł 12.1 Řěăńĺğăæĺï ďĺŋăňĺçěáłőčő ňŋőęěáâćă á ŕőňőéìî âăąńĺæë T á ŕàïňőľ ăďàěáăæĺěľ. Ňŋőęěáâćő ćőğňőęŋëå łńîçěľ ěáâì U = {0, 1, . . . , 9}. Łăęďőňã ĺğ íâĺå łńîçěľ áőőâćěâáâćãěâ áćőñ ňěáâő ć âăąńĺæě. Ć ŕőğĺæĺïå âăąńĺæë á ŋőňěàăňĺ 2, 3, 5 ĺ 8 (äăłâĺçěáłĺ ĺáŕőńìğãěňëě łńîçĺ) ğăŕĺáăŋë ãłăğăâěńĺ ŋă íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă, ă ć ŋěĺáŕőńìğãěňëå ŕőğĺæĺïå âăąńĺæë (âñňŋő-áěàëě) ğăŕĺáăŋ nil.

ęďăï ŕőğĺæĺï, ĺńĺ ïçěľłă, (ŕő-ăŋčńĺľáłĺ slot ĺńĺ position) áőőâćěâáâćãěâ őŕàěďěńñŋŋőňã łńîçã ĺğ ňŋőęěáâćă U (àĺá. 12.1: T [k] — ňěáâő, ŕàěďŋăğŋăçěŋŋőě ďńï ğăŕĺáĺ ãłăğăâěńï ŋă íńěňěŋâ á łńîçőň k; ěáńĺ íńěňěŋâă á łńîçőň k ć âăąńĺæě ŋěâ, âő T [k] = nil).

Řěăńĺğăæĺï áńőćăàŋëå őŕěàăæĺľ âàĺćĺăńìŋă:

Direct-Address-Search(T, k)

return T [k]

Direct-Address-Insert(T, x)

T [key[x]] ← x

Direct-Address-Delete(T, x)

T [key[x]] ← nil

Łăęďăï ĺğ íâĺå őŕěàăæĺľ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1).

Ĺŋőčďă ňőęŋő áíłőŋőňĺâì ňěáâő, ğăŕĺáëćăï ć âăąńĺæã T ŋě ãłăğăâěńĺ ŋă íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă, ă áăňĺ íâĺ íńěňěŋâë. Ňőęŋő őąőľâĺáì ĺ ąěğ őâďěńìŋőčő ŕőńï ”łńîç”: łńîçőň áńãęĺâ ĺŋďěłá ć ňăááĺćě. Ćŕàőçěň, ěáńĺ ňë őąåőďĺňáï ąěğ łńîçěľ ĺ ãłăğăâěńěľ, âő ŋăďő ĺňěâì áŕőáőą ãłăğăâì, çâő ďăŋŋăï ŕőğĺæĺï áćőąőďŋă.

Şŕàăęŋěŋĺï

12.1-1 Őŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã ďńï ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő íńěňěŋâă ďĺŋăňĺçěáłőčő ňŋőęěáâćă, ŕàěďáâăćńěŋŋőčő ć ćĺďě âăąńĺæë á ŕàïňőľ ăďàěáăæĺěľ. Łăłőćő ćàěňï àăąőâë íâőľ ŕàőæěďãàë ć åãďèěň áńãçăě?

12.1-2 Ąĺâőćëľ ćěłâőà (bit vector) — íâő ňăááĺć ąĺâőć (ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ). Ąĺâőćëľ ćěłâőà ďńĺŋë m ğăŋĺňăěâ ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋìèě ňěáâă, çěň ňăááĺć ĺğ m ãłăğăâěńěľ. Łăł, ŕőńìğãïáì ąĺâőćëň ćěłâőàőň, àěăńĺğőćăâì ďĺŋăňĺçěáłőě ňŋőęěáâćő, áőáâőïéěě ĺğ àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć ĺ ŋě áőďěàęăéěě ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ďăŋŋëå? Śńőćăàŋëě őŕěàăæĺĺ ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1).

12.1-3 Łăł àěăńĺğőćăâì âăąńĺæã á ŕàïňőľ ăďàěáăæĺěľ, ć łőâőàőľ łńîçĺ àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć ňőčãâ áőćŕăďăâì, ă áăňĺ íńěňěŋâë ňőčãâ áőďěàęăâì ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě? Őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï, ãďăńěŋĺï ĺ ŕőĺáłă ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1) (ŋě ğăąãďìâě, çâő ăàčãňěŋâőň ŕàőæěďãàë ãďăńěŋĺï Delete ïćńïěâáï ãłăğăâěńì ŋă ãďăńïěňëľ íńěňěŋâ, ă ŋě łńîç).

12.1-4^⋆ Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋăň ŋăďő àěăńĺğőćăâì ďĺŋăňĺçěáłőě ňŋőęěáâćő, ŕőďďěàęĺćăîéěě áńőćăàŋëě őŕěàăæĺĺ, ŋă ąăğě őçěŋì ąőńìèőčő ňăááĺćă. Ŕěàćőŋăçăńìŋő ć ňăááĺćě ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋő çâő-âő, ŋě ĺňěîéěě őâŋőèěŋĺě ł ŋăèěľ ğăďăçě, ŋő ňăááĺć âăłőľ ąőńìèőľ, çâő ŕàěďćăàĺâěńìŋő őçĺéăâì ěčő ŋěŕàăłâĺçŋő. Łăł ć âăłĺå ãáńőćĺïå àěăńĺğőćăâì âăąńĺæã á ŕàïňőľ ăďàěáăæĺěľ? Łăęďăï ğăŕĺáì ďőńęŋă ğăŋĺňăâì ňěáâő àăğňěàőň O(1), őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï, ãďăńěŋĺï ĺ ŕőĺáłă ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1), ćàěňï ŋă ĺŋĺæĺăńĺğăæĺî áâàãłâãàë ďăŋŋëå âăłęě ďőńęŋő ąëâì àăćŋő O(1). (Şłăğăŋĺě: çâőąë ĺňěâì ćőğňőęŋőáâì ãğŋăâì, ĺňěěâ ńĺ ďăŋŋëľ íńěňěŋâ ňăááĺćă őâŋőèěŋĺě ł ŋăèěľ áâàãłâãàě ďăŋŋëå, ğăćěďĺâě áâěł, àăğňěà łőâőàőčő àăćěŋ łőńĺçěáâćã ğăŕĺáěľ ć âăąńĺæě).

12.2 Ţěè-âăąńĺæë

Ŕàïňăï ăďàěáăæĺï őąńăďăěâ őçěćĺďŋëň ŋěďőáâăâłőň: ěáńĺ ňŋőęěáâćő U ćáěćőğňőęŋëå łńîçěľ ćěńĺłő, âő åàăŋĺâì ć ŕăňïâĺ ňăááĺć T àăğňěàőň |U| ŋěŕàăłâĺçŋő, ă âő ĺ ŋěćőğňőęŋő. Łàőňě âőčő, ěáńĺ çĺáńő àěăńìŋő ŕàĺáãâáâćãîéĺå ć âăąńĺæě ğăŕĺáěľ ňăńő ŕő áàăćŋěŋĺî á |U|, âő ňŋőčő ŕăňïâĺ âàăâĺâáï ğàï.

Ěáńĺ łőńĺçěáâćő ğăŕĺáěľ ć âăąńĺæě áãéěáâćěŋŋő ňěŋìèě, çěň łőńĺçěáâćő ćáěćőğňőęŋëå łńîçěľ, âő åěè-âăąńĺæă ğăŋĺňăěâ čőàăğďő ňěŋìèě ňěáâă, çěň âăąńĺæă á ŕàïňőľ ăďàěáăæĺěľ. Ĺňěŋŋő, åěèâăąńĺæă âàěąãěâ ŕăňïâĺ őąêñňőň Θ(|K|), čďě K — ňŋőęěáâćő ğăŕĺáěľ, ŕàĺ íâőň ćàěňï ŕőĺáłă ć åěè-âăąńĺæě ŕő-ŕàěęŋěňã ěáâì O(1) (ěďĺŋáâćěŋŋőě ”ŋő” ć âőň, çâő ŋă áěľ àăğ íâő — őæěŋłă ć áàěďŋěň, ă ŋě ć åãďèěň áńãçăě, ďă ĺ âő âőńìłő ŕàĺ őŕàěďěńñŋŋëå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå).

Ć âő ćàěňï łăł ŕàĺ ŕàïňőľ ăďàěáăæĺĺ íńěňěŋâã á łńîçőň k őâ-

Ŕěàěćőďë ŋăďŕĺáěľ ŋă áăňőľ łăàâĺŋłě: universe of keys — ćáěćőğňőęŋëě łńîçĺ, actual keys — ĺáŕőńìğãěňëě łńîçĺ

Řĺáãŋőł 12.2 Ĺáŕőńìğőćăŋĺě åěè-äãŋłæĺĺ ďńï őâőąàăęěŋĺï łńîçěľ ć ŕőğĺæĺĺ åěè-âăąńĺæë. Ţěè-ğŋăçěŋĺï łńîçěľ k2 ĺ k5 áőćŕăďăîâ — ĺňěěâ ňěáâő łőńńĺğĺï.

ćőďĺâáï ŕőğĺæĺï ŋőňěà k, ŕàĺ åěèĺàőćăŋĺĺ íâőâ íńěňěŋâ ğăŕĺáëćăěâáï ć ŕőğĺæĺî ŋőňěà h(k) ć åěè-âăąńĺæě (hash table) T [0 . .m − 1], čďě h: U → {0, 1, . . ., m − 1} — ŋěłőâőàăï äãŋłæĺï, ŋăğëćăěňăï åěè-äãŋłæĺěľ (hash function). Ůĺáńő h(k) ŋăğëćăîâ åěè-ğŋăçěŋĺěň (hash value) łńîçă k. Ĺďěï åěèĺàőćăŋĺï ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 12.2: ŕőńìğãïáì ňăááĺćőň ďńĺŋë m, ă ŋě |U|, ňë íłőŋőňĺň ŕăňïâì.

Ŕàőąńěňă, őďŋăłő, ć âőň, çâő åěè-ğŋăçěŋĺï ďćãå àăğŋëå łńîçěľ ňőčãâ áőćŕăáâì. Ć âăłĺå áńãçăïå čőćőàïâ, çâő áńãçĺńăáì łőńńĺğĺï, ĺńĺ áâőńłŋőćěŋĺě (collision). Ł áçăáâìî, íâă ŕàőąńěňă àăğàěèĺňă: åěè-äãŋłæĺïňĺ ňőęŋő ŕőńìğőćăâìáï ĺ ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ áâőńłŋőćěŋĺľ.

Ţőâěńőáì ąë ćëąàăâì åěè-äãŋłæĺî âăł, çâőąë łőńńĺğĺĺ ąëńĺ ŋěćőğňőęŋë. Ŋő ŕàĺ |U| > m ŋěĺğąěęŋő áãéěáâćãîâ àăğŋëě łńîçĺ, ĺňěîéĺě őďŋő ĺ âő ęě åěè-ğŋăçěŋĺě. Šăł çâő ňőęŋő ńĺèì ŋăďěïâìáï, çâő ďńï äăłâĺçěáłĺ ŕàĺáãâáâćãîéĺå ć ňŋőęěáâćě łńîçěľ łőńńĺğĺľ ąãďěâ ŋěňŋőčő, ĺ ąëâì čőâőćëňĺ őąàăąăâëćăâì âě łőńńĺğĺĺ, łőâőàëě ćáñ-âăłĺ ŕàőĺğőľďãâ.

Ćëąĺàăï åěè-äãŋłæĺî, ňë őąëçŋő ŋě ğŋăěň ğăàăŋěě, łăłĺě ĺňěŋŋő łńîçĺ ąãďãâ åàăŋĺâìáï. Ŋő ŋă ćáïłĺľ áńãçăľ àăğãňŋő áďěńăâì áďěńăâì åěè-äãŋłæĺî ć łăłőň-âő áňëáńě ”áńãçăľŋőľ”, åőàőèő ŕěàěňěèĺćăîéěľ łńîçĺ ŕő ïçěľłăň (ăŋčńĺľáłĺľ čńăčőń “to hash” őğŋăçăěâ ”ňěńłő ŕőàãąĺâì, ŕőňěèĺćăï”). Řăğãňěěâáï, ”áńãçăľŋăï” åěè-äãŋłæĺï ďőńęŋă ćáñ ęě ąëâì ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋőľ ć âőň áňëáńě, çâő ŕàĺ ěě ŕőćâőàŋëå ćëğőćăå á őďŋĺň ĺ âěň ęě ăàčãňěŋâőň őŋă ďőńęŋă ćőğćàăéăâì őďŋő ĺ âő ęě åěè-ğŋăçěŋĺě.

Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ŕàőáâěľèĺľ áŕőáőą őąàăąőâłĺ (łăł čőćőàïâ, ”àăğàěèěŋĺï”) łőńńĺğĺľ á ŕőňőéìî æěŕőçěł. Ďàãčőľ áŕőáőą — őâłàëâăï ăďàěáăæĺï — àăááňăâàĺćăěâáï ć àăğďěńě 12.4.

Ŕěàěćőďë ŋăďŕĺáěľ ŋă áăňőľ łăàâĺŋłě: universe of keys — ćáěćőğňőęŋëě łńîçĺ, actual keys — ĺáŕőńìğãěňëě łńîçĺ

Řĺáãŋőł 12.3 Řăğàěèěŋĺě łőńńĺğĺľ á ŕőňőéìî æěŕőçěł. Ć ŕőğĺæĺĺ T [j] åàăŋĺâáï ãłăğăâěńì ŋă áŕĺáőł íńěňěŋâőć á åěè-ğŋăçěŋĺěň j. Ŋăŕàĺňěà, h(k1) = h(k4) ĺ h(k5 ) = h(k2) = h(k7).

Řăğàěèěŋĺě łőńńĺğĺľ á ŕőňőéìî æěŕőçěł

Šěåŋőńőčĺï áæěŕńěŋĺï íńěňěŋâőć (chaining) áőáâőĺâ ć âőň, çâő íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă, łőâőàëň áőőâćěâáâćãěâ őďŋő ĺ âő ęě åěèğŋăçěŋĺě, áćïğëćăîâáï ć æěŕőçłã-áŕĺáőł (àĺá. 12.3). Ć ŕőğĺæĺĺ ŋőňěà j åàăŋĺâáï ãłăğăâěńì ŋă čőńőćã áŕĺáłă âěå íńěňěŋâőć, ã łőâőàëå åěè-ğŋăçěŋĺě łńîçă àăćŋő j; ěáńĺ âăłĺå íńěňěŋâőć ć ňŋőęěáâćě ŋěâ, ć ŕőğĺæĺĺ j ğăŕĺáăŋ nil.

Őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï, ŕőĺáłă ĺ ãďăńěŋĺï àěăńĺğãîâáï ńěčłő:

Chained-Hash-Insert(T, x)

ďőąăćĺâì x ć čőńőćã áŕĺáłă T [h(key[x])]

Chained-Hash-Search(T, k)

ŋăľâĺ íńěňěŋâ á łńîçőň k ć áŕĺáłě T [h(k)]

Chained-Hash-Delete(T, x)

ãďăńĺâì x ĺğ áŕĺáłă T [h(key[x])]

Őŕěàăæĺï ďőąăćńěŋĺï àăąőâăěâ ć åãďèěň áńãçăě ğă ćàěňï O(1). Ňăłáĺňăńìŋőě ćàěňï àăąőâë őŕěàăæĺĺ ŕőĺáłă ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ďńĺŋě áŕĺáłă (ŋĺęě ňë àăááňőâàĺň íâőâ ćőŕàőá ŕőďàőąŋěě). Ŋăłőŋěæ, ãďăńěŋĺě íńěňěŋâă ňőęŋő ŕàőćěáâĺ ğă ćàěňï O(1) — ŕàĺ ãáńőćĺĺ, çâő áŕĺáłĺ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋë (ěáńĺ áŕĺáłĺ áćïğăŋë őďŋőáâőàőŋŋě, âő ďńï ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă x ŋăďő ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŋăľâĺ ěčő ŕàěďèěáâćěŋŋĺłă, ďńï çěčő ŋěőąåőďĺň ŕőĺáł ŕő áŕĺáłã; ć âăłőň áńãçăě áâőĺňőáâì ãďăńěŋĺï ĺ ŕőĺáłă ŕàĺňěàŋő őďĺŋăłőćë).

Ăŋăńĺğ åěèĺàőćăŋĺï á æěŕőçłăňĺ

Ć íâőň àăğďěńě ňë őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë őŕěàăæĺľ ďńï åěèĺàőćăŋĺï á æěŕőçłăňĺ.

Ŕãáâì T — åěè-âăąńĺæă á m ŕőğĺæĺïňĺ, ć łőâőàãî ğăŋěáěŋő n íńěňěŋâőć. Łőíääĺæĺěŋâőň ğăŕőńŋěŋĺï (load factor) âăąńĺæë ŋăğëćăěâáï çĺáńő α = n/m (íâő çĺáńő ňőęěâ ąëâì ĺ ňěŋìèě, ĺ ąőńìèě ěďĺŋĺæë). Ňë ąãďěň őæěŋĺćăâì áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ ć âěàňĺŋăå α.

Ć åãďèěň áńãçăě åěèĺàőćăŋĺě á æěŕőçłăňĺ ćěďěâ áěąï őâćàăâĺâěńìŋő: ěáńĺ åěè-ğŋăçěŋĺï ćáěå n łńîçěľ áőćŕăďăîâ, âő âăąńĺæă áćőďĺâáï ł őďŋőňã áŕĺáłã ďńĺŋë n, ĺ ŋă ŕőĺáł ąãďěâ âàăâĺâìáï âő ęě ćàěňï Θ(n), çâő ĺ ŋă ŕőĺáł ć áŕĺáłě, ŕńîá ěéñ ćàěňï ŋă ćëçĺáńěŋĺě åěè-äãŋłæĺĺ. Łőŋěçŋő, ć âăłőľ áĺâãăæĺĺ åěèĺàőćăŋĺě ąěááňëáńěŋŋő.

Śàěďŋïï áâőĺňőáâì ŕőĺáłă ğăćĺáĺâ őâ âőčő, ŋăáłőńìłő àăćŋőňěàŋő åěè-äãŋłæĺï àăáŕàěďěńïěâ åěè-ğŋăçěŋĺï ŕő ŕőğĺæĺïň âăąńĺæë. Ćőŕàőáã ő âőň, łăł ďőąĺćăâìáï íâőľ àăćŋőňěàŋőáâĺ, ŕőáćïéñŋ àăğďěń 12.3; ŕőłă ęě ąãďěň ãáńőćŋő ŕàěďŕőńăčăâì, çâő łăęďëľ ďăŋŋëľ íńěňěŋâ ňőęěâ ŕőŕăáâì ć ńîąãî ĺğ m ŕőğĺæĺľ âăąńĺæë á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ĺ ŋěğăćĺáĺňő őâ âőčő, łãďă ŕőŕăń ďàãčőľ íńěňěŋâ. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì íâő ŕàěďŕőńőęěŋĺě čĺŕőâěğőľ ”àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï” (simple uniform hashing).

Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ďńï ďăŋŋőčő łńîçă k ćëçĺáńěŋĺě åěèğŋăçěŋĺï h(k), èăč ŕő áŕĺáłã ĺ áàăćŋěŋĺě łńîçěľ âàěąãěâ äĺłáĺàőćăŋŋőčő ćàěňěŋĺ, âăł çâő ćàěňï ŕőĺáłă íńěňěŋâă á łńîçőň k ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺâ őâ łőńĺçěáâćă íńěňěŋâőć ć áŕĺáłě T [h(k)], łőâőàëě ňë ŕàőáňăâàĺćăěň ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă. Ąãďěň àăğńĺçăâì ďćă áńãçăï: ć ŕěàćőň áńãçăě ŕőĺáł őłăŋçĺćăěâáï ŋěãďăçěľ (íńěňěŋâă á łńîçőň k ć áŕĺáłě ŋěâ), ćő ćâőàőň ŕőĺáł ãáŕěèěŋ — íńěňěŋâ á âàěąãěňëň łńîçőň őąŋăàãęĺćăěâáï.

Šěőàěňă 12.1. Ŕãáâì T — åěè-âăąńĺæă á æěŕőçłăňĺ, ĺňěîéăï łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï α. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő åěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő. Šőčďă ŕàĺ ŕőĺáłě íńěňěŋâă, őâáãâáâćãîéěčő ć âăąńĺæě, ąãďěâ ŕàőáňőâàěŋő ć áàěďŋěň α íńěňěŋâőć âăąńĺæë, ă áàěďŋěě ćàěňï âăłőčő ŕőĺáłă (ćłńîçăï ćàěňï ŋă ćëçĺáńěŋĺě åěè-äãŋłæĺĺ) ąãďěâ àăćŋő Θ(1 + α).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕőáłőńìłã ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï ćáě ŕőğĺæĺĺ âăąńĺæë ďńï ďăŋŋőčő łńîçă àăćŋőćěàőïâŋë, áàěďŋěě ćàěňï ŕőĺáłă őâáãâáâćãîéěčő íńěňěŋâă áőćŕăďăěâ áő áàěďŋĺň ćàěňěŋěň ŕőńŋőčő ŕàőáňőâàă őďŋőčő ĺğ m áŕĺáłőć, âő ěáâì ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő áàěďŋěľ ďńĺŋě ŋăèĺå m áŕĺáłőć. İâă áàěďŋïï ďńĺŋă ěáâì n/m = α, őâłãďă ŕőńãçăěň ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë; ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ďőąăćĺâì ćàěňï Θ(1) ŋă ćëçĺáńěŋĺě åěè-ğŋăçěŋĺï.

Šěőàěňă 12.2. Ŕàĺ àăćŋőňěàŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ áàěďŋěě ćàěňï ãáŕěèŋőčő ŕőĺáłă ć åěè-âăąńĺæě á æěŕőçłăňĺ ěáâì Θ(1 + α), čďě α — łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ţőâï äőàňãńĺàőćłă íâőľ âěőàěňë ŕőåőęă ŋă ŕàěďëďãéãî, áňëáń ãâćěàęďěŋĺï ŋěáłőńìłő ĺŋőľ. Ć ŕàěďëďãéěľ âěőàěňě ňë àăááňăâàĺćăńĺ ŕàőĺğćőńìŋãî âăąńĺæã á łőíääĺæĺěŋâőň ğăŕőńŋěŋĺï α ĺ őæěŋĺćăńĺ áàěďŋěě çĺáńő ďěľáâćĺľ, ŋěőąåőďĺňëå ďńï ŕőĺáłă áńãçăľŋőčő íńěňěŋâă, àăćŋőćěàőïâŋő ŕőŕăďăîéěčő ćő ćáě ïçěľłĺ âăąńĺæë.

Ć íâőľ âěőàěňě âăł ďěńăâì ŋěńìğï: ěáńĺ ňë ćőğìňñň ŕàőĺğćőńìŋãî âăąńĺæã ĺ, áçĺâăï ćáě ěñ íńěňěŋâë àăćŋőćěàőïâŋëňĺ, ąãďěň ĺáłăâì áàěďŋěě ćàěňï ŕőĺáłă áńãçăľŋő ćëąàăŋŋőčő ĺğ ŋĺå, âő őæěŋłĺ ćĺďă Θ(1 + α) ŋě ŕőńãçĺâáï (łőŋâàŕàĺňěà: âăąńĺæă, ć łőâőàőľ ćáě íńěňěŋâë ŕőŕăńĺ ć őďĺŋ áŕĺáőł)

Ťőàňãńĺàőćłă ŕőďàăğãňěćăěâ ďćőľŋőě ãáàěďŋěŋĺě: áŋăçăńă ňë àăááňăâàĺćăěň áńãçăľŋő ćëąàăŋŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì íńěňěŋâőć, ďőąăćńïěňëå ć âăąńĺæã, ŕàĺçñň ŋă łăęďőň èăčě ćáě ğŋăçěŋĺï łńîçă àăćŋőćěàőïâŋë ĺ èăčĺ ŋěğăćĺáĺňë, ă ğăâěň ć ŕőńãçěŋŋőľ âăąńĺæě ćëąĺàăěň íńěňěŋâ ďńï ŕőĺáłă, áçĺâăï ćáě ěñ íńěňěŋâë àăćŋőćěàőïâŋëňĺ.

Ŕőáňőâàĺň ŋă áĺâãăæĺî ć âőâ ňőňěŋâ, łőčďă âăąńĺæă ãęě ŕőáâàőěŋă, ŋő áńãçăľŋëľ íńěňěŋâ ďńï ŕőĺáłă ěéñ ŋě ćëąàăŋ. Ůěňã àăćŋő áàěďŋěě ćàěňï ŕőĺáłă, ãáàěďŋñŋŋőě ŕő ćáěň n íńěňěŋâăň âăąńĺæë? Ŋăďő áńőęĺâì ŕőğĺæĺĺ ćáěå íńěňěŋâőć ć áćőĺå áŕĺáłăå ĺ ŕőďěńĺâì áãňňã ŋă n (őąéěě çĺáńő íńěňěŋâőć).

Ěáńĺ ŕàěďáâăćĺâì áěąě, çâő ŕàĺ ğăŕőńŋěŋĺĺ âăąńĺæë íńěňěŋâë ďőŕĺáëćăńĺáì ć łőŋěæ áőőâćěâáâćãîéĺå áŕĺáłőć (áň. ãŕà. 12.2-3), âő ãŕőňïŋãâăï áãňňă ŕő ŕőàïďłã ćěńĺçĺŋë àăćŋă őąéěňã çĺáńő őŕěàăæĺľ, ćëŕőńŋěŋŋëå ŕàĺ ğăŕőńŋěŋĺĺ âăąńĺæë (ŕőáłőńìłã ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ć łőŋěæ ĺ ŕàĺ ŕőĺáłě ćëŕőńŋïěâáï őďŋő ĺ âő ęě łőńĺçěáâćő ďěľáâćĺľ).

Šěŕěàì ćáŕőňŋĺň őą ãáàěďŋěŋĺĺ ŕő àăğńĺçŋëň ćőğňőęŋőáâïň ć ŕàőæěááě ŕőáâàőěŋĺï âăąńĺæë. Ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ć ŋěñ i-čő íńěňěŋâă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ďěľáâćĺľ àăćŋő Θ(1 + (i − 1)/m) (áň. ďőłăğăâěńìáâćő ŕàěďëďãéěľ âěőàěňë), ĺ ŕőâőňã ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě őąéěčő çĺáńă ďěľáâćĺľ ŕàĺ ğăŕőńŋěŋĺĺ âăąńĺæë, ďěńñŋŋőě ŋă n, ěáâì Θ ( 1 n n∑ i=1 ( 1 + i − 1 m )) = Θ ( 1 + 1 nm n∑ i=1 (i − 1) ) = = Θ ( 1 + 1 nm · (n − 1)n 2 ) = = Θ ( 1 + α 2 − 1 2m ) = Θ(1 + α).

Ěáńĺ łőńĺçěáâćő ŕőğĺæĺľ ć åěè-âăąńĺæě áçĺâăâì ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋëň çĺáńã íńěňěŋâőć ć âăąńĺæě, âő ĺğ ďőłăğăŋŋëå âěőàěň ćëâěłăěâ, çâő áàěďŋěě ćàěňï ŋă ŕőĺáł (ć őŕâĺňĺáâĺçěáłĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ) ěáâì O(1). Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ n = O(m), âő α = n/m = O(1) ĺ O(1 + α) = O(1). Ŕőáłőńìłã áâőĺňőáâì ďőąăćńěŋĺï ć åěè-âăąńĺæã á æěŕőçłăňĺ ěáâì O(1) (ďăęě ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ć łőŋěæ, áň. ãŕà. 12.2-3), ă áâőĺňőáâì ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă ěáâì O(1) (ňë áçĺâăěň, çâő áŕĺáłĺ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋë), áàěďŋěě ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ńîąőľ áńőćăàŋőľ őŕěàăæĺĺ (ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï) ěáâì O(1).

Şŕàăęŋěŋĺï

12.2-1 Ŕãáâì h — áńãçăľŋăï åěè-äãŋłæĺï, áőŕőáâăćńïîéăï á łăęďëň ĺğ n àăğńĺçŋëå łńîçěľ {k_1, k_2, . . ., k_n} őďŋã ĺğ m ŕőğĺæĺľ ć âăąńĺæě. Łăłőćő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă łőńńĺğĺľ (âőçŋěě, çĺáńă ŕăà (i, j), ďńï łőâőàëå çâő h(k_i) = h(k_j ))?

12.2-2 Łăł ąãďěâ ćëčńïďěâì åěè-âăąńĺæă á æěŕőçłăňĺ ŕőáńě âőčő, łăł ć ŋěñ ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕőňěáâĺńĺ íńěňěŋâë á łńîçăňĺ 5, 28, 19, 15, 20, 33, 12, 17, 10 (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě)? Ůĺáńő ŕőğĺæĺľ ć âăąńĺæě àăćŋő 9, åěè-äãŋłæĺï ĺňěěâ ćĺď h(k) = k mod 9.

12.2-3 Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ ďőąăćńěŋĺï ŋőćőčő íńěňěŋâă (ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï) ěáâì O(1 + α), ěáńĺ ňë ďőąăćńïěň ŋőćëľ íńěňěŋâ ć łőŋěæ áőőâćěâáâćãîéěľ æěŕőçłĺ.

12.2-4 Ŕàőäěááőà ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő åěèĺàőćăŋĺě á æěŕőçłăňĺ ąãďěâ čőàăğďő íääěłâĺćŋěě, ěáńĺ áŕĺáłĺ íńěňěŋâőć á ďăŋŋëň åěèğŋăçěŋĺěň ąãďãâ ãŕőàïďőçěŋŋëňĺ. Łăł íâőâ ŕőďåőď ŕőćńĺïěâ ŋă áâőĺňőáâì ãáŕěèŋőčő ŕőĺáłă, ŕőĺáłă őâáãâáâćãîéěčő íńěňěŋâă, ďőąăćńěŋĺï, ãďăńěŋĺï?

12.2-5 Řăğàăąőâăľâě àěăńĺğăæĺî åěè-âăąńĺæë á æěŕőçłăňĺ, ć łőâőàőľ ğăŕĺáĺ åàăŋïâáï ćŋãâàĺ áăňőľ åěè-âăąńĺæë (ŋěĺáŕőńìğãěňëě ŕőğĺæĺĺ áćïğëćăîâáï ć áŕĺáőł áćőąőďŋëå ňěáâ). Śçĺâăľâě, çâő ć łăęďőľ ŕőğĺæĺĺ ňőčãâ åàăŋĺâìáï ńĺąő äńăč ĺ ďćă ãłăğăâěńï, ńĺąő äńăč, ãłăğăâěńì ĺ íńěňěŋâ. Ćáě áńőćăàŋëě őŕěàăæĺĺ, ă âăłęě őŕěàăæĺĺ ŕő ćëďěńěŋĺî ĺ őáćőąőęďěŋĺî ňěáâă, ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(1). Őąïğăâěńìŋő ńĺ ďěńăâì áŕĺáőł áćőąőďŋëå ňěáâ ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëň?

12.2-6 Ŕãáâì őąéěě çĺáńő ćőğňőęŋëå łńîçěľ (àăğňěà ňŋőęěáâćă U) ŕàěćőáåőďĺâ mn, čďě m — łőńĺçěáâćő åěè-ğŋăçěŋĺľ. Ŕőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ŋě ňěŋěě n łńîçěľ á őďŋĺň ĺ âěň ęě åěè-ğŋăçěŋĺěň, âăł çâő ć åãďèěň áńãçăě ŕőĺáł ć åěè-âăąńĺæě á æěŕőçłăňĺ ğăľňěâ ćàěňï Θ(n).

12.3 Ţěè-äãŋłæĺĺ

Ć íâőň àăğďěńě ňë őąáãďĺň, çěčő ňë ęďñň őâ åőàőèěľ åěèäãŋłæĺĺ, ă ğăâěň àăğąěàñň âàĺ áŕőáőąă ŕőáâàőěŋĺï åěè-äãŋłæĺľ: ďěńěŋĺě á őáâăâłőň, ãňŋőęěŋĺě ĺ ãŋĺćěàáăńìŋőě åěèĺàőćăŋĺě.

Łăłőľ ďőńęŋă ąëâì åőàőèăï åěè-äãŋłæĺï?

Ţőàőèăï åěè-äãŋłæĺï ďőńęŋă (ŕàĺąńĺęěŋŋő) ãďőćńěâćőàïâì ŕàěďŕőńőęěŋĺïň àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï: ďńï őçěàěďŋőčő łńîçă ćáě m åěè-ğŋăçěŋĺľ ďőńęŋë ąëâì àăćŋőćěàőïâŋë. Ůâőąë íâő ŕàěďŕőńőęěŋĺě ĺňěńő áňëáń, äĺłáĺàãěň àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ P ŋă ňŋőęěáâćě U; ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő łńîçĺ ćëąĺàăîâáï ĺğ U ŋěğăćĺáĺňő ďàãč őâ ďàãčă, ĺ łăęďëľ àăáŕàěďěńñŋ ć áőőâćěâáâćĺĺ á P . Šőčďă àăćŋőňěàŋőě åěèĺàőćăŋĺě őğŋăçăěâ, çâő ∑ k : h(k)=j P (k) = 1 m ďńï j = 0, 1, . . ., m − 1. (12.1)

Ł áőęăńěŋĺî, àăáŕàěďěńěŋĺě P őąëçŋő ŋěĺğćěáâŋő, âăł çâő ŕàőćěàĺâì íâő ŋěćőğňőęŋő (ďă ĺ łńîçĺ ŋě ćáěčďă àăğãňŋő áçĺâăâì ŋěğăćĺáĺňëňĺ).

Ĺğàěďłă àăáŕàěďěńěŋĺě P ąëćăěâ ĺğćěáâŋő. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, łńîçĺ — áńãçăľŋëě ďěľáâćĺâěńìŋëě çĺáńă, ŋěğăćĺáĺňő ĺ àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńñŋŋëě ŋă ĺŋâěàćăńě [0; 1). Ć íâőň áńãçăě ńěčłő ćĺďěâì, çâő åěè-äãŋłæĺï h(k) = ⌊km⌋ ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî (12.1).

Ŋă ŕàăłâĺłě ŕàĺ ćëąőàě åěè-äãŋłæĺľ ŕőńìğãîâáï àăğńĺçŋëňĺ íćàĺáâĺłăňĺ, őáŋőćăŋŋëňĺ ŋă áŕěæĺäĺłě ğăďăçĺ. Ŋăŕàĺňěà, łőňŕĺńïâőà ïğëłă ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï åàăŋĺâ âăąńĺæã áĺňćőńőć, ć łőâőàőľ łńîçăňĺ ïćńïîâáï ĺďěŋâĺäĺłăâőàë ŕàőčàăňňë. Ůăáâő ć ŕàőčàăňňě ĺáŕőńìğãěâáï ŋěáłőńìłő ŕőåőęĺå ĺďěŋâĺäĺłăâőàőć (ŋăŕàĺňěà, pt ĺ pts). Ţőàőèăï åěè-äãŋłæĺï ąãďěâ áâăàăâìáï, çâőąë åěèğŋăçěŋĺï ã âăłĺå ŕőåőęĺå ĺďěŋâĺäĺłăâőàőć ąëńĺ àăğńĺçŋë.

Őąëçŋő áâăàăîâáï ŕőďőąàăâì åěè-äãŋłæĺî âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ěñ ŕőćěďěŋĺě ŋě łőààěńĺàőćăńő á àăğńĺçŋëňĺ ğăłőŋőňěàŋőáâïňĺ, łőâőàëě ňőčãâ ćáâàěâĺâìáï ć åěèĺàãěňëå ďăŋŋëå. Ŋăŕàĺňěà, őŕĺáëćăěňëľ ŋĺęě ňěâőď ďěńěŋĺï á őáâăâłőň áőáâőĺâ ć âőň, çâő ć łăçěáâćě åěè-ğŋăçěŋĺï ąěàñâáï őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï łńîçă ŋă ŋěłőâőàőě ŕàőáâőě çĺáńő. Ěáńĺ íâő ŕàőáâőě çĺáńő ŋĺłăł ŋě áćïğăŋő á äãŋłæĺěľ àăáŕàěďěńěŋĺï P , âő âăłőľ ňěâőď ďăñâ åőàőèĺě àěğãńìâăâë.

Ğăňěâĺň ć ğăłńîçěŋĺě, çâő ĺŋőčďă ęěńăâěńìŋő, çâőąë åěèäãŋłæĺï ãďőćńěâćőàïńă ãáńőćĺïň, ćëåőďïéĺň ğă ŕàěďěńë âàěąőćăŋĺï àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï. Ŋăŕàĺňěà, ňőęŋő áâăàăâìáï, çâőąë ”ąńĺğłĺň” ć łăłőň-ńĺąő áňëáńě łńîçăň áőőâćěâáâćőćăńĺ ”ďăńñłĺě” åěè-ğŋăçěŋĺï (íâő őáőąěŋŋő ęěńăâěńìŋő ŕàĺ ŕőńìğőćăŋĺĺ őŕĺáăŋŋőľ ć àăğďěńě 12.4 ńĺŋěľŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ŕàőą).

Łńîçĺ łăł ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă

Őąëçŋő ŕàěďŕőńăčăîâ, çâő őąńăáâì őŕàěďěńěŋĺï åěè-äãŋłæĺĺ — ňŋőęěáâćő æěńëå ŋěőâàĺæăâěńìŋëå çĺáěń. Ěáńĺ łńîçĺ ŋě ïćńïîâáï ŋăâãàăńìŋëňĺ çĺáńăňĺ, ĺå őąëçŋő ňőęŋő ŕàěőąàăğőćăâì ł âăłőňã ćĺďã (åőâï çĺáńă ňőčãâ ŕőńãçĺâìáï ąőńìèĺňĺ). Ŋăŕàĺňěà, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áĺňćőńőć ňőęŋő ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì łăł çĺáńă, ğăŕĺáăŋŋëě ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï á ŕőďåőďïéĺň őáŋőćăŋĺěň: ĺďěŋâĺäĺłăâőà pt — íâő ŕăàă çĺáěń (112, 116) (âăłőćë ASCII-łőďë ąãłć p ĺ t), ĺńĺ ęě çĺáńő (112 · 128) + 116 = 14452 (ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï ŕő őáŋőćăŋĺî 128). Ďăńěě ňë ćáěčďă ąãďěň áçĺâăâì, çâő łńîçĺ — æěńëě ŋěőâàĺæăâěńìŋëě çĺáńă.

12.3.1 Ďěńěŋĺě á őáâăâłőň

Ŕőáâàőěŋĺě åěè-äãŋłæĺĺ ňěâőďőň ďěńěŋĺï á őáâăâłőň (division method) áőáâőĺâ ć âőň, çâő łńîçã k áâăćĺâáï ć áőőâćěâáâćĺě őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï k ŋă m, čďě m — çĺáńő ćőğňőęŋëå åěè-ğŋăçěŋĺľ: h(k) = k mod m. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ àăğňěà åěè-âăąńĺæë àăćěŋ m = 12 ĺ łńîç àăćěŋ 100, âő åěè-ğŋăçěŋĺě àăćŋő 4.

Ŕàĺ íâőň ŋěłőâőàëå ğŋăçěŋĺľ m áâőĺâ ĺğąěčăâì. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ m = 2^p, âő h(k) — íâő ŕàőáâő p ňńăďèĺå ąĺâőć çĺáńă k. Ěáńĺ ŋěâ ãćěàěŋŋőáâĺ, çâő ćáě łőňąĺŋăæĺĺ ňńăďèĺå ąĺâőć łńîçă ąãďãâ ćáâàěçăâìáï á őďĺŋăłőćőľ çăáâőâőľ, âő áâěŕěŋì ďćőľłĺ ć łăçěáâćě çĺáńă m ŋě ćëąĺàăîâ. Ŋěåőàőèő âăłęě ćëąĺàăâì ć łăçěáâćě m áâěŕěŋì ďěáïâłĺ, ěáńĺ łńîçĺ ěáâěáâćěŋŋő ćőğŋĺłăîâ łăł ďěáïâĺçŋëě çĺáńă: ćěďì ć íâőň áńãçăě őłăęěâáï, çâő ãęě çăáâì æĺäà łńîçă ŕőńŋőáâìî őŕàěďěńïěâ åěè-ğŋăçěŋĺě. Ěáńĺ łńîçĺ ěáâěáâćěŋŋő ćőğŋĺłăîâ łăł çĺáńă ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï á őáŋőćăŋĺěň 2^p, âő ŋěåőàőèő ąàăâì m = 2^p − 1, ŕőáłőńìłã ŕàĺ íâőň őďĺŋăłőćőě åěèğŋăçěŋĺě ĺňěîâ łńîçĺ, őâńĺçăîéĺěáï ńĺèì ŕěàěáâăŋőćłőľ ”2^pĺçŋëå æĺäà”.

Ţőàőèĺě àěğãńìâăâë őąëçŋő ŕőńãçăîâáï, ěáńĺ ćëąàăâì ć łăçěáâćě m ŕàőáâőě çĺáńő, ďăńěłő őâáâőïéěě őâ áâěŕěŋěľ ďćőľłĺ. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, ŋăň ŋăďő ŕőňěáâĺâì ŕàĺňěàŋő 2000 ğăŕĺáěľ ć åěèâăąńĺæã á æěŕőçłăňĺ, ŕàĺçěň ŋăá ŋě ŕãčăěâ ćőğňőęŋëľ ŕěàěąőà

Ŕěàěćőďë ŋăďŕĺáěľ: w bits — w ąĺâőć; extract p bits — ćëďěńĺâì p ąĺâőć. ĆŊĹŇĂŊĹĚ: ŋă àĺáãŋłě ŋăďő ŞĄŘĂŠĲ ğŋăłĺ æěńőľ çăáâĺ, ğăňěŋĺć ⌊A · 2^w⌋ ŋă A · 2^w !!!!!!!

Řĺáãŋőł 12.4 Ţěèĺàőćăŋĺě ňěâőďőň ãňŋőęěŋĺï. Łńîç k, ŕàěďáâăćńěŋŋëľ ć ćĺďě w-ąĺâŋőčő çĺáńă, ãňŋőęăěâáï ŋă w-ąĺâŋőě çĺáńő A · 2^w, čďě A — łőŋáâăŋâă ĺğ ĺŋâěàćăńă (0; 1). Ş ŕàőĺğćěďěŋĺï ąěàãâ ňńăďèĺě w ąĺâőć, ă ĺğ íâĺå w ąĺâőć ćëďěńïîâ p áâăàèĺå. İâő ĺ ěáâì åěè-ğŋăçěŋĺě h(k).

âàñå ćăàĺăŋâőć ŕàĺ ŕőĺáłě őâáãâáâćãîéěčő ć âăąńĺæě íńěňěŋâă. Ůâő ę, ćőáŕőńìğãěňáï ňěâőďőň ďěńěŋĺï á őáâăâłőň ŕàĺ ďńĺŋě åěèâăąńĺæë m = 701. Ůĺáńő 701 ŕàőáâőě, 701 ≈ 2000/3, ĺ ďő áâěŕěŋěľ ďćőľłĺ őâ çĺáńă 701 âőęě ďăńěłő. Śâăńő ąëâì, ňőęŋő ćëąàăâì åěèäãŋłæĺî ćĺďă h(k) = k mod 701.

Ŋă ćáïłĺľ áńãçăľ ňőęŋő ěéñ ŕőíłáŕěàĺňěŋâĺàőćăâì á àěăńìŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ŋă ŕàěďňěâ âőčő, ŋăáłőńìłő àăćŋőňěàŋő ąãďãâ àăáŕàěďěńěŋë ĺå åěè-ğŋăçěŋĺï.

12.3.2 Şňŋőęěŋĺě

Ŕőáâàőěŋĺě åěè-äãŋłæĺĺ ňěâőďőň ãňŋőęěŋĺï (multiplication method) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ŕãáâì łőńĺçěáâćő åěè-ğŋăçěŋĺľ àăćŋő m. Ğăäĺłáĺàãěň łőŋáâăŋâã A ć ĺŋâěàćăńě 0 < A < 1, ĺ ŕőńőęĺň h(k) = ⌊m(kA mod 1)⌋, čďě kA mod 1 — ďàőąŋăï çăáâì kA.

Ďőáâőĺŋáâćő ňěâőďă ãňŋőęěŋĺï ć âőň, çâő łăçěáâćő åěè-äãŋłæĺĺ ňăńő ğăćĺáĺâ őâ ćëąőàă m. Őąëçŋő ć łăçěáâćě m ćëąĺàăîâ áâěŕěŋì ďćőľłĺ, ŕőáłőńìłã ć ąőńìèĺŋáâćě łőňŕìîâěàőć ãňŋőęěŋĺě ŋă âăłőě m àěăńĺğãěâáï łăł áďćĺč áńőćă. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, ďńĺŋă áńőćă ć ŋăèěň łőňŕìîâěàě àăćŋă w ąĺâăň ĺ łńîç k ŕőňěéăěâáï ć őďŋő áńőćő. Šőčďă, ěáńĺ m = 2^p, âő ćëçĺáńěŋĺě åěè-äãŋłæĺĺ ňőęŋő ŕàőćěáâĺ âăł: ãňŋőęĺň k ŋă w-ąĺâŋőě æěńőě çĺáńő A · 2^w (ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő íâő çĺáńő ïćńïěâáï æěńëň); ŕőńãçĺâáï 2w-ąĺâŋőě çĺáńő Ňěâőď ãňŋőęěŋĺï àăąőâăěâ ŕàĺ ńîąőň ćëąőàě łőŋáâăŋâë A, ŋő ŋěłőâőàëě ğŋăçěŋĺï A ňőčãâ ąëâì ńãçèě ďàãčĺå. Őŕâĺňăńìŋëľ ćëąőà ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăłőčő àőďă ďăŋŋëě ŕőďćěàčăîâáï åěèĺàőćăŋĺî. Ć łŋĺčě [123] Łŋãâ őąáãęďăěâ ćëąőà łőŋáâăŋâë A ĺ ŕàĺåőďĺâ ł ćëćőďã, çâő ğŋăçěŋĺě A ≈ ( √ 5 − 1)/2 = 0,6180339887 . . . (12.2)

ïćńïěâáï ďőćőńìŋő ãďăçŋëň.

Ć ğăłńîçěŋĺě ŕàĺćěďñň ŕàĺňěà: ěáńĺ k = 123456, m = 10000 ĺ A őŕàěďěńěŋő äőàňãńőľ (12.2), âő

h(k) = ⌊10000 · (123456 · 0,61803 . . . mod 1)⌋ = = ⌊10000 · (76300,0041151 . . . mod 1)⌋ = = ⌊10000 · 0,0041151 . . .⌋ = = ⌊41,151 . . .⌋ = 41.

12.3.3 Şŋĺćěàáăńìŋőě åěèĺàőćăŋĺě

Ěáńĺ ŋěďőąàőęěńăâěńì ąãďěâ áŕěæĺăńìŋő ŕőďąĺàăâì ďăŋŋëě ďńï åěèĺàőćăŋĺï, âő (ğŋăï äãŋłæĺî h) őŋ ňőęěâ ãáâàőĺâì âăł, çâő ćáě n łńîçěľ ąãďãâ áőőâćěâáâćőćăâì őďŋőľ ŕőğĺæĺĺ ć âăąńĺæě, ć àěğãńìâăâě çěčő ćàěňï ŕőĺáłă ąãďěâ àăćŋő Θ(n). Ńîąăï äĺłáĺàőćăŋŋăï åěè-äãŋłæĺï ňőęěâ ąëâì ďĺáłàěďĺâĺàőćăŋă âăłĺň őąàăğőň. Ěďĺŋáâćěŋŋëľ ćëåőď ĺğ ŕőńőęěŋĺï — ćëąĺàăâì åěè-äãŋłæĺî áńãçăľŋëň őąàăğőň, ŋě ğăćĺáïéĺň őâ âőčő, łăłĺě ĺňěŋŋő ďăŋŋëě ćë åěèĺàãěâě. Šăłőľ ŕőďåőď ŋăğëćăěâáï ãŋĺćěàáăńìŋëň åěèĺàőćăŋĺěň (universal hashing). Ůâő ąë ŋĺ ŕàěďŕàĺŋĺňăń ćăè ŋěďőąàőęěńăâěńì, ěáńĺ őŋ ŋě ĺňěěâ ĺŋäőàňăæĺĺ ő ćëąàăŋŋőľ åěè-äãŋłæĺĺ, áàěďŋěě ćàěňï ŕőĺáłă őáâăŋěâáï åőàőèĺň.

Őáŋőćŋăï ĺďěï ãŋĺćěàáăńìŋőčő åěèĺàőćăŋĺï — ćëąĺàăâì åěèäãŋłæĺî ćő ćàěňï ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőčàăňňë áńãçăľŋëň őąàăğőň ĺğ ŋěłőâőàőčő ňŋőęěáâćă. Śâăńő ąëâì, ŕàĺ ŕőćâőàŋőň ćëğőćě á âěňĺ ęě ćåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ăńčőàĺâň ąãďěâ àăąőâăâì ãęě ŕő-ďàãčőňã. Łăł ĺ ć áńãçăě á ăńčőàĺâňőň ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ, àăŋďőňĺğăæĺï čăàăŋâĺàãěâ, çâő ŋěńìğï ŕàĺďãňăâì ćåőďŋëå ďăŋŋëå, ŋă łőâőàëå ăńčőàĺâň ćáěčďă ąë àăąőâăń ňěďńěŋŋő (ć ŕàĺňěàě á łőňŕĺńïâőàőň ĺ âăąńĺæěľ áĺňćőńőć ŋě áňőęěâ ŕőńãçĺâìáï, çâő łăłőľ-âő őŕàěďěńñŋŋëľ áâĺńì ćëąőàă ĺďěŋâĺäĺłăâőàőć ŕàĺćőďĺâ ł ğăňěďńěŋĺî łőňŕĺńïæĺĺ: ćěàőïâŋőáâì, çâő łőňŕĺńïæĺï ğăňěďńĺâáï ĺğ-ğă ŋěãďăçŋőčő åěèĺàőćăŋĺï, ćő-ŕěàćëå, ňăńă, ĺ ćő-ćâőàëå, ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ łőńĺçěáâćă ĺďěŋâĺäĺłăâőàőć, ŋő ŋě őâ ĺå ćëąőàă).

Ŕãáâì H — łőŋěçŋőě áěňěľáâćő äãŋłæĺľ, őâőąàăęăîéĺå ďăŋŋőě ňŋőęěáâćő U (ňŋőęěáâćő ćáěćőğňőęŋëå łńîçěľ) ćő ňŋőęěáâćő {0, 1, . . ., m − 1} (ňŋőęěáâćő åěè-ğŋăçěŋĺľ). İâő áěňěľáâćő ŋăğëćăěâáï ãŋĺćěàáăńìŋëň (universal), ěáńĺ ďńï ńîąëå ďćãå łńîçěľ x, y ∈ U çĺáńő äãŋłæĺľ h ∈ H, ďńï łőâőàëå h(x) = h(y), àăćŋő |H|/m. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ŕàĺ áńãçăľŋőň ćëąőàě åěè-äãŋłæĺĺ ćěàőïâŋőáâì łőńńĺğĺĺ ňěęďã ďćãňï ďăŋŋëňĺ łńîçăňĺ ďőńęŋă àăćŋïâìáï ćěàőïâŋőáâĺ áőćŕăďěŋĺï ďćãå áńãçăľŋő ćëąàăŋŋëå åěèğŋăçěŋĺľ (łőâőàăï àăćŋă 1/m).

Śńěďãîéăï âěőàěňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ãŋĺćěàáăńìŋőě áěňěľáâćő åěè-äãŋłæĺľ őąěáŕěçĺćăěâ åőàőèãî ŕàőĺğćőďĺâěńìŋőáâì ć áàěďŋěň.

Šěőàěňă 12.3. Ŕãáâì ŋăň ŋěőąåőďĺňő ŕőňěáâĺâì n äĺłáĺàőćăŋŋëå łńîçěľ ć âăąńĺæã àăğňěàă m, čďě m ⩾ n, ĺ åěè-äãŋłæĺï ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋëň őąàăğőň ĺğ ãŋĺćěàáăńìŋőčő áěňěľáâćă. Šőčďă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă łőńńĺğĺľ, ć łőâőàëå ãçăáâćãěâ ďăŋŋëľ łńîç x, ňěŋìèě ěďĺŋĺæë.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă łőńńĺğĺľ ďăŋŋőčő łńîçă x á ďăŋŋëň łńîçőň y àăćŋő 1/m ŕő őŕàěďěńěŋĺî ãŋĺćěàáăńìŋőčő áěňěľáâćă. Ŕőáłőńìłã ćáěčő ĺňěěâáï n − 1 łńîçěľ, őâńĺçŋëå őâ x, ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă łőńńĺğĺľ á łăłĺňŋĺąãďì ĺğ íâĺå łńîçěľ àăćŋő (n − 1)/m, çâő ňěŋìèě ěďĺŋĺæë, ŕőáłőńìłã n ⩽ m.

Łăł ęě ŕőáâàőĺâì ãŋĺćěàáăńìŋőě áěňěľáâćő? Ŋăň ŕőňőęěâ ć íâőň íńěňěŋâăàŋăï âěőàĺï çĺáěń. Ůĺáńő m (łőńĺçěáâćő åěè-ğŋăçěŋĺľ) ćëąěàěň ŕàőáâëň. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő łăęďëľ łńîç ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì r + 1 ”ąăľâőć” (ąăľâ, ĺńĺ áĺňćőń,— íâő ŕàőáâő ďćőĺçŋőě çĺáńő á őčàăŋĺçěŋŋëň çĺáńőň àăğàïďőć; ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ňăłáĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ąăľâă ňěŋìèě m). Ďńï łăęďőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ a = ⟨a_0, a_1, . . ., a_r⟩, íńěňěŋâë łőâőàőľ ïćńïîâáï ćëçěâăňĺ ŕő ňőďãńî m (âő ěáâì ŕàĺŋăďńěęăâ ňŋőęěáâćã {0, 1, . . ., m − 1}), àăááňőâàĺň äãŋłæĺî h_a, ğăďăŋŋãî äőàňãńőľ

h_a(x) = r∑ i=0 a_ix_i mod m, (12.3)

čďě łńîç x ěáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ąăľâőć ⟨x_0, x_1, . . ., x_r⟩. Ŕőńő- ęĺň H = ⋃ a {h_a}, (12.4)

Őçěćĺďŋő, ňŋőęěáâćő H áőďěàęĺâ m^{r+1} íńěňěŋâőć.

Šěőàěňă 12.4. Śěňěľáâćő äãŋłæĺľ H, őŕàěďěńñŋŋőě ŕő äőàňãńăň (12.3) ĺ (12.4), ïćńïěâáï ãŋĺćěàáăńìŋëň áěňěľáâćőň åěèäãŋłæĺľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì x = ⟨x_0, x_1, . . ., x_r⟩ ĺ y = ⟨y_0, y_1, . . ., y_r⟩ — ďćă àăğńĺçŋëå łńîçă; ŋě őčàăŋĺçĺćăï őąéŋőáâĺ, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő x_0 ≠ y_0. Ěáńĺ a = ⟨a_0, a_1, . . ., a_r⟩, âő h_a(x) = h_a(y) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă

a_0(x_0 − y_0) ≡ − r∑ j=1 a_i(x_i − y_i) (mod m).

Ŕőáłőńìłã x_0 − y_0 ≢ 0 (mod m), ďńï łăęďőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨a_1, . . ., a_r⟩ áãéěáâćãěâ ĺ ěďĺŋáâćěŋŋő ğŋăçěŋĺě a_0, ŕàĺ łőâőàőň íâő àăćěŋáâćő ćëŕőńŋěŋő (àăğďěń 33.4). Łőńĺçěáâćő âăłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ àăćŋő m^r, ĺ âăłőćő ęě, áâăńő ąëâì, łőńĺçěáâćő äãŋłæĺľ ĺğ H, ŋě àăğńĺçăîéĺå łńîçĺ x ĺ y. Ŕőáłőńìłã m^r = |H|/m, ćáñ ďőłăğăŋő.

[Łőàőçě ňőęŋő áłăğăâì âăł: ŋěŋãńěćőľ ńĺŋěľŋëľ äãŋłæĺőŋăń h → h(x − y) á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ŕàĺŋĺňăěâ ńîąőě ĺğ m áćőĺå ğŋăçěŋĺľ, ć âőň çĺáńě 0.]

Şŕàăęŋěŋĺï

12.3-1 Ŕãáâì ć áćïğăŋŋőň áŕĺáłě łăęďëľ íńěňěŋâ åàăŋĺâáï ćňěáâě á ěčő łńîçőň k ĺ áőőâćěâáâćãîéĺň åěè-ğŋăçěŋĺěň h(k). Łńîç ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ďńĺŋŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áĺňćőńőć. Łăł ňőęŋő ãŕàőáâĺâì ŕőĺáł ć íâőň áŕĺáłě íńěňěŋâă á ďăŋŋëň łńîçőň?

12.3-2 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő łńîçăňĺ ïćńïîâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áĺňćőńőć, łőâőàëě ňë àăááňăâàĺćăěň łăł çĺáńă, ğăŕĺáăŋŋëě ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï á őáŋőćăŋĺěň 128. Ůĺáńő m ŕőňěéăěâáï ć 32-ąĺâŋőň áńőćě á ğăŕăáőň, ŋő çĺáńă, áőőâćěâáâćãîéĺě łńîçăň, ãęě ŋě ŕőňěéăîâáï, ŕőáłőńìłã łńîçĺ áőďěàęăâ ňŋőčő ďěáïâłőć áĺňćőńőć. Łăł ćëçĺáńĺâì åěè-äãŋłæĺî, ŕőáâàőěŋŋãî ňěâőďőň ďěńěŋĺï? (Ŋěâ ŋěőąåőďĺňőáâĺ àěăńĺğőćëćăâì ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ á ďńĺŋŋëňĺ çĺáńăňĺ — ďőáâăâőçŋő ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ ŕőáâőïŋŋőčő őąêñňă.)

12.3-3 Ŕãáâì łńîçĺ ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ pąĺâŋëå áĺňćőńőć, àăááňăâàĺćăěňëě łăł çĺáńă ć 2^p-ĺçŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï, ă ć łăçěáâćě åěè-äãŋłæĺĺ ćëąàăŋ őáâăâőł ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă m = 2^p − 1. Ŕőłăęĺâě, çâő ďćãň łńîçăň, őâńĺçăîéĺňáï âőńìłő ŕőàïďłőň áĺňćőńőć, áőőâćěâáâćãěâ őďŋő ĺ âő ęě åěè-ğŋăçěŋĺě. Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà ŕàĺńőęěŋĺï, ć łőâőàőň ŕàĺňěŋěŋĺě âăłőľ åěèäãŋłæĺĺ ąëńő ąë ŋěęěńăâěńìŋő.

12.3-4 Ŕãáâì àăğňěà åěè-âăąńĺæë àăćěŋ m = 1000, ă åěèäãŋłæĺï ĺňěěâ ćĺď h(k) = ⌊m(kA mod 1)⌋, čďě A = ( √ 5 − 1)/2.

Ć łăłĺě ŕőğĺæĺĺ ŕőŕăďãâ łńîçĺ 61, 62, 63, 64 ĺ 65?

12.3-5 Şďăńĺň ĺğ áěňěľáâćă H, őŕàěďěńñŋŋőčő ŕő äőàňãńăň (12.3) ĺ (12.4), âě äãŋłæĺĺ h_a, ć łőâőàëå åőâï ąë őďŋő ĺğ a_i àăćŋă ŋãńî. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőńãçĺćèěěáï áěňěľáâćő åěè-äãŋłæĺľ ãŋĺćěàáăńìŋëň ŋě ąãďěâ.

12.4 Őâłàëâăï ăďàěáăæĺï

Ć őâńĺçĺě őâ åěèĺàőćăŋĺï á æěŕőçłăňĺ, ŕàĺ őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ (open addressing) ŋĺłăłĺå áŕĺáłőć ŋěâ, ă ćáě ğăŕĺáĺ åàăŋïâáï ć áăňőľ åěè-âăąńĺæě: łăęďăï ïçěľłă âăąńĺæë áőďěàęĺâ ńĺąő íńěňěŋâ ďĺŋăňĺçěáłőčő ňŋőęěáâćă, ńĺąő nil. Ŕőĺáł ğăłńîçăěâáï ć âőň, çâő ňë őŕàěďěńñŋŋëň őąàăğőň ŕàőáňăâàĺćăěň íńěňěŋâë âăąńĺæë, ŕőłă ŋě ŋăľďñň âő, çâő ĺéěň, ĺńĺ ŋě ãďőáâőćěàĺňáï, çâő íńěňěŋâă á âăłĺň łńîçőň ć âăąńĺæě ŋěâ. Šěň áăňëň çĺáńő åàăŋĺňëå íńěňěŋâőć ŋě ňőęěâ ąëâì ąőńìèě àăğňěàă âăąńĺæë: łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŋě ąőńìèě 1.

Łőŋěçŋő, ĺ ŕàĺ åěèĺàőćăŋĺĺ á æěŕőçłăňĺ ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì áćőąőďŋëě ňěáâă ć åěè-âăąńĺæě ďńï åàăŋěŋĺï áŕĺáłőć (ãŕàăęŋěŋĺě 12.2-5), ŋő ŕàĺ őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ ãłăğăâěńĺ ćőőąéě ŋě ĺáŕőńìğãîâáï: ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőáňăâàĺćăěňëå ïçěěł ćëçĺáńïěâáï. Ğă áçěâ íłőŋőňĺĺ ŕăňïâĺ ŋă ãłăğăâěńïå ňőęŋő ãćěńĺçĺâì łőńĺçěáâćő ŕőğĺæĺľ ć âăąńĺæě, çâő ãňěŋìèăěâ çĺáńő łőńńĺğĺľ ĺ áőłàăéăěâ ŕőĺáł.

Ůâőąë ďőąăćĺâì ŋőćëľ íńěňěŋâ ć âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ, ïçěľłĺ łőâőàőľ ğăŋãňěàőćăŋë æěńëňĺ çĺáńăňĺ őâ 0 ďő m − 1, ňë ŕàőáňăâàĺćăěň ěñ, ŕőłă ŋě ŋăľďěň áćőąőďŋőě ňěáâő. Ěáńĺ ćáïłĺľ àăğ ŕàőáňăâàĺćăâì ïçěľłĺ ŕőďàïď (0, 1, . . ., m−1), ŕőâàěąãěâáï ćàěňï Θ(n), ŋő áãâì ć âőň, çâő ŕőàïďőł ŕàőáňőâàă âăąńĺæë ğăćĺáĺâ őâ łńîçă! Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ňë ďőąăćńïěň ł åěè-äãŋłæĺĺ ćâőàőľ ăàčãňěŋâ — ŋőňěà ŕőŕëâłĺ (ŋãňěàăæĺî ŋăçĺŋăěň á ŋãńï), âăł çâő åěè-äãŋłæĺï ĺňěěâ ćĺď h: U × {0, 1, . . ., m − 1} → {0, 1, . . ., m − 1} (U — ňŋőęěáâćő łńîçěľ). Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺáŕàőąőćăŋŋëå ňěáâ (probe sequence), ĺńĺ (łőàőçě) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą ďńï ďăŋŋőčő łńîçă k ĺňěěâ ćĺď ⟨h(k, 0), h(k, 1), . . ., h(k, m − 1)⟩; äãŋłæĺï h ďőńęŋă ąëâì âăłőľ, çâőąë łăęďőě ĺğ çĺáěń őâ 0 ďő m−1 ćáâàěâĺńőáì ć íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ àőćŋő őďĺŋ àăğ (ďńï łăęďőčő łńîçă ćáě ŕőğĺæĺĺ âăąńĺæë ďőńęŋë ąëâì ďőáâãŕŋë). Ŋĺęě ŕàĺćőďĺâáï âěłáâ ŕàőæěďãàë ďőąăćńěŋĺï ć âăąńĺæã T á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ; ć ŋěň ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő ğăŕĺáĺ ŋě áőďěàęăâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ, łàőňě łńîçă. Ěáńĺ ïçěľłă âăąńĺæë ŕãáâă, ć ŋěľ ğăŕĺáăŋ nil (äĺłáĺàőćăŋŋőě ğŋăçěŋĺě, őâńĺçŋőě őâ ćáěå łńîçěľ).

Hash-Insert(T, k) 1 i ← 0 2 repeat j ← h(k, i) 3 if T [j] = nil 4 then T [j] ← k 5 return j 6 else i ← i + 1 7 until i = m 8 error ”ŕěàěŕőńŋěŋĺě åěè-âăąńĺæë”

Ŕàĺ ŕőĺáłě íńěňěŋâă á łńîçőň k ć âăąńĺæě á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ ïçěľłĺ âăąńĺæë ŕàőáňăâàĺćăîâáï ć âőň ęě ŕőàïďłě, çâő ĺ ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ć ŋěě íńěňěŋâă á łńîçőň k. Ěáńĺ ŕàĺ íâőň ňë ŋăâëłăěňáï ŋă ïçěľłã, ć łőâőàőľ ğăŕĺáăŋ nil, âő ňőęŋő ąëâì ãćěàěŋŋëň, çâő ĺáłőňőčő íńěňěŋâă ć âăąńĺæě ŋěâ (ĺŋăçě őŋ ąëń ąë ğăŋěáñŋ ć íâã ïçěľłã). (Ćŋĺňăŋĺě: ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŋĺłăłĺě íńěňěŋâë ĺğ âăąńĺæë ŋě ãďăńïîâáï!)

Ćőâ âěłáâ ŕàőæěďãàë ŕőĺáłă Hash-Search (ěáńĺ íńěňěŋâ á łńîçőň k áőďěàęĺâáï ć âăąńĺæě T ć ŕőğĺæĺĺ j, ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ j, ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě őŋă ćőğćàăéăěâ nil).

Hash-Search(T, k) 1 i ← 0 2 repeat j ← h(k, i) 3 if T [j] = k 4 then return j 5 i ← i + 1 6 until T [j] = nil ĺńĺ i = m 7 return nil

Şďăńĺâì íńěňěŋâ ĺğ âăąńĺæë á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ ŋě âăł ŕàőáâő. Ěáńĺ ŕàőáâő ğăŕĺáăâì ŋă ěčő ňěáâő nil, âő ć ďăńìŋěľèěň ňë ŋě áňőęěň ŋăľâĺ âě íńěňěŋâë, ć ňőňěŋâ ďőąăćńěŋĺï łőâőàëå ć âăąńĺæã íâő ňěáâő ąëńő ğăŋïâő (ĺ ĺğ-ğă íâőčő ąëń ćëąàăŋ ąőńěě ďăńñłĺľ íńěňěŋâ ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺáŕàőąőćăŋŋëå ňěáâ). Ćőğňőęŋőě àěèěŋĺě — ğăŕĺáëćăâì ŋă ňěáâő ãďăńñŋŋőčő íńěňěŋâă ŋě nil, ă áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě deleted (”ãďăńñŋ”), ĺ ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ àăááňăâàĺćăâì ïçěľłã á ğăŕĺáìî deleted łăł áćőąőďŋãî, ă ŕàĺ ŕőĺáłě — łăł ğăŋïâãî (ĺ ŕàőďőńęăâì ŕőĺáł). Ŋěďőáâăâőł íâőčő ŕőďåőďă ć âőň, çâő ćàěňï ŕőĺáłă ňőęěâ őłăğăâìáï ąőńìèĺň ďăęě ŕàĺ ŋĺğłőň łőíääĺæĺěŋâě ğăŕőńŋěŋĺï. Ŕőíâőňã, ěáńĺ âàěąãěâáï ãďăńïâì ğăŕĺáĺ ĺğ åěè-âăąńĺæë, ŕàěďŕőçâěŋĺě őąëçŋő őâďăîâ åěèĺàőćăŋĺî á æěŕőçłăňĺ.

Ć ŋăèěň ăŋăńĺğě őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ ňë ąãďěň ĺáåőďĺâì ĺğ ŕàěďŕőńőęěŋĺï, çâő åěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő (uniform) ć âőň áňëáńě, çâő ćáě m! ŕěàěáâăŋőćőł ňŋőęěáâćă {0, 1, . . ., m − 1} àăćŋőćěàőïâŋë. Ŋă ŕàăłâĺłě íâő ćàïď ńĺ âăł, åőâï ąë ŕő âőľ ŕàĺçĺŋě, çâő ďńï íâőčő ŋěőąåőďĺňő, çâőąë çĺáńő ćőğňőęŋëå łńîçěľ ąëńő łăł ňĺŋĺňãň ⩽ m!, čďě m — çĺáńő åěè-ğŋăçěŋĺľ. Ŕőíâőňã őąëçŋő ŕőńìğãîâáï ąőńěě ĺńĺ ňěŋěě ãďăçŋëňĺ áãààőčăâăňĺ, ćàőďě őŕĺáëćăěňőčő ŋĺęě ďćőľŋőčő åěèĺàőćăŋĺï.

Őąëçŋő ŕàĺňěŋïîâ âăłĺě âàĺ áŕőáőąă ćëçĺáńěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺáŕàőąőćăŋŋëå ňěáâ: ńĺŋěľŋëľ, łćăďàăâĺçŋëľ ĺ ďćőľŋőě åěèĺàőćăŋĺě. Ć łăęďőň ĺğ íâĺå áŕőáőąőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨h(k, 0), h(k, 1), . . ., h(k, m − 1)⟩ ąãďěâ ŕěàěáâăŋőćłőľ ňŋőęěáâćă {0, 1, . . ., m − 1} ŕàĺ ńîąőň ğŋăçěŋĺĺ łńîçă k, ŋő ŋĺ őďĺŋ ĺğ íâĺå áŕőáőąőć ŋě ïćńïěâáï àăćŋőňěàŋëň ŕő âőľ ŕàĺçĺŋě, çâő őŋĺ ďăîâ ŋě ąőńěě m^2 ŕěàěáâăŋőćőł ĺğ m! ćőğňőęŋëå. Ąőńìèě ćáěčő àăğŋëå ŕěàěáâăŋőćőł ŕőńãçăěâáï ŕàĺ ďćőľŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ; ŋě ãďĺćĺâěńìŋő, çâő ĺ ŋă ŕàăłâĺłě íâőâ áŕőáőą ďăěâ ńãçèĺě àěğãńìâăâë.

Ńĺŋěľŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą

Ŕãáâì h^′ : U → {0, 1, . . ., m − 1} — ”őąëçŋăï” åěè-äãŋłæĺï. Ťãŋłæĺï, őŕàěďěńïîéăï ńĺŋěľŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą (linear probing), ğăďăñâáï äőàňãńőľ

h(k, i) = (h^′(k) + i) mod m.

Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ŕàĺ àăąőâě á łńîçőň k ŋăçĺŋăîâ á ïçěľłĺ T [h^′(k)], ă ğăâěň ŕěàěąĺàăîâ ïçěľłĺ âăąńĺæë ŕőďàïď: T [h^′(k) + 1], T [h^′(k) + 2], . . . (ŕőáńě T [m − 1] ŕěàěåőďïâ ł T [0]). Ŕőáłőńìłã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą ŕőńŋőáâìî őŕàěďěńïěâáï ŕěàćőľ ïçěľłőľ, àěăńìŋő ĺáŕőńìğãěâáï ćáěčő ńĺèì m àăğńĺçŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ.

Őâłàëâãî ăďàěáăæĺî á ńĺŋěľŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ŕàőą ńěčłő àěăńĺğőćăâì, ŋő ã íâőčő ňěâőďă ěáâì őďĺŋ ŋěďőáâăâőł: őŋ ňőęěâ ŕàĺćěáâĺ ł őąàăğőćăŋĺî łńăáâěàőć, âő ěáâì ďńĺŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ğăŋïâëå ïçěěł, ĺďãéĺå ŕőďàïď (ŕő-ăŋčńĺľáłĺ íâő ïćńěŋĺě ŋăğëćăěâáï primary clustering). İâő ãďńĺŋïěâ ŕőĺáł; ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ć âăąńĺæě ĺğ m ïçěěł ćáě ïçěľłĺ á çñâŋëňĺ ŋőňěàăňĺ ğăŋïâë, ă ïçěľłĺ á ŋěçñâŋëňĺ ŋőňěàăňĺ áćőąőďŋë, âő áàěďŋěě çĺáńő ŕàőą ŕàĺ ŕőĺáłě íńěňěŋâă, őâáãâáâćãîéěčő ć âăąńĺæě, ěáâì 1,5; Ěáńĺ, őďŋăłő, âě ęě m/2 ğăŋïâëå ïçěěł ĺďãâ ŕőďàïď, âő áàěďŋěě çĺáńő ŕàőą ŕàĺňěàŋő àăćŋő m/8 = n/4 (n — çĺáńő ğăŋïâëå ňěáâ ć âăąńĺæě). Šěŋďěŋæĺï ł őąàăğőćăŋĺî łńăáâěàőć őąêïáŋïěâáï ŕàőáâő: ěáńĺ i ğăŕőńŋěŋŋëå ïçěěł ĺďãâ ŕőďàïď, ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàĺ őçěàěďŋőľ ćáâăćłě ć âăąńĺæã ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăŋă ïçěľłă, áńěďãîéăï ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ğă ŋĺňĺ, ěáâì (i + 1)/m, ć âő ćàěňï łăł ďńï áćőąőďŋőľ ïçěľłĺ, ŕàěďèěáâćěŋŋĺæă łőâőàőľ âăłęě áćőąőďŋă, ćěàőïâŋőáâì ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋŋőľ àăćŋă ćáěčő ńĺèì 1/m. Ćáñ ćëèěĺğńőęěŋŋőě ŕőłăğëćăěâ, çâő ńĺŋěľŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą ďőćőńìŋő ďăńěłă őâ àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï.

Łćăďàăâĺçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą

Ťãŋłæĺï, őŕàěďěńïîéăï łćăďàăâĺçŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą (quadratic probing), ğăďăñâáï äőàňãńőľ

h(k, i) = (h^′(k) + c_1i + c_2i^2) mod m, (12.5)

čďě ŕő-ŕàěęŋěňã h^′ — őąëçŋăï åěè-äãŋłæĺï, ă c_1 ĺ c_2 ≠ 0 — ŋěłőâőàëě łőŋáâăŋâë. Ŕàőąë ŋăçĺŋăîâáï á ïçěľłĺ ŋőňěà T [h^′(k)], łăł ĺ ŕàĺ ńĺŋěľŋőň ňěâőďě, ŋő ďăńìèě ïçěľłĺ ŕàőáňăâàĺćăîâáï ŋě ŕőďàïď: ŋőňěà ŕàőąãěňőľ ïçěľłĺ łćăďàăâĺçŋő ğăćĺáĺâ őâ ŋőňěàă ŕőŕëâłĺ. İâőâ ňěâőď àăąőâăěâ ğŋăçĺâěńìŋő ńãçèě, çěň ńĺŋěľŋëľ, ŋő ěáńĺ ňë åőâĺň, çâőąë ŕàĺ ŕàőáňőâàě åěè-âăąńĺæë ĺáŕőńìğőćăńĺáì ćáě ïçěľłĺ, ğŋăçěŋĺï m, c_1 ĺ c_2 ŋěńìğï ćëąĺàăâì łăł ŕőŕăńő; őďĺŋ ĺğ áŕőáőąőć ćëąőàă őŕĺáăŋ ć ğăďăçě 12-4. Łăł ĺ ŕàĺ ńĺŋěľŋőň ňěâőďě, ćáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą őŕàěďěńïěâáï áćőĺň ŕěàćëň çńěŋőň, âăł çâő őŕïâì ŕőńãçăěâáï ćáěčő m àăğńĺçŋëå ŕěàěáâăŋőćőł. Šěŋďěŋæĺĺ ł őąàăğőćăŋĺî łńăáâěàőć ąőńìèě ŋěâ, ŋő ăŋăńőčĺçŋëľ íääěłâ ŕàőïćńïěâáï ć (ąőńěě ňïčłőľ) äőàňě őąàăğőćăŋĺï ćâőàĺçŋëå łńăáâěàőć (secondary clustering).

Ďćőľŋőě åěèĺàőćăŋĺě

Ďćőľŋőě åěèĺàőćăŋĺě (double hashing) — őďĺŋ ĺğ ńãçèĺå ňěâőďőć őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ. Ŕěàěáâăŋőćłĺ ĺŋďěłáőć, ćőğŋĺłăîéĺě ŕàĺ ďćőľŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ, őąńăďăîâ ňŋőčĺňĺ áćőľáâćăňĺ, ŕàĺáãéĺňĺ àăćŋőňěàŋőňã åěèĺàőćăŋĺî. Ŕàĺ ďćőľŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ äãŋłæĺï h ĺňěěâ ćĺď h(k, i) = (h_1(k) + ih_2(k)) mod m,

čďě h_1 ĺ h_2 — őąëçŋëě åěè-äãŋłæĺĺ. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą ŕàĺ àăąőâě á łńîçőň k ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ăàĺäňěâĺçěáłãî ŕàőčàěááĺî (ŕő ňőďãńî m) á ŕěàćëň çńěŋőň h_1(k) ĺ èăčőň h_2(k). Ŕàĺňěà ďćőľŋőčő åěèĺàőćăŋĺï ŕàĺćěďěŋ ŋă àĺá. 12.5.

Ůâőąë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺáŕàőąőćăŋŋëå ňěáâ ŕőłàëńă ćáî âăąńĺæã, ğŋăçěŋĺě h_2(k) ďőńęŋő ąëâì ćğăĺňŋő ŕàőáâëň á m (ěáńĺ ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì h_2(k) ĺ m ěáâì d, âő ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï ŕő ňőďãńî m á àăğŋőáâìî h_2(k) ğăľňñâ ďőńî 1/d ć âăąńĺæě; áň. čńăćã 33). Ŕàőáâőľ áŕőáőą ďőąĺâìáï ćëŕőńŋěŋĺï íâőčő ãáńőćĺï — ćëąàăâì ć łăçěáâćě m áâěŕěŋì ďćőľłĺ, ă äãŋłæĺî h_2 ćğïâì âăłãî, çâőąë őŋă ŕàĺŋĺňăńă âőńìłő ŋěçñâŋëě ğŋăçěŋĺï. Ďàãčőľ ćăàĺăŋâ: m — ŕàőáâőě çĺáńő, ğŋăçěŋĺï h_2 — æěńëě ŕőńőęĺâěńìŋëě çĺáńă, ňěŋìèĺě m. Ŋăŕàĺňěà, ďńï ŕàőáâőčő m ňőęŋő ŕőńőęĺâì

h_1(k) = k mod m, h_2(k) = 1 + (k mod m^′),

Řĺáãŋőł 12.5 Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ ŕàĺ ďćőľŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ. Ć ŋăèěň áńãçăě m = 13, h1 (k) = k mod 13, h2 (k) = 1 + (k mod 11). Ěáńĺ k = 14, âő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą ąãďěâ âăłăï: 1 ĺ 5 ğăŋïâë, 9 áćőąőďŋő, ŕőňěéăěň âãďă.

čďě m^′ çãâì ňěŋìèě, çěň m (ŋăŕàĺňěà, m^′ = m − 1 ĺńĺ m − 2). Ěáńĺ, ŋăŕàĺňěà, m = 701, m^′ = 700 ĺ k = 123456, âő h_1(k) = 80 ĺ h_2(k) = 257. Śâăńő ąëâì, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą ŋăçĺŋăěâáï á ŕőğĺæĺĺ ŋőňěà 80 ĺ ĺďñâ ďăńěě á èăčőň 257, ŕőłă ćáï âăąńĺæă ŋě ąãďěâ ŕàőáňőâàěŋă (ĺńĺ ŋě ąãďěâ ŋăľďěŋő ŋãęŋőě ňěáâő).

Ć őâńĺçĺě őâ ńĺŋěľŋőčő ĺ łćăďàăâĺçŋőčő ňěâőďőć, ŕàĺ ďćőľŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ ňőęŋő ŕőńãçĺâì (ŕàĺ ŕàăćĺńìŋőň ćëąőàě h_1 ĺ h_2) ŋě m, ă Θ(m^2) àăğńĺçŋëå ŕěàěáâăŋőćőł, ŕőáłőńìłã łăęďőľ ŕăàě (h_1(k), h_2(k)) áőőâćěâáâćãěâ áćőï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą. Ąńăčőďăàï íâőňã ŕàőĺğćőďĺâěńìŋőáâì ďćőľŋőčő åěèĺàőćăŋĺï ąńĺğłă ł âőľ, çâő ŕőńãçĺńăáì ąë ŕàĺ ŋăáâőïéěň àăćŋőňěàŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ.

Ăŋăńĺğ åěèĺàőćăŋĺï á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ

Šăł ęě, łăł ĺ ŕàĺ ăŋăńĺğě åěèĺàőćăŋĺï á æěŕőçłăňĺ, ŕàĺ ăŋăńĺğě őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ ňë ąãďěň őæěŋĺćăâì áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ ć âěàňĺŋăå łőíääĺæĺěŋâă ğăŕőńŋěŋĺï α = n/m (n — çĺáńő ğăŕĺáěľ, m — àăğňěà âăąńĺæë). Ŕőáłőńìłã ŕàĺ őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ łăęďőľ ïçěľłě áőőâćěâáâćãěâ ŋě ąőńěě őďŋőľ ğăŕĺáĺ, α ⩽ 1.

Ňë ąãďěň ĺáåőďĺâì ĺğ ŕàěďŕőńőęěŋĺï ő àăćŋőňěàŋőáâĺ åěèĺàőćăŋĺï. Ć íâőľ ĺďěăńĺğĺàőćăŋŋőľ áåěňě ŕàěďŕőńăčăěâáï áńěďãîéěě: ňë ćëąĺàăěň łńîçĺ áńãçăľŋëň őąàăğőň, ŕàĺçñň ćáě m! ćőğňőęŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŕàőą àăćŋőćěàőïâŋë. Ŕőáłőńìłã íâă ĺďěăńĺğĺàőćăŋŋăï áåěňă ďăńěłă őâ àěăńìŋőáâĺ, ďőłăğëćăěňëě ŋĺęě àěğãńìâăâë áńěďãěâ àăááňăâàĺćăâì ŋě łăł ňăâěňăâĺçěáłĺě âěőàěňë, őŕĺáëćăîéĺě àăąőâã àěăńìŋëå ăńčőàĺâňőć őâłàëâőľ ăďàěáăæĺĺ, ă łăł íćàĺáâĺçěáłĺě őæěŋłĺ.

Ŋăçŋñň á âőčő, çâő őæěŋĺň ćàěňï ŋă ŕőĺáł íńěňěŋâă, őâáãâáâćãîéěčő ć âăąńĺæě.

Šěőàěňă 12.5. Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ŕàőą ŕàĺ ŕőĺáłě ć âăąńĺæě á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ őâáãâáâćãîéěčő ć ŋěľ íńěňěŋâă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1/(1−α) (åěèĺàőćăŋĺě ŕàěďŕőńăčăěâáï àăćŋőňěàŋëň, çěàěğ α < 1 őąőğŋăçěŋ łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő âăąńĺæă äĺłáĺàőćăŋă, ă ĺáłőňëľ íńěňěŋâ ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋő, ŕàĺçñň ćáě ćőğňőęŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕàőą àăćŋőćěàőïâŋë. Ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ŕőŕëâőł, ŋěőąåőďĺňëå ďńï őąŋăàãęěŋĺï áćőąőďŋőľ ïçěľłĺ, âő ěáâì áãňňă 1 + ∞∑ i=0 ip_i. (12.6)

čďě p_i — ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ňë ćáâàěâĺň àőćŋő i ğăŋïâëå ïçěěł.

Łăęďăï ŋőćăï ŕàőąă ćëąĺàăěâáï àăćŋőňěàŋő áàěďĺ őáâăćèĺåáï ŋě ĺáŕàőąőćăŋŋëňĺ ïçěěł; ěáńĺ àăğàěèĺâì ŕàőąőćăâì ŕőćâőàŋő ãęě ĺáŕàőąőćăŋŋëě ïçěľłĺ, âő çăáâì ŕàőą ŕàőŕăďñâ ğàï ĺ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě âőńìłő ãćěńĺçĺâáï. Ŋő ďńï íâőčő ŋőćőčő ćăàĺăŋâă ňë ãęě ćëçĺáńïńĺ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě (àăğďěń 6.4, čěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě), ĺ őŋő àăćŋő

1/(1 − α) (12.7)

ŕőáłőńìłã ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă ďńï łăęďőľ ŕàőąë àăćŋă 1 − α.

Ěáńĺ łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï őâďěńñŋ őâ ěďĺŋĺæë, âěőàěňă 12.5 ŕàěďáłăğëćăěâ, çâő ŕőĺáł őâáãâáâćãîéěčő íńěňěŋâă ąãďěâ ć áàěďŋěň ŕàőåőďĺâì ğă ćàěňï O(1). Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ âăąńĺæă ğăŕőńŋěŋă ŋăŕőńőćĺŋã, âő áàěďŋěě çĺáńő ŕàőą ąãďěâ ŋě ąőńìèě 1/(1 − 0,5) = 2, ă ěáńĺ ŋă 90%, âő ŋě ąőńìèě 1/(1 − 0,9) = 10.

Ĺğ âěőàěňë 12.5 ŋěňěďńěŋŋő ŕőńãçăěâáï ĺ őæěŋłă ŋă áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï ł âăąńĺæě:

Śńěďáâćĺě 12.6. Ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ŕàőą ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ŋőćőčő íńěňěŋâă ć âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1/(1 − α), čďě α < 1 — łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ć âăąńĺæã őâáãâáâćãîéěčő ć ŋěľ íńěňěŋâă ŕàőĺáåőďïâ âě ęě ŕàőąë, çâő ŕàĺ ŕőĺáłě őâáãâáâćãîéěčő ć ć ŋěľ íńěňěŋâă.

Őæěŋĺâì áàěďŋěě ćàěňï ãáŕěèŋőčő ŕőĺáłă ŋěňŋőčĺň áńőęŋěě.

Šěőàěňă 12.7. Řăááňőâàĺň âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ, łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï łőâőàőľ àăćěŋ α < 1. Ŕãáâì åěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő. Šőčďă ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ŕàőą ŕàĺ ãáŕěèŋőň ŕőĺáłě íńěňěŋâă ć âăąńĺæě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1 α ln 1 1 − α , ěáńĺ áçĺâăâì, çâő łńîç ďńï ãáŕěèŋőčő ŕőĺáłă ć âăąńĺæě ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋëň őąàăğőň ĺ ćáě âăłĺě ćëąőàë àăćŋőćěàőïâŋë.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Şâőçŋĺň, łăł ŕàőĺğćőďĺâáï ãáàěďŋěŋĺě: áŋăçăńă ňë ğăŕőńŋïěň âăąńĺæã ŋěğăćĺáĺňő ćëąĺàăěňëňĺ łńîçăňĺ, ŕàĺçñň ďńï łăęďőčő ĺğ ŋĺå ćëŕőńŋïěâáï ŕàěďŕőńőęěŋĺě àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï. Ğăâěň ňë ãáàěďŋïěň ŕő ćáěň íńěňěŋâăň âăąńĺæë ćàěňï ĺå ŕőĺáłă.

Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ ãáŕěèŋőň ŕőĺáłě łńîçă k ňë ďěńăěň âě ęě áăňëě ŕàőąë, łőâőàëě ŕàőĺğćőďĺńĺáì ŕàĺ ŕőňěéěŋĺĺ łńîçă k ć âăąńĺæã. Šěň áăňëň áàěďŋěě çĺáńő ŕàőą ŕàĺ ŕőĺáłě (ãáàěďŋěŋĺě ŕő íńěňěŋâăň) àăćŋő őąéěňã çĺáńã ŕàőą ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ, ďěńñŋŋőňã ŋă çĺáńő íńěňěŋâőć ć âăąńĺæě, łőâőàőě ňë őąőğŋăçăěň n. Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě őąéěčő çĺáńă ŕàőą ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ àăćŋő áãňňě ňăâěňăâĺçěáłĺå őęĺďăŋĺľ ďńï łăęďőčő őâďěńìŋőčő èăčă. Ł ňőňěŋâã ďőąăćńěŋĺï (i+1)-čő íńěňěŋâă ć âăąńĺæě ğăŕőńŋěŋő i ŕőğĺæĺľ, łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï àăćěŋ i/m (m — çĺáńő ňěáâ ć âăąńĺæě), ĺ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ŋě ąőńìèě 1/(1 − i/m) = m/(m − i). Ŕőíâőňã áãňňă ňăâěňăâĺçěáłĺå őęĺďăŋĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ m m + m m − 1 + m m − 2 + . . . + m m − n + 1 . İâă áãňňă àăćŋă m · (1/(m − n + 1) + . . . + 1/(m − 1) + 1/m) ĺ őæěŋĺćăěâáï áćěàåã á ŕőňőéìî ĺŋâěčàăńă (3.10): m · m∫ m−n 1 t dt = m ln(m/(m − n)).

Ćáŕőňĺŋăï, çâő őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ ŋăďő ŕőďěńĺâì ŋă n, ŕőńãçăěň őæěŋłã (m/n) ln(m/(m − n)) = (1/α) ln(1/(1 − α)).

Ěáńĺ, ŋăŕàĺňěà, âăąńĺæă ğăŕőńŋěŋă ŋăŕőńőćĺŋã, âő áàěďŋěě çĺáńő ŕàőą ďńï ãáŕěèŋőčő ŕőĺáłă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1,387, ă ěáńĺ ŋă 90%, âő 2,559.

Şŕàăęŋěŋĺï

12.4-1 Ćëŕőńŋĺâě ďőąăćńěŋĺě łńîçěľ 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88, 59 (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě) ć åěè-âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ àăğňěàă m = 11. Ďńï ćëçĺáńěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕàőą ĺáŕőńìğãěâáï ńĺŋěľŋëľ ňěâőď á h^′(k) = k mod m. Ćëŕőńŋĺâě âő ęě ğăďăŋĺě, ěáńĺ ĺáŕőńìğãěâáï łćăďàăâĺçŋëľ ňěâőď á âőľ ęě h^′, c_1 = 1, c_2 = 3, ă âăłęě ďńï ďćőľŋőčő åěèĺàőćăŋĺï á h_1 = h^′ ĺ h_2(k) = 1 + (k mod (m − 1)).

12.4-2 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Hash-Delete ďńï ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă ĺğ âăąńĺæë á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ, àěăńĺğãîéãî őŕĺáăŋŋãî áåěňã (áő ğŋăçěŋĺěň deleted), ĺ ŕěàěŕĺèĺâě áőőâćěâáâćãîéĺň őąàăğőň ŕàőæěďãàë Hash-Insert ĺ Hash-Search.

12.4-3^⋆ Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ďćőľŋőň åěèĺàőćăŋĺĺ (h(k, i) = (h_1(k) + ih_2(k)) mod m) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą, áőőâćěâáâćãîéăï łńîçã k, ïćńïěâáï ŕěàěáâăŋőćłőľ ňŋőęěáâćă {0, 1, . . ., m − 1} âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă h_2(k) ćğăĺňŋő ŕàőáâő á m. (Şłăğăŋĺě: áň. čńăćã 33.)

12.4-4 Ŋăľďĺâě çĺáńěŋŋëě ğŋăçěŋĺï ćěàåŋĺå őæěŋőł âěőàěň 12.5 ĺ 12.7 ďńï ŕőĺáłě ŕàĺáãâáâćãîéěčő ĺ őâáãâáâćãîéěčő íńěňěŋâőć ďńï łőíääĺæĺěŋâőć ğăŕőńŋěŋĺï 1/2, 3/4 ĺ 7/8.

12.4-5^⋆ Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë ŕőňěéăěň n ğăŕĺáěľ ć âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ; àăğňěà âăąńĺæë àăćěŋ m, åěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő, łńîçĺ ğăŕĺáěľ ćëąĺàăîâáï áńãçăľŋëň őąàăğőň. Őąőğŋăçĺň çěàěğ p(n, m) ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàĺ íâőň ŋě ŕàőĺğőľďěâ łőńńĺğĺľ. Ŕőłăęĺâě, çâő p(n, m) ⩽ e^{−n(n−1)/2m}. (Şłăğăŋĺě: áň. ŋěàăćěŋáâćő (2.7).) İâă ćěńĺçĺŋă őçěŋì ňăńă, łőčďă n ğăňěâŋő ąőńìèě √ n. 12.4-6^⋆ Ůăáâĺçŋëě áãňňë čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă ňőęŋő őæěŋĺâì âăł:

H_n = ln n + γ + ε 2n , (12.8)

čďě γ = 0,5772156649 . . . — âăł ŋăğëćăěňăï ŕőáâőïŋŋăï İľńěàă (Euler’s constant) ĺ 0 < ε < 1 (ďőłăğăâěńìáâćő áň. ć łŋĺčě Łŋãâă [121]). Łăł ĺáŕőńìğőćăâì íâő ďńï őæěŋłĺ łãáłă čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 12.7?

12.4-7^⋆ Ŋăľďĺâě ŋěŋãńěćőě ğŋăçěŋĺě łőíääĺæĺěŋâă ğăŕőńŋěŋĺï α, ŕàĺ łőâőàőň őæěŋłă áàěďŋěčő çĺáńă ŕàőą ŕàĺ ŕőĺáłě őâáãâáâćãîéěčő íńěňěŋâă (âěőàěňă 12.5) ćďćőě ŕàěćőáåőďĺâ őæěŋłã áàěďŋěčő çĺáńă ŕàőą ŕàĺ ãáŕěèŋőň ŕőĺáłě (âěőàěňă 12.7).

Ğăďăçĺ ł čńăćě 12 239

Ğăďăçĺ

12-1 Ŋăĺąőńìèěě çĺáńő ŕàőą ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ íńěňěŋâă Řăááňőâàĺň åěè-âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ àăğňěàă m, ć łőâőàãî őďĺŋ ğă ďàãčĺň ŕőňěéăîâáï n łńîçěľ, ŕàĺçñň n ⩽ m/2. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő åěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő.

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő i = 1, 2, . . ., n ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ i-čő łńîçă ć âăąńĺæã ŕàőĺğőèńő ąőńěě k ŕàőą, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2^{−k}.

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő i = 1, 2, . . ., n ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ i-čő łńîçă ć âăąńĺæã ŕàőĺğőèńő ąőńěě 2 lg n ŕàőą, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1/n^2.

Ŕãáâì X — áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, àăćŋăï ňăłáĺňăńìŋőňã çĺáńã ŕàőą ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ íńěňěŋâőć á ŋőňěàăňĺ 1, 2, . . ., n.

ć. Ŕőłăęĺâě, çâő P{X > 2 lg n} ⩽ 1/n.

č. Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćěńĺçĺŋë X (ŋăĺąőńìèěčő çĺáńă ŕàőą) ěáâì O(lg n).

12-2 Ŕőĺáł ć ŋěĺğňěŋïîéěňáï ňŋőęěáâćě

Ŕãáâì ňë àăąőâăěň á ňŋőęěáâćőň ĺğ n íńěňěŋâőć, ć łőâőàőň łńîçĺ ïćńïîâáï çĺáńăňĺ, ă ěďĺŋáâćěŋŋăï őŕěàăæĺï, łőâőàãî ŋăďő ŕőďďěàęĺćăâì, — íâő ŕőĺáł (íńěňěŋâë ŋě ďőąăćńïîâáï ĺ ŋě ãďăńïîâáï). Šàěąãěâáï àěăńĺğőćăâì ŕőĺáł ňăłáĺňăńìŋő íääěłâĺćŋő (ďő âőčő, łăł ŋăçŋãâ ŕőáâãŕăâì ğăŕàőáë ŋă ŕőĺáł, ňŋőęěáâćő ňőęŋő ŕàěďćăàĺâěńìŋő őąàăąőâăâì, ĺ ćàěňï ŋă âăłãî őąàăąőâłã ŋě őčàăŋĺçěŋő).

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőĺáł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ć åãďèěň áńãçăě őŋ ğăŋĺňăń ćàěňï O(lg n), ă ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ŕăňïâì (áćěàå âőľ, ć łőâőàőľ åàăŋĺâáï áăňő ňŋőęěáâćő) ŋě ĺáŕőńìğőćăńăáì.

ą. Ŕãáâì ňë àěèĺńĺ ğăŕĺáăâì íńěňěŋâë ŋăèěčő ňŋőęěáâćă ć åěèâăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ, áőáâőïéãî ĺğ m ïçěěł. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő åěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő. Ŕàĺ łăłőň ňĺŋĺňăńìŋőň őąêñňě m − n ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ áàěďŋïï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ ŕőĺáłă íńěňěŋâă, őâáãâáâćãîéěčő ć ňŋőęěáâćě, ąãďěâ ŋě åãęě, çěň ć ŕãŋłâě (ă)? Ć łăçěáâćě őâćěâă ŕàĺćěďĺâě ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã m − n çěàěğ n.

12-3 Ďńĺŋë æěŕőçěł ŕàĺ åěèĺàőćăŋĺĺ

Řăááňőâàĺň åěè-âăąńĺæã á n ïçěľłăňĺ, ć łőâőàőľ łőńńĺğĺĺ àăğàěèăîâáï á ŕőňőéìî æěŕőçěł. Ţěèĺàőćăŋĺě àăćŋőňěàŋő: łăęďëľ ŋőćëľ łńîç ĺňěěâ àăćŋëě èăŋáë ŕőŕăáâì ćő ćáě ïçěľłĺ ŋěğăćĺáĺňő őâ ŕàěďëďãéĺå. Ŕãáâì M — ňăłáĺňăńìŋăï ďńĺŋă æěŕőçěł ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï n łńîçěľ. Ćăèă ğăďăçă — ďőłăğăâì, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě M ěáâì O(lg n/ lg lg n).

ă. Ťĺłáĺàãěň ŋěłőâőàőě åěè-ğŋăçěŋĺě. Ŕãáâì Q_k — ćěàőïâŋőáâì âőčő, ěňã áőőâćěâáâćãěâ k àăğńĺçŋëå łńîçěľ. Ŕőłăęĺâě, çâő

Q_k = C^k_n ( 1 n )_k ( 1 − 1 n )_{n−k} . ą. Ŕãáâì P_k — ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ňăłáĺňăńìŋăï ďńĺŋă æěŕőçłĺ àăćŋă k. Ŕőłăęĺâě, çâő P_k ⩽ nQ_k.

ć. Ćëćěďĺâě ĺğ äőàňãńë Śâĺàńĺŋčă (2.11), çâő Q_k < e^k /k^k. č. Ŕőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ âăłăï łőŋáâăŋâă c > 1, çâő Q_k < 1/n^3 ŕàĺ k ⩾ c lg n/ lg lg n. Ğăłńîçĺâě őâáîďă, çâő P_k < 1/n^2 ŕàĺ âăłĺå k.

ď. Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćěńĺçĺŋë M ŋě ŕàěćőáåőďĺâ P { M > c lg n lg lg n } · n + P { M ⩽ c lg n lg lg n } · c lg n lg lg n , ĺ ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő íâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ěáâì O(lg n/ lg lg n).

12-4 Ŕàĺňěà łćăďàăâĺçŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕàőą Ŕãáâì ŋăň ŋăďő ŕőňěáâĺâì ğăŕĺáì á łńîçőň k ć åěè-âăąńĺæã, ïçěľłĺ łőâőàőľ ŕàőŋãňěàőćăŋë çĺáńăňĺ 0, 1, . . ., m − 1. Ş ŋăá ěáâì åěè-äãŋłæĺï h, őâőąàăęăîéăï ňŋőęěáâćő łńîçěľ ć ňŋőęěáâćő {0, 1, . . ., m − 1}. Ąãďěň ďěľáâćőćăâì âăł:

1. Ŋăåőďĺň i ← h(k) ĺ ŕőńăčăěň j ← 0.

2. Ŕàőćěàïěň ŕőğĺæĺî ŋőňěà i. Ěáńĺ őŋă áćőąőďŋă, ğăŋőáĺň âãďă ğăŕĺáì ĺ ŋă íâőň őáâăŋăćńĺćăěňáï.

3. Ŕőńăčăěň j ← (j + 1) mod m ĺ i ← (i + j) mod m ĺ ćőğćàăéăěňáï ł èăčã 2.

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő őŕĺáăŋŋëľ ăńčőàĺâň — çăáâŋëľ áńãçăľ ”łćăďàăâĺçŋőčő ňěâőďă” ďńï ŕőďåőďïéĺå ğŋăçěŋĺľ c_1 ĺ c_2. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő m ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ.

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő ć åãďèěň áńãçăě ąãďěâ ŕàőáňőâàěŋă ćáï âăąńĺæă.

12-5 k-ãŋĺćěàáăńìŋőě åěèĺàőćăŋĺě

Ŕãáâì H — áěňěľáâćő åěè-äãŋłæĺľ, őâőąàăęăîéĺå ňŋőęěáâćő ćőğňőęŋëå łńîçěľ U ć {0, 1, . . ., m − 1}. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő H ïćńïěâáï k-ãŋĺćěàáăńìŋëň, ěáńĺ ďńï ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ k àăğńĺçŋëå łńîçěľ ⟨x_1, . . ., x_k⟩ áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă ⟨h(x_1), . . ., h(x_k)⟩ (čďě h — áńãçăľŋëľ íńěňěŋâ H) ŕàĺŋĺňăěâ ćáě m^k áćőĺå ćőğňőęŋëå ğŋăçěŋĺľ á àăćŋëňĺ ćěàőïâŋőáâïňĺ.

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 12 241

ă. Ŕőłăęĺâě, çâő ćáïłőě 2-ãŋĺćěàáăńìŋőě áěňěľáâćő ãŋĺćěàáăńìŋő. ą. Ŕőłăęĺâě, çâő áěňěľáâćő H, őŕĺáăŋŋőě ć àăğďěńě 12.3.3, ŋě ïćńïěâáï 2-ãŋĺćěàáăńìŋëň.

ć. Řăáèĺàĺň áěňěľáâćő H ĺğ àăğď. 12.3.3 ĺ àăááňőâàĺň ćáěćőğňőęŋëě äãŋłæĺĺ ćĺďă

h_{a,b}(x) = h_a(x) + b mod m,

čďě b — ŋěłőâőàëľ ćëçěâ ŕő ňőďãńî m. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőńãçěŋŋőě áěňěľáâćő ąãďěâ 2-ãŋĺćěàáăńìŋëň.

Ğăňěçăŋĺï

Ăńčőàĺâňë åěèĺàőćăŋĺï ŕàěłàăáŋő ĺğńőęěŋë ã Łŋãâă [123] ĺ Čőŋŋěâă [90]. Śőčńăáŋő Łŋãâã, åěè-âăąńĺæë ĺ ňěâőď æěŕőçěł ąëńĺ ĺğőąàěâěŋë Ńãŋőň (H. P. Luhn) ć 1953 čőďã. Ŕàĺňěàŋő ć âő ęě ćàěňï Ăňďăńì (G. M. Amdahl) ĺğőąàñń őâłàëâãî ăďàěáăæĺî.

13 Ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă

Ďěàěćìï ŕőĺáłă (search trees) ŕőğćőńïîâ ćëŕőńŋïâì áńěďãîéĺě őŕěàăæĺĺ á ďĺŋăňĺçěáłĺňĺ ňŋőęěáâćăňĺ: Search (ŕőĺáł), Minimum (ňĺŋĺňãň), Maximum (ňăłáĺňãň), Predecessor (ŕàěďëďãéĺľ), Successor (áńěďãîéĺľ), Insert (ćáâăćĺâì) ĺ Delete (ãďăńĺâì). Šăłĺň őąàăğőň, ďěàěćő ŕőĺáłă ňőęěâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋő ĺ łăł áńőćăàì, ĺ łăł őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ.

Ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï őáŋőćŋëå őŕěàăæĺľ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě ďěàěćă. Ěáńĺ ďćőĺçŋőě ďěàěćő ”ŕńőâŋő ğăŕőńŋěŋő” (ćáě ěčő ãàőćŋĺ ĺňěîâ ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě çĺáńő ćěàèĺŋ), âő ěčő ćëáőâă (ĺ ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ) ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋë ńőčăàĺäňã çĺáńă ćěàèĺŋ. Ŋăŕàőâĺć, ěáńĺ ďěàěćő ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ńĺŋěľŋãî æěŕőçłã ĺğ n ćěàèĺŋ, íâő ćàěňï ćëàăáâăěâ ďő Θ(n). Ć àăğďěńě 13.4 ňë ãćĺďĺň, çâő ćëáőâă áńãçăľŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă ěáâì O(lg n), âăł çâő ć íâőň áńãçăě ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï őáŋőćŋëå őŕěàăæĺľ ěáâì Θ(lg n).

Łőŋěçŋő, ćőğŋĺłăîéĺě ŋă ŕàăłâĺłě ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă ňőčãâ ąëâì ďăńěłĺ őâ áńãçăľŋëå. Őďŋăłő, ŕàĺŋïć áŕěæĺăńìŋëě ňěàë ŕő ąăńăŋáĺàőćłě ďěàěćìěć, ňë ňőęěň čăàăŋâĺàőćăâì, çâő ćëáőâă ďěàěćìěć á n ćěàèĺŋăňĺ ąãďěâ O(log n). Ć čńăćě 14 àăááňőâàěŋ őďĺŋ ĺğ ŕőďåőďőć âăłőčő àőďă (łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï). Ć čńăćě 19 àăááňăâàĺćăîâáï Ą-ďěàěćìï, łőâőàëě őáőąěŋŋő ãďőąŋë ďńï ďăŋŋëå, åàăŋïéĺåáï ćő ćâőàĺçŋőľ ŕăňïâĺ á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň (ŋă ďĺáłě).

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňőâàĺň őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ á ďćőĺçŋëňĺ ďěàěćìïňĺ ŕőĺáłă ĺ ŕőłăęěň, łăł ŋăŕěçăâăâì íńěňěŋâë ďěàěćă ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě, łăł ĺáłăâì ğăďăŋŋëľ íńěňěŋâ, łăł ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋëľ ĺńĺ ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ, łăł ŋăľâĺ íńěňěŋâ, áńěďãîéĺľ ğă ďăŋŋëň ĺ ŕàěďèěáâćãîéĺľ ďăŋŋőňã, ĺ, ŋăłőŋěæ, łăł ďőąăćĺâì ĺńĺ ãďăńĺâì íńěňěŋâ. Ŋăŕőňŋĺň, çâő őŕàěďěńěŋĺě ďěàěćă ĺ őáŋőćŋëě áćőľáâćă ďěàěćìěć ŕàĺćőďïâáï ć čńăćě 5.

Ůâő âăłőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă? 243

Řĺáãŋőł 13.1 Ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă. Ńěćőě ŕőďďěàěćő ŕàőĺğćőńìŋőľ ćěàèĺŋë x áőďěàęĺâ łńîçĺ, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺě key[x], ŕàăćőě — ŋě ňěŋìèĺě key[x]. Řăğŋëě ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă ňőčãâ ŕàěďáâăćńïâì őďŋő ĺ âő ęě ňŋőęěáâćő. Ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï (ć åãďèěň áńãçăě) ąőńìèĺŋáâćă őŕěàăæĺľ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě ďěàěćă. (ă) Ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă ćëáőâë 2 á 6 ćěàèĺŋăňĺ. (ą) Ňěŋěě íääěłâĺćŋőě ďěàěćő ćëáőâë 4, áőďěàęăéěě âě ęě łńîçĺ.

13.1 Ůâő âăłőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă?

Ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ŕőĺáłă (binary search tree; ŕàĺňěà ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 13.1) łăęďăï ćěàèĺŋă ňőęěâ ĺňěâì (ĺńĺ ŋě ĺňěâì) ńěćőčő ĺ ŕàăćőčő àěąñŋłă; łăęďăï ćěàèĺŋă, łàőňě łőàŋï, ĺňěěâ àőďĺâěńï. Ŕàĺ ŕàěďáâăćńěŋĺĺ á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ãłăğăâěńěľ ňë åàăŋĺň ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ďěàěćă, ŕőňĺňő ğŋăçěŋĺï łńîçă key ĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ďăŋŋëå, âăłęě ĺ ãłăğăâěńĺ left, right ĺ p (ńěćëľ àěąñŋőł, ŕàăćëľ àěąñŋőł, àőďĺâěńì). Ěáńĺ àěąñŋłă (ĺńĺ àőďĺâěńï — ďńï łőàŋï) ŋěâ, áőőâćěâáâćãîéěě ŕőńě áőďěàęĺâ nil.

Łńîçĺ ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ŕőĺáłă åàăŋïâáï á áőąńîďěŋĺěň áćőľáâćă ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ (binary-search-tree property): Ŕãáâì x — ŕàőĺğćőńìŋăï ćěàèĺŋă ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă. Ěáńĺ ćěàèĺŋă y ŋăåőďĺâáï ć ńěćőň ŕőďďěàěćě ćěàèĺŋë x, âő key[y] ⩽ key[x]. Ěáńĺ y ŋăåőďĺâáï ć ŕàăćőň ŕőďďěàěćě x, âő key[y] ⩾ key[x]. Šăł, ŋă àĺá. 13.1(ă) ć łőàŋě ďěàěćă åàăŋĺâáï łńîç 5, łńîçĺ 2, 3 ĺ 5 ńěćőň ŕőďďěàěćě łőàŋï ŋě ŕàěćőáåőďïâ 5, ă łńîçĺ 7 ĺ 8 ć ŕàăćőň — ŋě ňěŋìèě 5. Šő ęě áăňőě ćěàŋő ďńï ćáěå ćěàèĺŋ ďěàěćă. Ŋăŕàĺňěà, łńîç 3 ŋă àĺá. 13.1(ă) ŋě ňěŋìèě łńîçă 2 ć ńěćőň ŕőďďěàěćě ĺ ŋě ąőńìèě łńîçă 5 ć ŕàăćőň.

Śćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ ŕőğćőńïěâ ŋăŕěçăâăâì ćáě łńîçĺ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě á ŕőňőéìî ŕàőáâőčő àěłãàáĺćŋőčő ăńčőàĺâňă (ŋăğëćăěňőčő ŕő-ăŋčńĺľáłĺ inorder tree walk). İâőâ ăńčőàĺâň ŕěçăâăěâ łńîç łőàŋï ŕőďďěàěćă ŕőáńě ćáěå łńîçěľ ěčő ńěćőčő ŕőďďěàěćă, ŋő ŕěàěď łńîçăňĺ ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă. (Ğăňěâĺň ć áłőąłăå, çâő ŕőàïďőł, ŕàĺ łőâőàőň łőàěŋì ŕàěďèěáâćãěâ őąőĺň ŕőďďěàěćìïň, ŋăğëćăěâáï preorder; ŕőàïďőł, ć łőâőàőň łőàěŋì áńěďãěâ ğă ŋĺňĺ, ŋăğëćăěâáï postorder.)

Ćëğőć Inorder-Tree-Walk(root[T ]) ŕěçăâăěâ (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě) ćáě łńîçĺ, ćåőďïéĺě ć ďěàěćő T á łőàŋěň root[T ].

Inorder-Tree-Walk(x) 1 if x ≠ nil 2 then Inorder-Tree-Walk(left[x]) 3 ŋăŕěçăâăâì key[x] 4 Inorder-Tree-Walk(right[x])

Ł ŕàĺňěàã, ďńï őąőĺå ďěàěćìěć àĺá. 13.1 ąãďěâ ŋăŕěçăâăŋő 2, 3, 5, 5, 7, 8. Śćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ čăàăŋâĺàãěâ ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă (ĺŋďãłæĺï ŕő ćëáőâě ŕőďďěàěćă). Ćàěňï àăąőâë ŋă ďěàěćě á n ćěàèĺŋăňĺ ěáâì Θ(n): ŋă łăęďãî ćěàèĺŋã âàăâĺâáï őčàăŋĺçěŋŋőě ćàěňï (ŕőňĺňő àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć) ĺ łăęďăï ćěàèĺŋă őąàăąăâëćăěâáï őďĺŋ àăğ.

Şŕàăęŋěŋĺï

13.1-1 Ŋăàĺáãľâě ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă ćëáőâë 2, 3, 4, 5 ĺ 6 ďńï őďŋőčő ĺ âőčő ęě ňŋőęěáâćă łńîçěľ {1, 4, 5, 10, 16, 17, 21}.

13.1-2 Łãçĺ ĺğ àăğďěńă 7.1 âăłęě ąëńĺ ďćőĺçŋëňĺ ďěàěćìïňĺ, ĺ âàěąőćăŋĺě ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ âăň âőęě ąëńő. Ć çñň àăğŋĺæă ňěęďã âěň âàěąőćăŋĺěň ĺ âěŕěàěèŋĺň? Łăł ćë ďãňăěâě, ňőęŋő ńĺ ŋăŕěçăâăâì íńěňěŋâë ďćőĺçŋőľ łãçĺ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě ğă ćàěňï O(n)? Őąêïáŋĺâě ćăè őâćěâ.

13.1-3 Ŋăŕĺèĺâě ŋěàěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŕěçăâăîéĺľ łńîçĺ ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ŕőĺáłă ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě. (Şłăğăŋĺě: Ŕàőáâőě àěèěŋĺě ĺáŕőńìğãěâ ć łăçěáâćě ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ áâàãłâãàë áâěł; ąőńěě ĺğïéŋőě àěèěŋĺě ŋě âàěąãěâ áâěłă, ŋő ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő ňőęŋő ŕàőćěàïâì àăćěŋáâćő ãłăğăâěńěľ.)

13.1-4 Ŋăŕĺèĺâě àěłãàáĺćŋëě ăńčőàĺâňë ďńï őąåőďă ďěàěćìěć ć àăğńĺçŋëå ŕőàïďłăå (preorder, postorder). Łăł ĺ àăŋìèě, ćàěňï àăąőâë ďőńęŋő ąëâì O(n) (čďě n — çĺáńő ćěàèĺŋ).

13.1-5 Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąőľ ăńčőàĺâň ŕőáâàőěŋĺï ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă, áőďěàęăéěčő ğăďăŋŋëě n íńěňěŋâőć, âàěąãěâ (ć åãďèěň áńãçăě) ćàěňěŋĺ Ω(n lg n). Ćőáŕőńìğãľâěáì âěň, çâő áőàâĺàőćłă n çĺáěń âàěąãěâ Ω(n lg n) ďěľáâćĺľ.

Řĺáãŋőł 13.2 Ŕőĺáł ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě. Ĺéă łńîç 13, ňë ĺďñň őâ łőàŋï ŕő ŕãâĺ 15 → 6 → 7 → 13. Ůâőąë ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋëľ łńîç 2, ňë ćáñ ćàěňï ĺďñň ŋăńěćő; çâőąë ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋëľ łńîç 20 — ŋăŕàăćő. Ďńï ćěàèĺŋë á łńîçőň 15 áńěďãîéěľ ąãďěâ ćěàèĺŋă á łńîçőň 17 (íâő ňĺŋĺňăńìŋëľ łńîç ć ŕàăćőň ŕőďďěàěćě ćěàèĺŋë á łńîçőň 15). Ş ćěàèĺŋë á łńîçőň 13 ŋěâ ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă; ŕőíâőňã, çâőąë ŋăľâĺ áńěďãîéãî ğă ŋěľ ćěàèĺŋã, ňë ŕőďŋĺňăěňáï ććěàå, ŕőłă ŋě ŕàőľďñň ŕő àěąàã, ćěďãéěňã ćŕàăćő-ććěàå; ć ďăŋŋőň áńãçăě áńěďãîéăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ łńîç 15.

13.2 Ŕőĺáł ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, çâő ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă ŕőğćőńïîâ ćëŕőńŋïâì őŕěàăæĺĺ Search, Minimum, Maximum, Successor ĺ Predecessor ğă ćàěňï O(h), čďě h — ćëáőâă ďěàěćă.

Ŕőĺáł

Ŕàőæěďãàă ŕőĺáłă ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ĺáłőňëľ łńîç k ĺ ãłăğăâěńì x ŋă łőàěŋì ŕőďďěàěćă, ć łőâőàőň ŕàőĺğćőďĺâáï ŕőĺáł. Őŋă ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ćěàèĺŋã á łńîçőň k (ěáńĺ âăłăï ěáâì) ĺńĺ áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě nil (ěáńĺ âăłőľ ćěàèĺŋë ŋěâ).

Tree-Search(x, k) 1 if x = nil ĺńĺ k = key[x] 2 then return x 3 if k < key[x] 4 then return Tree-Search(left[x], k) 5 else return Tree-Search(right[x], k)

Ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă ňë ďćĺčăěňáï őâ łőàŋï, áàăćŋĺćăï łńîç k á łńîçőň, åàăŋïéĺňáï ć âěłãéěľ ćěàèĺŋě x. Ěáńĺ őŋĺ àăćŋë, ŕőĺáł ğăćěàèăěâáï. Ěáńĺ k < key[x], âő ŕőĺáł ŕàőďőńęăěâáï ć ńěćőň ŕőďďěàěćě x (łńîç k ňőęěâ ąëâì âőńìłő âăň, áőčńăáŋő áćőľáâćã ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ). Ěáńĺ k > key[x], âő ŕőĺáł ŕàőďőńęăěâáï ć ŕàăćőň ŕőďďěàěćě. Ďńĺŋă ŕãâĺ ŕőĺáłă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ćëáőâë ďěàěćă, ŕőíâőňã ćàěňï ŕőĺáłă ěáâì O(h) (čďě h — ćëáőâă ďěàěćă).

Ćőâ ĺâěàăâĺćŋăï ćěàáĺï âőľ ęě ŕàőæěďãàë (łőâőàăï, łăł ŕàăćĺńő, ąőńěě íääěłâĺćŋă):

Iterative-Tree-Search(x, k) 1 while x ≠ nil ĺ k ≠ key[x] 2 do if k < key[x] 3 then x ← left[x] 4 else x ← right[x] 5 return x

Ňĺŋĺňãň ĺ ňăłáĺňãň

Ňĺŋĺňăńìŋëľ łńîç ć ďěàěćě ŕőĺáłă ňőęŋő ŋăľâĺ, ŕàőľďï ŕő ãłăğăâěńïň left őâ łőàŋï (ŕőłă ŋě ãŕàñňáï ć nil), áň. àĺá. 13.2. Ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň x.

Tree-Minimum(x) 1 while left[x] ≠ nil 2 do x ← left[x] 3 return x

Śćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ čăàăŋâĺàãěâ ŕàăćĺńìŋőáâì ŕàőæěďãàë Tree-Minimum. Ěáńĺ ã ćěàèĺŋë x ŋěâ ńěćőčő àěąñŋłă, âő ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň x ěáâì x, âăł łăł ńîąőľ łńîç ć ŕàăćőň ŕőďďěàěćě ŋě ňěŋìèě key[x]. Ěáńĺ ęě ńěćőě ŕőďďěàěćő ćěàèĺŋë x ŋě ŕãáâő, âő ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň x ŋăåőďĺâáï ć íâőň ńěćőň ŕőďďěàěćě (ŕőáłőńìłã áăň x ĺ ćáě íńěňěŋâë ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă ąőńìèě).

Ăńčőàĺâň Tree-Maximum áĺňňěâàĺçěŋ:

Tree-Maximum(x) 1 while right[x] ≠ nil 2 do x ← right[x] 3 return x

Őąă ăńčőàĺâňă âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(h), čďě h — ćëáőâă ďěàěćă (ŕőáłőńìłã ďćĺčăîâáï ŕő ďěàěćã âőńìłő ćŋĺğ).

Śńěďãîéĺľ ĺ ŕàěďëďãéĺľ íńěňěŋâë

Łăł ŋăľâĺ ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě íńěňěŋâ, áńěďãîéĺľ ğă ďăŋŋëň? Śćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ ŕőğćőńïěâ áďěńăâì íâő, ďćĺčăïáì ŕő ďěàěćã. Ćőâ ŕàőæěďãàă, łőâőàăï ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă áńěďãîéĺľ ğă x íńěňěŋâ (ěáńĺ ćáě łńîçĺ àăğńĺçŋë, őŋ áőďěàęĺâ áńěďãîéĺľ ŕő ćěńĺçĺŋě łńîç) ĺńĺ nil, ěáńĺ íńěňěŋâ x — ŕőáńěďŋĺľ ć ďěàěćě.

Tree-Successor(x) 1 if right[x] ≠ nil 2 then return Tree-Minimum(right[x]) 3 y ← p[x] 4 while y ≠ nil and x = right[y] 5 do x ← y 6 y ← p[y] 7 return y

Ŕàőæěďãàă Tree-Successor őâďěńìŋő àăááňăâàĺćăěâ ďćă áńãçăï. Ěáńĺ ŕàăćőě ŕőďďěàěćő ćěàèĺŋë x ŋěŕãáâő, âő áńěďãîéĺľ ğă x íńěňěŋâ — ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ć íâőň ŕőďďěàěćě ĺ àăćěŋ Tree-Minimum(right[x]). Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 13.2 ğă ćěàèĺŋőľ á łńîçőň 15 áńěďãěâ ćěàèĺŋă á łńîçőň 17.

Ŕãáâì âěŕěàì ŕàăćőě ŕőďďěàěćő ćěàèĺŋë x ŕãáâő. Šőčďă ňë ĺďñň őâ x ććěàå, ŕőłă ŋě ŋăľďñň ćěàèĺŋã, ïćńïîéãîáï ńěćëň áëŋőň áćőěčő àőďĺâěńï (áâàőłĺ 3–7). İâőâ àőďĺâěńì (ěáńĺ őŋ ěáâì) ĺ ąãďěâ ĺáłőňëň íńěňěŋâőň. [Ťőàňăńìŋő čőćőàï, æĺłń ć áâàőłăå 4–6 áőåàăŋïěâ âăłőě áćőľáâćő: y = p[x]; ĺáłőňëľ íńěňěŋâ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãěâ ğă íńěňěŋâăňĺ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć x.]

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Tree-Successor ŋă ďěàěćě ćëáőâë h ěáâì O(h), âăł łăł ňë ďćĺčăěňáï ńĺąő âőńìłő ććěàå, ńĺąő âőńìłő ćŋĺğ.

Ŕàőæěďãàă Tree-Predecessor áĺňňěâàĺçŋă. Šăłĺň őąàăğőň, ňë ďőłăğăńĺ áńěďãîéãî âěőàěňã.

Šěőàěňă 13.1. Őŕěàăæĺĺ Search, Minimum, Maximum, Successor ĺ Predecessor ŋă ďěàěćě ćëáőâë h ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(h).

Şŕàăęŋěŋĺï

13.2-1 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ŕőĺáłă åàăŋïâáï çĺáńă őâ 1 ďő 1000 ĺ ňë åőâĺň ŋăľâĺ çĺáńő 363. Łăłĺě ĺğ áńěďãîéĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŋě ňőčãâ ąëâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïňĺ ŕàőáňăâàĺćăěňëå ŕàĺ íâőň łńîçěľ?

ă. 2, 252, 401, 398, 330, 344, 397, 363; ą. 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363; ć. 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363; č. 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363; ď. 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363.

13.2-2 Ŕãáâì ŕőĺáł łńîçă ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě ğăćěàèăěâáï ć ńĺáâě. Řăááňőâàĺň âàĺ ňŋőęěáâćă: A (íńěňěŋâë áńěćă őâ ŕãâĺ ŕőĺáłă),

B (íńěňěŋâë ŋă ŕãâĺ) ĺ C (áŕàăćă őâ ŕãâĺ). Ŕàőäěááőà ãâćěàęďăěâ, çâő ďńï ńîąëå âàñå łńîçěľ a ∈ A, b ∈ B ĺ c ∈ C ćěàŋő a ⩽ b ⩽ c. Ŕőłăęĺâě, çâő őŋ ŋěŕàăć, ĺ ŕàĺćěďĺâě łőŋâàŕàĺňěà ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőčő àăğňěàă.

13.2-3 Ďőłăęĺâě äőàňăńìŋő ŕàăćĺńìŋőáâì ŕàőæěďãàë Tree- Successor.

13.2-4 Ć àăğďěńě 13.1 ąëń ŕőáâàőěŋ ăńčőàĺâň, ŕěçăâăîéĺľ ćáě łńîçĺ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě. Šěŕěàì íâő ňőęŋő áďěńăâì ĺŋăçě: ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ, ă ŕőâőň n − 1 àăğ ĺáłăâì áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ. Ďőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă ěáâì O(n).

13.2-5 Ďőłăęĺâě, çâő k ŕőáńěďőćăâěńìŋëå ćëğőćőć Tree- Successor ćëŕőńŋïîâáï ğă O(k + h) èăčőć (h — ćëáőâă ďěàěćă) ŋěğăćĺáĺňő őâ âőčő, á łăłőľ ćěàèĺŋë ňë ŋăçĺŋăěň.

13.2-6 Ŕãáâì T — ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă, ćáě łńîçĺ ć łőâőàőň àăğńĺçŋë, x — ěčő ńĺáâ, ă y — àőďĺâěńì x. Ŕőłăęĺâě, çâő key[y] ïćńïěâáï áőáěďŋĺň á key[x] łńîçőň (áńěďãîéĺň ĺńĺ ŕàěďëďãéĺň ć áňëáńě ŕőàïďłă ŋă łńîçăå).

13.3 Ďőąăćńěŋĺě ĺ ãďăńěŋĺě íńěňěŋâă

İâĺ őŕěàăæĺĺ ňěŋïîâ ďěàěćő, áőåàăŋïï áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ. Łăł ňë ãćĺďĺň, ďőąăćńěŋĺě áàăćŋĺâěńìŋő ŕàőáâő; ãďăńěŋĺě çãâì áńőęŋěě.

Ďőąăćńěŋĺě

Ŕàőæěďãàă Tree-Insert ďőąăćńïěâ ğăďăŋŋëľ íńěňěŋâ ć ŕőďåőďïéěě ňěáâő ďěàěćă T (áőåàăŋïï áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ). Ŕăàăňěâàőň ŕàőæěďãàë ïćńïěâáï ãłăğăâěńì z ŋă ŋőćãî ćěàèĺŋã, ć łőâőàãî ŕőňěéěŋë ğŋăçěŋĺï key[z] (ďőąăćńïěňőě ğŋăçěŋĺě łńîçă), left[z] = nil ĺ right[z] = nil. Ć åőďě àăąőâë ŕàőæěďãàă ňěŋïěâ ďěàěćő T ĺ (ćőğňőęŋő) ŋěłőâőàëě ŕőńï ćěàèĺŋë z, ŕőáńě çěčő ŋőćăï ćěàèĺŋă á ďăŋŋëň ğŋăçěŋĺěň łńîçă őłăğëćăěâáï ćáâăćńěŋŋőľ ć ŕőďåőďïéěě ňěáâő ďěàěćă.

Řĺáãŋőł 13.3 Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă á łńîçőň 13. Śćěâńő-áěàëě ćěàèĺŋë ŋăåőďïâáï ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ďő ŕőğĺæĺĺ ŋőćőčő íńěňěŋâă. Ŕãŋłâĺà áćïğëćăěâ ŋőćëľ íńěňěŋâ áő áâăàëňĺ.

Tree-Insert(T, z) 1 y ← nil 2 x ← root[T ] 3 while x ≠ nil 4 do y ← x 5 if key[z] < key[x] 6 then x ← left[x] 7 else x ← right[x] 8 p[z] ← y 9 if y = nil 10 then root[T ] ← z 11 else if key[z] < key[y] 12 then left[y] ← z 13 else right[y] ← z

Ŋă àĺáãŋłě 13.3 ŕőłăğăŋő, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă Tree-Insert. Ŕőďőąŋő ŕàőæěďãàăň Tree-Search ĺ Iterative-Tree-Search, őŋă ďćĺčăěâáï ćŋĺğ ŕő ďěàěćã, ŋăçăć á ěčő łőàŋï. Ŕàĺ íâőň ć ćěàèĺŋě y áőåàăŋïěâáï ãłăğăâěńì ŋă àőďĺâěńï ćěàèĺŋë x (æĺłń ć áâàőłăå 3– 7). Śàăćŋĺćăï key[z] á key[x], ŕàőæěďãàă àěèăěâ, łãďă ĺďâĺ — ŋăńěćő ĺńĺ ŋăŕàăćő. Ŕàőæěáá ğăćěàèăěâáï, łőčďă x áâăŋőćĺâáï àăćŋëň nil. İâőâ nil áâőĺâ łăł àăğ âăň, łãďă ŋăďő ŕőňěáâĺâì z, çâő ĺ ďěńăěâáï ć áâàőłăå 8–13.

Łăł ĺ őáâăńìŋëě őŕěàăæĺĺ, ďőąăćńěŋĺě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(h) ďńï ďěàěćă ćëáőâë h.

Şďăńěŋĺě

Ŕăàăňěâàőň ŕàőæěďãàë ãďăńěŋĺï ïćńïěâáï ãłăğăâěńì ŋă ãďăńïěňãî ćěàèĺŋã. Ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ ćőğňőęŋë âàĺ áńãçăï, ŕőłăğăŋŋëě ŋă àĺáãŋłě 13.4. Ěáńĺ ã z ŋěâ ďěâěľ, ďńï ãďăńěŋĺï z ďőáâăâőçŋő ŕőňěáâĺâì nil ć áőőâćěâáâćãîéěě ŕőńě ěčő àőďĺâěńï (ćňěáâő z). Ěáńĺ ã z ěáâì őďĺŋ àěąñŋőł, ňőęŋő ”ćëàěğăâì” z, áőěďĺŋĺć ěčő àőďĺâěńï

Řĺáãŋőł 13.4 Şďăńěŋĺě ćěàèĺŋë z ĺğ ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă. (ă) Ěáńĺ ćěàèĺŋă z ŋě ĺňěěâ ďěâěľ, ěñ ňőęŋő ãďăńĺâì ąěğ ŕàőąńěň. (ą) Ěáńĺ ćěàèĺŋă z ĺňěěâ őďŋőčő àěąñŋłă, ŕőňěéăěň ěčő ŋă ňěáâő ćěàèĺŋë z. (ć) Ěáńĺ ã ćěàèĺŋë z ďćőě ďěâěľ, ňë áćőďĺň ďěńő ł ŕàěďëďãéěňã áńãçăî, ãďăńïï ćňěáâő ŋěñ ćěàèĺŋã y á ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîéĺň ğŋăçěŋĺěň łńîçă (ã íâőľ ćěàèĺŋë àěąñŋőł őďĺŋ) ĺ ŕőňěéăï łńîç key[y] (ĺ áćïğăŋŋëě á ŋĺň ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě) ŋă ňěáâő ćěàèĺŋë z.

ŋăŕàïňãî á ěčő àěąñŋłőň. Ěáńĺ ęě ďěâěľ ďćőě, âàěąãîâáï ŋěłőâőàëě ŕàĺčőâőćńěŋĺï: ňë ŋăåőďĺň áńěďãîéĺľ (ć áňëáńě ŕőàïďłă ŋă łńîçăå) ğă z íńěňěŋâ y; ã ŋěčő ŋěâ ńěćőčő àěąñŋłă (ãŕà. 13.3-4). Šěŕěàì ňőęŋő áłőŕĺàőćăâì łńîç ĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě ĺğ ćěàèĺŋë y ć ćěàèĺŋã z, ă áăňã ćěàèĺŋã y ãďăńĺâì őŕĺáăŋŋëň ćëèě áŕőáőąőň.

Ŕàĺňěàŋő âăł ĺ ďěľáâćãěâ ŕàőæěďãàă Tree-Delete (åőâï àăááňăâàĺćăěâ íâĺ âàĺ áńãçăï ć ŋěáłőńìłő ďàãčőň ŕőàïďłě).

Tree-Delete(T, z) 1 if left[z] = nil ĺńĺ right[z] = nil 2 then y ← z 3 else y ← Tree-Successor(z) 4 if left[y] ≠ nil 5 then x ← left[y] 6 else x ← right[y] 7 if x ≠ nil 8 then p[x] ← p[y] 9 if p[y] = nil 10 then root[T ] ← x 11 else if y = left[p[y]] 12 then left[p[y]] ← x 13 else right[p[y]] ← x 14 if y ≠ z 15 then key[z] ← key[y] 16 ▷ łőŕĺàãěň ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě, áćïğăŋŋëě á y 17 return y

Ć áâàőłăå 1–3 őŕàěďěńïěâáï ćěàèĺŋă y, łőâőàãî ňë ŕőâőň ćëàěęěň ĺğ ďěàěćă. İâő ńĺąő áăňă ćěàèĺŋă z (ěáńĺ ã z ŋě ąőńěě őďŋőčő àěąñŋłă), ńĺąő áńěďãîéĺľ ğă z íńěňěŋâ (ěáńĺ ã z ďćőě ďěâěľ). Ğăâěň ć áâàőłăå 4–6 ŕěàěňěŋŋăï x áâăŋőćĺâáï ãłăğăâěńěň ŋă áãéěáâćãîéěčő àěąñŋłă ćěàèĺŋë y, ĺńĺ àăćŋőľ nil, ěáńĺ ã y ŋěâ ďěâěľ. Ćěàèĺŋă y ćëàěğăěâáï ĺğ ďěàěćă ć áâàőłăå 7–13 (ňěŋïîâáï ãłăğăâěńĺ ć ćěàèĺŋăå p[y] ĺ x). Ŕàĺ íâőň őâďěńìŋő àăááňăâàĺćăîâáï čàăŋĺçŋëě áńãçăĺ, łőčďă x = nil ĺ łőčďă y ïćńïěâáï łőàŋěň ďěàěćă. Ŋăłőŋěæ, ć áâàőłăå 14–16, ěáńĺ ćëàěğăŋŋăï ćěàèĺŋă y őâńĺçŋă őâ z, łńîç (ĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě) ćěàèĺŋë y ŕěàěňěéăîâáï ć z (ćěďì ŋăň ŋăďő ąëńő ãďăńĺâì z, ă ŋě y). Ŋăłőŋěæ, ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì y (íâő ŕőğćőńĺâ ćëğëćăîéěľ ŕàőæěďãàě ćŕőáńěďáâćĺĺ őáćőąőďĺâì ŕăňïâì, ğăŋïâãî ćěàèĺŋőľ y). Ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ěáâì O(h) ŋă ďěàěćě ćëáőâë h.

Ĺâăł, ňë ďőłăğăńĺ áńěďãîéãî âěőàěňã.

Šěőàěňă 13.2. Őŕěàăæĺĺ Insert ĺ Delete ňőčãâ ąëâì ćëŕőńŋěŋë ğă ćàěňï O(h), čďě h — ćëáőâă ďěàěćă.

Şŕàăęŋěŋĺï

13.3-1 Ŋăŕĺèĺâě àěłãàáĺćŋëľ ćăàĺăŋâ ŕàőæěďãàë Tree-Insert.

13.3-2 Ŋăçĺŋăï á ŕãáâőčő ďěàěćă, ąãďěň ďőąăćńïâì íńěňěŋâë á àăğńĺçŋëňĺ łńîçăňĺ őďĺŋ ğă ďàãčĺň. Ěáńĺ ŕőáńě íâőčő ňë ŕàőćőďĺň ŕőĺáł íńěňěŋâă á łńîçőň x, âő çĺáńő áàăćŋěŋĺľ ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèě çĺáńă áàăćŋěŋĺľ, ćëŕőńŋěŋŋëå ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ íâőčő íńěňěŋâă. Ŕőçěňã?

13.3-3 Ŋăąőà ĺğ n çĺáěń ňőęŋő őâáőàâĺàőćăâì, áŋăçăńă ďőąăćĺć ĺå őďĺŋ ğă ďàãčĺň ć ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă (á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Tree-Insert), ă ŕőâőň őąőľâĺ ďěàěćő á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Inorder-Tree-Walk. Ŋăľďĺâě ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă ć åãďèěň ĺ ć ńãçèěň áńãçăě.

13.3-4 Ŕőłăęĺâě, çâő, ěáńĺ ćěàèĺŋă ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă ĺňěěâ ďćőĺå ďěâěľ, âő áńěďãîéăï ğă ŋěľ ćěàèĺŋă ŋě ĺňěěâ ńěćőčő àěąñŋłă, ă ŕàěďèěáâćãîéăï ěľ ćěàèĺŋă — ŕàăćőčő.

13.3-5 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ãłăğăâěńì ŋă ćěàèĺŋã y åàăŋĺâáï ć łăłőľ-âő ćŋěèŋěľ áâàãłâãàě ďăŋŋëå ĺ çâő ŕàěďèěáâćãîéăï y ćěàèĺŋă ďěàěćă ãďăńïěâáï á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Tree-Delete. Łăłĺě ŕàĺ íâőň ňőčãâ ćőğŋĺłŋãâì ŕàőąńěňë? Łăł ňőęŋő ĺğňěŋĺâì Tree-Delete, çâőąë íâĺå ŕàőąńěň ĺğąěęăâì?

13.3-6 Łőňňãâĺàãîâ ńĺ őŕěàăæĺĺ ãďăńěŋĺï ďćãå ćěàèĺŋ? Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŕőńãçĺň ńĺ ňë őďĺŋăłőćëě ďěàěćìï, ěáńĺ ć őďŋőň áńãçăě ãďăńĺň áŋăçăńă x, ă ŕőâőň y, ă ć ďàãčőň — ŋăőąőàőâ? Őąêïáŋĺâě áćőľ őâćěâ.

13.3-7 Ěáńĺ ã z ďćőě ďěâěľ, ňë ňőęěň ĺáŕőńìğőćăâì ć Tree- Delete ŋě áńěďãîéĺľ ğă z íńěňěŋâ, ă ŕàěďëďãéĺľ. Ňőęŋő ŋăďěïâìáï, çâő áŕàăćěďńĺćëľ ŕőďåőď, łőâőàëľ ć ŕőńőćĺŋě áńãçăěć ćëąĺàăěâ ŕàěďëďãéĺľ, ă ć ŕőńőćĺŋě — áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ, ąãďěâ ŕàĺćőďĺâì ł ńãçèě áąăńăŋáĺàőćăŋŋőňã ďěàěćã. Łăł ĺğňěŋĺâì âěłáâ ŕàőæěďãàë, çâőąë àěăńĺğőćăâì âăłőľ ŕőďåőď?

⋆ 13.4 Śńãçăľŋëě ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă

Łăł ňë ćĺďěńĺ, őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ á ďćőĺçŋëňĺ ďěàěćìïňĺ ŕőĺáłă âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(h), čďě h — ćëáőâă ďěàěćă. Ŕőíâőňã ćăęŋő ŕőŋïâì, łăłőćă ćëáőâă ”âĺŕĺçŋőčő” ďěàěćă. Ďńï íâőčő ŋěőąåőďĺňő ŕàĺŋïâì łăłĺě-âő áâăâĺáâĺçěáłĺě ŕàěďŕőńőęěŋĺï ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ łńîçěľ ĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ćëŕőńŋïěňëå őŕěàăæĺľ.

Ł áőęăńěŋĺî, ć őąéěň áńãçăě áĺâãăæĺï âàãďŋă ďńï ăŋăńĺğă, ĺ ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ńĺèì ďěàěćìï, ŕőńãçěŋŋëě ďőąăćńěŋĺěň ćěàèĺŋ (ąěğ ãďăńěŋĺľ). Őŕàěďěńĺň áńãçăľŋőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő (randomly built search tree) ĺğ n àăğńĺçŋëå łńîçěľ łăł ďěàěćő, ŕőńãçăîéěěáï ĺğ ŕãáâőčő ďěàěćă ďőąăćńěŋĺěň íâĺå łńîçěľ ć áńãçăľŋőň ŕőàïďłě (ćáě n! ŕěàěáâăŋőćőł áçĺâăěň àăćŋőćěàőïâŋëňĺ). (Łăł ćĺďŋő ĺğ ãŕà. 13.4-2, íâő ŋě őğŋăçăěâ, çâő ćáě ďćőĺçŋëě ďěàěćìï àăćŋőćěàőïâŋë, ŕőáłőńìłã àăğŋëě ŕőàïďłĺ ďőąăćńěŋĺï ňőčãâ ŕàĺćőďĺâì ł őďŋőňã ĺ âőňã ęě ďěàěćã.) Ć íâőň àăğďěńě ňë ďőłăęěň, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćëáőâë áńãçăľŋőčő ďěàěćă ĺğ n łńîçěľ ěáâì O(lg n).

Ŕőáňőâàĺň, łăł áćïğăŋă áâàãłâãàă ďěàěćă á ŕőàïďłőň ďőąăćńěŋĺï łńîçěľ.

Ńěňňă 13.3. Ŕãáâì T — ďěàěćő, ŕőńãçăîéěěáï ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï n àăğńĺçŋëå łńîçěľ k_1, k_2, . . ., k_n (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě) ł ĺğŋăçăńìŋő ŕãáâőňã ďěàěćã. Šőčďă k_i ïćńïěâáï ŕàěďłőň k_j ć T âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă i < j, ĺ ŕàĺ íâőň

k_i = min{k_l : 1 ⩽ l ⩽ i ĺ k_l > k_j }

(łńîç k_i ąőńìèě k_j ĺ ĺå ŋě àăğďěńïěâ ŋĺ őďĺŋ łńîç áàěďĺ k_1, . . ., k_i) ĺńĺ k_i = max{k_l : 1 ⩽ l ⩽ i ĺ k_l < k_j }

(łńîç k_i ňěŋìèě k_j ĺ ĺå ŋě àăğďěńïěâ ŋĺ őďĺŋ łńîç áàěďĺ k_1, . . . , k_i) Ďőłăğăâěńìáâćő. ⇒: Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő k_i ïćńïěâáï ŕàěďłőň k_j . Őçěćĺďŋő, i < j (ŕőâőňőł ŕőïćńïěâáï ć ďěàěćě ŕőğęě ŕàěďłă). Řăááňőâàĺň ďěàěćő T_i, łőâőàőě ŕőńãçăěâáï ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï łńîçěľ k_1, k_2, . . ., k_i. Ŕãâì ć T_i őâ łőàŋï ďő k_i âőâ ęě, çâő ĺ ŕãâì ć T őâ łőàŋï ďő k_i. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ ąë łńîç k_j ąëń ďőąăćńěŋ ć T_i, őŋ áâăń ąë ŕàăćëň ĺńĺ ńěćëň àěąñŋłőň k_i. Śńěďőćăâěńìŋő (áň. ãŕà. 13.2-6), k_i ïćńïěâáï ńĺąő ŋăĺňěŋìèĺň áàěďĺ âěå łńîçěľ ĺğ k_1, k_2, . . ., k_i, łőâőàëě ąőńìèě k_j , ńĺąő ŋăĺąőńìèĺň áàěďĺ łńîçěľ ĺğ âőčő ęě ŋăąőàă, ňěŋìèĺå k_j .

⇐: Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő k_i ïćńïěâáï ŋăĺňěŋìèĺň áàěďĺ âěå łńîçěľ k_1, k_2, . . ., k_i, łőâőàëě ąőńìèě k_j . (Ďàãčőľ áńãçăľ áĺňňěâàĺçěŋ.) Ůâő ąãďěâ ŕàőĺáåőďĺâì ŕàĺ ŕőňěéěŋĺĺ łńîçă k_j ć ďěàěćő? Śàăćŋěŋĺě k_j á łńîçăňĺ ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ł k_i ďăáâ âě ęě àěğãńìâăâë, çâő ĺ ďńï k_i. Śńěďőćăâěńìŋő, ňë ŕàőľďñň ŕãâì őâ łőàŋï ďő k_i, âăł çâő k_j áâăŋěâ ŕőâőňłőň k_i.

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Šěŕěàì ňőęŋő ŕőŋïâì, łăł ğăćĺáĺâ čńãąĺŋă łăęďőčő łńîçă őâ ŕěàěáâăŋőćłĺ ŋă ćåőďě.

Śńěďáâćĺě 13.4. Ŕãáâì T — ďěàěćő, ŕőńãçěŋŋőě ĺğ ŕãáâőčő ďőąăćńěŋĺěň n àăğńĺçŋëå łńîçěľ k_1, k_2, . . ., k_n (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě). Ďńï łăęďőčő łńîçă k_j (ŕàĺ ćáěå 1 ⩽ j ⩽ n) àăááňőâàĺň ňŋőęěáâćă

G_j = {k_i : 1 ⩽ i < j ĺ k_l > k_i > k_j ŕàĺ ćáěå l < i, ďńï łőâőàëå k_l > k_j } ĺ L_j = {k_i : 1 ⩽ i < j ĺ k_l < k_i < k_j ŕàĺ ćáěå l < i, ďńï łőâőàëå k_l < k_j }.

Šőčďă łńîçĺ ŋă ŕãâĺ ĺğ łőàŋï ć k_j — ć âőçŋőáâĺ G_j ∪ L_j , ă čńãąĺŋă k_j ć ďěàěćě T àăćŋă d(k_j, T ) = |G_j| + |L_j|. Ŋă àĺáãŋłě 13.5 ĺğőąàăęěŋë ňŋőęěáâćă G_j ĺ L_j . Ĺå ŕőáâàőěŋĺě ňőęŋő őąêïáŋĺâì âăł. Śçĺâăï ďńï ŋăčńïďŋőáâĺ łńîçĺ çĺáńăňĺ, ąãďěň őâňěçăâì ĺå ŋă çĺáńőćőľ őáĺ: áŋăçăńă k_1, ŕőâőň k_2 ĺ âăł ďăńěě ćŕńőâì ďő k_j . Ć łăęďëľ ňőňěŋâ ŋă őáĺ őâňěçěŋő ŋěáłőńìłő âőçěł k_1, . . ., k_t (čďě 1 ⩽ t ⩽ j − 1). Ŕőáňőâàĺň, łăłăï ĺğ íâĺå âőçěł ąãďěâ ąńĺęăľèěľ áŕàăćă ł ąãďãéěňã ŕőńőęěŋĺî łńîçă k_j . Ňŋőęěáâćő ćáěå âăłĺå ąńĺęăľèĺå âőçěł (ďńï ćáěå ňőňěŋâőć ćàěňěŋĺ t = 1, 2, . . . , j − 1) ĺ ěáâì G_j . Ąńĺęăľèĺě áńěćă âőçłĺ őąàăğãîâ ňŋőęěáâćő L_j .

Ŋăèă æěńì — őæěŋĺâì áćěàåã łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć G_j ĺ L_j , ŕőáłőńìłã áãňňă íâĺå łőńĺçěáâć àăćŋă čńãąĺŋě łńîçă k_j . Ťĺłáĺàãěň ŋěłőâőàőě j. Ůĺáńő íńěňěŋâőć ć G_j ąãďěâ áńãçăľŋőľ ćěńĺçĺŋőľ, ğăćĺáïéěľ őâ ŕőàïďłă łńîçěľ ŋă ćåőďě (ĺňěěâ ğŋăçěŋĺě ńĺèì ŕőàïďőł ŋă łńîçăå k_1, . . ., k_j). Ňë åőâĺň őæěŋĺâì íâő çĺáńő áćěàåã (ďőłăğăâì, çâő ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï ”íâő çĺáńő ćěńĺłő” ňăńă).

Śńěďãîéĺľ äăłâ ĺğ âěőàĺĺ ćěàőïâŋőáâěľ ĺčàăěâ æěŋâàăńìŋãî àőńì ŕàĺ íâőľ őæěŋłě.

Ńěňňă 13.5. Ŕãáâì k_1, k_2, . . ., k_n ěáâì áńãçăľŋăï ŕěàěáâăŋőćłă n àăğńĺçŋëå çĺáěń. Ďńï łăęďőčő i őâ 1 ďő n àăááňőâàĺň ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ć ňŋőęěáâćě {k_1, k_2, . . ., k_i}. Ňŋőęěáâćő ćáěå âăłĺå íńěňěŋâőć ŋăğőćñň S:

S = {k_i : 1 ⩽ i ⩽ n ĺ k_l > k_i ďńï ćáěå l < i}. (13.1)

Šőčďă P{|S| ⩾ (β + 1)H_n} ⩽ 1/n^2, čďě H_n — n-ï çăáâĺçŋăï áãňňă čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă, ă β ≈ 4,32 — łőàěŋì ãàăćŋěŋĺï (ln β−1)β = 2.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ąãďěň áńěďĺâì ğă âěň, łăł ňěŋïěâáï ňŋőęěáâćő {k_1, . . ., k_i} á àőáâőň i. Ŋă i-ň èăčě ł ŋěňã ďőąăćńïěâáï íńěňěŋâ k_i, ŕàĺçñň őŋ á àăćŋëňĺ ćěàőïâŋőáâïňĺ ňőęěâ őłăğăâìáï ŕěàćëň, ćâőàëň,. . ., i-ň ŕő ćěńĺçĺŋě (łăęďőľ ĺğ íâĺå ćőğňőęŋőáâěľ áőőâćěâáâćãěâ àăćŋăï ďőńï ćåőďŋëå ŕěàěáâăŋőćőł). Šăłĺň őąàăğőň, ćěàőïâŋőáâì ãćěńĺçěŋĺï ňŋőęěáâćă S ŋă i-ň èăčě àăćŋă 1/i ŕàĺ ńîąőň ŕőàïďłě áàěďĺ łńîçěľ k_1, . . ., k_{i−1}, âăł çâő ďńï àăğŋëå i íâĺ áőąëâĺï ŋěğăćĺáĺňë.

Ňë ŕàĺåőďĺň ł áĺâãăæĺĺ, őŕĺáăŋŋőľ ć âěőàěňě 6.6: ĺňěěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ, ćěàőïâŋőáâì ãáŕěåă ć iň ĺáŕëâăŋĺĺ àăćŋă 1/i. Ŋăň ŋăďő őæěŋĺâì çĺáńő ãáŕěåőć.

Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě íâőčő çĺáńă àăćŋő 1 + 1/2 + . . .+ 1/i = H_i = ln i + O(1), áň. äőàňãńã (3.5) ĺ ğăďăçã 6-2. Ŋăň ŋăďő őæěŋĺâì ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő çĺáńő ãáŕěåőć ąőńìèě áćőěčő ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï ć β + 1 àăğ.

İâő ďěńăěâáï á ŕőňőéìî âěőàěňë 6.6. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě |S| ěáâì μ = H_n ⩾ ln n, ĺ ŕő âěőàěňě 6.6 ňë ĺňěěň P{|S| ⩾ (β + 1)H_n} = P {|S| − μ ⩾ βH_n} ⩽ ⩽ ( eH_n βH_n )_{βHn} = = e^{(1−ln β)βHn} ⩽ ⩽ e^{−(ln β−1)β ln n} =

= n^{−(ln β−1)β} =

= 1/n^2

áőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî çĺáńă β.

Ŕőáńě âăłőľ ŕőďčőâőćłĺ ćěàŋñňáï ł ďěàěćìïň ŕőĺáłă.

Šěőàěňă 13.6. Śàěďŋïï ćëáőâă áńãçăľŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă, ŕőáâàőěŋŋőčő ŕő n àăğńĺçŋëň łńîçăň, ěáâì O(lg n).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì k_1, k_2, . . ., k_n — áńãçăľŋăï ŕěàěáâăŋőćłă ďăŋŋëå n łńîçěľ, T — ďěàěćő, ŕőńãçěŋŋőě ŕőáńěďőćăâěńìŋëň ďőąăćńěŋĺěň íâĺå łńîçěľ ł ŕãáâőňã. Ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő ŋőňěàă j ĺ ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő çĺáńă t àăááňőâàĺň ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő čńãąĺŋă d(k_j, T ) łńîçă k_j ŋě ňěŋìèě t. Śőčńăáŋő áńěďáâćĺî 13.4, ć íâőň áńãçăě åőâï ąë őďŋő ĺğ ňŋőęěáâć G_j ĺ L_j ďőńęŋő ĺňěâì àăğňěà ŋě ňěŋěě t/2. Šăłĺň őąàăğőň, P{d(k_j, T ) ⩾ t} ⩽ P{|G_j | ⩾ t/2} + P{|L_j | ⩾ t/2}. (13.2) Ćŋăçăńě àăááňőâàĺň P{|G_j| ⩾ t/2}. Őæěŋĺň ãáńőćŋãî ćěàőïâŋőáâì íâőčő áőąëâĺï ŕàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň ňŋőęěáâćě U = {t : 1 ⩽ t ⩽ j − 1 ĺ k_t > k_j } (âő ěáâì łőčďă ĺğćěáâŋő, łăłĺě ĺğ íńěňěŋâőć k_1, . . ., k_{j−1} ąőńìèě k_j ). Ňë ŋăåőďĺňáï ć áĺâãăæĺĺ ńěňňë 13.5 (ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ íńěňěŋâőć á ĺŋďěłáăňĺ ĺğ U àăćŋőćěàőïâŋë), ĺ ŕőíâőňã ãáńőćŋăï ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï |G_j | ⩾ t/2 ŕàĺ ďăŋŋőň U àăćŋă ćěàőïâŋőáâĺ âőčő, çâő ć áńãçăľŋőľ ŕěàěáâăŋőćłě ĺğ u = |U| íńěňěŋâőć ěáâì ŕő łàăľŋěľ ňěàě t/2 íńěňěŋâőć, ňěŋìèĺå ćáěå ŕàěďëďãéĺå. Ś àőáâőň u íâă ćěàőïâŋőáâì âőńìłő àăáâñâ, âăł çâő ćáě ãáńőćŋëě ćěàőïâŋőáâĺ ŋě ŕàěćőáåőďïâ P{|S| ⩾ t/2}, čďě S őŕàěďěńěŋő łăł ć ńěňňě 13.5. Ŕőíâőňã ĺ ŕőńŋăï ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï {|G_j| ⩾ t/2} ŋě ŕàěćőáåőďĺâ P{|S| ⩾ t/2}. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň P{|L_j | ⩾ t/2} ⩽ P{|S| ⩾ t/2} ĺ, áőčńăáŋő ŋěàăćěŋáâćã (13.2), P{d(k_j, T ) ⩾ t} ⩽ 2P{|S| ⩾ t/2}.

Ćğïć âěŕěàì t = 2(β + 1)H_n, čďě H_n = 1 + 1/2 + . . . + 1/n (ă β ≈ 4,32 — łőàěŋì ãàăćŋěŋĺï (ln β − 1)β = 2) ĺ ŕàĺňěŋĺć ńěňňã 13.5, ňë ğăłńîçăěň, çâő P{d(k_j, T ) ⩾ 2(β + 1)H_n} ⩽ 2P{|S| ⩾ (β + 1)H_n} ⩽ 2/n^2. Ćáěčő ćěàèĺŋ ć ďěàěćě ŋě ąőńěě n, ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő łăłăï-âő ćěàèĺŋă ąãďěâ ĺňěâì čńãąĺŋã 2(β + 1)H_n ĺńĺ ąőńìèě, ŋě ąőńěě çěň ć n àăğ ŕàěćőáåőďĺâ âăłãî ęě ćěàőïâŋőáâì ďńï őďŋőľ ćěàèĺŋë, ĺ ŕőâőňã ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2/n. Ĺâăł, á ćěàőïâŋőáâìî ŕő ňěŋìèěľ ňěàě 1 − 2/n ćëáőâă áńãçăľŋőčő ďěàěćă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2(β + 1)H_n, ĺ ć ńîąőň áńãçăě őŋă ŋě ąőńìèě n. Šăłĺň őąàăğőň, ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (2(β + 1)H_n)(1 − 2/n) + n(2/n) = O(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

13.4-1 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà ďěàěćă ŕőĺáłă, ć łőâőàőň áàěďŋïï (ŕő ćáěň ćěàèĺŋăň) čńãąĺŋă ćěàèĺŋë ěáâì Θ(lg n), ŋő ćëáőâă ďěàěćă ěáâì ω(lg n). Ŋăáłőńìłő ćěńĺłă ňőęěâ ąëâì ćëáőâă ďěàěćă, ěáńĺ áàěďŋïï čńãąĺŋă ćěàèĺŋë ěáâì Θ(lg n)?

13.4-2 Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ŋăèěň ŕőŋĺňăŋĺĺ áńãçăľŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă ŋě ćáě ãŕőàïďőçěŋŋëě ďěàěćìï á ďăŋŋëňĺ n łńîçăňĺ àăćŋőćěàőïâŋë. (Şłăğăŋĺě: Řăááňőâàĺâě áńãçăľ n = 3.)

13.4-3^⋆ Ďńï ďăŋŋőľ łőŋáâăŋâë r ⩾ 1 ãłăęĺâě łőŋáâăŋâã t, ďńï łőâőàőľ ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï ”ćëáőâă áńãçăľŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă ŋě ňěŋìèě tH_n” ňěŋìèě 1/n^r.

13.4-4^⋆ Řăááňőâàĺň ăńčőàĺâň Randomized-Quicksort, ŕàĺňěŋñŋŋëľ ł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n çĺáěń. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőľ łőŋáâăŋâë k > 0 áãéěáâćãěâ âăłăï łőŋáâăŋâă c, çâő á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋěě 1 − c/n^k ăńčőàĺâň ğăćěàèăěâ àăąőâã ğă ćàěňï cn lg n.

Ğăďăçĺ

13-1 Ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă ĺ àăćŋëě łńîçĺ

Řăćŋëě łńîçĺ — ĺáâőçŋĺł ŕàőąńěň ŕàĺ àăąőâě á ďěàěćìïňĺ ŕőĺáłă.

ă Łăłőćă ăáĺňŕâőâĺłă ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Tree-Insert ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ n őďĺŋăłőćëå łńîçěľ ć ĺğŋăçăńìŋő ŕãáâőě ďěàěćő? Ŕàĺçĺŋă âãâ ć âőň, çâő ŕàĺ ćëąőàě ć áâàőłăå 5–7 ĺ 11–13 ňë ć áńãçăě àăćěŋáâćă ćáěčďă ďćĺčăěňáï ŋăŕàăćő ŕő ďěàěćã. Ąãďěň àăááňă-

Ğăďăçĺ ł čńăćě 13 257

âàĺćăâì áńãçăľ àăćěŋáâćă őâďěńìŋő. Őæěŋĺâě ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ ďőąăćńěŋĺï n àăćŋëå łńîçěľ ć ŕãáâőě ďěàěćő ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ âàñå àăğńĺçŋëå ŕőďåőďőć:

ą Ţàăŋĺň ć ćěàèĺŋě x äńăč b[x], ĺ ćëąĺàăěň ńěćőčő ĺńĺ ŕàăćőčő àěąñŋłă ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ğŋăçěŋĺï b[x]. Ŕàĺ íâőň äńăč ňěŋïěâáï ŕàĺ łăęďőň ŕőáěéěŋĺĺ ćěàèĺŋë, âăł çâő ŋăŕàăćńěŋĺï çěàěďãîâáï.

ć Ţàăŋĺň íńěňěŋâë á àăćŋëňĺ łńîçăňĺ ć őďŋőľ ćěàèĺŋě (á ŕőňőéìî áŕĺáłă) ĺ ďőąăćńïěň íńěňěŋâ á ãęě ćáâàěçăćèĺňáï łńîçőň ć íâőâ áŕĺáőł.

č Ŋăŕàăćńěŋĺě ďćĺęěŋĺï ćëąĺàăěň áńãçăľŋő. (Łăłőćő ąãďěâ ćàěňï ć åãďèěň áńãçăě? Ůâő ćë ňőęěâě áłăğăâì ő ňăâěňăâĺçěáłőň őęĺďăŋĺĺ?)

13-2 Űĺäàőćëě ďěàěćìï

Řăááňőâàĺň ďćě áâàőłĺ a = a_0a_1 . . . a_p ĺ b = b_0b_1 . . .b_q, áőáâăćńěŋŋëě ĺğ áĺňćőńőć ŋěłőâőàőčő (ãŕőàïďőçěŋŋőčő) ăńäăćĺâă. Čőćőàïâ, çâő áâàőłă a ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺ ňěŋìèě áâàőłĺ b (a is lexicographically less than b), ěáńĺ ćëŕőńŋïěâáï őďŋő ĺğ ďćãå ãáńőćĺľ:

1. Śãéěáâćãěâ çĺáńő j ĺğ 0.. min(p, q), ŕàĺ łőâőàőň a_i = b_i ďńï ćáěå i = 0, 1, . . ., j − 1 ĺ a_j < b_j. 2. p < q ĺ a_i = b_i ďńï ćáěå i = 0, 1, . . ., p.

Ŋăŕàĺňěà, 10100 < 10110 áőčńăáŋő ŕàăćĺńã 1 (ŕàĺ j = 3), ă 10100 < 101000 áőčńăáŋő ŕàăćĺńã 2. Šăłőľ ŕőàïďőł ŕàĺňěŋïěâáï ć áńőćăàïå.

Śâàőěŋĺě æĺäàőćőčő ďěàěćă (radix tree) ćĺďŋő ĺğ ŕàĺňěàă ŋă àĺá. 13.6, čďě ŕőłăğăŋő ďěàěćő, åàăŋïéěě ąĺâőćëě áâàőłĺ 1011, 10, 011, 100 ĺ 0. Ŕàĺ ŕőĺáłě áâàőłĺ a = a_0a_1 . . . a_p ňë ŋă i-ň èăčě ĺďñň ŋăńěćő ŕàĺ a_i = 0 ĺ ŋăŕàăćő ŕàĺ a_i = 1. Ŕãáâì íńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâćă S ïćńïîâáï ŕőŕăàŋő àăğńĺçŋëě ąĺâőćëě áâàőłĺ áãňňăàŋőľ ďńĺŋë n. Ŕőłăęĺâě, łăł á ŕőňőéìî æĺäàőćőčő ďěàěćă őâáőàâĺàőćăâì S ć ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőň ŕőàïďłě ğă Θ(n) ďěľáâćĺľ. (Ŋăŕàĺňěà, ďńï ňŋőęěáâćă àĺá. 13.6 àěğãńìâăâőň áőàâĺàőćłĺ ąãďěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì 0, 011, 10, 100, 1011.)

13-3 Śàěďŋïï čńãąĺŋă ćěàèĺŋë ć áńãçăľŋőň ďćőĺçŋőň ďěàěćě Ć íâőľ ğăďăçě ňë ďőłăęěň, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě áàěďŋěľ čńãąĺŋë ćěàèĺŋë ć áńãçăľŋőň ďćőĺçŋőň ďěàěćě á n ćěàèĺŋăňĺ ěáâì O(lg n). Ţőâï íâőâ àěğãńìâăâ áńăąěě, çěň àěğãńìâăâ âěőàěňë 13.6, ďőłăğăâěńìáâćő ãáâăŋăćńĺćăěâ ĺŋâěàěáŋëě ăŋăńőčĺĺ ňěęďã ďćőĺçŋëňĺ ďěàěćìïňĺ ŕőĺáłă ĺ ŕàőæěďãàőľ Randomized- Quicksort ĺğ àăğďěńă 8.3.

Řăááňőâàĺň (áà. čńăćã 5, ãŕà. 5.5-6) áãňňã čńãąĺŋ d(x, T ) ćáěå ćěàèĺŋ x ďěàěćă T , łőâőàãî ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì P (T ).

ă Śàěďŋïï čńãąĺŋă ćěàèĺŋë ć ďěàěćě T ěáâì 1 n ∑ x∈T d(x, T ) = 1 n P (T ). Šăłĺň őąàăğőň, ŋăďő ŕőłăğăâì, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě P (T ) ěáâì O(n lg n).

ą Őąőğŋăçĺň çěàěğ T_L ĺ T_R ńěćőě ĺ ŕàăćőě ŕőďďěàěćìï ďěàěćă T . Şąěďĺâěáì, çâő ěáńĺ T áőďěàęĺâ n ćěàèĺŋ, âő

P (T ) = P (T_L) + P (T_R) + n − 1.

ć Őąőğŋăçĺň çěàěğ P (n) ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćŋãâàěŋŋěľ áãňňë ďńĺŋ ďńï áńãçăľŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă á n ćěàèĺŋăňĺ. Ŕőłăęĺâě, çâő

P (n) = 1 n n−1∑ i=0 (P (i) + P (n − i − 1) + n − 1).

č Ŕőłăęĺâě, çâő

P (n) = 2 n n−1∑ k=1 P (k) + Θ(n).

ď Ćáŕőňĺŋăï àăááãęďěŋĺě ĺğ àăğďěńă 8.4.2 (őæěŋłă ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï ćàěňěŋĺ ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ), ŕőłăęĺâě, çâő P (n) = O(n lg n).

Ć łăęďőň àěłãàáĺćŋőň ćëğőćě ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ ňë áńãçăľŋëň őąàăğőň ćëąĺàăěň čàăŋĺçŋëľ íńěňěŋâ. Ŕőďőąŋő íâőňã, łăęďăï ćěàèĺŋă ďěàěćă ŕőĺáłă ïćńïěâáï čàăŋĺæěľ ňěęďã ńěćëň ĺ ŕàăćëň áćőĺň ŕőďďěàěćőň.

ě Őŕĺèĺâě àěăńĺğăæĺî ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ, ŕàĺ łőâőàőň ć ŕàőæěááě áőàâĺàőćłĺ íńěňěŋâőć k_1, . . ., k_n ćëŕőńŋïîâáï ć âőçŋőáâĺ âě ęě áàăćŋěŋĺï, çâő ĺ ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺå ć (ĺğŋăçăńìŋő ŕãáâőě) ďěàěćő. (Ŕőàïďőł áàăćŋěŋĺľ ňőęěâ ąëâì ďàãčĺň.)

13-4 Łőńĺçěáâćő àăğŋëå ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć

Őąőğŋăçĺň çěàěğ b_n łőńĺçěáâćő àăğńĺçŋëå ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć á n ćěàèĺŋăňĺ. Ć íâőľ ğăďăçě âàěąãěâáï ćëćěáâĺ äőàňãńã ďńï b_n ĺ őæěŋĺâì áłőàőáâì àőáâă çĺáńă b_n. ă Ŕőłăęĺâě, çâő b_0 = 1 ĺ çâő

b_n = n−1∑ k=0 b_kb_{n−1−k} ŕàĺ n ⩾ 1.

ą Ŕãáâì B(x) — ŕàőĺğćőďïéăï äãŋłæĺï B(x) = ∞∑ n=0 b_nx^n (őŕàěďěńěŋĺě ŕàőĺğćőďïéĺå äãŋłæĺľ ďăŋő ć ğăďăçě 4-6). Ŕőłăęĺâě, çâő B(x) = xB(x)^2 + 1 ĺ, âăłĺň őąàăğőň, B(x) = 1 2x (1 − √ 1 − 4x). Řïď Šěľńőàă (Taylor expansion) äãŋłæĺĺ f(x) ć âőçłě x = a őŕàěďěńïěâáï äőàňãńőľ f(x) = ∞∑ k=0 f^{(k)}(a) k! (x − a)^k

čďě f^{(k)}(a) — k-ï ŕàőĺğćőďŋăï f ć âőçłě a. ć Ŕőłăęĺâě, çâő b_n = 1 n + 1 C^n_{2n} àăğńőęĺć ć àïď Šěľńőàă äãŋłæĺî √ 1 − 4x ć âőçłě 0. (Řïď ďńï √ 1 + h = (1 + h)^{1/2} ňőęŋő ŕőńãçĺâì âăłęě łăł őąőąéěŋĺě ąĺŋőňă Ŋìîâőŋă, ěáńĺ ďńï ŋěæěńëå n ĺ æěńëå ŋěőâàĺæăâěńìŋëå k ŕőńőęĺâì C^k_n = n(n − 1) . . .(n − k + 1)/k!.)

Ůĺáńő b_n ŋăğëćăěâáï n-ň çĺáńőň Łăâăńăŋă (Catalan number). č Ŕőłăęĺâě, çâő b_n =

4^n √ πn^{3/2} (1 + O(1/n)).

Ğăňěçăŋĺï

Ŕőďàőąŋőě őąáãęďěŋĺě ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć ŕőĺáłă ĺ ňŋőčĺå ăŋăńőčĺçŋëå áâàãłâãà ďăŋŋëå ňőęŋő ŋăľâĺ ã Łŋãâă [123]. Ćĺďĺňő, ďćőĺçŋëě ďěàěćìï ŕőĺáłă ąëńĺ ŋěğăćĺáĺňő ŕàĺďãňăŋë ňŋőčĺňĺ ńîďìňĺ ŋěğăďőńčő ďő 1960 čőďă.

łńîçĺ 21 9 4 25 7 12 3 10 19 29 17 6 26 18 G^′_j 21 25 19 29 G_j 21 19 L^′_j 9 4 7 12 3 10 L_j 9 12 (ą) Řĺáãŋőł 13.5 Ňŋőęěáâćă Gj ĺ Lj , áőáâăćńïîéĺě ňŋőęěáâćő łńîçěľ ŋă ŕãâĺ ł łńîçã kj = 17. (ă) Ůěàŋëě ćěàèĺŋë áőďěàęăâ łńîçĺ ĺğ Gj , ąěńëě ĺğ Lj , őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë — áěàëě. Ćëďěńěŋ ŕãâì ł łńîçã kj . Łńîçĺ ńěćěě ŕãŋłâĺàŋőľ ńĺŋĺĺ ňěŋìèě kj , łńîçĺ ŕàăćěě — ąőńìèě. (ą) Ňŋőęěáâćő G^′_j = {21, 25, 19, 29} áőáâőĺâ ĺğ łńîçěľ, ďőąăćńěŋŋëå àăŋìèě łńîçă 17 ĺ ąőńìèĺå 17. Ňŋőęěáâćő Gj = {21, 19} áőďěàęĺâ łńîçĺ, ąëćèĺě ąńĺęăľèĺňĺ áŕàăćă ł łńîçã 17, âő ěáâì ąëćèĺě ňĺŋĺňăńìŋëňĺ ć ãęě ŕőïćĺćèěľáï çăáâĺ G^′_j . Łńîç 21 ąëń ďőąăćńěŋ ŕěàćëň ł G^′_j ĺ ŕőŕăń ć Gj ; łńîç 25 ŋě ŕőŕăń (őŋ ąőńìèě âěłãéěčő ňĺŋĺňãňă, àăćŋőčő 21). Łńîç 19 ŕőŕăďăěâ ć Gj , ŕőâőňã çâő őŋ ňěŋìèě 21, ă 29 — ŋěâ, âăł łăł 29 > 19. Ňŋőęěáâćă L^′_j ĺ Lj áâàőïâáï ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň.

Řĺáãŋőł 13.6 Űĺäàőćőě ďěàěćő åàăŋĺâ áâàőłĺ 1011, 10, 011, 100 ĺ 0. Łăęďőľ ćěàèĺŋě áőőâćěâáâćãěâ łńîç — áâàőłă, łőâőàãî ňőęŋő ŕàőçěáâì, ĺďï ĺğ łőàŋï ć íâã ćěàèĺŋã, ŕőíâőňã íâĺ łńîçĺ ŋě ŋăďő åàăŋĺâì áŕěæĺăńìŋő (ŋă àĺáãŋłě őŋĺ ŕőłăğăŋë ďńï ŋăčńïďŋőáâĺ). Šñňŋëě ćěàèĺŋë ŋě áőőâćěâáâćãîâ łńîçăň, ă ïćńïîâáï ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ďńï ďàãčĺå ćěàèĺŋ.

14 Łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï

Ć čńăćě 13 ňë ŕőłăğăńĺ, çâő őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ á ďćőĺçŋëň ďěàěćőň ŕőĺáłă ćëáőâë h ňőčãâ ąëâì ćëŕőńŋěŋë ğă O(h) ďěľáâćĺľ. Ďěàěćìï íääěłâĺćŋë, ěáńĺ ĺå ćëáőâă ňăńă — ŋő ňăńăï ćëáőâă ŋě čăàăŋâĺàãěâáï, ĺ ć åãďèěň áńãçăě ďěàěćìï ŋě ąőńěě íääěłâĺćŋë, çěň áŕĺáłĺ. Łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï — őďĺŋ ĺğ âĺŕőć ”áąăńăŋáĺàőćăŋŋëå” ďěàěćìěć ŕőĺáłă, ć łőâőàëå ŕàěďãáňőâàěŋë őŕěàăæĺĺ ąăńăŋáĺàőćłĺ, čăàăŋâĺàãîéĺě, çâő ćëáőâă ďěàěćă ŋě ŕàěćğőľďñâ O(lg n).

14.1 Śćőľáâćă łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć

Łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő (red-black tree) — íâő ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă, ćěàèĺŋë łőâőàőčő àăğďěńěŋë ŋă łàăáŋëě (red) ĺ çñàŋëě (black). Šăłĺň őąàăğőň, łăęďăï ćěàèĺŋă åàăŋĺâ őďĺŋ ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ąĺâ — ěñ æćěâ.

Ŕàĺ íâőň ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï őŕàěďěńñŋŋëě âàěąőćăŋĺï, łőâőàëě čăàăŋâĺàãîâ, çâő čńãąĺŋë ńîąëå ďćãå ńĺáâìěć őâńĺçăîâáï ŋě ąőńěě çěň ć ďćă àăğă, ŕőíâőňã ďěàěćő ňőęŋő ŋăğćăâì áąăńăŋáĺàőćăŋŋëň (balanced).

Łăęďăï ćěàèĺŋă łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă ĺňěěâ ŕőńï color (æćěâ), key (łńîç), left (ńěćëľ àěąñŋőł), right (ŕàăćëľ àěąñŋőł) ĺ p (àőďĺâěńì). Ěáńĺ ã ćěàèĺŋë őâáãâáâćãěâ àěąñŋőł ĺńĺ àőďĺâěńì, áőőâćěâáâćãîéěě ŕőńě áőďěàęĺâ nil. Ďńï ãďőąáâćă ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ğŋăçěŋĺï nil, åàăŋïéĺěáï ć ŕőńïå left ĺ right, ïćńïîâáï ááëńłăňĺ ŋă ďőŕőńŋĺâěńìŋëě (äĺłâĺćŋëě) ńĺáâìï ďěàěćă. Ć âăłőň ŕőŕőńŋěŋŋőň ďěàěćě łăęďăï áâăàăï ćěàèĺŋă (áőďěàęăéăï łńîç) ĺňěěâ ďćãå ďěâěľ.

Ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă ŋăğëćăěâáï łàăáŋő-çñàŋëň ďěàěćőň, ěáńĺ őŋő őąńăďăěâ áńěďãîéĺňĺ áćőľáâćăňĺ (ąãďěň ŋăğëćăâì ĺå RBáćőľáâćăňĺ, ŕő-ăŋčńĺľáłĺ red-black properties):

1. Łăęďăï ćěàèĺŋă — ńĺąő łàăáŋăï, ńĺąő çñàŋăï. 2. Łăęďëľ ńĺáâ (nil) — çñàŋëľ.

Śćőľáâćă łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć 263

Řĺáãŋőł 14.1 Łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő. Ůñàŋëě ćěàèĺŋë ŕőłăğăŋë łăł âñňŋëě, łàăáŋëě — łăł áěàëě. Łăęďăï ćěàèĺŋă ńĺąő łàăáŋăï, ńĺąő çěàŋăï. Ćáě nilńĺáâìï çñàŋëě. Ďěâĺ łàăáŋőľ ćěàèĺŋë — çñàŋëě. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ćáě ŕãâĺ őâ ŋěñ ćŋĺğ ł ńĺáâìïň áőďěàęĺâ őďĺŋăłőćőě łőńĺçěáâćő çñàŋëå ćěàèĺŋ. Őłőńő łăęďőľ ćěàèĺŋë (łàőňě ńĺáâìěć) ğăŕĺáăŋă ěñ çñàŋăï ćëáőâă. Ůñàŋăï ćëáőâă ńĺáâìěć àăćŋă 0.

3. Ěáńĺ ćěàèĺŋă łàăáŋăï, őąă ěñ àěąñŋłă çñàŋëě.

4. Ćáě ŕãâĺ, ĺďãéĺě ćŋĺğ őâ łőàŋï ł ńĺáâìïň, áőďěàęăâ őďĺŋăłőćőě łőńĺçěáâćő çñàŋëå ćěàèĺŋ.

Ŕàĺňěà łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă ŕőłăğăŋ ŋă àĺáãŋłě 14.1. Řăááňőâàĺň ŕàőĺğćőńìŋãî ćěàèĺŋã x łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă ĺ ŕãâĺ, ćěďãéĺě ćŋĺğ őâ ŋěñ ł ńĺáâìïň. Ćáě őŋĺ áőďěàęăâ őďŋő ĺ âő ęě çĺáńő çñàŋëå ćěàèĺŋ (ďőąăćĺň ł ŋĺň ŕãâì ĺğ łőàŋï ć x ĺ ŕàĺňěŋĺň áćőľáâćő 4). Ůĺáńő çñàŋëå ćěàèĺŋ ć ńîąőň ĺğ ŋĺå (áăňã ćěàèĺŋã x ňë ŋě áçĺâăěň) ąãďěň ŋăğëćăâì çñàŋőľ ćëáőâőľ (blackheight) ćěàèĺŋë x ĺ őąőğŋăçăâì bh(x). Ůñàŋőľ ćëáőâőľ ďěàěćă ąãďěň áçĺâăâì çñàŋãî ćëáőâã ěčő łőàŋï.

Śńěďãîéăï ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, çâő łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï åőàőèĺ łăł ďěàěćìï ŕőĺáłă.

Ńěňňă 14.1. Łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő á n ćŋãâàěŋŋĺňĺ ćěàèĺŋăňĺ (â. ě. ŋě áçĺâăï nil-ńĺáâìěć) ĺňěěâ ćëáőâã ŋě ąőńìèě 2 lg(n + 1).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Śŋăçăńă ŕőłăęěň, çâő ŕőďďěàěćő á łőàŋěň ć x áőďěàęĺâ ŕő ňěŋìèěľ ňěàě 2^{bh(x)} − 1 ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ. Ďőłăğăâěńìáâćő ŕàőćěďñň ĺŋďãłæĺěľ őâ ńĺáâìěć ł łőàŋî. Ďńï ńĺáâìěć çñàŋăï ćëáőâă àăćŋă 0, ĺ ŕőďďěàěćő ć áăňőň ďěńě áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě 2^{bh(x)} − 1 = 2^0 − 1 = 0 ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ. Ŕãáâì âěŕěàì ćěàèĺŋă x ŋě ïćńïěâáï ńĺáâőň ĺ ĺňěěâ çñàŋãî ćëáőâã k. Šőčďă őąă ěñ àěąñŋłă ĺňěîâ çñàŋãî ćëáőâã ŋě ňěŋìèě k − 1 (łàăáŋëľ àěąñŋőł ąãďěâ ĺňěâì ćëáőâã k, çñàŋëľ — k − 1). Ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłæĺĺ ńěćőě ĺ ŕàăćőě ŕőďďěàěćìï ćěàèĺŋë x áőďěàęăâ ŋě ňěŋěě 2^{k−1} − 1 ćěàèĺŋ, ĺ ŕőâőňã ŕőďďěàěćő á łőàŋěň ć x áőďěàęĺâ ŕő ňěŋìèěľ ňěàě 2^{k−1} − 1 + 2^{k−1} − 1 + 1 = 2^k − 1 ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ.

Ůâőąë ğăćěàèĺâì ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë, őąőğŋăçĺň ćëáőâã ďěàěćă çěàěğ h. Śőčńăáŋő áćőľáâćã 3, ŕő ňěŋìèěľ ňěàě ŕőńőćĺŋã ćáěå ćěàèĺŋ ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ł ńĺáâã, ŋě áçĺâăï łőàěŋì, áőáâăćńïîâ çñàŋëě ćěàèĺŋë. Śńěďőćăâěńìŋő, çñàŋăï ćëáőâă ďěàěćă ŋě ňěŋìèě h/2. Šőčďă n ⩾ 2^{h/2} − 1. Ŕěàěŋőáï 1 ŋăńěćő ĺ ŕěàěľďï ł ńőčăàĺäňăň, ŕőńãçăěň lg(n + 1) ⩾ h/2, ĺńĺ h ⩽ 2 lg(n + 1). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Šěň áăňëň ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć őŕěàăæĺĺ Search, Minimum, Maximum, Successor ĺ Predecessor ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(lg n), âăł łăł ćàěňï ĺå ćëŕőńŋěŋĺï ěáâì O(h) ďńï ďěàěćă ćëáőâë h, ă łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő á n ćěàèĺŋăňĺ ĺňěěâ ćëáőâã O(lg n).

Śńőęŋěě őąáâőĺâ ďěńő á ŕàőæěďãàăňĺ Tree-Insert ĺ Tree- Delete ĺğ čńăćë 13: ŕàőąńěňă ć âőň, çâő őŋĺ ňőčãâ ĺáŕőàâĺâì áâàãłâãàã łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă, ŋăàãèĺć RB-áćőľáâćă. Ŕőíâőňã íâĺ ŕàőæěďãàë ŕàĺďñâáï ňőďĺäĺæĺàőćăâì. Ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńăå 14.3 ĺ 14.4, łăł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ďőąăćńěŋĺě ĺ ãďăńěŋĺě íńěňěŋâőć ğă ćàěňï O(lg n) á áőåàăŋěŋĺěň RB-áćőľáâć.

Şŕàăęŋěŋĺï

14.1-1 Ŋăàĺáãľâě ŕőńŋőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă ćëáőâë 3 á łńîçăňĺ {1, 2, . . ., 15}. Ďőąăćìâě nil-ńĺáâìï ĺ ŕőłàăáìâě ćěàèĺŋë âàěňï áŕőáőąăňĺ âăł, çâőąë ŕőńãçĺćèĺěáï łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï ĺňěńĺ çñàŋãî ćëáőâã 2, 3 ĺ 4.

14.1-2 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő łőàěŋì łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă łàăáŋëľ. Ěáńĺ ňë ŕőłàăáĺň ěčő ć çñàŋëľ æćěâ, őáâăŋěâáï ńĺ ďěàěćő łàăáŋőçñàŋëň?

14.1-3 Ŕőłăęĺâě, çâő áăňëľ ďńĺŋŋëľ ŕãâì ćŋĺğ őâ ćěàèĺŋë x ł ńĺáâã ŋě ąőńěě çěň ćďćőě ďńĺŋŋěě áăňőčő łőàőâłőčő âăłőčő ŕãâĺ.

14.1-4 Łăłőě ŋăĺąőńìèěě ĺ ŋăĺňěŋìèěě łőńĺçěáâćő ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ ňőęěâ ąëâì ć łàăáŋő-çñàŋőň ďěàěćě çñàŋőľ ćëáőâë k?

14.1-5 Őŕĺèĺâě łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, áőďěàęăéěě n łńîçěľ, á ŋăĺąőńìèĺň ćőğňőęŋëň őâŋőèěŋĺěň çĺáńă łàăáŋëå ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ ł çĺáńã çñàŋëå ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ. Ůěňã àăćŋő íâő őâŋőèěŋĺě? Ďńï łăłőčő ďěàěćă íâő őâŋőèěŋĺě ąãďěâ ŋăĺňěŋìèĺň, ĺ çěňã àăćŋő íâő őâŋőèěŋĺě?

Ćàăéěŋĺï 265

Řĺáãŋőł 14.2 Őŕěàăæĺĺ ćàăéěŋĺï ŋă ďćőĺçŋőň ďěàěćě ŕőĺáłă. Őŕěàăæĺï Right-Rotate ŕàěőąàăğãěâ ńěćőě ďěàěćő ć ŕàăćőě, ňěŋïï ŋěáłőńìłő ãłăğăâěńěľ. Ŕàăćőě ďěàěćő ňőęŋő ŕěàěćěáâĺ ć ńěćőě őąàăâŋőľ őŕěàăæĺěľ Left-Rotate. Ćěàèĺŋë x ĺ y ňőčãâ ŋăåőďĺâìáï ć ńîąőň ňěáâě ďěàěćă. Ąãłćë α, β ĺ γ őąőğŋăçăîâ ŕőďďěàěćìï. Ć őąőĺå ďěàěćìïå ćëŕőńŋěŋő őďŋő ĺ âő ęě áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ: łńîçĺ ĺğ α ŕàěďèěáâćãîâ key[x], łőâőàëľ ŕàěďèěáâćãěâ łńîçăň ĺğ β, łőâőàëě ŕàěďèěáâćãîâ key[y], łőâőàëľ ŕàěďèěáâćãěâ łńîçăň ĺğ γ.

14.2 Ćàăéěŋĺï

Őŕěàăæĺĺ Tree-Insert ĺ Tree-Delete ćëŕőńŋïîâáï ŋă łàăáŋőçñàŋőň ďěàěćě ğă ćàěňï O(lg n), ŋő őŋĺ ĺğňěŋïîâ ďěàěćő, ĺ àěğãńìâăâ ňőęěâ ŋě őąńăďăâì RB-áćőľáâćăňĺ, őŕĺáăŋŋëňĺ ć àăğďěńě 14.1. Ůâőąë ćőááâăŋőćĺâì íâĺ áćőľáâćă, ŋăďő ŕěàěłàăáĺâì ŋěłőâőàëě ćěàèĺŋë ĺ ĺğňěŋĺâì áâàãłâãàã ďěàěćă.

Ňë ąãďěň ňěŋïâì áâàãłâãàã á ŕőňőéìî ćàăéěŋĺľ (rotations). Ćàăéěŋĺě ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ńőłăńìŋãî őŕěàăæĺî (ňěŋïěâáï ŋěáłőńìłő ãłăğăâěńěľ) ĺ áőåàăŋïěâ áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ. Ŋă àĺáãŋłě 14.2 ŕőłăğăŋë ďćă ćğăĺňŋő őąàăâŋëå ćàăéěŋĺï: ńěćőě ĺ ŕàăćőě. Ńěćőě ćàăéěŋĺě ćőğňőęŋő ć ńîąőľ ćěàèĺŋě x, ŕàăćëľ àěąñŋőł łőâőàőľ (ŋăğőćñň ěčő y) ŋě ïćńïěâáï ńĺáâőň (nil). Ŕőáńě ćàăéěŋĺï y őłăğëćăěâáï łőàŋěň ŕőďďěàěćă, x — ńěćëň àěąñŋłőň y, ă ąëćèĺľ ńěćëľ àěąñŋőł y — ŕàăćëň àěąñŋłőň x.

Ć ŕàőæěďãàě Left-Rotate ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő right[x] ≠ nil.

Left-Rotate(T, x) 1 y ← right[x] ▷ Ŋăåőďĺň y.

2 right[x] ← left[y] ▷ Ńěćőě ŕőďďěàěćő y áâăŋőćĺâáï ŕàăćëň ŕőďďěàěćőň x.

3 if left[y] ≠ nil 4 then p[left[y]] ← x 5 p[y] ← p[x] ▷ Ďěńăěň àőďĺâěńï x àőďĺâěńěň y. 6 if p[x] = nil 7 then root[T ] ← y 8 else if x = left[p[x]] 9 then left[p[x]] ← y 10 else right[p[x]] ← y 11 left[y] ← x ▷ Ďěńăěň x ńěćëň àěąñŋłőň y. 12 p[x] ← y Ŋă àĺáãŋłě 14.3 ŕőłăğăŋő ďěľáâćĺě ŕàőæěďãàë Left-Rotate. Ŕàő-

Řĺáãŋőł 14.3 Ŕàĺňěà ďěľáâćĺï ŕàőæěďãàë Left-Rotate. Ďőŕőńŋĺâěńìŋëě nilńĺáâìï ŋě ŕőłăğăŋë. Ŕőàïďőł łńîçěľ ć ŋăçăńìŋőň ĺ łőŋěçŋőň ďěàěćìïå őďĺŋ ĺ âőâ ęě.

æěďãàă Right-Rotate ăŋăńőčĺçŋă. Őąě őŋĺ àăąőâăîâ ğă ćàěňï O(1) ĺ ňěŋïîâ âőńìłő ãłăğăâěńĺ. Őáâăńìŋëě ŕőńï ćěàèĺŋ őáâăîâáï ŋěĺğňěŋŋëňĺ.

Şŕàăęŋěŋĺï

14.2-1 Ŋăàĺáãľâě ďěàěćő, łőâőàőě ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Tree-Insert ďőąăćĺâì łńîç 36 ł ďěàěćã àĺá. 14.1. Ěáńĺ áďěńăâì ďőąăćńěŋŋãî ćěàèĺŋã łàăáŋőľ, ąãďěâ ńĺ ŕőńãçěŋŋőě ďěàěćő őąńăďăâì RB-áćőľáâćăňĺ? Ă ěáńĺ áďěńăâì ěñ çñàŋőľ?

14.2-2 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Right-Rotate.

14.2-3 Şąěďĺâěáì, çâő ćàăéěŋĺï áőåàăŋïîâ áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ.

14.2-4 Ŕãáâì a, b ĺ c — ŕàőĺğćőńìŋëě ćěàèĺŋë ć ŕőďďěàěćìïå α, β ĺ γ ŋă àĺá. 14.2 (áŕàăćă). Łăł ĺğňěŋĺâáï čńãąĺŋă a, b ĺ c ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ńěćőčő ćàăéěŋĺï?

14.2-5 Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàőĺğćőńìŋőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă á n ćěàèĺŋăňĺ ňőęěâ ąëâì ŕàěőąàăğőćăŋő ć ńîąőě ďàãčőě ďěàěćő á âěň ęě çĺáńőň ćěàèĺŋ (ĺ âěňĺ ęě łńîçăňĺ) á ŕőňőéìî O(n) ćàăéěŋĺľ. (Şłăğăŋĺě: Śŋăçăńă ŕőłăęĺâě, çâő n − 1 ŕàăćëå ćàăéěŋĺľ ďőáâăâőçŋő, çâőąë ŕàěőąàăğőćăâì ńîąőě ďěàěćő ć ĺďãéãî ćŕàăćő æěŕőçłã.)

14.3 Ďőąăćńěŋĺě ćěàèĺŋë

Ďőąăćńěŋĺě ćěàèĺŋë ć łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő ŕàőćőďĺâáï ğă ćàěňï O(lg n). Śŋăçăńă ňë ŕàĺňěŋïěň ŕàőæěďãàã Tree-Insert, łăł ďěńăńőáì ďńï ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć ŕőĺáłă, ĺ łàăáĺň ŋőćãî ćěàèĺŋã ć łàăáŋëľ æćěâ. Ŕőáńě íâőčő ŋăďő ćőááâăŋőćĺâì RB-áćőľáâćă, ďńï çěčő ŕàĺåőďĺâáï ŕěàěłàăáĺâì ŋěłőâőàëě ćěàèĺŋë ĺ ŕàőĺğćěáâĺ ćàăéěŋĺï. Ŕàĺ íâőň ćőğňőęŋë àăğńĺçŋëě áĺâãăæĺĺ, á łőâőàëňĺ ŋăďő ăłłãàăâŋő àăğőąàăâìáï.

RB-Insert(T, x) 1 Tree-Insert(T, x) 2 color[x] ← red 3 while x ≠ root[T ] ĺ color[p[x]] = red 4 do if p[x] = left[p[p[x]]] 5 then y ← right[p[p[x]]] 6 if color[y] = red 7 then color[p[x]] ← black ▷ Śńãçăľ 1 8 color[y] ← black ▷ Śńãçăľ 1 9 color[p[p[x]]] ← red ▷ Śńãçăľ 1 10 x ← p[p[x]] ▷ Śńãçăľ 1 11 else if x = right[p[x]] 12 then x ← p[x] ▷ Śńãçăľ 2 13 Left-Rotate(T, x) ▷ Śńãçăľ 2 14 color[p[x]] ← black ▷ Śńãçăľ 3 15 color[p[p[x]]] ← red ▷ Śńãçăľ 3 16 Right-Rotate(T, p[p[x]]) ▷ Śńãçăľ 3 17 else (ăŋăńőčĺçŋëľ âěłáâ á ğăňěŋőľ left ↔ right) 18 color[root[T ]] ← black

Ŋă àĺáãŋłě 14.4 ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà ŕàĺňěŋěŋĺï ŕàőæěďãàë RB-Insert.

Ŕàőæěďãàă RB-Insert ŕàőéě, çěň łăęěâáï ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď. Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï áâàőł 1–2 ćëŕőńŋïîâáï ćáě RB-áćőľáâćă, łàőňě őďŋőčő: łàăáŋăï ćěàèĺŋă x ňőęěâ ĺňěâì łàăáŋőčő àőďĺâěńï. (áň. àĺá. 14.4ă). Ć őáâăńìŋőň ćáñ ć ŕőàïďłě — ďàãčĺě áćőľáâćă ”ŋě ğăňěçăîâ” ďőąăćńěŋĺï łàăáŋőľ ćěàèĺŋë (őâňěâĺň, çâő ŋőćăï łàăáŋăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ďćãå çñàŋëå nil-ďěâěľ).

Šăłăï áĺâãăæĺï (ćëŕőńŋěŋë ćáě RB-áćőľáâćă, ğă ĺáłńîçěŋĺěň âőčő, çâő łàăáŋăï ćěàèĺŋă x ňőęěâ ĺňěâì łàăáŋőčő àőďĺâěńï) ąãďěâ áőåàăŋïâìáï ŕőáńě ńîąőčő çĺáńă ĺâěàăæĺľ æĺłńă. Ŋă łăęďőň èăčě ćěàèĺŋă x ŕőďŋĺňăěâáï ććěàå ŕő ďěàěćã (ěáńĺ âőńìłő ŋě ãďăńőáì ãáâàăŋĺâì ŋăàãèěŋĺï ŕőńŋőáâìî; ć íâőň áńãçăě ňë ćëåőďĺň ĺğ æĺłńă).

Řĺáãŋőł 14.4 Řăąőâă ŕàőæěďãàë RB-Insert. (ă) Ďőąăćńěŋă ćěàèĺŋă x; ŕàĺ íâőň ŋăàãèĺńőáì áćőľáâćő 3: x ĺ ěčő àőďĺâěńì łàăáŋëě. Ćěàèĺŋă y (łőâőàãî ňőęŋő ŋăğćăâì ”ďïďěľ” ćěàèĺŋë x) łàăáŋăï, ŕőíâőňã ĺňěěâ ňěáâő áńãçăľ 1. Ŕőáńě ŕěàěłàăèĺćăŋĺï ćěàèĺŋ ŕőńãçăěâáï ďěàěćő (ą). Ŋőćăï ćěàèĺŋă x ĺ ěñ àőďĺâěńì łàăáŋëě, ŋő ďïďï y çñàŋëľ. Šăł łăł x — ŕàăćëľ àěąñŋőł, ĺňěěâ ňěáâő áńãçăľ 2. Ŕàőĺğćőďĺâáï ńěćőě ćàăéěŋĺě, łőâőàőě ďăěâ ďěàěćő (ć). Šěŕěàì ãęě x ïćńïěâáï ńěćëň àěąñŋłőň, ĺ íâő — áńãçăľ 3. Ŕőáńě ŕàăćőčő ćàăéěŋĺï ŕőńãçăěň łőààěłâŋőě łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő (č).

Řĺáãŋőł 14.5 Śńãçăľ 1. Ŋăàãèěŋő áćőľáâćő 3: x ĺ ěčő àőďĺâěńì — łàăáŋëě. Ŋăèĺ ďěľáâćĺï ŋě ğăćĺáïâ őâ âőčő, ïćńïěâáï ńĺ x ŕàăćëň (ă) ĺńĺ ńěćëň (ą) áëŋőň. Ćáě ŕőďďěàěćìï α, β, γ, δ ĺ ε ĺňěîâ çñàŋëľ łőàěŋì ĺ őďĺŋăłőćãî çñàŋãî ćëáőâã. Ŕàőæěďãàă ňěŋïěâ æćěâ ćěàèĺŋë p[p[x]] ĺ ěñ ďěâěľ. Űĺłń ŕàőďőńęăěâáï ŕőáńě ŕàĺáćăĺćăŋĺï x ← p[p[x]]; áćőľáâćő 3 ňőęěâ ąëâì ŋăàãèěŋő âőńìłő ňěęďã łàăáŋőľ ćěàèĺŋőľ p[p[x]] ĺ ěñ àőďĺâěńěň (ěáńĺ őŋ âőęě łàăáŋëľ).

Ćŋãâàĺ æĺłńă àăááňăâàĺćăîâáï èěáâì áńãçăěć, ŋő âàĺ ĺğ ŋĺå áĺňňěâàĺçŋë âàñň ďàãčĺň, àăğńĺçĺï ńĺèì ć âőň, ïćńïěâáï ńĺ àőďĺâěńì ćěàèĺŋë x ńěćëň ĺńĺ ŕàăćëň àěąñŋłőň áćőěčő àőďĺâěńï. İâĺ áńãçăĺ àăğďěńïîâáï ć áâàőłě 4. Ňë ćëŕĺáăńĺ äàăčňěŋâ ŕàőæěďãàë ďńï áńãçăï, łőčďă p[x] — ńěćëľ àěąñŋőł áćőěčő àőďĺâěńï. (Śĺňňěâàĺçŋëě áńãçăĺ őâŋőáïâáï ł áâàőłě 17.)

Ňë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćő ćáěå àăááňăâàĺćăěňëå ŋăňĺ łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìïå łőàěŋì çñàŋëľ (ĺ ŕőďďěàęĺćăâì íâő áćőľáâćő — ďńï íâőčő ĺáŕőńìğãěâáï áâàőłă 18). Ŕőíâőňã ć áâàőłě 4 łàăáŋăï ćěàèĺŋă p[x] ŋě ňőęěâ ąëâì łőàŋěň (p[p[x]] áãéěáâćãěâ).

Őŕěàăæĺĺ ćŋãâàĺ æĺłńă ŋăçĺŋăîâáï á ŋăåőęďěŋĺï ćěàèĺŋë y, łőâőàăï ïćńïěâáï ”ďïďěľ” ćěàèĺŋë x (ĺňěěâ âőčő ęě àőďĺâěńï, çâő ĺ ćěàèĺŋă p[x]). Ěáńĺ ćěàèĺŋă y łàăáŋăï, ĺňěěâ ňěáâő áńãçăľ 1, ěáńĺ çñàŋăï — âő őďĺŋ ĺğ áńãçăěć 2 ĺ 3. Ćő ćáěå áńãçăïå ćěàèĺŋă p[p[x]] çñàŋăï, âăł łăł ŕăàă x–p[x] ąëńă ěďĺŋáâćěŋŋëň ŋăàãèěŋĺěň RB-áćőľáâć.

Śńãçăľ 1 (áâàőłĺ 7–10) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 14.5. İâă çăáâì âěłáâă ĺáŕőńŋïěâáï, ěáńĺ ĺ p[x], ĺ y łàăáŋëě. Ŕàĺ íâőň ćěàèĺŋă p[p[x]] — çñàŋăï. Ŕěàěłàăáĺň p[x] ĺ y ć çñàŋëľ æćěâ, ă p[p[x]] — ć łàăáŋëľ. Ŕàĺ íâőň çĺáńő çñàŋëå ćěàèĺŋ ŋă ńîąőň ŕãâĺ ĺğ łőàŋï ł ńĺáâìïň őáâăŋěâáï ŕàěęŋĺň. Ŋăàãèěŋĺě RB-áćőľáâćă ćőğňőęŋő ć ěďĺŋáâćěŋŋőň ňěáâě ŋőćőčő ďěàěćă: ã p[p[x]] ňőęěâ ąëâì łàăáŋëľ àőďĺâěńì. Ŕőíâőňã ŋăďő ŕàőďőńęĺâì ćëŕőńŋěŋĺě æĺłńă, ŕàĺáćőĺć x ğŋăçěŋĺě p[p[x]].

Ć áńãçăïå 2 ĺ 3 ćěàèĺŋă y çñàŋăï. İâĺ ďćă áńãçăï àăğńĺçăîâáï âěň, łăłĺň àěąñŋłőň x ŕàĺåőďĺâáï áćőěňã àőďĺâěńî — ńěćëň ĺńĺ

Řĺáãŋőł 14.6 Śńãçăĺ 2 ĺ 3 ć ŕàőæěďãàě RB-Insert. Łăł ĺ ďńï áńãçăï 1, ŋăàãèěŋő áćőľáâćő 3 łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć, âăł łăł ćěàèĺŋă x ĺ ěñ àőďĺâěńì p[x] — łàăáŋëě. Łőàŋĺ ďěàěćìěć α, β, γ ĺ δ — çñàŋëě; íâĺ ďěàěćìï ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî çñàŋãî ćëáőâã. Őąă ćàăéěŋĺï, ŕőłăğăŋŋëě ŋă àĺáãŋłě, ŋě ňěŋïîâ çĺáńő çñàŋëå ćěàèĺŋ ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ł ńĺáâìïň. Ŕőáńě íâőčő ňë ćëåőďĺň ĺğ æĺłńă: RB-áćőľáâćă ćëŕőńŋěŋë ćáîďã.

ŕàăćëň. Ěáńĺ ŕàăćëň, ĺáŕőńŋïîâáï áâàőłĺ 12–13 (áńãçăľ 2). Ć íâőň áńãçăě ćëŕőńŋïěâáï ńěćőě ćàăéěŋĺě, łőâőàőě áćőďĺâ áńãçăľ 2 ł áńãçăî 3. łőčďă x ïćńïěâáï ńěćëň àěąñŋłőň (àĺá. 14.6), Šăł łăł ĺ x, ĺ p[x] łàăáŋëě, ŕőáńě ćàăéěŋĺï łőńĺçěáâćă çñàŋëå ćěàèĺŋ ŋă ŕãâïå őáâăîâáï ŕàěęŋĺňĺ.

Ĺâăł, őáâăńőáì àăááňőâàěâì áńãçăľ 3: łàăáŋăï ćěàèĺŋă x ïćńïěâáï ńěćëň àěąñŋłőň łàăáŋőľ ćěàèĺŋë p[x], łőâőàăï ïćńïěâáï ńěćëň àěąñŋłőň çñàŋőľ ćěàèĺŋë p[p[x]], ŕàăćëň àěąñŋłőň łőâőàőľ ïćńïěâáï çñàŋăï ćěàèĺŋă y. Ć íâőň áńãçăě ďőáâăâőçŋő ŕàőĺğćěáâĺ ŕàăćőě ćàăéěŋĺě ĺ ŕěàěłàăáĺâì ďćě ćěàèĺŋë, çâőąë ãáâàăŋĺâì ŋăàãèěŋĺě RB-áćőľáâć. Űĺłń ąőńìèě ŋě ćëŕőńŋïěâáï, âăł łăł ćěàèĺŋă p[x] âěŕěàì çñàŋăï.

Łăłőćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë RB-Insert? Ćëáőâă łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă ěáâì O(lg n), ěáńĺ ć ďěàěćě n ćěàèĺŋ, ŕőíâőňã ćëğőć Tree-Insert âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(lg n). Űĺłń ŕőćâőàïěâáï, âőńìłő ěáńĺ ňë ćáâàěçăěň áńãçăľ 1, ĺ ŕàĺ íâőň x áďćĺčăěâáï ććěàå ŕő ďěàěćã. Šăłĺň őąàăğőň, æĺłń ŕőćâőàïěâáï O(lg n) àăğ, ĺ őąéěě ćàěňï àăąőâë ěáâì O(lg n). Ĺŋâěàěáŋő, çâő ŕàĺ íâőň ćëŕőńŋïěâáï ŋě ąőńěě ďćãå ćàăéěŋĺľ (ŕőáńě łőâőàëå ňë ćëåőďĺň ĺğ æĺłńă).

Şŕàăęŋěŋĺï

14.3-1 Ć áâàőłě 2 ŕàőæěďãàë RB-Insert ňë łàăáĺň ŋőćãî ćěàèĺŋã x ć łàăáŋëľ æćěâ. Ěáńĺ ąë ňë ŕőłàăáĺńĺ ěñ ć çěàŋëľ æćěâ, áćőľáâćő 3 ŋě ąëńő ąë ŋăàãèěŋő. Ŕőçěňã ęě ňë íâőčő ŋě áďěńăńĺ?

14.3-2 Ć áâàőłě 18 ňë łàăáĺň łőàěŋì ďěàěćă ć çñàŋëľ æćěâ. Ğăçěň íâő ďěńăěâáï?

14.3-3 Ŋăàĺáãľâě łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï, łőâőàőě ŕőńãçăîâáï ŕàĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőň ďőąăćńěŋĺĺ ł ŕãáâőňã ďěàěćã łńîçěľ

41, 38, 31, 12, 19, 8.

14.3-4 Ŕãáâì çñàŋăï ćëáőâă łăęďőčő ĺğ ŕőďďěàěćìěć α, β, γ, δ, ε ŋă àĺáãŋłăå 14.5 ĺ 14.6 àăćŋă k. Ŋăľďĺâě çñàŋëě ćëáőâë ćáěå ćěàèĺŋ ŋă íâĺå àĺáãŋłăå ĺ ŕàőćěàìâě, çâő áćőľáâćő 4 ďěľáâćĺâěńìŋő ŋě ŋăàãèăěâáï.

14.3-5 Řăááňőâàĺň łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, ŕőńãçěŋŋőě ďőąăćńěŋĺěň n ćěàèĺŋ ł ŕãáâőňã ďěàěćã. Şąěďĺâěáì, çâő ŕàĺ n > 1 ć ďěàěćě ěáâì åőâï ąë őďŋă łàăáŋăï ćěàèĺŋă.

14.3-6 Łăł íääěłâĺćŋő àěăńĺğőćăâì ŕàőæěďãàã RB-Insert, ěáńĺ ć ćěàèĺŋăå ŋě åàăŋïâáï ãłăğăâěńĺ ŋă àőďĺâěńěľ?

14.4 Şďăńěŋĺě

Łăł ĺ ďàãčĺě őŕěàăæĺĺ, ãďăńěŋĺě ćěàèĺŋë ĺğ łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(lg n). Şďăńěŋĺě ćěàèĺŋë ŋěáłőńìłő áńőęŋěě ćáâăćłĺ.

Ůâőąë ãŕàőáâĺâì őąàăąőâłã čàăŋĺçŋëå ãáńőćĺľ, ňë ĺáŕőńìğãěň äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ (ŕő-ăŋčńĺľáłĺ ŋăğëćăěňëľ sentinel) ćňěáâő nil (áň. c. ??). Ďńï łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă T äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[T ] ĺňěěâ âě ęě ŕőńï, çâő ĺ őąëçŋăï ćěàèĺŋă ďěàěćă. Ěčő æćěâ çñàŋëľ, ă őáâăńìŋëň ŕőńïň (p, left, right ĺ key) ňőčãâ ąëâì ŕàĺáćőěŋë ńîąëě ğŋăçěŋĺï. Ňë áçĺâăěň, çâő ć łàăáŋő-çñàŋőň ďěàěćě ćáě ãłăğăâěńĺ nil ğăňěŋěŋë ãłăğăâěńïňĺ ŋă nil[T ].

Ąńăčőďăàï äĺłâĺćŋëň íńěňěŋâăň ňë ňőęěň áçĺâăâì nil-ńĺáâ, ïćńïîéĺľáï àěąñŋłőň ćěàèĺŋë x, őąëçŋőľ ćěàèĺŋőľ, àőďĺâěńì łőâőàőľ ěáâì x. Ć ŕàĺŋæĺŕě ňőęŋő ąëńő ąë ğăćěáâĺ ŕő őďŋőľ äĺłâĺćŋőľ ćěàèĺŋě ďńï łăęďőčő ńĺáâă, ŋő íâő ąëńő ąë ŋăŕàăáŋőľ ŕőâěàěľ ŕăňïâĺ. Ůâőąë ĺğąěęăâì íâőčő, ňë ĺáŕőńìğãěň őďĺŋ íńěňěŋâ nil[T ], ŕàěďáâăćńïîéĺľ ćáě ńĺáâë. Őďŋăłő, łőčďă ňë åőâĺň àăąőâăâì á ńĺáâőň — àěąñŋłőň ćěàèĺŋë x, ŋăďő ŋě ğăąëâì ćëŕőńŋĺâì ŕàĺáćăĺćăŋĺě p[nil[T ]] ← x.

Ŕàőæěďãàă RB-Delete áńěďãěâ áåěňě ŕàőæěďãàë Tree-Delete ĺğ àăğďěńă 13.3. Ćëàěğăć ćěàèĺŋã, őŋă ćëğëćăěâ ćáŕőňőčăâěńìŋãî ŕàőæěďãàã RB-Delete-Fixup, łőâőàăï ňěŋïěâ æćěâă ĺ ŕàőĺğćőďĺâ ćàăéěŋĺï, çâőąë ćőááâăŋőćĺâì RB-áćőľáâćă.

RB-Delete(T, z) 1 if left[z] = nil[T ] ĺńĺ right[z] = nil[T ] 2 then y ← z 3 else y ← Tree-Successor(z) 4 if left[y] ≠ nil[T ] 5 then x ← left[y] 6 else x ← right[y] 7 p[x] ← p[y] 8 if p[y] = nil[T ] 9 then root[T ] ← x 10 else if y = left[p[y]] 11 then left[p[y]] ← x 12 else right[p[y]] ← x 13 if y ≠ z 14 then key[z] ← key[y] 15 ▷ Łőŕĺàãěň ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě ĺğ ćěàèĺŋë y. 16 if color[y] = black 17 then RB-Delete-Fixup(T, x) 18 return y

Ěáâì âàĺ àăğńĺçĺï ňěęďã ŕàőæěďãàăňĺ RB-Delete ĺ Tree- Delete. Ćő-ŕěàćëå, ćňěáâő nil ćáîďã áâőĺâ ãłăğăâěńì ŋă äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[T ]. Ćő-ćâőàëå, ŕàőćěàłă x ≠ nil ć áâàőłě 7 ŕàőæěďãàë Tree-Delete ãďăńěŋă, ĺ ŕàĺáćăĺćăŋĺě p[x] ← p[y] ćëŕőńŋïěâáï ć ńîąőň áńãçăě. Ěáńĺ x ěáâì äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[T ], âő ěčő ãłăğăâěńì ŋă àőďĺâěńï áâăŋőćĺâáï àăćŋëň àőďĺâěńî ãďăńïěňőčő íńěňěŋâă y. Ć-âàěâìĺå, ć áâàőłăå 16–17 ćëğëćăěâáï ŕàőæěďãàă RB-Delete-Fixup, ěáńĺ ãďăńïěňăï ćěàèĺŋă y — çñàŋăï. Ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ łàăáŋőľ ćěàèĺŋë RB-áćőľáâćă ŋě ŋăàãèăîâáï (çñàŋëě ćëáőâë ŋě ňěŋïîâáï, ĺ łàăáŋëě ćěàèĺŋë ŋě ňőčãâ áâăâì áőáěďŋĺňĺ). Ŕěàěďăćăěňăï ŕàőæěďãàě RB-Delete-Fixup ćěàèĺŋă x ïćńïńăáì ěďĺŋáâćěŋŋëň àěąñŋłőň ćěàèĺŋë y, ěáńĺ ã y ąëń àěąñŋőł (ŋě ïćńïîéĺľáï ńĺáâőň), ĺńĺ äĺłâĺćŋëň íńěňěŋâőň nil[T ], ěáńĺ ćěàèĺŋă y ŋě ĺňěńă ďěâěľ. Ć ŕőáńěďŋěň áńãçăě ŕàĺáćăĺćăŋĺě ć áâàőłě 7 čăàăŋâĺàãěâ, çâő p[x] ãłăğëćăěâ ŋă ąëćèěčő àőďĺâěńï y — ćŋě ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, ïćńïěâáï ńĺ x ŋăáâőïéěľ ćěàèĺŋőľ ĺńĺ äĺłâĺćŋëň íńěňěŋâőň.

Ŕőáňőâàĺň, łăł ŕàőæěďãàă RB-Delete-Fixup ćőááâăŋăćńĺćăěâ RB-áćőľáâćă ďěàěćă.

RB-Delete-Fixup(T, x) 1 while x ≠ root[T ] ĺ color[x] = black 2 do if x = left[p[x]] 3 then w ← right[p[x]] 4 if color[w] = red 5 then color[w] ← black ▷ Śńãçăľ 1 6 color[p[x]] ← red ▷ Śńãçăľ 1 7 Left-Rotate(T, p[x]) ▷ Śńãçăľ 1 8 w ← right[p[x]] ▷ Śńãçăľ 1 9 if color[left[w]] = black ĺ color[right[w]] = black 10 then color[w] ← red ▷ Śńãçăľ 2 11 x ← p[x] ▷ Śńãçăľ 2 12 else if color[right[w]] = black 13 then color[left[w]] ← black ▷ Śńãçăľ 3 14 color[w] ← red ▷ Śńãçăľ 3 15 Right-Rotate(T, w) ▷ Śńãçăľ 3 16 w ← right[p[x]] ▷ Śńãçăľ 3 17 color[w] ← color[p[x]] ▷ Śńãçăľ 4 18 color[p[x]] ← black ▷ Śńãçăľ 4 19 color[right[w]] ← black ▷ Śńãçăľ 4 20 Left-Rotate(T, p[x]) ▷ Śńãçăľ 4 21 x ← root[T ] ▷ Śńãçăľ 4 22 else (áĺňňěâàĺçŋëľ äàăčňěŋâ á ğăňěŋőľ left ↔ right) 23 color[x] ← black

Ěáńĺ ãďăńñŋŋăï ŕàőæěďãàőľ RB-Delete ćěàèĺŋă y ąëńă çñàŋőľ, âő ńîąőľ ŕãâì, çěàěğ ŋěñ ŕàőåőďĺćèĺľ, âěŕěàì áőďěàęĺâ ŋă őďŋã çñàŋãî ćěàèĺŋã ňěŋìèě. Šăłĺň őąàăğőň, áćőľáâćő 4 ŋăàãèĺńőáì. Ňë ňőęěň łőňŕěŋáĺàőćăâì íâő ğă áçñâ ćěàèĺŋë x (ğăŋïćèěľ ňěáâő ćěàèĺŋë y). Ěáńĺ x — łàăáŋăï, áďěńăěň ěñ çñàŋőľ (ğăőďŋő ňë ĺğąěčăěň őŕăáŋőáâĺ ŕőńãçĺâì łàăáŋãî ćěàèĺŋã á łàăáŋëň àőďĺâěńěň). Ěáńĺ x — çñàŋăï, őąêïćĺň ěñ ”ďćăęďë çñàŋőľ” ĺ ąãďěň áçĺâăâì ğă ďćě ŕàĺ ŕőďáçñâě çĺáńă çñàŋëå ćěàèĺŋ ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ł ńĺáâìïň. Łőŋěçŋő, âăłőľ ćëåőď ňőęěâ ąëâì ńĺèì ćàěňěŋŋëň, ŕőáłőńìłã őŕàěďěńěŋĺě łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć ŋě ŕàěďãáňăâàĺćăěâ ďćăęďë çñàŋëå ćěàèĺŋ, ĺ ňë ďőńęŋë ŕőáâěŕěŋŋő őâ âăłőľ ćěàèĺŋë ĺğąăćĺâìáï.

Ŕàőæěďãàă RB-Delete-Fixup(T, x) ŕàĺňěŋïěâáï ł ďěàěćã, łőâőàőě őąńăďăěâ áćőľáâćăňĺ łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă, ěáńĺ ãçěáâì ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ěďĺŋĺæã çěàŋőâë ć ćěàèĺŋě x, ĺ ŕàěćàăéăěâ ěčő ć ŋăáâőïéěě łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő. Ć æĺłńě (áâàőłĺ 1–22) ďěàěćő ňěŋïěâáï, ĺ ğŋăçěŋĺě ŕěàěňěŋŋőľ x âőęě ňěŋïěâáï (ćëďěńěŋŋăï ćěàèĺŋă ňőęěâ áďćĺčăâìáï ććěàå ŕő ďěàěćã), ŋő áäőàňãńĺàőćăŋŋőě áćőľáâćő őáâăñâáï ćěàŋëň.

Űĺłń ğăćěàèăěâáï, ěáńĺ (1) x ãłăğëćăěâ ŋă łàăáŋãî ćěàèĺŋã (âőčďă ňë ć áâàőłě 23 łàăáĺň ěñ ć çñàŋëľ æćěâ) ĺńĺ ěáńĺ (2) x ãłăğëćăěâ ŋă łőàěŋì (âőčďă ńĺèŋïï çěàŋőâă ňőęěâ ąëâì ŕàőáâő ãďăńěŋă ĺğ ďěàěćă). Ňőęěâ őłăğăâìáï âăłęě, çâő (3) ćŋãâàĺ âěńă æĺłńă ãďăñâáï ćëŕőńŋĺâì ŋěáłőńìłő ćàăéěŋĺľ ĺ ŕěàěłàăáĺâì ŋěáłőńìłő ćěàèĺŋ, ŕőáńě çěčő ďćăęďë çñàŋăï ćěàèĺŋă ĺáçěğŋěâ. Ć íâőň áńãçăě ŕàĺáćăĺćăŋĺě x ← root[T ] ŕőğćőńïěâ ćëľâĺ ĺğ æĺłńă.

Ćŋãâàĺ æĺłńă x ãłăğëćăěâ ŋă ďćăęďë çñàŋãî ćěàèĺŋã, ŋě ïćńïîéãîáï łőàŋěň. Ć áâàőłě 2 ňë őŕàěďěńïěň, łăłĺň àěąñŋłőň ïćńïěâáï x — ńěćëň ĺńĺ ŕàăćëň. (Ŕőďàőąŋő ćëŕĺáăŋă çăáâì ŕàőæěďãàë ďńï ŕěàćőčő áńãçăï, ćâőàőľ áńãçăľ áĺňňěâàĺçěŋ ĺ áłàëâ ć áâàőłě 22.) Ŕěàěňěŋŋăï w (áâàőłă 3) ãłăğëćăěâ ŋă ćâőàőčő àěąñŋłă ćěàèĺŋë p[x] (”ąàăâă” ćěàèĺŋë x). Šăł łăł ćěàèĺŋă x — ďćăęďë çñàŋăï, w ŋě ňőęěâ ąëâì àăćŋő nil[T ], ŕőáłőńìłã ć íâőň áńãçăě ćďőńì őďŋőčő ŕãâĺ őâ p[x] ćŋĺğ (çěàěğ w) ąëńő ąë ňěŋìèě çěàŋëå ćěàèĺŋ, çěň ćďőńì ďàãčőčő (çěàěğ x).

Ůěâëàě ćőğňőęŋëå áńãçăï ŕőłăğăŋë ŋă àĺá. 14.7. Ŕàěęďě çěň àăğąĺàăâìáï á ŋĺňĺ ďěâăńìŋő, ŕőáňőâàĺň, łăł ŕàőćěàĺâì, çâő ŕàěőąàăğőćăŋĺï ŋě ŋăàãèăîâ áćőľáâćő 4. Ďőáâăâőçŋő ãąěďĺâìáï, çâő łőńĺçěáâćő çñàŋëå ćěàèĺŋ őâ łőàŋï ŕőłăğăŋŋőčő ŕőďďěàěćă ďő łăęďőčő ĺğ ŕőďďěàěćìěć α, β, . . ., ζ ŋě ĺğňěŋĺńőáì. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 14.7ă, ĺńńîáâàĺàãîéěň áńãçăľ 1, łőńĺçěáâćő çñàŋëå ćěàèĺŋ őâ łőàŋï ďő łăęďőčő ĺğ ŕőďďěàěćìěć α ĺ β àăćŋő 3 łăł ďő, âăł ĺ ŕőáńě ŕàěőąàăğőćăŋĺï. (Ŋăŕőňŋĺň, çâő ćěàèĺŋă x áçĺâăěâáï ğă ďćě.) Ăŋăńőčĺçŋő, łőńĺçěáâćő çñàŋëå ćěàèĺŋ őâ łőàŋï ďő γ, δ, ε ĺ ζ, àăćŋő 2 ďő ĺ ŕőáńě ŕàěőąàăğőćăŋĺï. Ŋă àĺá. 14.7ą ćěàèĺŋă B ňőęěâ ąëâì ĺ çñàŋőľ, ĺ łàăáŋőľ. Ěáńĺ őŋă łàăáŋăï, âő çĺáńő çñàŋëå ćěàèĺŋ őâ łőàŋï ďő α (ďő ĺ ŕőáńě ŕàěőąàăğőćăŋĺï) àăćŋő 2, ěáńĺ çñàŋăï — âő 3. Őáâăńìŋëě áńãçăĺ ŕàőćěàïîâáï ăŋăńőčĺçŋő (ãŕà. 14.4-5).

Ĺâăł, àăááňőâàĺň ćáě áńãçăĺ ŕő ŕőàïďłã. Śńãçăľ 1 (áâàőłĺ 5–8 ŕàőæěďãàë RB-Delete-Fixup, àĺá. 14.7ă) ĺňěěâ ňěáâő, łőčďă ćěàèĺŋă w, ąàăâ x, łàăáŋăï (ć íâőň áńãçăě ĺå àőďĺâěńì, p[x], çñàŋëľ). Šăł łăł őąă àěąñŋłă ćěàèĺŋë w çñàŋëě, ňë ňőęěň ŕőňěŋïâì æćěâă w ĺ p[x] ĺ ŕàőĺğćěáâĺ ńěćőě ćàăéěŋĺě ćőłàãč p[x], ŋě ŋăàãèăï RBáćőľáâć. Ćěàèĺŋă x őáâăñâáï ďćăęďë çñàŋőľ, ă ěñ ŋőćëľ ąàăâ — çñàŋëľ, âăł çâő ňë áćěńĺ ďěńő ł őďŋőňã ĺğ áńãçăěć 2, 3 ĺńĺ 4.

Ěáńĺ ćěàèĺŋă w çñàŋăï, ĺňěěâ ňěáâő őďĺŋ ĺğ áńãçăěć 2–4. Őŋĺ àăğńĺçăîâáï ňěęďã áőąőľ æćěâőň ďěâěľ ćěàèĺŋë w. Ć áńãçăě 2 (áâàőłĺ 10–11, àĺá. 14.7ą) őąă àěąñŋłă ćěàèĺŋë w çñàŋëě. Šăł łăł ćěàèĺŋă w âőęě çñàŋăï, ňë ňőęěň áŋïâì çñàŋãî őłàăáłã á x (ńĺèŋîî) ĺ á w (áďěńăć ěñ łàăáŋőľ), ĺ ďőąăćĺâì çěàŋőâã àőďĺâěńî, p[x]. Ŕőáńě íâőčő ŕàőďőńęĺň ćëŕőńŋěŋĺě æĺłńă. Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ ňë ŕőŕăńĺ ć áńãçăľ 2 ĺğ áńãçăï 1, âő ćěàèĺŋă p[x] — łàăáŋăï, ŕőíâőňã æĺłń áàăğã ęě ğăćěàèĺâáï (ďőąăćĺć çñàŋőčő ł łàăáŋőľ ćěàèĺŋě, ňë łàăáĺň ěñ ć őąëçŋëľ çñàŋëľ æćěâ).

Ć áńãçăě 3 (áâàőłĺ 13–16, àĺá. 14.7ć) ćěàèĺŋă w çñàŋăï, ěñ ńěćëľ àěąñŋőł — łàăáŋëľ, ă ŕàăćëľ — çñàŋëľ. Ňë ňőęěň ŕőňěŋïâì æćěâă w ĺ ěñ ńěćőčő àěąñŋłă ĺ ŕőâőň ŕàĺňěŋĺâì ŕàăćőě ćàăéěŋĺě âăł, çâő RB-áćőľáâćă ąãďãâ áőåàăŋěŋë. Ŋőćëň ąàăâőň ćěàèĺŋë x âěŕěàì ąãďěâ çñàŋăï ćěàèĺŋă á łàăáŋëň ŕàăćëň àěąñŋłőň, ĺ ňë áćěńĺ áńãçăľ 3 ł áńãçăî 4.

Ŋăłőŋěæ, ć áńãçăě 4 (áâàőłĺ 17–21, àĺá. 17.4č) ćěàèĺŋă w (ąàăâ ćěàèĺŋë x) ïćńïěâáï çñàŋőľ, ă ěñ ŕàăćëľ àěąñŋőł — łàăáŋëľ. Ňěŋïï ŋěłőâőàëě æćěâă ĺ ŕàőĺğćőďï ńěćőě ćàăéěŋĺě ćőłàãč p[x], ňë ňőęěň ãďăńĺâì ĺğńĺèŋîî çěàŋőâã ã x, ŋě ŋăàãèăï RB-áćőľáâć. Ŕàĺáćăĺćăŋĺě x ← root[T ] ćëćőďĺâ ŋăá ĺğ æĺłńă.

Łăłőćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë RB-Delete? Ćëáőâă łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă á n ćěàèĺŋăňĺ ěáâì O(lg n), ŕőíâőňã ćàěňï ĺáŕőńŋěŋĺï RB-Delete ąěğ ãçñâă RB-Delete-Fixup ěáâì O(lg n). Śłőńìłő ćàěňěŋĺ âàěąãěâ æĺłń ć ŕàőæěďãàě RB-Delete-Fixup? Łăł âőńìłő őąŋăàãęĺćăěâáï áńãçăľ 1, 3 ĺńĺ 4, ňë ćëåőďĺň ĺğ æĺłńă (ŕàĺ íâőň ćëŕőńŋïěâáï O(1) őŕěàăæĺľ ĺ áăňőě ąőńìèěě âàĺ ćàăéěŋĺï). Ďő íâőčő ćőğňőęŋő ŋěáłőńìłő ŕőćâőàěŋĺľ áńãçăï 2, ŋő ŕàĺ łăęďőň ŕőćâőàěŋĺĺ ãłăğăâěńì x ŕěàěňěéăěâáï ććěàå ŕő ďěàěćã ĺ ŋĺłăłĺě ćàăéěŋĺï ŋě ŕàőĺğćőďïâáï, âăł çâő çĺáńő âăłĺå èăčőć ěáâì O(lg n). Šăłĺň őąàăğőň, ŕàőæěďãàă RB-Delete-Fixup âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(lg n), ĺ őąéěě ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë RB-Delete âăłęě ěáâì O(lg n) (őâňěâĺň ěéñ àăğ, çâő ŕàĺ íâőň ŕàőĺğćőďĺâáï ŋě ąőńěě âàñå ćàăéěŋĺľ).

Şŕàăęŋěŋĺï

14.4-1 Şąěďĺâěáì, çâő ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë RB-Delete łőàěŋì ďěàěćă őáâăñâáï çñàŋëň, ěáńĺ őŋ âăłőćëň ąëń.

14.4-2 Ć ãŕà. 14.3-3 ŕőáâàőěŋő łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, łőâőàőě ŕőńãçăěâáï ďőąăćńěŋĺěň łńîçěľ 41, 38, 31, 12, 19, 8 ć ŕãáâőě ďěàěćő. Ŋăàĺáãľâě ďěàěćìï, łőâőàëě ŕőńãçăâáï ĺğ ŋěčő ŕàĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőň ãďăńěŋĺĺ łńîçěľ 8, 12, 19, 31, 38, 41.

14.4-3 Ć łăłĺå áâàőłăå ŕàőæěďãàë RB-Delete-Fixup ňë ňőęěň çĺâăâì ĺńĺ ĺğňěŋïâì äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[T ]?

14.4-4 Şŕàőáâĺâě ŕàőæěďãàã Left-Rotate, ĺáŕőńìğãï äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ ďńï ŕàěďáâăćńěŋĺï nil ĺ ěéñ őďĺŋ äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ, áőďěàęăéĺľ ãłăğăâěńì ŋă łőàěŋì ďěàěćă.

14.4-5 Ďńï łăęďőčő ĺğ áńãçăěć ŋă àĺáãŋłě 14.7 ŕőďáçĺâăľâě łőńĺçěáâćő çñàŋëå ćěàèĺŋ őâ łőàŋï ŕőďďěàěćă ŋă àĺáãŋłě ďő łăęďőčő ĺğ ŕőďďěàěćìěć α, β, . . ., ζ ĺ ãąěďĺâěáì, çâő őŋő ŋě ňěŋïěâáï ŕàĺ ŕàěőąàăğőćăŋĺïå. Ĺáŕőńìğãľâě őąőğŋăçěŋĺě count(c) ďńï ”áâěŕěŋĺ çěà-

Řĺáãŋőł 14.7 Ůěâëàě áńãçăï, ćőğňőęŋëå ć őáŋőćŋőň æĺłńě ŕàőæěďãàë RB- Delete-Fixup. Ůñàŋëě ćěàèĺŋë ŕőłăğăŋë łăł çñàŋëě, łàăáŋëě ŕőłăğăŋë âñňŋő-áěàëňĺ. Śćěâńő-áěàëě ćěàèĺŋë ŋă àĺáãŋłě ňőčãâ ąëâì ĺ łàăáŋëňĺ, ĺ çñàŋëňĺ. (Ĺå æćěâă őąőğŋăçăîâáï c ĺ c^′.) Ąãłćë α, β, . . . , ζ őąőğŋăçăîâ ŕàőĺğćőńìŋëě ŕőďďěàěćìï. Ć łăęďőň áńãçăě łőŋäĺčãàăæĺï áńěćă ŕàěőąàăğãěâáï ć łőŋäĺčãàăæĺî áŕàăćă ŕěàěłàăèĺćăŋĺěň ćěàèĺŋ ĺ/ĺńĺ ćàăéěŋĺïňĺ. Ćěàèĺŋă, ŋă łőâőàãî ãłăğëćăěâ x, ďćăęďë çñàŋăï. Ěďĺŋáâćěŋŋëľ áńãçăľ, łőčďă ćëŕőńŋěŋĺě æĺłńă ŕàőďőńęăěâáï — áńãçăľ 2. (ă) Śńãçăľ 1 áćőďĺâáï ł áńãçăî 2, 3 ĺńĺ 4, ěáńĺ ŕőňěŋïâì ňěáâăňĺ æćěâă ćěàèĺŋ B ĺ D ĺ ŕàőĺğćěáâĺ ńěćőě ćàăéěŋĺě. (ą) Ć áńãçăě 2 ”ĺğąëâőł çěàŋőâë” ć ćěàèĺŋě x ŕěàěňěéăěâáï ććěàå ŕő ďěàěćã, łőčďă ňë ďěńăěň D łàăáŋőľ ĺ ãáâăŋăćńĺćăěň ãłăğăâěńì x ć B. Ěáńĺ ňë ŕőŕăńĺ ć áńãçăľ 2 ĺğ áńãçăï 1, âő æĺłń ğăćěàèăěâáï, âăł łăł ćěàèĺŋă B ąëńă łàăáŋőľ. (ć) Śńãçăľ 3 áćőďĺâáï ł áńãçăî 4, ěáńĺ ŕőňěŋïâì ňěáâăňĺ æćěâă ćěàèĺŋ C ĺ D ĺ ćëŕőńŋĺâì ŕàăćőě ćàăéěŋĺě. (č) Ć áńãçăě 4 ňőęŋő ŕěàěłàăáĺâì ŋěłőâőàëě ćěàèĺŋë ĺ ćëŕőńŋĺâì ńěćőě ćàăéěŋĺě (ŋě ŋăàãèĺć RB-áćőľáâćă) âăł, çâő ńĺèŋĺľ çñàŋëľ æćěâ ĺáçěğăěâ, ĺ æĺłń ňőęŋő ğăćěàèĺâì.

Ğăďăçĺ ł čńăćě 14 277

ŋőâë” ćěàèĺŋë æćěâă c, áçĺâăï count(c) àăćŋëň 0 ďńï łàăáŋőľ ćěàèĺŋë ĺ 1 ďńï çñàŋőľ.

14.4-6 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćěàèĺŋă ćáâăćńěŋă ć łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, ă ŕőâőň áàăğã ęě ãďăńěŋă. Ąãďěâ ńĺ ŕőńãçĺćèěěáï ďěàěćő áőćŕăďăâì á ĺáåőďŋëň? Ŕőçěňã?

Ğăďăçĺ

14-1 Ďĺŋăňĺçěáłĺě ňŋőęěáâćă á áőåàăŋěŋĺěň ŕàěďëďãéĺå ćěàáĺľ Ĺŋőčďă ŕőńěğŋő áőåàăŋïâì ŕàěďëďãéĺě ćěàáĺĺ ňěŋïîéěčőáï ňŋőęěáâćă. (Šăłĺě áâàãłâãàë ďăŋŋëå ŋăğëćăîâáï ŕő-ăŋčńĺľáłĺ persistent data structures.) Ňőęŋő, łőŋěçŋő, łőŕĺàőćăâì ňŋőęěáâćő łăęďëľ àăğ, łőčďă őŋő ĺğňěŋïěâáï. Ŋő âăłőľ ŕőďåőď âàěąãěâ ňŋőčő ŕăňïâĺ ĺ ćàěňěŋĺ — ĺ ěáâì áŕőáőąë, ŕőğćőńïîéĺě áďěńăâì íâő ąőńěě íääěłâĺćŋő.

Ňë åőâĺň ŕàěďãáňőâàěâì ćőğňőęŋőáâì åàăŋěŋĺï ŕàěďëďãéĺå ćěàáĺľ ďńï ňŋőęěáâćă S á őŕěàăæĺïňĺ Insert, Delete ĺ Search. Ňë áçĺâăěň, çâő ňŋőęěáâćő S àěăńĺğőćăŋő á ŕőňőéìî ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć ŕőĺáłă, łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 14.8ă. Ďńï łăęďőľ ćěàáĺĺ ňŋőęěáâćă ňë åàăŋĺň áćőľ őâďěńìŋëľ łőàěŋì. Ůâőąë ďőąăćĺâì łńîç 5, ňë áőğďăñň ŋőćãî ćěàèĺŋã á íâĺň łńîçőň. İâă ćěàèĺŋă áâăŋőćĺâáï ńěćëň àěąñŋłőň ŋőćőľ ćěàèĺŋë á łńîçőň 7, âăł łăł áãéěáâćãîéãî ćěàèĺŋã ňěŋïâì ŋěńìğï. Ŕőďőąŋëň őąàăğőň ŋőćăï ćěàèĺŋă á łńîçőň 7 áâăŋőćĺâáï ńěćëň àěąñŋłőň ŋőćőľ ćěàèĺŋë á łńîçőň 8, ŕàăćëľ àěąñŋőł łőâőàőľ — áãéěáâćãîéăï ćěàèĺŋă á łńîçőň 10. Ć áćőî őçěàěďì, ŋőćăï ćěàèĺŋă á łńîçőň 8 áâăŋőćĺâáï ŕàăćëň àěąñŋłőň ŋőćőčő łőàŋï r^′ á łńîçőň 4, ńěćëľ àěąñŋőł łőâőàőčő — áãéěáâćãîéăï ćěàèĺŋă á łńîçőň 3. Šăłĺň őąàăğőň, ňë łőŕĺàãěň ńĺèì çăáâì ďěàěćă, ă ć őáâăńìŋőň ĺáŕőńìğãěň áâăàőě, łăł íâő ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 14.8ą.

Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćěàèĺŋë ďěàěćă áőďěàęăâ ŕőńï key, left ĺ right, ŋő ŋě áőďěàęăâ ŕőńï p, ãłăğëćăîéěčő ŋă àőďĺâěńï. (Śň. âăłęě ãŕà. 14.3-6.)

ă Ŕőłăęĺâě, łăłĺě ćěàèĺŋë åàăŋĺňőčő âăłĺň őąàăğőň ďěàěćă ďőńęŋë ąëâì ĺğňěŋěŋë (áőğďăŋë) ć őąéěň áńãçăě ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺńĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă.

ą Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Persistent-Tree-Insert, łőâőàăï ďőąăćńïěâ łńîç k ć ďěàěćő T .

ć Ěáńĺ ćëáőâă ďěàěćă àăćŋă h, áłőńìłő ćàěňěŋĺ ĺ ŕăňïâĺ âàěąãěâ ŋăŕĺáăŋŋăï ćăňĺ ŕàőæěďãàă? (Łőńĺçěáâćő ŕăňïâĺ ňőęŋő ĺğňěàïâì łőńĺçěáâćőň ŋőćëå ćěàèĺŋ.)

č Ŕãáâì ňë ĺáŕőńìğãěň ĺ ŕőńï p ć ćěàèĺŋăå ďěàěćă. Ć íâőň áńãçăě ŕàőæěďãàă Persistent-Tree-Insert ďőńęŋă ąãďěâ ćëŕőńŋĺâì

Řĺáãŋőł 14.8 (ă) Ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă á łńîçăňĺ 2, 3, 4, 7, 8, 10. (ą) Ďěàěćő á áőåàăŋěŋĺěň ŕàěďëďãéĺå ćěàáĺľ ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï łńîçă 5. Šěłãéăï ćěàáĺï áőáâőĺâ ĺğ ćěàèĺŋ, ďőáâãŕŋëå ĺğ âěłãéěčő łőàŋï r^′, ă ŕàěďëďãéăï ćěàáĺï áőďěàęĺâ ćěàèĺŋë, ďőáâãŕŋëě ĺğ áâăàőčő łőàŋï r. Šñňŋő-áěàëě ćěàèĺŋë ďőąăćńěŋë ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ łńîçă 5.

ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďěľáâćĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő ć íâőň áńãçăě ćàěňï àăąőâë ĺ őąêñň ŋěőąåőďĺňőľ ŕăňïâĺ ąãďãâ Ω(n), čďě n — łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ ć ďěàěćě.

ď Ŕőłăęĺâě, łăł ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï, çâőąë čăàăŋâĺàőćăâì, çâő ďőąăćńěŋĺě ĺ ãďăńěŋĺě íńěňěŋâă ďńï ňŋőęěáâćă á åàăŋěŋĺěň ŕàěďëďãéĺå ćěàáĺľ ąãďãâ âàěąőćăâì ćàěňěŋĺ O(lg n) ć åãďèěň áńãçăě.

14-2 Őŕěàăæĺï őąêěďĺŋěŋĺï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć

Őŕěàăæĺï őąêěďĺŋěŋĺï (join) ŕàĺňěŋïěâáï ł ďćãň ďĺŋăňĺçěáłĺň ňŋőęěáâćăň S_1 ĺ S_2 ĺ íńěňěŋâã x, ŕàĺçñň ğăàăŋěě ĺğćěáâŋő, çâő key[x_1] ⩽ key[x] ⩽ key[x_2] ďńï ńîąëå x_1 ∈ S_1 ĺ x_2 ∈ S_2. Ěñ àěğãńìâăâőň ïćńïěâáï ňŋőęěáâćő S = S_1 ∪ {x} ∪ S_2. Ć íâőľ ğăďăçě ňë ŕőłăęěň, łăł àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺî őąêěďĺŋěŋĺï ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć.

ă Ňë ąãďěň åàăŋĺâì çñàŋãî ćëáőâã łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă T ć áŕěæĺăńìŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ bh[T ]. Şąěďĺâěáì, çâő íâő ğŋăçěŋĺě ňőęŋő ŕőďďěàęĺćăâì, ŋě àăğňěéăï ŋĺłăłőľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ć ćěàèĺŋăå ďěàěćă ĺ ŋě ãåãďèăï ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãà RB-Insert ĺ RB-Delete. Ŕőłăęĺâě, çâő, áŕãáłăïáì ŕő ďěàěćã, ňőęŋő ćëçĺáńĺâì çñàŋãî ćëáőâã łăęďőľ ćěàèĺŋë ğă ćàěňï O(1) ć àăáçñâě ŋă łăęďãî ŕàőáňőâàěŋŋãî ćěàèĺŋã. Ňë åőâĺň àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺî RB-Join(T_1, x, T_2), łőâőàăï ĺğ ďćãå ďěàěćìěć T_1 ĺ T_2 äőàňĺàãěâ ŋőćőě łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő T = T_1 ∪ {x} ∪ T_2 (áâăàëě ďěàěćìï ŕàĺ íâőň àăğàãèăîâáï). Ŕãáâì n — őąéěě łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ ć T_1 ĺ T_2.

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 14 279

ą Śçĺâăï, çâő bh[T_1] ⩾ bh[T_2], őŕĺèĺâě ăńčőàĺâň áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(lg n), ŋăåőďïéĺľ áàěďĺ çñàŋëå ćěàèĺŋ ďěàěćă T_1, ĺňěîéĺå çñàŋãî ćëáőâã bh[T_2], ćěàèĺŋã y á ŋăĺąőńìèĺň łńîçőň. ć Ŕãáâì T_y — ŕőďďěàěćő á łőàŋěň y. Ŕőłăęĺâě, łăł ğăňěŋĺâì T_y ŋă T_y ∪ {x} ∪ T_2 ğă ćàěňï O(1) ąěğ ŕőâěàĺ áćőľáâćă ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ. č Ć łăłőľ æćěâ ŋăďő ŕőłàăáĺâì x, çâőąë áőåàăŋĺâì RB-áćőľáâćă 1, 2 ĺ 4? Őąêïáŋĺâě, łăł ćőááâăŋőćĺâì áćőľáâćő 3 ğă ćàěňï O(lg n). ď Şąěďĺâěáì, çâő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë RB-Join ěáâì O(lg n).

Ğăňěçăŋĺï

Ĺďěï ąăńăŋáĺàőćłĺ ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć ŕőĺáłă ŕàĺŋăďńěęĺâ Č. Ň. Ăďěńìáőŋã-Ćěńìáłőňã ĺ Ě. Ň. Ńăŋďĺáã [2], ŕàěďńőęĺćèĺň ć 1962 čőďã łńăáá áąăńăŋáĺàőćăŋŋëå ďěàěćìěć, ŋăğëćăěňëå âěŕěàì ĂĆŃ-ďěàěćìïňĺ. Ąăńăŋá ŕőďďěàęĺćăěâáï á ŕőňőéìî ćàăéěŋĺľ; ďńï ěčő ćőááâăŋőćńěŋĺï ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï ĺńĺ ãďăńěŋĺï ćěàèĺŋë ňőęěâ ŕőâàěąőćăâìáï Θ(lg n) ćàăéěŋĺľ (ďńï ďěàěćă á n ćěàèĺŋăňĺ). Ěéñ őďĺŋ łńăáá ďěàěćìěć ŕőĺáłă, ŋăğëćăěňëå 2-3-ďěàěćìïňĺ, ąëń ŕàěďńőęěŋ Ţőŕłàőäâőň (J. E. Hopcroft, ŋě őŕãąńĺłőćăŋő) ć 1970 čőďã. Ğďěáì ąăńăŋá ŕőďďěàęĺćăěâáï ğă áçñâ ĺğňěŋěŋĺï áâěŕěŋěľ ćěàèĺŋ. Őąőąéěŋĺě 2-3-ďěàěćìěć, ŋăğëćăěňőě Ą-ďěàěćìïňĺ, ŕàěďńőęĺńĺ Ąăľěà ĺ ŇăłŁàěľâ [18]; Ą-ďěàěćìï őąáãęďăîâáï ć čńăćě 19.

Łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï ŕàěďńőęĺń Ąăľěà [17], ŋăğćăć ĺå ”áĺňňěâàĺçŋëňĺ ďćőĺçŋëňĺ Ą-ďěàěćìïňĺ”. Čĺąăá ĺ Śěďęćĺł [93] ŕőďàőąŋő ĺğãçĺńĺ ĺå áćőľáâćă ĺ ŕàěďńőęĺńĺ ĺáŕőńìğőćăâì ďńï ŋăčńïďŋőáâĺ łàăáŋëľ ĺ çñàŋëľ æćěâă.

Ĺğ ňŋőčĺå ďàãčĺå ćăàĺăæĺľ ŋă âěňã áąăńăŋáĺàőćăŋŋëå ďěàěćìěć ŋăĺąőńěě ńîąőŕëâŋë, ćĺďĺňő, ”àăáèĺàïîéĺěáï ďěàěćìï” (splay trees), łőâőàëě ŕàĺďãňăńĺ Śńěăâőà ĺ Šăàìïŋ [177]. İâĺ ďěàěćìï ïćńïîâáï ” áăňőàěčãńĺàãîéĺňĺáï”. (Ţőàőèěě őŕĺáăŋĺě àăáèĺàïîéĺåáï ďěàěćìěć ďăń Šăàìïŋ [188].) Řăáèĺàïîéĺěáï ďěàěćìï ŕőďďěàęĺćăîâ ąăńăŋá ąěğ ĺáŕőńìğőćăŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ŕőńěľ (âĺŕă æćěâă). Ćňěáâő íâőčő ”àăáèĺàïîéĺě őŕěàăæĺĺ” (splay operations), ćłńîçăîéĺě ćàăéěŋĺï, ćëŕőńŋïîâáï ŕàĺ łăęďőň őąàăéěŋĺĺ ł ďěàěćã. Şçñâŋăï áâőĺňőáâì (amortized cost, čń. 18) ć àăáçñâě ŋă őďŋã őŕěàăæĺî á ďěàěćőň ďńï àăáèĺàïîéĺåáï ďěàěćìěć áőáâăćńïěâ O(lg n).

15 Ŕőŕőńŋěŋĺě áâàãłâãà ďăŋŋëå

Ďăńěłő ŋě ćő ćáěå áĺâãăæĺïå ňőęŋő őąőľâĺáì ńĺèì łńăááĺçěáłĺňĺ áâàãłâãàăňĺ ďăŋŋëå (ďćőĺçŋëňĺ ďěàěćìïňĺ ŕőĺáłă, ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëňĺ áŕĺáłăňĺ, åěè-âăąńĺæăňĺ ĺ â. ŕ.) Őďŋăłő àěďłő âàěąãěâáï ŕàĺďãňăâì çâő-âő áőćáěň ŋőćőě: ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć ďőáâăâőçŋő àăáèĺàĺâì łăłãî-ńĺąő ĺğ łńăááĺçěáłĺå áâàãłâãà ďăŋŋëå, åàăŋï ćňěáâě á ěñ őąêěłâăňĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî. İääěłâĺćŋőě őąŋőćńěŋĺě íâőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺľ ĺŋőčďă âàěąãěâ ŋěňăńőľ ĺğőąàěâăâěńìŋőáâĺ.

Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăîâáï łàăáŋőçñàŋëě ďěàěćìï. Ţàăŋï ć ćěàèĺŋăå ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî, ňë áňőęěň ąëáâàő ŋăåőďĺâì i-ľ ŕő ŕőàïďłã íńěňěŋâ, ă âăłęě ćëŕőńŋïâì őąàăâŋőě ďěľáâćĺě: ŋăåőďĺâì ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ďăŋŋőčő íńěňěŋâă ňŋőęěáâćă (àăğď. 15.1). Ć àăğďěńě 15.2 őąáãęďăěâáï őąéăï áåěňă àăąőâë á ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ ĺ ďőłăğëćăěâáï âěőàěňă, łőâőàăï őąńěčçăěâ ŕőŕőńŋěŋĺě ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć. Ć àăğďěńě 15.3 íâă ęě âěőàěňă ĺáŕőńìğãěâáï ďńï ŕőáâàőěŋĺï áâàãłâãàë ďăŋŋëå, åàăŋïéěľ ďĺŋăňĺçěáłőě ňŋőęěáâćő ŕàőňěęãâłőć (ŋă çĺáńőćőľ ŕàïňőľ) ĺ ŕőğćőńïîéěľ ąëáâàő ŋăåőďĺâì íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă, ŕěàěłàëćăîéĺľáï á ğăďăŋŋëň ŕàőňěęãâłőň.

15.1 Ďĺŋăňĺçěáłĺě ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ

Ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ ãęě őąáãęďăńĺáì ć čńăćě 10, čďě ňë ĺáłăńĺ i-ľ ŕő ŕőàïďłã íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă ĺğ n íńěňěŋâőć, çâő âàěąőćăńő O(n) őŕěàăæĺľ (ěáńĺ ňŋőęěáâćő ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŋě ãŕőàïďőçěŋő). Ć ďăŋŋőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, łăł á ŕőňőéìî ŕőŕőńŋěŋŋëå łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć ŋăľâĺ i-ľ íńěňěŋâ ğă O(log n) őŕěàăæĺľ. Łàőňě âőčő, ğă âő ęě ćàěňï ňőęŋő ąãďěâ ŋăľâĺ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ğăďăŋŋőčő íńěňěŋâă.

Ŕőďåőďïéăï áâàãłâãàă ďăŋŋëå ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 15.1. Ŕőàïďłőćëň ďěàěćőň (order-statistic tree) ňë ŋăğëćăěň łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő T , łăęďăï ćěàèĺŋă x łőâőàőčő, ŕőňĺňő őąëçŋëå ŕőńěľ key[x], color[x], p[x], left[x] ĺ right[x] ĺňěěâ ŕőńě size[x]. Ć ŋñň åàăŋĺâáï àăğňěà (łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ, ŋě áçĺâăï nil-ńĺáâìěć) ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć x (áçĺâăï ĺ áăňã ćěàèĺŋã x). Śçĺâăï, çâő ć ŕőńě size[nil] ğăŕĺáăŋ 0, ňőęŋő ŋăŕĺáăâì âăłőě áőőâŋőèěŋĺě:

size[x] = size[left[x]] + size[right[x]] + 1.

(Ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ nil[T ], łăł ć àăğďěńě 14.4, ă ňőęŋő łăęďëľ àăğ ŕàőćěàïâì, ŋě àăćěŋ ńĺ ãłăğăâěńì ğŋăçěŋĺî nil, ĺ ŕőďáâăćńïâì 0 ćňěáâő ğŋăçěŋĺï ŕőńï size.)

Ŕőĺáł i-čő ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâă

Ňë ďőńęŋë ãňěâì őąŋőćńïâì ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî (ŕőńï size) ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâőć. Ŋő áŋăçăńă őąêïáŋĺň, łăł ěî ŕőńìğőćăâìáï. Ŋăçŋñň á ŕőĺáłă i-čő íńěňěŋâă. Řěłãàáĺćŋăï ŕàőæěďãàă OS-Select(x, i) ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă i-ľ íńěňěŋâ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň x. Ŋăľâĺ i-ľ íńěňěŋâ ćő ćáñň ďěàěćě T ňőęŋő á ŕőňőéìî ćëğőćă OS-Select(root[T ], i).

OS-Select(x, i) 1 r ← size[left[x]]+1 2 if i = r 3 then return x 4 elseif i < r 5 then return OS-Select(left[x], i) 6 else return OS-Select(right[x], i − r)

İâőâ ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ âã ęě ĺďěî, çâő ĺ ăńčőàĺâňë ŕőĺáłă čńăćë 10. Ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň x áŋăçăńă ĺďãâ size[left[x]] ćěàèĺŋ ńěćőčő ŕőďďěàěćă, ňěŋìèĺå x, ğăâěň áăňă ćěàèĺŋă x (łőâőàăï ïćńïěâáï (size[left[x]] + 1)-ľ ŕő áçñâã), ĺ ğăâěň ćěàèĺŋë ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă x.

Ŕàőæěďãàă ŋăçĺŋăěâ á ćëçĺáńěŋĺï ŕőàïďłőćőčő ŋőňěàă r ćěàèĺŋë x (áâàőłă 1). Ěáńĺ i = r (áâàőłă 2), âő x ĺ ěáâì i-ľ íńěňěŋâ, ĺ ňë ćőğćàăéăěň ěčő (áâàőłă 3). Ěáńĺ i < r, âő ĺáłőňëľ íńěňěŋâ ŋăåőďĺâáï ć ńěćőň ŕőďďěàěćě ćěàèĺŋë x, ĺ ŕàőčàăňňă àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâ áěąï (áâàőłă 5). Ěáńĺ ęě i > r, âő ĺáłőňëľ íńěňěŋâ ŋăåőďĺâáï ć ŕàăćőň ŕőďďěàěćě ćěàèĺŋë x, ŋő ěčő ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ćŋãâàĺ íâőčő ŕőďďěàěćă ąãďěâ ãęě ŋě i, ă i − r. İâőâ íńěňěŋâ ćëďăñâáï ŕàĺ àěłãàáĺćŋőň ćëğőćě ć áâàőłě 6.

Ŕőłăęěň, łăł ŕàőæěďãàă OS-Select ĺéěâ 17-ľ íńěňěŋâ ďěàěćă, ĺğőąàăęñŋŋőčő ŋă àĺá. 15.1. Ňë ŋăçĺŋăěň á łőàŋï (á łńîçőň 26), ŕàĺ íâőň i = 17. Řăğňěà ńěćőčő ŕőďďěàěćă łőàŋï àăćěŋ 12, ŕőíâőňã ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà łőàŋï àăćěŋ 13, ĺ ĺáłőňăï ćěàèĺŋă ŋăåőďĺâáï ć ŕàăćőň ŕőďďěàěćě, ĺňěï âăň ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà 17 − 13 = 4. Ĺéěň 4-ľ íńěňěŋâ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň 41. Ńěćőě ŕőďďěàěćő ćěàèĺŋë 41 ĺňěěâ àăğňěà 5, â. ě. ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ćěàèĺŋë 41 àăćěŋ 6. Ĺéěň

Řĺáãŋőł 15.1 Ŕőàïďłőćőě ďěàěćő. Łàăáŋëě ćěàèĺŋë ĺğőąàăęěŋë łăł áćěâńőáěàëě, çñàŋëě — łăł âñňŋëě. Ŕőňĺňő őąëçŋëå ŕőńěľ łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă, ã łăęďőľ ćěàèĺŋë x ěáâì ŕőńě size[x], čďě åàăŋĺâáï àăğňěà ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć x.

4-ľ íńěňěŋâ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň 30. Ć íâőň ďěàěćě łőàěŋì ĺňěěâ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà 2, ŕőíâőňã ĺéěň (4 − 2) = 2-ľ íńěňěŋâ ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă. Ć íâőň ďěàěćě łőàěŋì 38 őłăğăńáï ćâőàëň ŕő ŕőàïďłã (àăğňěà ńěćőčő ŕőďďěàěćă àăćěŋ 1), ŕőíâőňã ňë ćőğćàăéăěň ãłăğăâěńì ŋă ćěàèĺŋã 38.

Ŕàĺ łăęďőň àěłãàáĺćŋőň ćëğőćě ŕàőæěďãàë ňë áŕãáłăěňáï ŕő ďěàěćã ŋă őďĺŋ ãàőćěŋì, ŕőíâőňã ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě. Ćëáőâă łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă á n ćěàèĺŋăňĺ àăćŋă O(log n), âăł çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë OS-Select ŋă n-íńěňěŋâŋőň ňŋőęěáâćě ěáâì O(log n).

Őŕàěďěńěŋĺě ŕőàïďłőćőčő ŋőňěàă íńěňěŋâă

Ŕàőæěďãàă OS-Rank ŕőńãçăěâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ x ŕőàïďłőćőčő ďěàěćă T ĺ ŋăåőďĺâ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà (rank) íńěňěŋâă ć ďěàěćě.

OS-Rank(T, x) 1 r ← size[left[x]] + 1 2 y ← x 3 while y ≠ root[T ] 4 do if y = right[p[y]] 5 then r ← r + size[left[p[y]]] + 1 6 y ← p[y] 7 return r

Ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà íńěňěŋâă x ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèě łőńĺçěáâćă íńěňěŋâőć, ňěŋìèĺå x. Űĺłń ć áâàőłăå 3–6 ĺňěěâ âăłőľ ĺŋćăàĺăŋâ: r ěáâì ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ćěàèĺŋë x ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň y. Ŕěàěď ŕěàćëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă íâő âăł: r ěáâì ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà x ć ďěàěćě á łőàŋěň ć x (áâàőłă 1), ă y = x (áâàőłă 2). Łăł ŋăďő ĺğňěŋĺâì r ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ćěàèĺŋë y ł ěñ àőďĺâěńî p[y]? Ěáńĺ y — ńěćëľ àěąñŋőł ćěàèĺŋë p[y], âő ćěàèĺŋă x ĺňěěâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ć ŕőďďěàěćìïå á łőàŋïňĺ ć y ĺ p[y]. Ěáńĺ ęě y — ŕàăćëľ àěąñŋőł, ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ y ł p[y] ł ŕőàïďłőćőňã ŋőňěàã ćěàèĺŋë x ŕàĺąăćĺâáï size[left[p[y]]] íńěňěŋâőć ńěćőčő ŕőďďěàěćă ĺ áăňă ćěàèĺŋă p[y]. Ć áâàőłě 5 ňë ãçńĺ íâã ďőąăćłã.

Ŕàĺ ćëåőďě ĺğ æĺłńă y = root[T ], ă r — ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà x ćő ćáñň ďěàěćě.

Ďńï ŕàĺňěàă ŕőáňőâàĺň, łăł íâă ŕàőæěďãàă őŕàěďěńĺâ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ćěàèĺŋë á łńîçőň 38 ć ďěàěćě, ĺğőąàăęñŋŋőň ŋă àĺá. 15.1. Ć âăąńĺæě ŕőłăğăŋ łńîç ćěàèĺŋë y ĺ çĺáńő r ć ŋăçăńě łăęďőčő æĺłńă.

Ÿăč key[x] r

1 38 2 2 30 4 3 41 4 4 26 17

Ćőğćàăéăěâáï ğŋăçěŋĺě 17.

Ś łăęďëň èăčőň čńãąĺŋă ćěàèĺŋë y ãňěŋìèăěâáï ŋă ěďĺŋĺæã, ĺ łăęďëľ èăč âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1), ŕőíâőňã ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë OS-Rank ŋă n-íńěňěŋâŋőň ňŋőęěáâćě ěáâì O(log n).

Őąŋőćńěŋĺě ĺŋäőàňăæĺĺ ő àăğňěàăå ŕőďďěàěćìěć

Ś ŕőňőéìî ŕőńěľ size ňë ŋăãçĺńĺáì ąëáâàő ćëçĺáńïâì ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà íńěňěŋâă, ă âăłęě ŋăåőďĺâì i-ľ íńěňěŋâ ďěàěćă. Šěŕěàì ŋăďő ŕőŋïâì, łăł őąŋőćńïâì íâő ŕőńě ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă ĺğ łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă. Őłăğëćăěâáï, íâő ňőęŋő áďěńăâì, ŋě ãåãďèĺć ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãà ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă.

Łăł ňë ćĺďěńĺ ć àăğďěńě 14.3, ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć łàăáŋőçñàŋőě ďěàěćő áőáâőĺâ ĺğ ďćãå çăáâěľ: áŋăçăńă ňë ďőąăćńïěň ŋőćãî ćěàèĺŋã, ďěńăï ěñ àěąñŋłőň ãęě áãéěáâćãîéěľ, ă ğăâěň ŕàőĺğćőďĺň ŋěłőâőàëě ćàăéěŋĺï ĺ ŕěàěłàăèĺćăŋĺï (ěáńĺ íâő ŋěőąåőďĺňő) Ŋă ŕěàćőň íâăŕě ňë ďńï łăęďőľ ŕàőľďěŋŋőľ ćěàèĺŋë x (ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ďő ňěáâă ďőąăćńěŋĺï ćěàèĺŋë) ãćěńĺçĺň ŋă ěďĺŋĺæã ğŋăçěŋĺě size[x]. Ć ŕőńě size ďőąăćńěŋŋőľ ćěàèĺŋë ğăŕĺèěň çĺáńő 1. Ŕàĺ íâőň ňë ŕàőåőďĺň ŕãâì ďńĺŋőľ O(log n) ĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋő âàăâĺň ćàěňï O(log n), ŕőáńě çěčő ćáě ŕőńï size ŕàăćĺńìŋë.

Ŕàĺ ćàăéěŋĺĺ ĺğňěŋïîâáï àăğňěàë âőńìłő ďćãå ŕőďďěàěćìěć: ĺå ćěàèĺŋăňĺ ïćńïîâáï łőŋæë àěąàă, ćőłàãč łőâőàőčő ŕàőĺáåőďĺńő ćàăéěŋĺě. Ŕőíâőňã ł âěłáâã ŕàőæěďãàë Left-Rotate(T, x) (àăğďěń 14.2) ďőáâăâőçŋő ďőąăćĺâì áâàőłĺ

13 size[y] ← size[x] 14 size[x] ← size[left[x]] + size[right[x]] + 1

Řĺáãŋőł 15.2 Őąŋőćńěŋĺě ŕőńï size ŕàĺ ćàăéěŋĺïå ćőłàãč àěąàă (x, y). İâő ŕőńě ŋěőąåőďĺňő őąŋőćĺâì âőńìłő ã ćěàèĺŋ x ĺ y. Ďńï âőčő, çâőąë ãğŋăâì ŋőćőě ğŋăçěŋĺě, ďőáâăâőçŋő őąńăďăâì ĺŋäőàňăæĺěľ, åàăŋïéěľáï ć x, y ĺ ć łőàŋïå ŕőďďěàěćìěć, ĺğőąàăęěŋŋëå ć ćĺďě âàěãčőńìŋĺłőć.

Ŋă àĺá. 15.2 ŕőłăğăŋő, łăł ňěŋïěâáï ŕőńě size. Ăŋăńőčĺçŋëě ĺğňěŋěŋĺï ćŋěáñň ĺ ć ŕàőæěďãàã Right-Rotate.

Šăł łăł ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ íńěňěŋâă ć łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő ćëŕőńŋïěâáï ŋě ąőńìèě ďćãå ćàăéěŋĺľ, âő łőààěłæĺï ŕőńï size ŕőáńě ćàăéěŋĺľ âàěąãěâ O(1) őŕěàăæĺľ (ă ŕěàěłàăèĺćăŋĺě ćőőąéě ŋě ćńĺïěâ ŋă àăğňěàë). Šăłĺň őąàăğőň, ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć ŕőàïďłőćőě ďěàěćő ĺğ n ćěàèĺŋ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(log n), łăł ĺ ďńï őąëçŋőčő łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă.

Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă âăłęě áőáâőĺâ ĺğ ďćãå çăáâěľ — áŋăçăńă ňë ãďăńïěň ćěàèĺŋã y, ă ğăâěň ďěńăěň (áăňőě ąőńìèěě) âàĺ ćàăéěŋĺï (áň. àăğď. 14.4). Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕěàćőľ çăáâĺ, ňë ãňěŋìèĺň ŋă ěďĺŋĺæã ŕőńï size ã ćáěå ćěàèĺŋ ŋă ŕãâĺ ĺğ y ł łőàŋî. Ďńĺŋă íâőčő ŕãâĺ O(log n), ŕőíâőňã ďőŕőńŋĺâěńìŋő ŋăň ŕőâàěąãěâáï ćàěňï O(log n). Ůâő ŕàőĺáåőďĺâ á ćàăéěŋĺïňĺ, ňë ãęě ćĺďěńĺ. Šăłĺň őąàăğőň, őąŋőćńěŋĺě ŕőńï size, ŋě ãåãďèăěâ (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) ćàěňï, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ãďăńěŋĺï ĺ ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâă.

Şŕàăęŋěŋĺï

15.1-1 Ŕãáâì T — ďěàěćő ŋă àĺá. 15.1. Ŕőłăęĺâě, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă OS-Select(T, 10).

15.1-2 Ŕãáâì T — ďěàěćő ŋă àĺá. 15.1. Ŕőłăęĺâě, łăł àăąőâăěâ ŕàőæěďãàă OS-Rank(T, x), čďě x — ćěàèĺŋă á łńîçőň 35.

15.1-3 Ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã OS-Select, ŋě ĺáŕőńìğãï àěłãàáĺĺ.

15.1-4 Řěăńĺğãľâě àěłãàáĺćŋãî ŕàőæěďãàã OS-Key-Rank(T, k), łőâőàăï ŕőńãçăěâ ŋă ćåőďě ŕőàïďłőćőě ďěàěćő T á ŕőŕăàŋő àăğńĺçŋëňĺ łńîçăňĺ, ă âăłęě łńîç k, ĺ ćőğćàăéăěâ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà łńîçă k ć íâőň ďěàěćě.

15.1-5 Ďăŋă ćěàèĺŋă x ŕőàïďłőćőčő ďěàěćă ĺğ n ćěàèĺŋ ĺ ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő i. Łăł ŋăľâĺ i-ľ ŕő ŕőàïďłã íńěňěŋâ, áçĺâăï őâ ćěàèĺŋë x, ğă ćàěňï O(log n)?

15.1-6 Ğăňěâĺň, çâő ŕàőæěďãàë OS-Select ĺ OS-Rank ĺáŕőńìğãîâ ŕőńě size âőńìłő ďńï âőčő, çâőąë ãğŋăâì ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ćěàèĺŋë x ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň x. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë åàăŋĺň ć ćěàèĺŋě ćňěáâő ŕőńï size íâőâ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà. Łăł őąŋőćńïâì íâã ĺŋäőàňăæĺî ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă? (Ŋăŕőňŋĺň, çâő ďőąăćńěŋĺě ĺ ãďăńěŋĺě áőŕàőćőęďăîâáï ćàăéěŋĺïňĺ.)

15.1-7 Łăł, ĺáŕőńìğãï ŕőàïďłőćëě ďěàěćìï, ŕőáçĺâăâì çĺáńő ĺŋćěàáĺľ (áň. ğăďăçã 1-3) ć ňăááĺćě àăğňěàă n ğă ćàěňï O(n log n)?

15.1-8^⋆ Řăááňőâàĺň n åőàď őłàãęŋőáâĺ, ğăďăŋŋëå áćőĺňĺ łőŋæăňĺ (áçĺâăěň, çâő ćáě 2n łőŋæěćëå âőçěł àăğńĺçŋë). Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(n lg n) őŕàěďěńïěâ, áłőńìłő ŕăà åőàď ŕěàěáěłăîâáï ćŋãâàĺ łàãčă. (Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ ćáě åőàďë — ďĺăňěâàë, âő őâćěâőň ąãďěâ C^2_n.)

15.2 Őąéăï áåěňă àăąőâë á ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ

Śĺâãăæĺï, łőčďă âàěąãěâáï ŕőŕőńŋĺâì łăłãî-ńĺąő áâăŋďăàâŋãî áâàãłâãàã ďăŋŋëå ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ, ďőćőńìŋő âĺŕĺçŋă. Ňë ćáâàěâĺňáï á ŋěľ áŋőćă ć áńěďãîéěň àăğďěńě. Ă ć íâőň àăğďěńě ňë ďőłăęěň őąéãî âěőàěňã, őąńěčçăîéãî íâőâ ŕàőæěáá ć áńãçăě łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć.

Ŕőŕőńŋěŋĺě áâàãłâãàë ďăŋŋëå ďěńĺâáï ŋă çěâëàě èăčă: 1. ćëąĺàăěň ąăğőćãî áâàãłâãàã ďăŋŋëå;

2. àěèăěň, łăłãî ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî ňë ąãďěň åàăŋĺâì (ĺ őąŋőćńïâì);

3. ŕàőćěàïěň, çâő íâã ĺŋäőàňăæĺî ãďăñâáï őąŋőćńïâì ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺľ, ďőŕãáâĺňëå ďńï ćëąàăŋŋőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå;

4. àěăńĺğãěň ŋőćëě őŕěàăæĺĺ.

Łőŋěçŋő, íâĺ ŕàăćĺńă — ćáěčő ńĺèì őąéăï áåěňă, ĺ ć łőŋłàěâŋőľ áĺâãăæĺĺ ŋăďő ŕàőïćńïâì àăğãňŋãî čĺąłőáâì, ŋő áåěňă íâă ňőęěâ ąëâì ŕőńěğŋőľ.

Ďăćăľâě ŕőáňőâàĺň ŋă łőŋáâàãłæĺĺ àăğďěńă 15.1 á âőçłĺ ğàěŋĺï íâĺå ŕàăćĺń.

Ŋă èăčě 1 ňë ćëąàăńĺ łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï ć łăçěáâćě ąăğőćőľ áâàãłâãàë.

Ŋă èăčě 2 ňë àěèĺńĺ ďőąăćĺâì ł łăęďőľ ćěàèĺŋě ŕőńě size. Śňëáń åàăŋěŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ áőáâőĺâ ć âőň, çâő őŋă ŕőğćőńïěâ ćëŕőńŋïâì ŋěłőâőàëě őŕěàăæĺĺ ąëáâàěě. Ąěğ ŕőńï size ňë ŋě áňőčńĺ ąë ćëŕőńŋĺâì őŕěàăæĺĺ OS-Select ĺ OS-Rank ğă ćàěňï O(log n). (Ŋěáłőńìłő ĺŋőľ ćăàĺăŋâ ćëąőàă ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ďăŋ ć ãŕà. 15.2-1.)

Ŋă èăčě 3 ňë ãąěďĺńĺáì, çâő őąŋőćńěŋĺě ŕőńěľ size ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâőć ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ąěğ ãåãďèěŋĺï ăáĺňŕâőâĺłĺ ďńï ćàěňěŋĺ ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï. Ć íâőň áňëáńě ŋăè ćëąőà ãďăçěŋ: ěáńĺ ąë, áłăęěň, ňë àěèĺńĺ åàăŋĺâì ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ěñ ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà, âő ŕàőæěďãàë OS-Select ĺ OS- Rank àăąőâăńĺ ąë ąëáâàő, ŋő ďőąăćńěŋĺě ŋőćőčő íńěňěŋâă ŕőćńěłńő ąë ğă áőąőľ ĺğňěŋěŋĺě ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ćő ňŋőčĺå ćěàèĺŋăå ďěàěćă (ćő ćáěå, ěáńĺ ďőąăćńěŋŋëľ íńěňěŋâ ňĺŋĺňăńěŋ). Ŋăè ćëąőà (ŕőńě size) ďăñâ ãďăçŋëľ łőňŕàőňĺáá ňěęďã ńñčłőáâìî ĺáŕőńìğőćăŋĺï ĺ őąŋőćńěŋĺï.

Ŋă èăčě 4 ňë àěăńĺğőćăńĺ ŕàőæěďãàë OS-Select ĺ OS-Rank, ĺğ-ğă łőâőàëå ňë, áőąáâćěŋŋő, ĺ ğăâěćăńĺ ćáñ íâő ďěńő.

Ćŕàőçěň, ć ďàãčĺå áĺâãăæĺïå (ãŕà. 15.2-1) ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï ĺáŕőńìğãěâáï ŋě ďńï àěăńĺğăæĺĺ ŋőćëå őŕěàăæĺľ, ă ďńï ãáłőàěŋĺï ãęě ĺňěîéĺåáï.

Ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć

Śńěďãîéăï âěőàěňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć ĺŋäőàňăæĺî őŕàěďěńñŋŋőčő ćĺďă ňőęŋő őąŋőćńïâì, ŋě ğăňěďńïï (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï. Ěñ ďőłăğăâěńìáâćő ćő ňŋőčőň ŕőćâőàïěâ àăááãęďěŋĺï ĺğ àăğďěńă 15.1.

Šěőàěňă 15.1 (Ŕőŕőńŋěŋĺě łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă). Řăááňőâàĺň ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ăâàĺąãâ f, őŕàěďěńñŋŋëľ ďńï ćěàèĺŋ łàăáŋőçñàŋëå ďěàěćìěć. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ďńï ćáïłőľ ćěàèĺŋë x ğŋăçěŋĺě f[x] ŕőńŋőáâìî ğăďăñâáï őáâăńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ, åàăŋïéěľáï ć ćěàèĺŋăå x, left[x] ĺ right[x] (ć âőň çĺáńě ğŋăçěŋĺïňĺ f[left[x]] ĺ f[right[x]]), ĺ ěčő ćëçĺáńěŋĺě ŕő íâĺň ďăŋŋëň âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1). Šőčďă ŕőńï f ňőęŋő őąŋőćńïâì ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă ĺğ ďěàěćă, ŋě ãåãďèăï (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺďěï ďőłăğăâěńìáâćă áőáâőĺâ ć âőň, çâő ĺğňěŋěŋĺě ŕőńï f ć ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋě x ŕőćńěçñâ ğă áőąőľ ĺğňěŋěŋĺï ŕőńï f âőńìłő ć ćěàèĺŋăå, àăáŕőńőęěŋŋëå ŋă ŕãâĺ ĺğ łőàŋï ć x. Ć áăňőň ďěńě, ĺğňěŋěŋĺě f[x] ŕőćńěçñâ ğă áőąőľ ĺğňěŋěŋĺě f[p[x]], çâő ć áćőî őçěàěďì ĺğňěŋĺâ f[p[p[x]]] ĺ â. ď., ŋő ďàãčĺě ćěàèĺŋë őáâăŋãâáï ŋěâàőŋãâëňĺ. Őâ f[root[T ]] ŋě ğăćĺáĺâ ğŋăçěŋĺě ŕőńï f ć ďàãčĺå ćěàèĺŋăå, ĺ ŕàőæěáá ĺğňěŋěŋĺľ őáâăŋőćĺâáï. Šăł łăł ćëáőâă ďěàěćă àăćŋă O(log n), âő ŕőáńě ĺğňěŋěŋĺï ŕőńï f[x] ďńï łăłőľâő őďŋőľ ćěàèĺŋë x ňë áňőęěň őąŋőćĺâì ćáě ŋěőąåőďĺňëě ŕőńï ğă ćàěňï O(log n).

Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă x ć ďěàěćő T ďěńăěâáï ć ďćă íâăŕă (áň. àăğď. 14.3). Ŋă ŕěàćőň íâăŕě ćěàèĺŋã x ďőąăćńïîâ ć łăçěáâćě àěąñŋłă ãęě áãéěáâćãîéěľ ćěàèĺŋë p[x]. Ğŋăçěŋĺě f[x] ćëçĺáńïěâáï ğă ćàěňï O(1), âăł łăł ŋőćăï ćěàèĺŋă — ńĺáâ (âőçŋěě, ěñ ďěâĺ — nil-ńĺáâìï). Ďăńěě ŕàőĺáåőďĺâ O(lg n) ĺğňěŋěŋĺľ ŕőńěľ ŋă ŕãâĺ ł łőàŋî. Ĺâăł, ŕěàćëľ íâăŕ ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(log n). Ŋă ćâőàőň íâăŕě ňë ćëŕőńŋïěň ćàăéěŋĺï (áăňőě ąőńìèěě ďćă); ŕőáńě łăęďőčő ŕőâàěąãěâáï O(lg n) őŕěàăæĺľ ďńï àăáŕàőáâàăŋěŋĺï ĺğňěŋěŋĺľ ććěàå ŕő ďěàěćã.

Şďăńěŋĺě âăłęě ŕàőćőďĺâáï ć ďćă íâăŕă (áň. àăğď. 14.4). Ŋă ŕěàćőň íâăŕě ĺğňěŋěŋĺï ćőğŋĺłăîâ, ěáńĺ ãďăńïěňăï ćěàèĺŋă ğăňěŋïěâáï ěñ ŕőáńěďőćăâěńěň, ă âăłęě łőčďă ňë ćëąàăáëćăěň ãďăńïěňãî ćěàèĺŋã ĺńĺ ěñ ŕőáńěďőćăâěńï. Ĺ ć âőň ĺ ć ďàãčőň áńãçăě ňë ĺğňěŋïěň ŕőńě f ã őďŋőľ ćěàèĺŋë, ŕőíâőňã őąŋőćńěŋĺě ćáěå ŕőńěľ ğăľňěâ ćàěňï O(log n). Ŋă ćâőàőň íâăŕě ňë ďěńăěň áăňőě ąőńìèěě âàĺ ćàăéěŋĺï, łăęďőě ĺğ łőâőàëå âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(log n) ďńï őąŋőćńěŋĺï ŕőńěľ ŋă ŕãâĺ ł łőàŋî.

Ćő ňŋőčĺå áńãçăïå (ć çăáâŋőáâĺ, ďńï ŕőńï size) ŕàĺ ćàăéěŋĺïå ćáě ŕőńï ňőęŋő őąŋőćĺâì ğă ćàěňï O(1), ă ŋě O(log n). Šăłăï áĺâãăæĺï ćőğŋĺłăěâ ć ãŕà. 15.2-4.

Şŕàăęŋěŋĺï

15.2-1 Ŕőŕőńŋĺâì ŕőàïďłőćőě ďěàěćő (ŋě ãåãďèĺć ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ćàěňï őŕěàăæĺľ) âăł, çâőąë ňĺŋĺňăńìŋëľ ĺ ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâë, ă âăłęě ŕàěďèěáâćěŋŋĺł ĺ ŕőáńěďőćăâěńì ďăŋŋőčő íńěňěŋâă őâëáłĺćăńĺáì ąë ğă ćàěňï O(1).

15.2-2 Ąãďěň åàăŋĺâì ć łăęďőľ ćěàèĺŋě łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă ěñ çñàŋãî ćëáőâã. Ćőğňőęŋő ńĺ őąŋőćńïâì íâő ŕőńě ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă ĺğ ďěàěćă, ŋě ãåãďèĺć (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) ćàěňï àăąőâë íâĺå őŕěàăæĺľ?

15.2-3 Ąãďěň åàăŋĺâì ć ćěàèĺŋě ěñ čńãąĺŋã. Ćőğňőęŋő ńĺ őąŋőćńïâì íâő ŕőńě ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă ĺğ ďěàěćă, ŋě ãåãďèĺć (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) ćàěňï àăąőâë íâĺå őŕěàăæĺľ?

15.2-4^⋆ Ŕãáâì ⊗ — ăááőæĺăâĺćŋăï ąĺŋăàŋăï őŕěàăæĺï ŋă ŋěłőâőàőň ňŋőęěáâćě M, ĺ ŕãáâì ć łăęďőľ ćěàèĺŋě łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă åàăŋĺâáï ŋěłőâőàëľ íńěňěŋâ a ňŋőęěáâćă M (áćőľ ć łăęďőľ ćěàèĺŋě). Ŕãáâì âěŕěàì ňë åőâĺň åàăŋĺâì ć łăęďőľ ćěàèĺŋě x ŕőńě f[x] = a[x_1] ⊗ a[x_2] ⊗ . . . ⊗ a[x_m], čďě x_1, x_2, . . ., x_m — ćáě ćěàèĺŋë ŕőďďěàěćă á łőàŋěň x (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï łńîçěľ). Ŕőłăğăâì, çâő ŕőńě f ŕàĺ ćàăéěŋĺïå ňőęŋő őąŋőćńïâì ğă ćàěňï O(1). Ŕàőćěáâĺ ăŋăńőčĺçŋőě àăááãęďěŋĺě ďńï ŕőńï size.

15.2-5^⋆ Ňë åőâĺň àěăńĺğőćăâì ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć őŕěàăæĺî RB-Enumerate(x, a, b), łőâőàăï ćëďăñâ áŕĺáőł ćáěå ćěàèĺŋ ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň x, ďńï łőâőàëå łńîç k ŋăåőďĺâáï ć ŕàőňěęãâłě a ⩽ k ⩽ b. Łăł áďěńăâì íâő ğă ćàěňï Θ(m + log n), čďě n — łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ ć ďěàěćě, ă m — çĺáńő ćëďăćăěňëå łńîçěľ? (Şłăğăŋĺě. Ďőáâăâőçŋő ŕőńěľ, ĺňěîéĺåáï ć łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìïå; ŋőćëě ŕőńï ŋě ŋãęŋë.)

15.3 Ďěàěćìï ŕàőňěęãâłőć

Ć íâőň àăğďěńě ňë ĺáŕőńìğãěň łàăáŋő-çñàŋëě ďěàěćìï ďńï åàăŋěŋĺï ňěŋïîéěčőáï ňŋőęěáâćă ŕàőňěęãâłőć. Őâàěğłőň (closed interval) [t_1, t_2] ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń t, ďńï łőâőàëå t_1 ⩽ t ⩽ t_2. (Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő t_1 ⩽ t_2.) Ŕőńãĺŋâěàćăń (half-open interval) ĺ ĺŋâěàćăń (open interval) ŕőńãçăîâáï ĺğ őâàěğłă ćëłĺďëćăŋĺěň őďŋőčő ĺńĺ ďćãå łőŋæőć áőőâćěâáâćěŋŋő. Ć íâőň àăğďěńě ňë ĺňěěň ďěńő âőńìłő á őâàěğłăňĺ, ŋő ćáě àěğãńìâăâë ńěčłő àăáŕàőáâàăŋïîâáï ŋă ĺŋâěàćăńë ĺ ŕőńãĺŋâěàćăńë.

Ŕàěďáâăćĺň áěąě ąăğã ďăŋŋëå, ć łőâőàőľ åàăŋĺâáï ĺŋäőàňăæĺï ő ŕàőâïęñŋŋëå ŕő ćàěňěŋĺ áőąëâĺïå: ďńï łăęďőčő áőąëâĺï åàăŋĺâáï ŕàőňěęãâőł ćàěňěŋĺ, łőâőàőě őŋő ğăŋĺňăěâ. Řăááňăâàĺćăěňăï ć íâőň àăğďěńě áâàãłâãàă ďăŋŋëå ŕőğćőńïěâ ŕő ńîąőňã ŕàőňěęãâłã ŋăľâĺ ćáě áőąëâĺï, łőâőàëě ŕěàěáěłăîâáï á íâĺň ŕàőňěęãâłőň, ŕàĺçñň ďěńăěâ íâő ďőáâăâőçŋő ąëáâàő.

Ňë áçĺâăěň, çâő őâàěğőł [t_1, t_2] ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ğăŕĺáì i, áőáâőïéãî ĺğ ďćãå ŕőńěľ: low[i] = t_1 (ńěćëľ łőŋěæ (low endpoint)) ĺ high[i] = t_2 (ŕàăćëľ łőŋěæ (high endpoint)). Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő őâàěğłĺ i ĺ i^′ ŕěàěłàëćăîâáï (overlap), ěáńĺ low[i] ⩽ high[i^′] ĺ low[i^′] ⩽ high[i]; ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ i ∩ i^′ ≠ ∅. (Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő őâàěğłĺ, ĺňěîéĺě őąéĺľ łőŋěæ, áçĺâăîâáï ŕěàěłàëćăîéĺňĺáï.)

Ćáěčő ćőğňőęŋő âàĺ ćăàĺăŋâă ćğăĺňŋőčő àăáŕőńőęěŋĺï őâàěğłőć i ĺ i^′ (àĺá. 15.3):

1. őâàěğłĺ i ĺ i^′ ŕěàěłàëćăîâáï, 2. high[i] < low[i^′], 3. high[i^′] < low[i].

Ďěàěćőň ŕàőňěęãâłőć (interval tree) ŋăğőćñň łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, łăęďăï ćěàèĺŋă x łőâőàőčő åàăŋĺâ őâàěğőł int[x]. Ďěàěćő ŕàőňěęãâłőć ŕőğćőńïěâ àěăńĺğőćăâì áńěďãîéĺě őŕěàăæĺĺ: Interval-Insert(T, x) ďőąăćńïěâ ł ďěàěćã T íńěňěŋâ x (áőďěàęăéĺľ ŋěłőâőàëľ őâàěğőł int[x]);

Interval-Delete(T, x) ãďăńïěâ ĺğ ďěàěćă T íńěňěŋâ x; Interval-Search(T, i) ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ x ďěàěćă T , ďńï łőâőàőčő őâàěğłĺ i ĺ int[x] ŕěàěłàëćăîâáï (ĺ ćőğćàăéăěâ nil, ěáńĺ âăłőčő íńěňěŋâă ć ďěàěćě ŋěâ).

Ŕàĺňěà ďěàěćă ŕàőňěęãâłőć ŕőłăğăŋ ŋă àĺá.15.4. Śńěďãï áåěňě àăğďěńă 15.2, ňë àěăńĺğãěň âăłãî áâàãłâãàã ďăŋŋëå ĺ őŕěàăæĺĺ ŋă

Řĺáãŋőł 15.3 Šàĺ ćăàĺăŋâă ćğăĺňŋőčő àăáŕőńőęěŋĺï őâàěğłőć i ĺ i^′. (ă) Őâàěğłĺ i ĺ i^′ ŕěàěłàëćăîâáï. Ćőğňőęŋő çěâëàě ćăàĺăŋâă; ćő ćáěå çěâëàñå low[i] ⩽ high[i^′] ĺ low[i^′] ⩽ high[i]. (ą) high[i] < low[i^′]. (ć) high[i^′] < low[i].

ŋěľ.

Ÿăč 1: Ąăğőćăï áâàãłâãàă ďăŋŋëå

Ňë ãęě ćëąàăńĺ ąăğőćãî áâàãłâãàã: łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, łăęďăï ćěàèĺŋă x łőâőàőčő áőďěàęĺâ őâàěğőł int[x]. Łńîçőň ćěàèĺŋë ïćńïěâáï ńěćëľ łőŋěæ őâàěğłă low[int[x]]; őąåőď ďěàěćă ć ŕőàïďłě ”ńěćőě ŕőďďěàěćő — łőàěŋì — ŕàăćőě ŕőďďěàěćő” ŕěàěçĺáńïěâ ćěàèĺŋë ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï łńîçěľ.

Ÿăč 2: Ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï

Łăęďăï ćěàèĺŋă, ŕőňĺňő őâàěğłă, áőďěàęĺâ ŕőńě max[x], ć łőâőàőň åàăŋĺâáï ňăłáĺňăńìŋëľ ĺğ ŕàăćëå łőŋæőć őâàěğłőć, áőďěàęăéĺåáï ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň x.

Ÿăč 3: Őąŋőćńěŋĺě ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ

Ŕàőćěàĺň, çâő ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî ňőęŋő őąŋőćńïâì ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă ąěğ (ăáĺňŕâőâĺçěáłőčő) ãåãďèěŋĺï ćàěňěŋĺ àăąőâë íâĺå őŕěàăæĺľ. Ć áăňőň ďěńě,

max[x] = max(high[int[x]], max[left[x]], max[right[x]]),

ĺ őáâăñâáï ńĺèì áőáńăâìáï ŋă âěőàěňã 15.1. Ňőęŋő őâňěâĺâì âăłęě, çâő ŕàĺ ćàăéěŋĺïå ŕőńě max ňőęŋő őąŋőćńïâì ğă ćàěňï O(1) (ãŕà. 15.2-4 ĺ 15.3-1).

Ÿăč 4: Ŋőćëě őŕěàăæĺĺ

Ŕàőæěďãàă Interval-Search(T, i) ŋăåőďĺâ ć ďěàěćě T őâàěğőł, ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i. Ěáńĺ âăłőčő őâàěğłă ŋěâ, őŋă ćőğćàăéăěâ

Řĺáãŋőł 15.4 Ďěàěćő ŕàőňěęãâłőć. (ă) Ŋăąőà ĺğ 10 őâàěğłőć (ćëèě âőâ, ã łőâőàőčő ńěćëľ łőŋěæ ąőńìèě). (ą) Ďěàěćő ŕàőňěęãâłőć, åàăŋïéěě íâĺ őâàěğłĺ. Ŕàĺ íâőň áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ ďěàěćă ćëŕőńŋïěâáï ďńï ńěćëå łőŋæőć.

ğŋăçěŋĺě nil.

Interval-Search(T, i) 1 x ← root[T ] 2 while x ≠ nil ĺ int[x] ŋě ŕěàěłàëćăěâáï á i 3 do if left[x] ≠ nil ĺ max[left[x]] ⩾ low[i] 4 then x ← left[x] 5 else x ← right[x] 6 return x

Ňë ĺéěň őâàěğőł, ŕàőåőďï ďěàěćő őâ łőàŋï ł ńĺáâã. Ŕàőæěďãàă őáâăŋăćńĺćăěâáï, ěáńĺ őâàěğőł ŋăľďěŋ ĺńĺ ěáńĺ ğŋăçěŋĺě ŕěàěňěŋŋőľ x áâăńő àăćŋëň nil. Łăęďăï ĺâěàăæĺï æĺłńă âàěąãěâ O(1) èăčőć, ŕőíâőňã ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě ďěàěćă (ĺ àăćŋő O(log n) ďńï ďěàěćă ĺğ n ćěàèĺŋ).

Ďńï ŕàĺňěàă ŕőáňőâàĺň, łăł ŕàőæěďãàă ĺéěâ ć ďěàěćě ŋă àĺá. 15.4 őâàěğőł, ŕěàěłàëćăîéĺľáï á őâàěğłőň i = [22, 25]. Ňë ŋăçĺŋăěň á łőàŋï (x = root[T ]), łőâőàëľ åàăŋĺâ őâàěğőł [16, 21], ŋě ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i. Šăł łăł max[left[x]] = 23, çâő ąőńìèě, çěň low[i] = 22, âő ňë ŕěàěåőďĺň ł ńěćőňã àěąñŋłã łőàŋï (x ← left[x]). İâőâ àěąñŋőł åàăŋĺâ őâàěğőł [8, 9], âăłęě ŋě ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i. Ŋă íâőâ àăğ max[left[x]] = 10 ňěŋìèě low[i] = 22, ŕőíâőňã ňë ŕěàěåőďĺň ł ŕàăćőňã àěąñŋłã ćěàèĺŋë x. Šăň ŋăåőďĺâáï őâàěğőł [15, 23], ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i, ĺ ŕőĺáł ğăćěàèăěâáï.

Řăááňőâàĺň ŕàĺňěà ąěğàěğãńìâăâŋőčő ŕőĺáłă ć âőň ęě ďěàěćě — ąãďěň ĺáłăâì őâàěğőł, ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i = [11, 14]. Śŋőćă ŋăçĺŋăěň á łőàŋï. Łőàěŋì åàăŋĺâ őâàěğőł [16, 21], ŋě ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i. Šăł łăł max[left[x]] = 23 ąőńìèě low[i] = 11, ŕěàěåőďĺň ł ńěćőňã àěąñŋłã. Šěŕěàì ć x åàăŋĺâáï őâàěğőł [8, 9]. Őŋ ŋě ŕěàěłàëćăěâáï á i, ĺ max[left[x]] = 10 ňěŋìèě low[i] = 11, ŕőíâőňã ĺďñň ŋăŕàăćő. (Śńěćă ĺáłőňőčő őâàěğłă ąëâì ŋě ňőęěâ). Ć x âěŕěàì åàăŋĺâáï [15, 23], á i íâőâ őâàěğőł ŋě ŕěàěłàëćăěâáï, left[x] = nil, ŕőíâőňã ĺďñň ŋăŕàăćő ĺ ćőğćàăéăěň ğŋăçěŋĺě nil.

Łőààěłâŋőáâì ŕàőæěďãàë Interval-Search ãáâăŋăćńĺćăěâ âěőàěňă 15.2, łőâőàăï ãâćěàęďăěâ, çâő ěáńĺ őâàěğłĺ int[x] ĺ i ŋě ŕěàěłàëćăîâáï, âő ďăńìŋěľèĺľ ŕőĺáł ĺďñâ ć ŕàăćĺńìŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ (ěáńĺ ŋãęŋëě őâàěğłĺ ćőőąéě ěáâì ć ďěàěćě, âő őŋĺ ěáâì ĺ ć ćëąĺàăěňőľ çăáâĺ ďěàěćă). Ŕőíâőňã ŋăň ďőáâăâőçŋő ŕàőáňőâàěâì ćáěčő őďĺŋ ŕãâì. (Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő áńőćă ”ŕàăćĺńìŋőě ŋăŕàăćńěŋĺě” ŋě őğŋăçăîâ, çâő ć ďàãčőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ĺáłőňëå őâàěğłőć ŋěâ: ňë ãâćěàęďăěň ńĺèì, çâő ěáńĺ őŋĺ ěáâì ćőőąéě, âő ěáâì ĺ ć ”ŕàăćĺńìŋőň” ŋăŕàăćńěŋĺĺ!)

Šěőàěňă 15.2. Ŕãáâì x — ŕàőĺğćőńìŋăï ćěàèĺŋă ďěàěćă, i — őâàěğőł, ŋě ŕěàěłàëćăîéĺľáï á int[x], ĺ ňë ćëŕőńŋïěň áâàőłĺ 3–5 ŕàőæěďãàë Interval-Search(T, i). Šőčďă:

1. Ěáńĺ ćëŕőńŋïěâáï áâàőłă 4, âő ńĺąő ŕőďďěàěćő á łőàŋěň left[x] (ńěćőě ŕőďďěàěćő) áőďěàęĺâ őâàěğőł, ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i, ńĺąő ŕőďďěàěćő á łőàŋěň right[x] (ŕàăćőě ŕőďďěàěćő) ŋě áőďěàęĺâ őâàěğłă, ŕěàěłàëćăîéěčőáï á i.

2. Ěáńĺ ćëŕőńŋïěâáï áâàőłă 5, âő ńěćőě ŕőďďěàěćő ŋě áőďěàęĺâ őâàěğłă, ŕěàěłàëćăîéěčőáï á i.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋăçŋñň á ąőńěě ŕàőáâőčő áńãçăï 2. Śâàőłă 5 ćëŕőńŋïěâáï, ěáńĺ ŋě ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě ć áâàőłě 3, âő ěáâì ěáńĺ left[x] = nil ĺńĺ max[left[x]] < low[i]. Ć ŕěàćőň áńãçăě ńěćőě ŕőďďěàěćő ŕãáâő, ŕőíâőňã ŋě áőďěàęĺâ őâàěğłă, ŕěàěłàëćăîéěčőáï á i. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő left[x] ≠ nil ĺ max[left[x]] < low[i]. Řăááňőâàĺň ŕàőĺğćőńìŋëľ őâàěğőł i^′ ĺğ ńěćőčő ŕőďďěàěćă (áň. àĺá. 15.5ă). Šăł łăł max[left[x]] — ŋăĺąőńìèĺľ ŕàăćëľ łőŋěæ âăłĺå őâàěğłőć, âő

high[i^′] ⩽ max[left[i]] < low[i],

ŕőíâőňã őâàěğőł i^′ æěńĺłőň ńěęĺâ ńěćěě őâàěğłă i. Śńãçăľ 2 àăááňőâàěŋ.

Řĺáãŋőł 15.5 Őâàěğłĺ ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 15.2. Ŕãŋłâĺàőň ŕőłăğăŋő ğŋăçěŋĺě max[left[x]]. (ă) Śńãçăľ 2: ňë ĺďěň ŋăŕàăćő. Ŋĺłăłőľ ĺŋâěàćăń i^′ ŋě ŕěàěłàëćăěâáï á i. (ą) Śńãçăľ 1: ňë ĺďěň ŋăńěćő. Ćëąěàěň ć ńěćőň ŕőďďěàěćě őâàěğőł i^′, ďńï łőâőàőčő high[i^′] = max[left[x]] ⩾ low[i]. Šőčďă ńĺąő i^′ ŕěàěłàëćăěâáï á i, ńĺąő i^′ ńěęĺâ æěńĺłőň áŕàăćă őâ i, ĺ i ŋě ŕěàěłàëćăěâáï ŋĺ á łăłĺň őâàěğłőň i^{′′} ĺğ ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă, ŕőâőňã çâő low[i^′] ⩽ low[i^{′′}].

Řăááňőâàĺň âěŕěàì áńãçăľ 1. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ć ńěćőň ŕőďďěàěćě ŋěâ őâàěğłőć, ŕěàěłàëćăîéĺåáï á i. Šőčďă ŋãęŋő ďőłăğăâì, çâő âăłĺå őâàěğłőć ŋěâ ĺ ć ŕàăćőň. Šăł łăł ćëŕőńŋïěâáï áâàőłă 4, âő ãáńőćĺě ć áâàőłě 3 ćëŕőńŋěŋő, ĺ max[left[x]] ⩾ low[i]. Ŕőíâőňã ć ńěćőň ŕőďďěàěćě ŋăľďñâáï őâàěğőł i^′, ďńï łőâőàőčő

high[i^′] = max[left[i^′]] ⩾ low[i]

(áň. àĺá. 15.5ą). Ŋő őâàěğłĺ i ĺ i^′ ŋě ŕěàěłàëćăîâáï (ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî — ňë áçĺâăěň, çâő ć ńěćőň ŕőďďěàěćě ŋěâ őâàěğłőć, ŕěàěłàëćăîéĺåáï á i). İâő őğŋăçăěâ, çâő őâàěğőł i^′ ńěęĺâ æěńĺłőň áŕàăćă őâ i (æěńĺłőň áńěćă őŋ ńěęăâì ŋě ňőęěâ), âő ěáâì high[i] < low[i^′]. Ć ďěàěćě T ćëŕőńŋěŋő áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ ńěćëå łőŋæőć, ŕőíâőňã ĺ ćáě őâàěğłĺ ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă ńěęăâ æěńĺłőň áŕàăćă őâ i: ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő őâàěğłă i^{′′} ĺğ ŕàăćőčő ŕőďďěàěćă ćëŕőńŋěŋő

high[i] < low[i^′] ⩽ low[i^{′′}].

Şŕàăęŋěŋĺï

15.3-1 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Left-Rotate ďńï ďěàěćă ŕàőňěęãâłőć, łőâőàăï őąŋőćńïěâ ŕőńï max ğă ćàěňï O(1).

15.3-2 Ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Interval-Search ďńï áńãçăï, łőčďă ć ďěàěćě ŕàőňěęãâłőć åàăŋïâáï ŋě őâàěğłĺ, ă ĺŋâěàćăńë (âő ěáâì ŋăá ĺŋâěàěáãîâ ŕěàěłàëâĺï ŋěŋãńěćőľ ďńĺŋë).

15.3-3 Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕő ğăďăŋŋőňã őâàěğłã ćőğćàăéăěâ ŕěàěłàëćăîéĺľáï á ŋĺň őâàěğőł á ňĺŋĺňăńìŋëň ńěćëň łőŋæőň (ĺńĺ łőŋáâăŋâã nil, ěáńĺ âăłĺå őâàěğłőć ŋěâ).

15.3-4 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőčàăňňã, łőâőàăï ŕő ğăďăŋŋőňã őâàěğłã i ĺ ďěàěćã ŕàőňěęãâłőć T ćőğćàăéăěâ áŕĺáőł ćáěå őâàěğłőć ďě-

Ğăďăçĺ ł čńăćě 15 293

àěćă T , ŕěàěłàëćăîéĺåáï á i. Ćàěňï àăąőâë ďőńęŋő ąëâì O(min(n, k log n)), čďě k — çĺáńő íńěňěŋâőć ćőğćàăéăěňőčő áŕĺáłă. (Ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ćőŕàőá: łăł áďěńăâì íâő, ŋě ňěŋïï ďěàěćă?)

15.3-5 Łăłĺě ŋăďő ćŋěáâĺ ĺğňěŋěŋĺï ć őŕàěďěńěŋĺě ďěàěćă ŕàőňěęãâłőć, çâőąë ďőŕőńŋĺâěńìŋő àěăńĺğőćăâì ŕàőæěďãàã Interval-Search-Exactly(T, i), łőâőàăï ńĺąő ćőğćàăéăěâ ćěàèĺŋã x ďěàěćă T , ďńï łőâőàőľ low[int[x]] = low[i] ĺ high[int[x]] = high[i], ńĺąő ćëďăñâ łőŋáâăŋâã nil, ěáńĺ âăłĺå ćěàèĺŋ ŋěâ (ĺéěâ őâàěğőł, àăćŋëľ i, ă ŋě ŕàőáâő ŕěàěłàëćăîéĺľáï á i.) Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Interval-Search-Exactly, ă âăłęě ćáěå ŕàěęŋĺå ŕàőæěďãà ŕàőňěęãâłőć ďőńęŋő őáâăćăâìáï àăćŋëň O(log n).

15.3-6 Řăááňőâàĺň ňŋőęěáâćő Q ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń. Őŕàěďěńĺň Min-Gap łăł àăááâőïŋĺě ňěęďã ďćãňï ąńĺęăľèĺňĺ çĺáńăňĺ ć Q. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ Q = {1, 5, 9, 15, 18, 22}, âő Min-Gap(Q) àăćŋő 18 − 15 = 3. Řěăńĺğãľâě áâàãłâãàã ďăŋŋëå, íääěłâĺćŋő àěăńĺğãîéãî ďőąăćńěŋĺě, ãďăńěŋĺě ĺ ŕőĺáł íńěňěŋâă, ă âăłęě őŕěàăæĺî Min- Gap. Łăłőćő ćàěňï àăąőâë íâĺå őŕěàăæĺľ?

15.3-7^⋆ Ŕàĺ àăğàăąőâłě ĺŋâěčàăńìŋëå áåěň ĺŋäőàňăæĺï çăáâő ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě áŕĺáłă ŕàïňőãčőńìŋĺłőć. Ŕãáâì ďăŋë n ŕàïňőãčőńìŋĺłőć áő áâőàőŋăňĺ, ŕăàăńńěńìŋëňĺ őáïň łőőàďĺŋăâ. Łăęďëľ ŕàïňőãčőńìŋĺł ğăďăñâáï çěâëàìňï çĺáńăňĺ: łőőàďĺŋăâăňĺ ńěćőčő ŋĺęŋěčő ĺ ŕàăćőčő ćěàåŋěčő ãčńőć. Ŋăŕĺáăâì ŕàőčàăňňã, łőâőàăï ğă ćàěňï O(n log n) ćëïáŋïěâ, ěáâì ńĺ áàěďĺ íâĺå ŕàïňőãčőńìŋĺłőć ďćă ŕěàěłàëćăîéĺåáï (ŋő ŋě âàěąãěâáï ŋăľâĺ ćáě ŕěàěłàëćăîéĺěáï ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ). Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő čàăŋĺæë ŕěàěłàëćăîéĺåáï ŕàïňőãčőńìŋĺłőć ňőčãâ ŋě ŕěàěáěłăâìáï, ěáńĺ őďĺŋ ńěęĺâ ćŋãâàĺ ďàãčőčő. (Şłăğăŋĺě. Ďćĺčăěň čőàĺğőŋâăńìŋãî ŕàïňãî áŋĺğã ććěàå ĺ áňőâàĺň, łăł ňěŋïěâáï ěñ ŕěàěáěçěŋĺě á ŕàïňőãčőńìŋĺłăňĺ.)

Ğăďăçĺ

15-1 Šőçłă ňăłáĺňăńìŋőľ łàăâŋőáâĺ

Ňë åőâĺň áńěďĺâì ğă âőçłőľ ňăłáĺňăńìŋőľ łàăâŋőáâĺ (point of maximum overlap) ňŋőęěáâćă ŕàőňěęãâłőć — âőçłőľ, łőâőàăï ŕàĺŋăďńěęĺâ ňăłáĺňăńìŋőňã çĺáńã ŕàőňěęãâłőć ĺğ íâőčő ňŋőęěáâćă. Łăł ŋăň őąŋőćńïâì ĺŋäőàňăæĺî őą íâőľ âőçłě ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ĺ ãďăńěŋĺĺ íńěňěŋâă?

15-2 Ďěâáłăï áçĺâăńłă

Ğăďăçă ő ďěâáłőľ áçĺâăńłě (Josephus problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ťĺłáĺàãěň ďćă çĺáńă m ĺ n (m ⩽ n). Ćŋăçăńě n ďěâěľ áâőïâ ŕő łàãčã. Ŋăçăć á łőčő-âő, ňë áçĺâăěň ”ŕěàćëľ, ćâőàőľ, âàěâĺľ...”Ł̇ăł âőńìłő ďőåőďĺň ďő m-čő, őŋ ćëåőďĺâ ĺğ łàãčă, ĺ áçñâ ŕàőďőńęăěâáï ďăńìèě ŕő łàãčã ãęě ąěğ ŋěčő (ŋăçĺŋăï á ěďĺŋĺæë). Šăł ŕàőďőńęăěâáï, ŕőłă ŋě őáâăŋěâáï àőćŋő őďĺŋ çěńőćěł. Ŋăá ąãďěâ ĺŋâěàěáőćăâì ğăćĺáïéăï őâ n ĺ m ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ((n, m)- Josephus permutation), ć łőâőàőľ ďěâĺ ćëåőďïâ ĺğ łàãčă. Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ n = 7 ĺ m = 3 ĺáłőňăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćëčńïďĺâ âăł: ⟨3, 6, 2, 7, 5, 1, 4⟩. ă Ğăäĺłáĺàãěň m. Ŋăŕĺèĺâě ŕàőčàăňňã, łőâőàăï ŕő ďăŋŋőňã n ďăñâ íâã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğă ćàěňï O(n).

ą Ŋăŕĺèĺâě ŕàőčàăňňã, łőâőàăï ŕő ŕàőĺğćőńìŋëň n ĺ m ďăñâ ĺáłőňãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğă ćàěňï O(n log n).

Ğăňěçăŋĺï

Őŕĺáăŋĺï ŋěłőâőàëå ćĺďőć ďěàěćìěć ŕàőňěęãâłőć ňőęŋő ŋăľâĺ ć Ŕàěŕăàăâă ĺ Ÿăňőá [160]. Ŋăĺąőńìèĺľ âěőàěâĺçěáłĺľ ĺŋâěàěá ŕàěďáâăćńïěâ ğďěáì àěğãńìâăâ, ł łőâőàőňã ŋěğăćĺáĺňő ŕàĺèńĺ İďěńìáąàãŋŋěà (H. Edelsbrunner, 1980) ĺ ŇăłŁàěľâ (E. M. McCreight, 1981). Řăğàăąőâăŋŋăï ĺňĺ áâàãłâãàă ďăŋŋëå åàăŋĺâ n őâàěğłőć ĺ ŕőğćőńïěâ ŕěàěçĺáńĺâì âě ĺğ ŋĺå, łőâőàëě ŕěàěłàëćăîâáï á ğăďăŋŋëň őâàěğłőň, ğă ćàěňï O(k + log n), čďě k — łőńĺçěáâćő âăłĺå őâàěğłőć.

IV Ňěâőďë ŕőáâàőěŋĺï ĺ ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć

Ććěďěŋĺě

İâă çăáâì ŕőáćïéěŋă âàñň ćăęŋëň ňěâőďăň ŕőáâàőěŋĺï ĺ ăŋăńĺğă íääěłâĺćŋëå ăńčőàĺâňőć: ďĺŋăňĺçěáłőňã ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺî (čńăćă 16), ęăďŋëň ăńčőàĺâňăň (čńăćă 17) ĺ ăňőàâĺğăæĺőŋŋőňã ăŋăńĺğã (čńăćă 18). İâĺ ňěâőďë, ćőğňőęŋő, çãâì áńőęŋěě àăğőąàăŋŋëå àăŋěě (”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, ĺáŕőńìğőćăŋĺě áńãçăľŋëå çĺáěń, àěèěŋĺě àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ), ŋő ŋě ňěŋěě ćăęŋë.

Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě őąëçŋő ŕàĺňěŋïěâáï ł ğăďăçăň, ć łőâőàëå ĺáłőňëľ őâćěâ áőáâőĺâ ĺğ çăáâěľ, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ć áćőî őçěàěďì ďăñâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ŋěłőâőàőľ ŕőďğăďăçĺ. Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ŕőńěğŋő, ěáńĺ ŋă àăğŋëå ŕãâïå ňŋőčőłàăâŋő ćáâàěçăîâáï őďŋĺ ĺ âě ęě ŕőďğăďăçĺ; őáŋőćŋőľ âěåŋĺçěáłĺľ ŕàĺñň — ğăŕőňĺŋăâì àěèěŋĺï ćáâàěçăîéĺåáï ŕőďğăďăç ŋă áńãçăľ, ěáńĺ âă ęě ŕőďğăďăçă ćáâàěâĺâáï ćŋőćì.

Ęăďŋëě ăńčőàĺâňë, łăł ĺ ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě, ŕàĺňěŋïîâáï ć âěå áńãçăïå, łőčďă ĺáłőňëľ őąêěłâ áâàőĺâáï ŕő çăáâïň. Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďěńăěâ ŋă łăęďőň èăčě ”ńőłăńìŋő őŕâĺňăńìŋëľ” ćëąőà. Ŕàőáâőľ ŕàĺňěà: áâăàăïáì ŋăąàăâì ďăŋŋãî áãňňã ďěŋěč ňĺŋĺňăńìŋëň çĺáńőň ňőŋěâ, ňőęŋő ŕőáńěďőćăâěńìŋő ąàăâì ňőŋěâë ŋăĺąőńìèěčő ćőğňőęŋőčő ďőáâőĺŋáâćă (ŋě ŕàěćőáåőďïéěčő âőľ áãňňë, łőâőàãî őáâăńőáì ŋăąàăâì).

Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň őąëçŋő àăąőâăěâ čőàăğďő ąëáâàěě, çěň ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ. Őďŋăłő ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ćőćáě ŋě ćáěčďă ďăñâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě. Ćő ňŋőčĺå ğăďăçăå ŕàĺňěŋĺňőáâì ęăďŋëå ăńčőàĺâňőć ãďăñâáï ďőłăğăâì á ŕőňőéìî âăł ŋăğëćăěňëå ňăâàőĺďőć, ő łőâőàëå àăááłăğăŋő ć čńăćě 17.

Ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ — íâő áàěďáâćő ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć, ŕàőĺğćőďïéĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őďŋőâĺŕŋëå őŕěàăæĺľ. Ćňěáâő âőčő, çâőąë őæěŋĺćăâì ćàěňï àăąőâë ďńï łăęďőľ ĺğ íâĺå őŕěàăæĺľ ŕő őâďěńìŋőáâĺ, ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ őæěŋĺćăěâ áàěďŋěě

298 Ůăáâì IV Ňěâőďë ŕőáâàőěŋĺï ĺ ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć

ćàěňï àăąőâë ć àăáçñâě ŋă őďŋã őŕěàăæĺî. Řăğŋĺæă ňőęěâ őłăğăâìáï áãéěáâćěŋŋőľ, ěáńĺ ďőńčő ćëŕőńŋïěňëě őŕěàăæĺĺ ŋě ňőčãâ ĺďâĺ ŕőďàïď. Ŋă áăňőň ďěńě ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ — ŋě âőńìłő áàěďáâćő ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć, ŋő ěéě ĺ ŕőďåőď ł àăğàăąőâłě ăńčőàĺâňőć: ćěďì àăğàăąőâłă ăńčőàĺâňă ĺ ăŋăńĺğ áłőàőáâĺ ěčő àăąőâë âěáŋő áćïğăŋë. Ć čńăćě 18 ňë àăááłăğëćăěň ő âàñå ňěâőďăå ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňőć.

16 Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě

Ŕőďőąŋő ňěâőďã ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě àěèăěâ ğăďăçã, àăğąĺćăï ěñ ŋă ŕőďğăďăçĺ ĺ őąêěďĺŋïï ĺå àěèěŋĺï. Łăł ňë ćĺďěńĺ ć čńăćě 1, ăńčőàĺâňë âĺŕă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ďěńïâ ğăďăçã ŋă ŋěğăćĺáĺňëě ŕőďğăďăçĺ, íâĺ ŕőďğăďăçĺ — ŋă ąőńěě ňěńłĺě ŕőďğăďăçĺ ĺ âăł ďăńěě, ă ğăâěň áőąĺàăîâ àěèěŋĺě őáŋőćŋőľ ğăďăçĺ ”áŋĺğã ććěàå”. Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ŕàĺňěŋĺňő âőčďă, łőčďă ŕőďğăďăçĺ ŋě ïćńïîâáï ŋěğăćĺáĺňëňĺ, ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, łőčďă ã ŕőďğăďăç ěáâì őąéĺě ”ŕőďŕőďğăďăçĺ”. Ć íâőň áńãçăě ăńčőàĺâň âĺŕă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ąãďěâ ďěńăâì ńĺèŋîî àăąőâã, àěèăï őďŋĺ ĺ âě ęě ŕőďŕőďğăďăçĺ ŕő ŋěáłőńìłã àăğ. Ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ, àěèăěâ łăęďãî ĺğ ŕőďğăďăç ěďĺŋőęďë ĺ ğăŕőňĺŋăěâ őâćěâë ć áŕěæĺăńìŋőľ âăąńĺæě. İâő ŕőğćőńïěâ ŋě ćëçĺáńïâì ğăŋőćő őâćěâ ł ãęě ćáâàěçăćèěľáï ŕőďğăďăçě.

Ć âĺŕĺçŋőň áńãçăě ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ŕàĺňěŋïěâáï ł ğăďăçăň őŕâĺňĺğăæĺĺ (optimization problems). Ş âăłőľ ğăďăçĺ ňőęěâ ąëâì ňŋőčő ćőğňőęŋëå àěèěŋĺľ; ĺå ”łăçěáâćő” őŕàěďěńïěâáï ğŋăçěŋĺěň łăłőčő-âő ŕăàăňěâàă, ĺ âàěąãěâáï ćëąàăâì őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě, ŕàĺ łőâőàőň ğŋăçěŋĺě ŕăàăňěâàă ąãďěâ ňĺŋĺňăńìŋëň ĺńĺ ňăłáĺňăńìŋëň (ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ŕőáâăŋőćłĺ ğăďăçĺ). Ćőőąéě čőćőàï, őŕâĺňãň ňőęěâ ďőáâĺčăâìáï ďńï ŋěáłőńìłĺå àăğŋëå àěèěŋĺľ.

Łăł áâàőĺâáï ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ? Ŋăďő:

1. őŕĺáăâì áâàãłâãàã őŕâĺňăńìŋëå àěèěŋĺľ, 2. ćëŕĺáăâì àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě, áćïğëćăîéěě őŕâĺňăńìŋëě ğŋăçěŋĺï ŕăàăňěâàă ďńï ŕőďğăďăç, 3. ďćĺčăïáì áŋĺğã ććěàå, ćëçĺáńĺâì őŕâĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŕăàăňěâàă, 4. ŕőńìğãïáì ŕőńãçěŋŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ, ŕőáâàőĺâì őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě.

Őáŋőćŋãî çăáâì àăąőâë áőáâăćńïîâ èăčĺ 1–3. Ěáńĺ ŋăá ĺŋâěàěáãěâ âőńìłő őŕâĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŕăàăňěâàă, èăč 4 ŋě ŋãęěŋ. Ěáńĺ ęě èăč 4 ŋěőąåőďĺň, ďńï ŕőáâàőěŋĺï őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï ĺŋőčďă ŕàĺåőďĺâáï ŕőńãçăâì ĺ åàăŋĺâì ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï èăčă 3.

Ć íâőľ čńăćě ňë àěèĺň ŋěáłőńìłő őŕâĺňĺğăæĺőŋŋëå ğăďăç á ŕőňőéìî ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï. Ć àăğďěńě 16.1 ňë ćëïáŋĺň, łăł ŋăľâĺ ŕàőĺğćěďěŋĺě ŋěáłőńìłĺå ňăâàĺæ, áďěńăć łăł ňőęŋő ňěŋìèě ãňŋőęěŋĺľ. Ć àăğďěńě 16.2 ňë őąáãďĺň, łăłĺě áćőľáâćă ğăďăçĺ ďěńăîâ ćőğňőęŋëň ŕàĺňěŋěŋĺě ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï. Ŕőáńě íâőčő ňë àăááłăęěň (ć àăğďěńě 16.3), łăł ŋăľâĺ ŋăĺąőńìèãî őąéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďćãå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ. Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 16.4 ňë ćőáŕőńìğãěňáï ďĺŋăňĺçěáłĺň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺěň ďńï ŋăåőęďěŋĺï őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ ćëŕãłńőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă. (Şďĺćĺâěńìŋëň őąàăğőň íâă ğăďăçă őłăğëćăěâáï ŕőåőęěľ ŋă ğăďăçã ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ŋěáłőńìłĺå ňăâàĺæ.)

16.1 Ŕěàěňŋőęěŋĺě ŋěáłőńìłĺå ňăâàĺæ

Ňë åőâĺň ŋăľâĺ ŕàőĺğćěďěŋĺě

A_1A_2 . . .A_n (16.1)

ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ n ňăâàĺæ ⟨A_1, A_2, . . ., A_n⟩. Ňë ąãďěň ŕőńìğőćăâìáï áâăŋďăàâŋëň ăńčőàĺâňőň ŕěàěňŋőęěŋĺï ďćãå ňăâàĺæ ć łăçěáâćě ŕőďŕàőčàăňňë. Ŋő ŕàěęďě ŋăďő àăááâăćĺâì áłőąłĺ ć (16.1), çâőąë ãłăğăâì ŕőàïďőł ãňŋőęěŋĺľ. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ ňăâàĺæ ŕőńŋőáâìî àăááâăćńěŋë áłőąłĺ (product is fully parenthesized), ěáńĺ íâő ŕàőĺğćěďěŋĺě ńĺąő áőáâőĺâ ĺğ őďŋőľěďĺŋáâćěŋŋőľ ňăâàĺæë, ńĺąő ïćńïěâáï ğăłńîçěŋŋëň ć áłőąłĺ ŕàőĺğćěďěŋĺěň ďćãå ŕàőĺğćěďěŋĺľ á ŕőńŋőáâìî àăááâăćńěŋŋëňĺ áłőąłăňĺ. Ŕőáłőńìłã ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ ăááőæĺăâĺćŋő, łőŋěçŋëľ àěğãńìâăâ ćëçĺáńěŋĺľ ŋě ğăćĺáĺâ őâ àăááâăŋőćłĺ áłőąőł. Ŋăŕàĺňěà, ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ A_1A_2A_3A_4 ňőęŋő ŕőńŋőáâìî àăááâăćĺâì áłőąłĺ ŕïâìî àăğŋëňĺ áŕőáőąăňĺ:

(A_1(A_2(A_3A_4))); (A_1((A_2A_3)A_4)); ((A_1A_2)(A_3A_4));

((A_1(A_2A_3))A_4); (((A_1A_2)A_3)A_4);

ćő ćáěå áńãçăïå őâćěâ ąãďěâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě.

Ŋě ćńĺïï ŋă őâćěâ, áŕőáőą àăááâăŋőćłĺ áłőąőł ňőęěâ áĺńìŋő ŕőćńĺïâì ŋă áâőĺňőáâì ŕěàěňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ. Ŕőáňőâàĺň áŋăçăńă, áłőńìłő őŕěàăæĺľ âàěąãěâ ŕěàěňŋőęěŋĺě ďćãå ňăâàĺæ. Ćőâ áâăŋďăàâŋëľ ăńčőàĺâň (rows ĺ columns őąőğŋăçăîâ łőńĺçěáâćő áâàőł ĺ áâőńąæőć ňăâàĺæë áőőâćěâáâćěŋŋő):

Matrix-Multiply(A, B) 1 if columns[A] ≠ rows[B] 2 then error ”ãňŋőęĺâì ŋěńìğï” 3 else for i ← 1 to rows[A] 4 do for j ← 1 to columns[B] 5 do C[i, j] ← 0 6 for k ← 1 to columns[A] 7 do C[i, j] ← C[i, j] + A[i, k] · B[k, j] 8 return C

Ňăâàĺæë A ĺ B ňőęŋő ŕěàěňŋőęăâì, âőńìłő ěáńĺ çĺáńő áâőńąæőć ã A àăćŋő çĺáńã áâàőł ã B. Ěáńĺ A — íâő p×q-ňăâàĺæă, ă B — íâő q × r-ňăâàĺæă, âő ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺě C ïćńïěâáï p × r-ňăâàĺæěľ. Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ íâőčő ăńčőàĺâňă ďěńăěâáï pqr ãňŋőęěŋĺľ (áâàőłă 7) ĺ ŕàĺňěàŋő áâőńìłő ęě áńőęěŋĺľ. Ďńï ŕàőáâőâë ňë ąãďěň ãçĺâëćăâì âőńìłő ãňŋőęěŋĺï. [Ć čńăćě 31 ŕàĺćěďñŋ ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă, âàěąãîéĺľ ňěŋìèěčő çĺáńă ãňŋőęěŋĺľ. Ć íâőľ čńăćě ňë ŕàĺŋĺňăěň łăł ďăŋŋőáâì ŕàőáâěľèĺľ áŕőáőą ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ ĺ ĺéěň őŕâĺňãň ğă áçñâ àăááâăŋőćłĺ áłőąőł.]

Ůâőąë ãćĺďěâì, łăł àăááâăŋőćłă áłőąőł ňőęěâ ćńĺïâì ŋă áâőĺňőáâì, àăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ âàěå ňăâàĺæ ⟨A_1, A_2, A_3⟩ àăğňěàőć 10 × 100, 100 × 5 ĺ 5 × 50 áőőâćěâáâćěŋŋő. Ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ ((A_1A_2)A_3) ŋãęŋő 10 · 100 · 5 = 5000 ãňŋőęěŋĺľ, çâőąë ŋăľâĺ 10 × 5-ňăâàĺæã A_1A_2, ă ğăâěň 10 · 5 · 50 = 2500 ãňŋőęěŋĺľ, çâőąë ãňŋőęĺâì íâã ňăâàĺæã ŋă A_3. Ćáěčő 7500 ãňŋőęěŋĺľ. Ŕàĺ àăááâăŋőćłě áłőąőł (A_1(A_2A_3)) ňë ďěńăěň 100 × 5 × 50 = 25 000 ãňŋőęěŋĺľ ďńï ŋăåőęďěŋĺï 100 × 50-ňăâàĺæë A_2A_3, ŕńîá ěéñ 10 × 100 × 50 = 50 000 ãňŋőęěŋĺľ (ãňŋőęěŋĺě A_1 ŋă A_2A_3), ĺâőčő 75 000 ãňŋőęěŋĺľ. Šěň áăňëň, ŕěàćëľ áŕőáőą àăááâăŋőćłĺ áłőąőł ć 10 àăğ ćëčőďŋěě.

Ğăďăçă őą ãňŋőęěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ (matrix-chain multiplication problem) ňőęěâ ąëâì áäőàňãńĺàőćăŋă áńěďãîéĺň őąàăğőň: ďăŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n ňăâàĺæ ⟨A_1, A_2, . . ., A_n⟩ ğăďăŋŋëå àăğňěàőć (ňăâàĺæă A_i ĺňěěâ àăğňěà p_{i−1} × p_i); âàěąãěâáï ŋăľâĺ âăłãî (ŕőńŋãî) àăááâăŋőćłã áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ A_1A_2 . . . A_n, çâőąë ćëçĺáńěŋĺě ŕàőĺğćěďěŋĺï âàěąőćăńő ŋăĺňěŋìèěčő çĺáńă ãňŋőęěŋĺľ.

Łőńĺçěáâćő àăááâăŋőćőł áłőąőł

Ŕàěęďě çěň ŕàĺňěŋïâì ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ł ğăďăçě őą ãňŋőęěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ, áâőĺâ ãąěďĺâìáï, çâő ŕàőáâőľ ŕěàěąőà ćáěå ćőğňőęŋëå àăááâăŋőćőł áłőąőł ŋě ďăáâ íääěłâĺćŋőčő ăńčőàĺâňă. Őąőğŋăçĺň áĺňćőńőň P (n) łőńĺçěáâćő ŕőńŋëå àăááâăŋőćőł áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ n ňăâàĺæ. Ŕőáńěďŋěě ãňŋőęěŋĺě ňőęěâ ŕàőĺáåőďĺâì ŋă čàăŋĺæě ňěęďã k-ľ ĺ (k + 1)-ľ ňăâàĺæăňĺ. Ďő íâőčő ňë őâďěńìŋő ćëçĺáńïěň ŕàőĺğćěďěŋĺě ŕěàćëå k ĺ őáâăńìŋëå n − k ňăâàĺæ. Ŕőíâőňã

P (n) =

1, ěáńĺ n = 1, n−1∑ k=1 P (k)P (n − k), ěáńĺ n ⩾ 2. Ć ğăďăçě 13-4 ňë ŕàőáĺńĺ ćăá ďőłăğăâì, çâő íâő áőőâŋőèěŋĺě ğăďăñâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çĺáěń Łăâăńăŋă P (n) = C(n − 1), čďě C(n) = 1 n + 1

C^n_{2n} = Ω(4^n/n^{3/2}).

Śâăńő ąëâì, çĺáńő àěèěŋĺľ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ n, âăł çâő ŕőńŋëľ ŕěàěąőà ŋěíääěłâĺćěŋ. [Ďàãčőľ áŕőáőą ŕőŋïâì, çâő çĺáńő ćăàĺăŋâőć íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő: àăğőąìñň ňăâàĺæë ŋă čàãŕŕë ŕő âàĺ; ŕàőĺğćěďěŋĺě ďńï łăęďőľ čàãŕŕë ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ďćãňï áŕőáőąăňĺ, âăł çâő ďńï 3n ňăâàĺæ ěáâì ŋě ňěŋěě 2^n ćăàĺăŋâőć.]

Ÿăč 1: áâàőěŋĺě őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłĺ áłőąőł

Ěáńĺ ňë áőąĺàăěňáï ćőáŕőńìğőćăâìáï ďĺŋăňĺçěáłĺň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺěň, âő ďńï ŋăçăńă ďőńęŋë őŕĺáăâì áâàőěŋĺě őŕâĺňăńìŋëå àěèěŋĺľ. Ďńï ğăďăçĺ őą ãňŋőęěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ íâő ćëčńïďĺâ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Őąőğŋăçĺň ďńï ãďőąáâćă çěàěğ A_{i..j} ňăâàĺæã, ïćńïîéãîáï ŕàőĺğćěďěŋĺěň A_iA_{i+1} . . .A_j . Őŕâĺňăńìŋăï àăááâăŋőćłă áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ A_1A_2 . . .A_n àăğàëćăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňěęďã A_k ĺ A_{k+1} ďńï ŋěłőâőàőčő k, ãďőćńěâćőàïîéěčő ŋěàăćěŋáâćã 1 ⩽ k < n. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï, ďĺłâãěňőň íâőľ àăááâăŋőćłőľ áłőąőł, ňë áŋăçăńă ćëçĺáńïěň ŕàőĺğćěďěŋĺï A_{1..k} ĺ A_{k+1..n}, ă ğăâěň ŕěàěňŋőęăěň ĺå ĺ ŕőńãçăěň őłőŋçăâěńìŋëľ őâćěâ A_{1..n}. Śâăńő ąëâì, áâőĺňőáâì íâőľ őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłĺ àăćŋă áâőĺňőáâĺ ćëçĺáńěŋĺï ňăâàĺæë A_{1..k} , ŕńîá áâőĺňőáâì ćëçĺáńěŋĺï ňăâàĺæë A_{k+1..n}, ŕńîá áâőĺňőáâì ŕěàěňŋőęěŋĺï íâĺå ďćãå ňăâàĺæ.

Ůěň ňěŋìèě ãňŋőęěŋĺľ ŋăň ŕőâàěąãěâáï ďńï ćëçĺáńěŋĺï A_{1..k} ĺ A_{k+1..n}, âěň ňěŋìèě ąãďěâ őąéěě çĺáńő ãňŋőęěŋĺľ. Śâăńő ąëâì, őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ áőďěàęĺâ őŕâĺňăńìŋëě àěèěŋĺï ğăďăç ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ěñ çăáâěľ. Łăł ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 16.2, íâő ĺ ŕőğćőńïěâ ŕàĺňěŋĺâì ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě.

Ÿăč 2: àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě

Šěŕěàì ŋăďő ćëàăğĺâì áâőĺňőáâì őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï ğăďăçĺ çěàěğ áâőĺňőáâĺ őŕâĺňăńìŋëå àěèěŋĺľ ěñ ŕőďğăďăç. Šăłĺňĺ ŕőďğăďăçăňĺ ąãďãâ ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłě áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺïå A_{i..j} = A_iA_{i+1} . . . A_j ďńï 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n. Őąőğŋăçĺň çěàěğ m[i, j] ňĺŋĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő ãňŋőęěŋĺľ, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ćëçĺáńěŋĺï ňăâàĺæë A_{i..j} ; ć çăáâŋőáâĺ, áâőĺňőáâì ćëçĺáńěŋĺï ćáěčő ŕàőĺğćěďěŋĺï A_{1..n} ěáâì m[1, n].

Ůĺáńă m[i, j] ňőęŋő ćëçĺáńĺâì âăł. Ěáńĺ i = j, âő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áőáâőĺâ ĺğ őďŋőľ ňăâàĺæë A_{i..i} = A_i ĺ ãňŋőęěŋĺï ćőőąéě ŋě ŋãęŋë. Śâăńő ąëâì, m[i, i] = 0 ďńï i = 1, 2, . . ., n. Ůâőąë ŕőáçĺâăâì m[i, j] ďńï i < j, ňë ćőáŕőńìğãěňáï ĺŋäőàňăæĺěľ ő áâàőěŋĺĺ őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï, ŕőńãçěŋŋőľ ŋă èăčě 1. Ŕãáâì ŕàĺ őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłě áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ A_iA_{i+1} . . .A_j ŕőáńěďŋĺň ĺďěâ ãňŋőęěŋĺě A_i . . . A_k ŋă A_{k+1} . . . A_j , čďě i ⩽ k < j. Šőčďă m[i, j] àăćŋő áãňňě ňĺŋĺňăńìŋëå áâőĺňőáâěľ ćëçĺáńěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺľ A_{i..k} ĺ A_{k+1..j} ŕńîá áâőĺňőáâì ŕěàěňŋőęěŋĺï íâĺå ďćãå ňăâàĺæ. Ŕőáłőńìłã ďńï ćëçĺáńěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺï A_{i..k} A_{k+1..j} âàěąãěâáï p_{i−1}p_kp_j ãňŋőęěŋĺľ, m[i, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + p_{i−1}p_kp_j . Ć íâőň áőőâŋőèěŋĺĺ ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő őŕâĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě k ŋăň ĺğćěáâŋő; ŋă ďěńě íâő ŋě âăł. Őďŋăłő çĺáńő k ňőęěâ ŕàĺŋĺňăâì ćáěčő ńĺèì j − i àăğńĺçŋëå ğŋăçěŋĺľ: i, i + 1, . . ., j − 1. Ŕőáłőńìłã őďŋő ĺğ ŋĺå őŕâĺňăńìŋő, ďőáâăâőçŋő ŕěàěąàăâì íâĺ ğŋăçěŋĺï k ĺ ćëąàăâì ŋăĺńãçèěě. Ŕőńãçăěň àěłãààěŋâŋãî äőàňãńã: m[i, j] = { 0 ŕàĺ i = j, min i⩽k<j {m[i, k] + m[k + 1, j] + p_{i−1}p_kp_j } ŕàĺ i < j. (16.2)

Ůĺáńă m[i, j] — áâőĺňőáâĺ őŕâĺňăńìŋëå àěèěŋĺľ ŕőďğăďăç. Ůâőąë ŕàőáńěďĺâì ğă âěň, łăł ŕőńãçăěâáï őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě, őąőğŋăçĺň çěàěğ s[i, j] őŕâĺňăńìŋőě ňěáâő ŕőáńěďŋěčő ãňŋőęěŋĺï, âő ěáâì âăłőě k, çâő ŕàĺ őŕâĺňăńìŋőň ćëçĺáńěŋĺĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï A_iA_{i+1} . . . A_j ŕőáńěďŋĺň ĺďěâ ãňŋőęěŋĺě A_i . . . A_k ŋă A_{k+1} . . . A_j . Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, s[i, j] àăćŋő çĺáńã k, ďńï łőâőàőčő m[i, j] = m[i, k]+ m[k + 1, j] + p_{i−1}p_kp_j .

Ÿăč 3: ćëçĺáńěŋĺě őŕâĺňăńìŋőľ áâőĺňőáâĺ

Ŕőńìğãïáì áőőâŋőèěŋĺïňĺ (16.2), âěŕěàì ńěčłő ŋăŕĺáăâì àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ ňĺŋĺňăńìŋãî áâőĺňőáâì ćëçĺáńěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺï A_1A_2 . . . A_n (â. ě. çĺáńő m[1, n]). Őďŋăłő ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ n, âăł çâő íâőâ ăńčőàĺâň ŋě ńãçèě ŕőńŋőčő ŕěàěąőàă. Ŋăáâőïéĺľ ćëĺčàëè ćő ćàěňěŋĺ ňë ŕőńãçĺň, ěáńĺ ćőáŕőńìğãěňáï âěň, çâő ŕőďğăďăç őâŋőáĺâěńìŋő ŋěňŋőčő: ŕő őďŋőľ ğăďăçě ďńï łăęďőľ ŕăàë (i, j), ďńï łőâőàőľ 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n, ă ćáěčő C^2_n + n = Θ(n^2). İłáŕőŋěŋæĺăńìŋőě ćàěňï àăąőâë ćőğŋĺłăěâ ŕőâőňã, çâő àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň àěèăěâ łăęďãî ĺğ ŕőďğăďăç ŕő ňŋőčã àăğ, ŋă àăğŋëå ćěâćïå ďěàěćă àěłãàáĺĺ. Šăłőě ”ŕěàěłàëâĺě ŕőďğăďăç” — åăàăłâěàŋëľ ŕàĺğŋăł ğăďăç, àěèăěňëå ňěâőďőň ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

Ćňěáâő àěłãàáĺĺ ňë ćëçĺáńĺň őŕâĺňăńìŋãî áâőĺňőáâì ”áŋĺğã ććěàå”. Ć ŋĺęěáńěďãîéěľ ŕàőčàăňňě ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ňăâàĺæă A_i ĺňěěâ àăğňěà p_{i−1} ×p_i ŕàĺ i = 1, 2, . . ., n. Ŋă ćåőď ŕőďăñâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì p = ⟨p_0, p_1, . . ., p_n⟩, čďě length[p] = n + 1. Ŕàőčàăňňă ĺáŕőńìğãěâ ćáŕőňőčăâěńìŋëě âăąńĺæë m[1 . .n, 1 . .n] (ďńï åàăŋěŋĺï áâőĺňőáâěľ m[i, j]) ĺ s[1 . .n, 1 . . n] (ć ŋěľ őâňěçăěâáï, ŕàĺ łăłőň k ďőáâĺčăěâáï őŕâĺňăńìŋăï áâőĺňőáâì ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ m[i, j]).

Matrix-Chain-Order(p) 1 n ← length[p] − 1 2 for i ← 1 to n 3 do m[i, i] ← 0 4 for l ← 2 to n 5 do for i ← 1 to n − l + 1 6 do j ← i + l − 1 7 m[i, j] ← ∞ 8 for k ← i to j − 1 9 do q ← m[i, k] + m[k + 1, j] + p_{i−1}p_kp_j 10 if q < m[i, j] 11 then m[i, j] ← q 12 s[i, j] ← k 13 return m, s

Ğăŕőńŋïï âăąńĺæã m, íâőâ ăńčőàĺâň ŕőáńěďőćăâěńìŋő àěèăěâ ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłě áłőąőł ďńï őďŋőčő, ďćãå, . . . , n áőňŋőęĺâěńěľ. Ć áăňőň ďěńě, áőőâŋőèěŋĺě (16.2) ŕőłăğëćăěâ, çâő çĺáńő m[i, j] — áâőĺňőáâì ŕěàěňŋőęěŋĺï j − i + 1 ňăâàĺæ — ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ áâőĺňőáâěľ ňěŋìèěčő (çěň j − i + 1) çĺáńă ňăâàĺæ. Ĺňěŋŋő, ďńï k = i, i + 1, . . ., j − 1 ŕőńãçăěâáï, çâő A_{i..k} — ŕàőĺğćěďěŋĺě k − i + 1 < j − i + 1 ňăâàĺæ, ă A_{k+1..j} — ŕàőĺğćěďěŋĺě j − k < j − i + 1 ňăâàĺæ.

Śŋăçăńă (ć áâàőłăå 2–3) ăńčőàĺâň ćëŕőńŋïěâ ŕàĺáćăĺćăŋĺï m[i, i] ← 0 ďńï i = 1, 2, . . ., n: áâőĺňőáâì ŕěàěňŋőęěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ őďŋőľ ňăâàĺæë àăćŋă ŋãńî. Ŕàĺ ŕěàćőň ĺáŕőńŋěŋĺĺ æĺłńă (áâàőłĺ 4–12) ćëçĺáńïîâáï (á ŕőňőéìî áőőâŋőèěŋĺľ (16.2)) ğŋăçěŋĺï m[i, i + 1] ďńï i = 1, 2, . . ., n − 1 — íâő ňĺŋĺňăńìŋëě áâőĺňőáâĺ ďńï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë 2. Ŕàĺ ćâőàőň ŕàőåőďě ćëçĺ-

Řĺáãŋőł 16.1 Šăąńĺæë m ĺ s, ćëçĺáńïěňëě ŕàőæěďãàőľ Matrix-Chain-Order ďńï n = 6 ĺ ňăâàĺæ áńěďãîéěčő àăğňěàă: ňăâàĺæă àăğňěà

A1 30 × 35 A2 35 × 15 A3 15 × 5 A4 5 × 10 A5 10 × 20 A6 20 × 25 Šăąńĺæë ŕőćñàŋãâë âăł, çâő čńăćŋăï ďĺăčőŋăńì čőàĺğőŋâăńìŋă. Ć âăąńĺæě m ĺáŕőńìğãîâáï âőńìłő łńěâłĺ, ńěęăéĺě ŋě ŋĺęě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, ć âăąńĺæě s — âőńìłő łńěâłĺ, ńěęăéĺě áâàőčő ćëèě. Ňĺŋĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő ãňŋőęěŋĺľ, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ŕěàěňŋőęěŋĺï ćáěå èěáâĺ ňăâàĺæ, àăćŋő m[1, 6] = 15 125. Ŕăàë łńěâőçěł, ğăèâàĺåőćăŋŋëå őďĺŋăłőćőľ áćěâńőľ èâàĺåőćłőľ, áőćňěáâŋő ćåőďïâ ć ŕàăćãî çăáâì äőàňãńë ć ŕàőæěááě ćëçĺáńěŋĺï m[2, 5] (áâàőłă 9 ŕàőæěďãàë Matrix-Chain-Order):

m[2, 5] = min m[2, 2] + m[3, 5] + p1 p2 p5 = 0 + 2500 + 35 · 15 · 20 = 13000, m[2, 3] + m[4, 5] + p1 p3 p5 = 2625 + 1000 + 35 · 5 · 20 = 7125, m[2, 4] + m[5, 5] + p1 p4 p5 = 4375 + 0 + 35 · 10 · 20 = 11375.

áńïîâáï m[i, i + 2] ďńï i = 1, 2, . . ., n − 2 — ňĺŋĺňăńìŋëě áâőĺňőáâĺ ŕěàěňŋőęěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë 3, ĺ âăł ďăńěě. Ŋă łăęďőň èăčě ğŋăçěŋĺě m[i, j], ćëçĺáńïěňőě ć áâàőłăå 9–12, ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ ćëçĺáńěŋŋëå àăŋěě ğŋăçěŋĺľ m[i, k] ĺ m[k + 1, j].

Ŋă àĺá. 16.1 ŕőłăğăŋő, łăł íâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ n = 6. Ŕőáłőńìłã ňë őŕàěďěńïěň m[i, j] âőńìłő ďńï i ⩽ j, ĺáŕőńìğãěâáï çăáâì âăąńĺæë, ńěęăéăï ŋăď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńìî. Ŋă àĺáãŋłě âăąńĺæë ŕőćñàŋãâë (čńăćŋăï ďĺăčőŋăńì čőàĺğőŋâăńìŋă). Ćŋĺğã ćëŕĺáăŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňăâàĺæ. Ůĺáńő m[i, j] — ňĺŋĺňăńìŋăï áâőĺňőáâì ŕěàěňŋőęěŋĺï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ A_iA_{i+1} . . .A_j — ŋăåőďĺâáï ŋă ŕěàěáěçěŋĺĺ ďĺăčőŋăńěľ, ĺďãéĺå ćŕàăćő-ććěàå őâ ňăâàĺæë A_i ĺ ćńěćő-ććěàå őâ ňăâàĺæë A_j . Ć łăęďőň čőàĺğőŋâăńìŋőň àïďã áőąàăŋë áâőĺňőáâĺ ŕěàěňŋőęěŋĺï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ äĺłáĺàőćăŋŋőľ ďńĺŋë. Ďńï ğăŕőńŋěŋĺï łńěâłĺ m[i, j] ŋãęŋő ğŋăâì ŕàőĺğćěďěŋĺï p_{i−1}p_k p_j ďńï k = i, i + 1, . . ., j − 1 ĺ áőďěàęĺňőě łńěâőł, ńěęăéĺå áńěćă-ćŋĺğã ĺ áŕàăćă-ćŋĺğã őâ m[i, j].

Ŕàőáâăï őæěŋłă ŕőłăğëćăěâ, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Matrix-Chain-Order ěáâì O(n^3). Ć áăňőň ďěńě, çĺáńő ćńőęěŋŋëå æĺłńőć àăćŋő âàñň, ĺ łăęďëľ ĺğ ĺŋďěłáőć l, i ĺ k ŕàĺŋĺňăěâ ŋě ąőńěě n ğŋăçěŋĺľ. Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 16.1-3 ňë ŕàěďńőęĺň ćăň ŕőłăğăâì, çâő ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ěáâì Θ(n^3). Őąêñň ŕăňïâĺ, ŋěőąåőďĺňëľ ďńï åàăŋěŋĺï âăąńĺæ m ĺ s, ěáâì Θ(n^2). Šěň áăňëň íâőâ ăńčőàĺâň ğŋăçĺâěńìŋő íääěłâĺćŋěě, çěň âàěąãîéĺľ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőčő ćàěňěŋĺ ŕěàěąőà ćáěå àăááâăŋőćőł.

Ÿăč 4: ŕőáâàőěŋĺě őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï

Ăńčőàĺâň Matrix-Chain-Order ŋăåőďĺâ ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő ãňŋőęěŋĺľ, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ŕěàěňŋőęěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ. Őáâăńőáì ŋăľâĺ àăááâăŋőćłã áłőąőł, ŕàĺćőďïéãî ł âăłőňã çĺáńã ãňŋőęěŋĺľ.

Ďńï íâőčő ňë ĺáŕőńìğãěň âăąńĺæã s[1 . .n, 1 . .n]. Ć łńěâłě s[i, j] ğăŕĺáăŋő ňěáâő ŕőáńěďŋěčő ãňŋőęěŋĺï ŕàĺ őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłě áłőąőł; ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŕàĺ őŕâĺňăńìŋőň áŕőáőąě ćëçĺáńěŋĺï A_{1..n} ŕőáńěďŋĺň ĺďñâ ãňŋőęěŋĺě A_{1..s[1,n]} ŋă A_{s[1,n]+1..n}. Ŕàěďèěáâćãîéĺě ãňŋőęěŋĺï ňőęŋő ŋăľâĺ àěłãàáĺćŋő: ğŋăçěŋĺě s[1, s[1, n]] őŕàěďěńïěâ ŕőáńěďŋěě ãňŋőęěŋĺě ŕàĺ ŋăåőęďěŋĺĺ A_{1..s[1,n]}, ă s[s[1, n] + 1, n] őŕàěďěńïěâ ŕőáńěďŋěě ãňŋőęěŋĺě ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ A_{s[1,n]+1..n}. Ŕàĺćěďñŋŋăï ŋĺęě àěłãàáĺćŋăï ŕàőæěďãàă ćëçĺáńïěâ ŕàőĺğćěďěŋĺě A_{i..j} , ĺňěï áńěďãîéĺě ďăŋŋëě: ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňăâàĺæ A = ⟨A_1, A_2, . . ., A_n⟩, âăąńĺæã s, ŋăľďěŋŋãî ŕàőæěďãàőľ Matrix-Chain-Order, ă âăłęě ĺŋďěłáë i ĺ j. Ŕàőĺğćěďěŋĺě A_1A_2 . . . A_n àăćŋő Matrix-Chain-Multiply(A, s, 1, n).

Matrix-Chain-Multiply(A, s, i, j) 1 if j > i 2 then X ← Matrix-Chain-Multiply(A, s, i, s[i, j]) 3 Y ← Matrix-Chain-Multiply(A, s, s[i, j] + 1, j) 4 return Matrix-Multiply(X, Y ) 5 else return A_i

Ć ŕàĺňěàě ŋă àĺá. 16.1 ćëğőć Matrix-Chain-Multiply(A, s, 1, 6) ćëçĺáńĺâ ŕàőĺğćěďěŋĺě èěáâĺ ňăâàĺæ ć áőőâćěâáâćĺĺ á àăááâăŋőćłőľ áłőąőł

((A_1(A_2A_3))((A_4A_5)A_6)). (16.3)

[Šěåŋĺçěáłőě ğăňěçăŋĺě: áńěďãěâ ŕőğăąőâĺâìáï, çâőąë ŕàĺ ŕěàěďăçě ňăááĺćă s ć ŕàőæěďãàã ŋě ŕàőĺáåőďĺńő łőŕĺàőćăŋĺï.]

Şŕàăęŋěŋĺï

16.1-1 Ŋăľďĺâě őŕâĺňăńìŋãî àăááâăŋőćłã ć ğăďăçě ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ňăâàĺæ, ěáńĺ p = ⟨5, 10, 3, 12, 5, 50, 6⟩.

16.1-2 Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň Print-Optimal-Parens, ŕěçăâăîéĺľ őŕâĺňăńìŋãî àăááâăŋőćłã áłőąőł. (Šăąńĺæă s ãęě ćëçĺáńěŋă ăńčőàĺâňőň Matrix-Chain-Order.)

16.1-3 Ŕãáâì R(i, j) őąőğŋăçăěâ łőńĺçěáâćő őąàăéěŋĺľ ăńčőàĺâňă Matrix-Chain-Order ł íńěňěŋâã m[i, j] âăąńĺæë m á æěńìî ćëçĺáńěŋĺï ďàãčĺå íńěňěŋâőć âăąńĺæë [áâàőłă 9]. Ŕőłăęĺâě, çâő őąéěě łőńĺçěáâćő âăłĺå őąàăéěŋĺľ àăćŋő n∑ i=1 n∑ j=1 R(i, j) = n^3 − n 3 .

(Şłăğăŋĺě. Ćăň ňőęěâ ŕàĺčőďĺâìáï äőàňãńă ∑_n i=1 i^2 = n(n+1)(2n+ 1)/6.)

16.1-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőńŋăï àăááâăŋőćłă áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ n ňŋőęĺâěńěľ ĺáŕőńìğãěâ àőćŋő n − 1 ŕăà áłőąőł.

16.2 Łőčďă ŕàĺňěŋĺňő ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě

Ć íâőň àăğďěńě ňë ãłăęěň ďćă ŕàĺğŋăłă, åăàăłâěàŋëå ďńï ğăďăç, àěèăěňëå ňěâőďőň ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

Őŕâĺňăńìŋőáâì ďńï ŕőďğăďăç

Ŕàĺ àěèěŋĺĺ őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ á ŕőňőéìî ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ŋěőąåőďĺňő áŋăçăńă őŕĺáăâì áâàãłâãàã őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ğăďăçă őąńăďăěâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ğăďăç (has optimal substructure), ěáńĺ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ áőďěàęĺâ őŕâĺňăńìŋëě àěèěŋĺï ěñ ŕőďğăďăç. Ěáńĺ ğăďăçă őąńăďăěâ íâĺň áćőľáâćőň, âő ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ňőęěâ őłăğăâìáï ŕőńěğŋëň ďńï ěñ àěèěŋĺï (a ćőğňőęŋő, ŕàĺňěŋĺň ĺ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň — áň. čńăćã 17).

Ć àăğďěńě 16.1 ňë ćĺďěńĺ, çâő ğăďăçă ŕěàěňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ őąńăďăěâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç: łăęďăï áłőąłă ć őŕâĺňăńìŋőň ŕàőĺğćěďěŋĺĺ ãłăğëćăěâ őŕâĺňăńìŋëľ áŕőáőą ŕěàěňŋőęěŋĺï ćåőďïéĺå ć ŋěñ ňăâàĺæ. Ůâőąë ãąěďĺâìáï, çâő ğăďăçă őąńăďăěâ íâĺň áćőľáâćőň, ŋăďő (łăł ć àăğďěńě 16.1) ŕőłăğăâì, çâő, ãńãçèăï àěèěŋĺě ŕőďğăďăçĺ, ňë ãńãçèĺň ĺ àěèěŋĺě ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ.

Łăł âőńìłő áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç ãáâăŋőćńěŋő, őąëçŋő áâăŋőćĺâáï ïáŋő, á łăłĺň ĺňěŋŋő ňŋőęěáâćőň ŕőďğăďăç ąãďěâ ĺňěâì ďěńő ăńčőàĺâň. Ŋăŕàĺňěà, ďńï ğăďăçĺ ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ ŕőďğăďăçăňĺ ąãďãâ ğăďăçĺ ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ łãáłőć íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ.

Ŕěàěłàëćăîéĺěáï ŕőďğăďăçĺ

Ćâőàőľ áćőľáâćő ğăďăç, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ĺáŕőńìğőćăŋĺï ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, — ňăńőáâì ňŋőęěáâćă ŕőďğăďăç. Ąńăčőďăàï íâőňã ŕàĺ àěłãàáĺćŋőň àěèěŋĺĺ ğăďăçĺ ňë ćáñ ćàěňï ćëåőďĺň ŋă őďŋĺ ĺ âě ęě ŕőďğăďăçĺ. Ć âăłőň áńãçăě čőćőàïâ, çâő ã őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ ĺňěîâáï ŕěàěłàëćăîéĺěáï ŕőďğăďăçĺ (overlapping subproblems). Ć âĺŕĺçŋëå áńãçăïå łőńĺçěáâćő ŕőďğăďăç ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă ĺáåőďŋëå ďăŋŋëå.

Ć ğăďăçăå, àěèăěňëå ňěâőďőň ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, âăł ŋě ąëćăěâ: ďńï ŋĺå àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, łăł ŕàăćĺńő, ŋă łăęďőň èăčě ŕőàőęďăěâ áőćěàèěŋŋő ŋőćëě ŕőďğăďăçĺ. Ăńčőàĺâňë, őáŋőćăŋŋëě ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ, ĺáŕőńìğãîâ ŕěàěłàëâĺě ŕőďğăďăç áńěďãîéĺň őąàăğőň: łăęďăï ĺğ ŕőďğăďăç àěèăěâáï âőńìłő őďĺŋ àăğ, ĺ őâćěâ ğăŋőáĺâáï ć áŕěæĺăńìŋãî âăąńĺæã; łőčďă íâă ęě ŕőďğăďăçă ćáâàěçăěâáï áŋőćă, ŕàőčàăňňă ŋě âàăâĺâ ćàěňï ŋă ěñ àěèěŋĺě, ă ąěàñâ čőâőćëľ őâćěâ ĺğ âăąńĺæë.

Ćěàŋñňáï ďńï ŕàĺňěàă ł ğăďăçě ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ. Ĺğ àĺáãŋłă 16.1 ćĺďŋő, çâő àěèěŋĺě łăęďőľ ĺğ ŕőďğăďăç, ğăŕĺáăŋŋőě ć ďăŋŋőľ łńěâőçłě âăąńĺæë, ňŋőčőłàăâŋő ĺáŕőńìğãěâáï ŕàőæěďãàőľ Matrix-Chain-Order ŕàĺ àěèěŋĺĺ ŕőďğăďăç ĺğ àăáŕőńőęěŋŋëå ćëèě łńěâőçěł. Ŋăŕàĺňěà, m[3, 4] ĺáŕőńìğãěâáï çěâëàěęďë: ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ m[2, 4], m[1, 4], m[3, 5] ĺ m[3, 6]. Ąëńő ąë łàăľŋě ŋěíääěłâĺćŋő ćëçĺáńïâì m[3, 4] ćáïłĺľ àăğ ğăŋőćő. Ć áăňőň ďěńě, àăááňőâàĺň áńěďãîéĺľ (ŋěíääěłâĺćŋëľ) àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŋă áőőâŋőèěŋĺïå (16.2) ĺ ćëçĺáńïîéĺľ m[i, j] — ňĺŋĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő ãňŋőęěŋĺľ, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ćëçĺáńěŋĺï A_{i..j} = A_iA_{i+1} . . . A_j :

Recursive-Matrix-Chain(p, i, j) 1 if i = j 2 then return 0 3 m[i, j] ← ∞ 4 for k ← i to j − 1 5 do q ← Recursive-Matrix-Chain(p, i, k) + + Recursive-Matrix-Chain(p, k + 1, j) + p_{i−1}p_kp_j 6 if q < m[i, j] 7 then m[i, j] ← q 8 return m[i, j]

Řĺáãŋőł 16.2 Ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï Recursive-Matrix-Chain(p, 1, 4). Ć łăęďőľ ćěàèĺŋě ğăŕĺáăŋë ğŋăçěŋĺï i ĺ j. Ğăèâàĺåőćăŋë ”ńĺèŋĺě” ćěàèĺŋë (ćëçĺáńěŋĺï ć łőâőàëå ŕőćâőàïîâ ãęě ŕàőďěńăŋŋëě).

Ŋă àĺá. 16.2 ĺğőąàăęěŋő ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï Recursive-Matrix- Chain(p, 1, 4). Ć łăęďőľ ćěàèĺŋě ğăŕĺáăŋë ğŋăçěŋĺï i ĺ j. Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő ŋěłőâőàëě ŕăàë (i, j) ćáâàěçăîâáï ňŋőčőłàăâŋő.

Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ćàěňï àăąőâë Recursive-Matrix-Chain(p, 1, n) ğăćĺáĺâ őâ n ŕő ňěŋìèěľ ňěàě íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő. Ć áăňőň ďěńě, őąőğŋăçĺň ěčő T (n) ĺ ŕàĺňěň, çâő ćàěňï ĺáŕőńŋěŋĺï áâàőł 1–2, ă âăłęě 6–7, àăćŋő ěďĺŋĺæě. Šőčďă:

T (1) ⩾ 1,

T (n) ⩾ 1 + n−1∑ k=1 (T (k) + T (n − k) + 1), ěáńĺ n > 1.

Ć áãňňě ŕő k łăęďőě T (i) (ŕàĺ i = 1, 2, . . ., n − 1) ćáâàěçăěâáï ďćăęďë, ĺ ěéñ ěáâì n − 1 ěďĺŋĺæ. Śâăńő ąëâì, T (n) ⩾ 2 n−1∑ i=1 T (i) + n. (16.4)

Ďőłăęěň ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő T (n) ⩾ 2^{n−1} ďńï ćáěå n ⩾ 1. Ŕàĺ n = 1 ŋěàăćěŋáâćő ćëŕőńŋěŋő, âăł łăł T (1) ⩾ 1 = 2^0. Ÿăč ĺŋďãłæĺĺ: T (n) ⩾ 2 n−1∑ i=1 2^{i−1} + n = 2 n−2∑ i=0 2^i + n =

= 2(2^{n−1} − 1) + n = 2^n − 2 + n ⩾ 2^{n−1}.

Ňë ćĺďĺň, çâő ăńčőàĺâň Recursive-Matrix-Chain âàěąãěâ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőčő ćàěňěŋĺ. Ŕàĺçĺŋă ć âőň, çâő íâőâ ăńčőàĺâň ňŋőčőłàăâŋő ćáâàěçăěâ őďĺŋăłőćëě ŕőďğăďăçĺ ĺ łăęďëľ àăğ àěèăěâ ĺå ğăŋőćő. Řăğńĺçŋëå ŕőďğăďăç ćáěčő ńĺèì Θ(n^2), ĺ ňăááă ćàěňěŋĺ âěàïěâáï ŋă ńĺèŋîî àăąőâã. Ňěâőď ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ŕőğćőńïěâ íâőľ ńĺèŋěľ àăąőâë ĺğąěęăâì.

Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ”áćěàåã ćŋĺğ”

Ăńčőàĺâň àăğďěńă 16.1 ďěľáâćőćăń ”áŋĺğã ććěàå”. Ŋő âőâ ęě ŕàĺñň (ĺáłńîçěŋĺě ŕőćâőàŋőčő àěèěŋĺï ŕőďğăďăç) ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ĺ ďńï ăńčőàĺâňőć, àăąőâăîéĺå ”áćěàåã ćŋĺğ”. Ďńï íâőčő ŋãęŋő ğăŕőňĺŋăâì őâćěâë ł ãęě àěèñŋŋëň ŕőďğăďăçăň ć áŕěæĺăńìŋőľ âăąńĺæě. Śŋăçăńă ćáï âăąńĺæă ŕãáâă (â. ě. ğăŕőńŋěŋă áŕěæĺăńìŋëňĺ ğăŕĺáïňĺ, ãłăğëćăîéĺňĺ ŋă âő, çâő áőőâćěâáâćãîéěě ğŋăçěŋĺě ěéě ŋě ćëçĺáńěŋő). Łőčďă ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă ŕőďğăďăçă ćáâàěçăěâáï ć ŕěàćëľ àăğ, ěñ àěèěŋĺě ğăŋőáĺâáï ć âăąńĺæã. Ć ďăńìŋěľèěň àěèěŋĺě íâőľ ŕőďğăďăçĺ ąěàñâáï ŕàïňő ĺğ âăąńĺæë. (Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě âăąńĺæã őâćěâőć ğăćěáâĺ ńěčłő, âăł łăł ŕőďğăďăçĺ ŋãňěàãîâáï ŕăàăňĺ (i, j). Ć ąőńěě áńőęŋëå áńãçăïå ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì åěèĺàőćăŋĺě.) Ŕő-ăŋčńĺľáłĺ íâőâ ŕàĺěň ãńãçèěŋĺï àěłãàáĺćŋëå ăńčőàĺâňőć ŋăğëćăěâáï memoization.

Ŕàĺňěŋĺň íâő ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺě ł ăńčőàĺâňã Recursive- Matrix-Chain:

Memoized-Matrix-Chain(p) 1 n ← length[p] − 1 2 for i ← 1 to n 3 do for j ← i to n 4 do m[i, j] ← ∞ 5 return Lookup-Chain(p, 1, n)

Lookup-Chain(p, i, j) 1 if m[i, j] < ∞ 2 then return m[i, j] 3 if i = j 4 then m[i, j] ← 0 5 else for k ← i to j − 1 6 do q ← Lookup-Chain(p, i, k) + + Lookup-Chain(p, k + 1, j) + p_{i−1}p_kp_j 7 if q < m[i, j] 8 then m[i, j] ← q 9 return m[i, j]

Ŕàőæěďãàă Memoized-Matrix-Chain, ŕőďőąŋő Matrix-Chain- Order, ğăŕőńŋïěâ âăąńĺæã m[1 . .n, 1 . .n], čďě m[i, j] — ňĺŋĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő ãňŋőęěŋĺľ, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ćëçĺáńěŋĺï A_{i..j} . Ŕěàćőŋăçăńìŋő m[i, j] = ∞ ć ğŋăł âőčő, çâő áőőâćěâáâćãîéěě ňěáâő ć âăąńĺæě ŋě ğăŕőńŋěŋő. Ěáńĺ ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ Lookup-Chain(p, i, j) őłăğëćăěâáï, çâő m[i, j] < ∞, âő ŕàőæěďãàă áàăğã ćëďăěâ íâő ğŋăçěŋĺě m[i, j]. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě m[i, j] ćëçĺáńïěâáï łăł ć ŕàőæěďãàě Recursive-Matrix-Chain, ğăŕĺáëćăěâáï ć âăąńĺæã ĺ ćëďăñâáï ć łăçěáâćě őâćěâă. Šěň áăňëň ćëğőć Lookup-Chain(p, i, j) ćáěčďă ćőğćàăéăěâ m[i, j], ŋő ćëçĺáńěŋĺï ŕàőćőďïâáï âőńìłő ŕàĺ ŕěàćőň âăłőň ćëğőćě.

Řĺá. 16.2 ĺńńîáâàĺàãěâ íłőŋőňĺî, ďőáâĺčăěňãî ğăňěŋőľ Recursive-Matrix-Chain ŋă Memoized-Matrix-Chain. Ğăèâàĺåőćăŋŋëě ćěàèĺŋë ďěàěćă àěłãàáĺĺ áőőâćěâáâćãîâ âěň áńãçăïň, łőčďă ğŋăçěŋĺě m[i, j] ŋě ćëçĺáńïěâáï, ă ąěàñâáï ŕàïňő ĺğ âăąńĺæë.

Ăńčőàĺâň Memoized-Matrix-Chain âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n^3), łăł ĺ ăńčőàĺâň Matrix-Chain-Order. Ć áăňőň ďěńě, łăęďăï ĺğ Θ(n^2) ŕőğĺæĺľ âăąńĺæë őďĺŋ àăğ ĺŋĺæĺăńĺğĺàãěâáï (áâàőłă 4 ŕàőæěďãàë Memoized-Matrix-Chain) ĺ őďĺŋ-ěďĺŋáâćěŋŋëľ àăğ ğăŕőńŋïěâáï — ŕàĺ ŕěàćőň ćëğőćě Lookup-Chain(p, i, j) ďńï ďăŋŋëå i ĺ j. Ćáě ćëğőćë Lookup-Chain(p, i, j) ďěńïâáï ŋă ŕěàćëě ĺ ŕőćâőàŋëě. Łăęďëľ ĺğ Θ(n^2) ŕěàćëå ćëğőćőć âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n) (ŋě ćłńîçăï ćàěňěŋĺ àăąőâë àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć Lookup-Chain ďńï ňěŋìèĺå ãçăáâłőć); őąéěě ćàěňï àăąőâë ěáâì O(n^3). Łăęďëľ ĺğ ŕőćâőàŋëå ćëğőćőć âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1); ĺå çĺáńő ěáâì O(n^3) (ćëçĺáńěŋĺï ďńï łăęďőľ ĺğ O(n^2) łńěâőł âăąńĺæë ŕőàőęďăîâ O(n) ćëğőćőć). Šěň áăňëň àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ Ω(2^n), ŕàěćàăâĺńáï ć ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ O(n^3).

Ŕőďćěďñň ĺâőčĺ: ğăďăçă őą őŕâĺňăńìŋőň ŕőàïďłě ãňŋőęěŋĺï n ňăâàĺæ ňőęěâ ąëâì àěèěŋă ğă ćàěňï O(n^3) ńĺąő ”áćěàåã ćŋĺğ” (àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň á ğăŕőňĺŋăŋĺěň őâćěâőć), ńĺąő ”áŋĺğã ććěàå” (ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě). Őąă ăńčőàĺâňă őáŋőćăŋë ŋă ŕěàěłàëâĺĺ ŕőďğăďăç; çĺáńő ŕőďğăďăç ěáâì Θ(n^2), ĺ őąă ăńčőàĺâňă àěèăîâ łăęďãî ĺğ ŕőďğăďăç ńĺèì ěďĺŋőęďë.

Ćőőąéě čőćőàï, ěáńĺ łăęďăï ĺğ ŕőďğăďăç ďőńęŋă ąëâì àěèěŋă åőâì àăğ, ňěâőď ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (”áŋĺğã ććěàå”) őąëçŋő íääěłâĺćŋěě, çěň àěłãàáĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň őâćěâőć, ŕőáłőńìłã àěăńĺğăæĺï àěłãàáĺĺ (ă âăłęě ŕàőćěàłă, ěáâì őâćěâ ć âăąńĺæě ĺńĺ ěéñ ŋěâ) âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ćàěňěŋĺ. Ŋő ěáńĺ ďńï ŋăåőęďěŋĺï őŕâĺňãňă ŋě őąïğăâěńìŋő àěèăâì ćáě ŕőďğăďăçĺ, ŕőďåőď ”áćěàåã ćŋĺğ” ĺňěěâ âő ŕàěĺňãéěáâćő, çâő àěèăîâáï ńĺèì âě ŕőďğăďăçĺ, łőâőàëě ďěľáâćĺâěńìŋő ŋãęŋë.

Şŕàăęŋěŋĺï

16.2-1 Śàăćŋĺâě ŋěàăćěŋáâćő (16.4) á äőàňãńőľ (8.4), ĺáŕőńìğőćăŋŋőľ ŕàĺ őæěŋłě ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ. Ć çñň ŕàĺçĺŋă âőčő, çâő őæěŋłĺ, ŕőńãçăîéĺěáï ĺğ íâĺå ďćãå àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ, áâőńì àăğńĺçŋë?

16.2-2 Łăł ńãçèě ĺáłăâì őŕâĺňăńìŋëľ ŕőàïďőł ŕěàěňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ: ŕěàěąĺàăï ćáě àăááâăŋőćłĺ áłőąőł ĺ ćëçĺáńïï łőńĺçěáâćő ãňŋőęěŋĺľ ďńï łăęďőľ ĺğ ŋĺå, ĺńĺ ęě á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă

Recursive-Matrix-Chain?

16.2-3 Ŋăàĺáãľâě ďěàěćő àěłãàáĺĺ ďńï ăńčőàĺâňă Merge-Sort (áőàâĺàőćłă áńĺïŋĺěň) ĺğ àăğďěńă 1.3.1, ŕàĺňěŋñŋŋőčő ł ňăááĺćã ĺğ 16 íńěňěŋâőć. Ŕőçěňã ğďěáì ŋěâ áňëáńă ğăŕőňĺŋăâì őâćěâë ł ãęě àěèñŋŋëň ŕőďğăďăçăň?

16.3 Ŋăĺąőńìèăï őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì

Ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕőńãçăěâáï ĺğ ďăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ěáńĺ ãďăńĺâì ŋěłőâőàëě ěñ íńěňěŋâë (áăňă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì âăłęě áçĺâăěâáï áćőěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî). Ťőàňăńìŋő: ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Z = ⟨z_1, z_2, . . ., z_k⟩ ŋăğëćăěâáï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî (subsequence) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_n⟩, ěáńĺ áãéěáâćãěâ áâàőčő ćőğàăáâăîéăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺŋďěłáőć ⟨i_1, i_2, . . ., i_k⟩, ďńï łőâőàőľ z_j = x_{ij} ŕàĺ ćáěå j = 1, 2, . . ., k. Ŋăŕàĺňěà, Z = ⟨B, C, D, B⟩ ïćńïěâáï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ X = ⟨A, B, C, B, D, A, B⟩; áőőâćěâáâćãîéăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺŋďěłáőć ěáâì ⟨2, 3, 5, 7⟩. (Őâňěâĺň, çâő čőćőàï ő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå, ňë — ć őâńĺçĺě őâ łãàáőć ňăâěňăâĺçěáłőčő ăŋăńĺğă — ĺňěěň ć ćĺďã łőŋěçŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ.)

Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Z ïćńïěâáï őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî (common subsequence) ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X ĺ Y , ěáńĺ Z ïćńïěâáï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî łăł X, âăł ĺ Y . Ŕàĺňěà: X = ⟨A, B, C, B, D, A, B⟩, Y = ⟨B, D, C, A, B, A⟩, Z = ⟨B, C, A⟩. Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Z ć íâőň ŕàĺňěàě — ŋě áăňăï ďńĺŋŋăï ĺğ őąéĺå ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X ĺ Y (ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨B, C, B, A⟩ ďńĺŋŋěě). Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨B, C, B, A⟩ ąãďěâ ŋăĺąőńìèěľ őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ďńï X ĺ Y , ŕőáłőńìłã őąéĺå ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë 5 ã ŋĺå ŋěâ. Ŋăĺąőńìèĺå őąéĺå ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő. Ŋăŕàĺňěà, ⟨B, D, A, B⟩ — ďàãčăï ŋăĺąőńìèăï őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì X ĺ Y .

Ğăďăçă ő ŋăĺąőńìèěľ őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (áőłàăéěŋŋő ŊŐŔ; ŕő-ăŋčńĺľáłĺ LCS = longest-common-subsequence) áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŋăľâĺ őąéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋăĺąőńìèěľ ďńĺŋë ďńï ďćãå ďăŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X ĺ Y . Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, łăł àěèĺâì íâã ğăďăçã á ŕőňőéìî ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

Śâàőěŋĺě ŋăĺąőńìèěľ őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ

Ěáńĺ àěèăâì ğăďăçã ő ŊŐŔ ”ć ńőą”, ŕěàěąĺàăï ćáě ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ X ĺ ŕàőćěàïï ďńï łăęďőľ ĺğ ŋĺå, ŋě ąãďěâ ńĺ őŋă ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ Y , âő ăńčőàĺâň ąãďěâ àăąőâăâì íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőě ćàěňï, ŕőáłőńìłã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďńĺŋë m ĺňěěâ 2^m ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ (áâőńìłő ęě, áłőńìłő ŕőďňŋőęěáâć ã ňŋőęěáâćă {1, 2, . . ., m}).

Őďŋăłő ğăďăçă ő ŊŐŔ őąńăďăěâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç, łăł ŕőłăğëćăěâ âěőàěňă 16.1 (áň. ŋĺęě). Ŕőďåőďïéěě ňŋőęěáâćő ŕőďğăďăç — ňŋőęěáâćő ŕăà ŕàěäĺłáőć ďćãå ďăŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ. Ŕãáâì X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_m⟩ — ŋěłőâőàăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì. Ěñ ŕàěäĺłá (prefix) ďńĺŋë i — íâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì X_i = ⟨x_1, x_2, . . ., x_i⟩ (ŕàĺ i őâ 0 ďő m). Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ X = ⟨A, B, C, B, D, A, B⟩, âő X_4 = ⟨A, B, C, B⟩, ă X_0 — ŕãáâăï ŕő- áńěďőćăâěńìŋőáâì.

Šěőàěňă 16.1 (ő áâàőěŋĺĺ ŊŐŔ). Ŕãáâì Z = ⟨z_1, z_2, . . ., z_k⟩ — őďŋă ĺğ ŋăĺąőńìèĺå őąéĺå ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńï X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_m⟩ ĺ Y = ⟨y_1, y_2, . . ., y_n⟩. Šőčďă:

1. ěáńĺ x_m = y_n, âő z_k = x_m = y_n ĺ Z_{k−1} ïćńïěâáï ŊŐŔ ďńï X_{m−1} ĺ Y_{n−1};

2. ěáńĺ x_m ≠ y_n ĺ z_k ≠ x_m, âő Z ïćńïěâáï ŊŐŔ ďńï X_{m−1} ĺ Y ; 3. ěáńĺ x_m ≠ y_n ĺ z_k ≠ y_n, âő Z ïćńïěâáï ŊŐŔ ďńï X_m ĺ Y_{n−1}.

Ďőłăğăâěńìáâćő. (1) Ěáńĺ z_k ≠ x_m, âő ňë ňőęěň ďőŕĺáăâì x_m = y_n ć łőŋěæ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ Z ĺ ŕőńãçĺâì őąéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďńĺŋë k + 1, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ãáńőćĺî. Śâăńő ąëâì, z_k = x_m = y_n. Ěáńĺ ã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X_{m−1} ĺ Y_{n−1} ěáâì ąőńěě ďńĺŋŋăï (çěň Z_{k−1}) őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, âő ňë ňőęěň ďőŕĺáăâì ł ŋěľ x_m = y_n ĺ ŕőńãçĺâì őąéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďńï X ĺ Y , ąőńěě ďńĺŋŋãî, çěň Z — ŕàőâĺćőàěçĺě.

(2) Łőńì áłőàő z_k ≠ x_m, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Z ïćńïěâáï őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ďńï X_{m−1} ĺ Y . Šăł łăł Z — ŊŐŔ ďńï X ĺ Y , âő őŋă âěň ąőńěě ïćńïěâáï ŊŐŔ ďńï X_{m−1} ĺ Y .

(3) Ăŋăńőčĺçŋő (2).

Ňë ćĺďĺň, çâő ŊŐŔ ďćãå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ áőďěàęĺâ ć áěąě ŋăĺąőńìèãî őąéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺå ŕàěäĺłáőć. Śâăńő ąëâì, ğăďăçă ő ŊŐŔ őąńăďăěâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç. Śěľçăá ňë ãąěďĺňáï, çâő ŕěàěłàëâĺě ŕőďğăďăç âăłęě ĺňěěâ ňěáâő.

Řěłãààěŋâŋăï äőàňãńă

Šěőàěňă 16.1 ŕőłăğëćăěâ, çâő ŋăåőęďěŋĺě ŊŐŔ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_m⟩ ĺ Y = ⟨y_1, y_2, . . ., y_n⟩ áćőďĺâáï ł àěèěŋĺî ńĺąő őďŋőľ, ńĺąő ďćãå ŕőďğăďăç. Ěáńĺ x_m = y_n, âő ďőáâăâőçŋő ŋăľâĺ ŊŐŔ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X_{m−1} ĺ Y_{n−1} ĺ ďőŕĺáăâì ł ŋěľ ć łőŋæě x_m = y_n. Ěáńĺ ęě x_m ≠ y_n, âő ŋăďő àěèĺâì ďćě ŕőďğăďăçĺ: ŋăľâĺ

ŊŐŔ ďńï X_{m−1} ĺ Y , ă ğăâěň ŋăľâĺ ŊŐŔ ďńï X ĺ Y_{n−1}. Ąőńěě ďńĺŋŋăï ĺğ ŋĺå ĺ ąãďěâ áńãęĺâì ŊŐŔ ďńï X ĺ Y .

Šěŕěàì áàăğã ćĺďŋő, çâő ćőğŋĺłăěâ ŕěàěłàëâĺě ŕőďğăďăç. Ďěľáâćĺâěńìŋő, çâőąë ŋăľâĺ ŊŐŔ X ĺ Y , ŋăň ňőęěâ ŕőŋăďőąĺâìáï ŋăľâĺ ŊŐŔ X_{m−1} ĺ Y , ă âăłęě ŊŐŔ X ĺ Y_{n−1}; łăęďăï ĺğ íâĺå ğăďăç áőďěàęĺâ ŕőďğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï ŊŐŔ ďńï X_{m−1} ĺ Y_{n−1}. Ăŋăńőčĺçŋëě ŕěàěłàëâĺï ąãďãâ ćáâàěçăâìáï ĺ ďăńěě.

Łăł ĺ ć ğăďăçě ŕěàěňŋőęěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ, ňë ŋăçŋñň á àěłãààěŋâŋőčő áőőâŋőèěŋĺï ďńï áâőĺňőáâĺ őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï. Ŕãáâì c[i, j] őąőğŋăçăěâ ďńĺŋã ŊŐŔ ďńï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X_i ĺ Y_j . Ěáńĺ i ĺńĺ j àăćŋő ŋãńî, âő őďŋă ĺğ ďćãå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŕãáâă, âăł çâő c[i, j] = 0. Śłăğăŋŋőě ćëèě ňőęŋő ğăŕĺáăâì âăł:

c[i, j] = 0 ěáńĺ i = 0 ĺńĺ j = 0, c[i − 1, j − 1] + 1 ěáńĺ i, j > 0 ĺ x_i = y_j , max(c[i, j − 1], c[i − 1, j]), ěáńĺ i, j > 0 ĺ x_i ≠ y_j . (16.5)

Ćëçĺáńěŋĺě ďńĺŋë ŊŐŔ

Ĺáåőďï ĺğ áőőâŋőèěŋĺï (16.5), ńěčłő ŋăŕĺáăâì àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, àăąőâăîéĺľ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőě ćàěňï ĺ ćëçĺáńïîéĺľ ďńĺŋã ŊŐŔ ďćãå ďăŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ. Ŋő ŕőáłőńìłã àăğńĺçŋëå ŕőďğăďăç ćáěčő Θ(mn), ńãçèě ćőáŕőńìğőćăâìáï ďĺŋăňĺçěáłĺň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺěň.

Ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ďńï ăńčőàĺâňă LCS-Length áńãęăâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_m⟩ ĺ Y = ⟨y_1, y_2, . . ., y_n⟩. Ůĺáńă c[i, j] ğăŕĺáëćăîâáï ć âăąńĺæã c[0 . .m, 0 . .n] ć âăłőň ŕőàïďłě: áŋăçăńă ğăŕőńŋïěâáï áńěćă ŋăŕàăćő ŕěàćăï áâàőłă, ğăâěň ćâőàăï, ĺ â. ď. Łàőňě âőčő, ăńčőàĺâň ğăŕőňĺŋăěâ ć âăąńĺæě b[1 . .m, 1 . .n] ”ŕàőĺáåőęďěŋĺě” c[i, j]: ć łńěâłã b[i, j] ğăŋőáĺâáï áâàěńłă, ãłăğëćăîéăï ŋă łńěâłã á łőőàďĺŋăâăňĺ (i−1, j−1), (i−1, j) ĺńĺ (i, j −1), ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, àăćŋő ńĺ c[i, j] çĺáńã c[i − 1, j− 1] + 1, c[i − 1, j] ĺńĺ c[i, j − 1] (áň. (16.5)). Řěğãńìâăâăňĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă ïćńïîâáï âăąńĺæë c ĺ b.

Řĺáãŋőł 16.3 Šăąńĺæë c ĺ b, áőğďăŋŋëě ăńčőàĺâňőň LCS-Length ŕàĺ X = ⟨A, B, C, B, D, A, B⟩ ĺ Y = ⟨B, D, C, A, B, A⟩. Ć łńěâłě á łőőàďĺŋăâăňĺ (i, j) ğă- ŕĺáăŋë çĺáńő c[i, j] ĺ áâàěńłă b[i, j]. Ůĺáńő 4 ć ŕàăćőľ ŋĺęŋěľ łńěâłě ěáâì ďńĺŋă ŊŐŔ. Ŕàĺ i, j > 0 ğŋăçěŋĺě c[i, j] őŕàěďěńïěâáï âěň, àăćŋë ńĺ xi ĺ yj , ĺ ćëçĺáńěŋŋëňĺ àăŋěě ğŋăçěŋĺïňĺ c[i−1, j], c[i, j −1] ĺ c[i−1, j −1]. Ŕãâì ŕő áâàěńłăň, ćěďãéĺľ ĺğ c[7, 6], ğăèâàĺåőćăŋ. Łăęďăï łőáăï áâàěńłă ŋă íâőň ŕãâĺ áőőâćěâáâćãěâ íńěňěŋâã ŊŐŔ (íâĺ íńěňěŋâë ćëďěńěŋë).

LCS-Length(X, Y ) 1 m ← length[X] 2 n ← length[Y ] 3 for i ← 1 to m 4 do c[i, 0] ← 0 5 for j ← 0 to n 6 do c[0, j] ← 0 7 for i ← 1 to m 8 do for j ← 1 to n 9 do if x_i = y_j 10 then c[i, j] ← c[i − 1, j − 1] + 1 11 b[i, j] ← ”↖” 12 else if c[i − 1, j] ⩾ c[i, j − 1] 13 then c[i, j] ← c[i − 1, j] 14 b[i, j] ← ”↑” 15 else c[i, j] ← c[i, j − 1] 16 b[i, j] ← ”←” 17 return c, b

Ŋă àĺá. 16.3 ŕőłăğăŋă àăąőâă LCS-Length ďńï X = ⟨A, B, C, B, D, A, B⟩ ĺ Y = ⟨B, D, C, A, B, A⟩. Ăńčőàĺâň LCS-Length âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(mn): ŋă łăęďãî łńěâłã âàěąãěâáï O(1) èăčőć.

Ŕőáâàőěŋĺě ŊŐŔ

Šăąńĺæă b, áőğďăŋŋăï ŕàőæěďãàőľ LCS-Length, ŕőğćőńïěâ ąëáâàő ŋăľâĺ ŊŐŔ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_m⟩ ĺ Y = ⟨y_1, y_2, . . ., y_n⟩. Ďńï íâőčő ŋăďő ŕàőľâĺ ŕő ŕãâĺ, ãłăğăŋŋőňã áâàěńłăňĺ, ŋăçĺŋăï á b[m, n]. Ŕàőľďěŋŋăï áâàěńłă ↖ ć łńěâłě (i, j) őğŋăçăěâ, çâő x_i = y_j ćåőďĺâ ć ŋăĺąőńìèãî őąéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì. Ćőâ łăł íâő àěăńĺğőćăŋő ć àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàě Print-LCS (ŊŐŔ ďńï X ĺ Y ŕěçăâăěâáï ŕàĺ ćëğőćě Print-LCS(b, X, length[X], length[Y ])): Print-LCS(b, X, i, j) 1 if i = 0 ĺńĺ j = 0 2 then return 3 if b[i, j] = ”↖” 4 then Print-LCS(b, X, i − 1, j − 1) 5 ŋăŕěçăâăâì x_i 6 elseif b[i, j] = ”↑” 7 then Print-LCS(b, X, i − 1, j) 8 else Print-LCS(b, X, i, j − 1)

Ąãďãçĺ ŕàĺňěŋñŋŋőľ ł âăąńĺæě àĺá. 16.3, íâă ŕàőæěďãàă ŋăŕěçăâăěâ BCBA. Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë ěáâì O(m + n), ŕőáłőńìłã ŋă łăęďőň èăčě åőâï ąë őďŋő ĺğ çĺáěń m ĺ n ãňěŋìèăěâáï.

Şńãçèěŋĺě ăńčőàĺâňă

Ŕőáńě âőčő, łăł ăńčőàĺâň àăğàăąőâăŋ, ŋěàěďłő ãďăñâáï áďěńăâì ěčő ąőńěě íłőŋőňŋëň. Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě ňőęŋő őąőľâĺáì ąěğ âăąńĺæë b. Ć áăňőň ďěńě, łăęďőě ĺğ çĺáěń c[i, j] ğăćĺáĺâ őâ c[i − 1, j], c[i, j − 1] ĺ c[i − 1, j − 1]. Ğŋăï c[i, j], ňë ňőęěň ğă ćàěňï O(1) ćëïáŋĺâì, łăłăï ĺğ íâĺå âàñå ğăŕĺáěľ ĺáŕőńìğőćăńăáì. Šěň áăňëň ňőęŋő ŋăľâĺ ŊŐŔ ğă ćàěňï O(m+n) á ŕőňőéìî őďŋőľ âőńìłő âăąńĺæë c (ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 16.3-2 ňë ŕőŕàőáĺň ćăá íâő áďěńăâì). Ŕàĺ íâőň ňë íłőŋőňĺň Θ(mn) ŕăňïâĺ. (Ćŕàőçěň, ăáĺňŕâőâĺłă ŋě ňěŋïěâáï: őąêñň âăąńĺæë c ěáâì âăłęě Θ(mn).)

Ěáńĺ ŋăá ĺŋâěàěáãěâ âőńìłő ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěľ őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, âő áâőńìłő ŕăňïâĺ ŋě ŋãęŋő: ćëçĺáńěŋĺě c[i, j] ğăâàăčĺćăěâ âőńìłő ďćě áâàőłĺ á ŋőňěàăňĺ i ĺ i − 1 (íâő ŋě ŕàěďěń íłőŋőňĺĺ: ňőęŋő őąőľâĺáì ŕăňïâìî ŋă őďŋã áâàőłã âăąńĺæë c ŕńîá ěéñ çãâì-çãâì, áň. ãŕàăęŋěŋĺě 16.3-4). Ŕàĺ íâőň, őďŋăłő, áăňã ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋăľâĺ (ğă ćàěňï O(m + n)) ŋě ãďăñâáï.

Şŕàăęŋěŋĺï

16.3-1 Ŋăľďĺâě ŊŐŔ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ⟨1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1⟩ ĺ ⟨0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0⟩. 16.3-2 Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, áâàőïéĺľ ŊŐŔ ďńï X = ⟨x_1, x_2, . . ., x_m⟩ ĺ Y = ⟨y_1, y_2, . . ., y_n⟩ ğă ćàěňï O(m + n), ĺáåőďï âőńìłő ĺğ âăąńĺæë c.

16.3-3 Řăğàăąőâăľâě àěłãàáĺćŋëľ ćăàĺăŋâ ăńčőàĺâňă LCS- Length á ğăŕőňĺŋăŋĺěň őâćěâőć, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ O(mn).

16.3-4 Ŕőłăęĺâě, łăł ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ďńĺŋã ŊŐŔ, ĺáŕőńìğãï ŕăňïâì àăğňěàă 2 min(m, n) + O(1) ĺ åàăŋï ńĺèì çăáâì âăąńĺæë c. Ă łăł íâő áďěńăâì, ĺáŕőńìğãï ŕăňïâì min(m, n) + O(1)?

16.3-5 Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ŋăĺąőńìèãî ćőğàăáâăîéãî ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n çĺáěń ĺ àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O(n^2).

16.3-6^⋆ Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ŕàěďëďãéãî ğăďăçã ğă ćàěňï O(n log n). (Şłăğăŋĺě. Ţàăŋĺň ďńï łăęďőčő i ŋăĺňěŋìèĺľ ĺğ ŕőáńěďŋĺå íńěňěŋâőć ćőğàăáâăîéĺå ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë i. Łăł ňěŋïîâáï íâĺ çĺáńă ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ŋőćőčő íńěňěŋâă?)

16.4 Őŕâĺňăńìŋăï âàĺăŋčãńïæĺï ňŋőčőãčőńìŋĺłă

Ŋěáňőâàï ŋă áćőî čěőňěâàĺçěáłãî äőàňãńĺàőćłã, íâă ğăďăçă őçěŋì ąńĺğłă ł ğăďăçě ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ňăâàĺæ.

Ňŋőčőãčőńìŋĺł (polygon) — íâő ğăňłŋãâăï łàĺćăï ŋă ŕńőáłőáâĺ, áőáâăćńěŋŋăï ĺğ őâàěğłőć, ŋăğëćăěňëå áâőàőŋăňĺ (sides) ňŋőčőãčőńìŋĺłă. Šőçłă, ć łőâőàőľ áåőďïâáï ďćě áőáěďŋĺě áâőàőŋë, ŋăğëćăěâáï ćěàèĺŋőľ (vertex). Ŋěáăňőŕěàěáěłăîéĺľáï ňŋőčőãčőńìŋĺł (âőńìłő âăłĺě ňë ĺ ąãďěň, łăł ŕàăćĺńő, àăááňăâàĺćăâì) ŋăğëćăěâáï ŕàőáâëň (simple). Ňŋőęěáâćő âőçěł ŕńőáłőáâĺ, ńěęăéĺå ćŋãâàĺ ŕàőáâőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă, ŋăğëćăěâáï ćŋãâàěŋŋőáâìî (interior) ňŋőčőãčőńìŋĺłă, őąêěďĺŋěŋĺě ěčő áâőàőŋ ŋăğëćăěâáï ěčő čàăŋĺæěľ (boundary), ă ňŋőęěáâćő ćáěå őáâăńìŋëå âőçěł ŕńőáłőáâĺ ŋăğëćăěâáï ěčő ćŋěèŋőáâìî (exterior). Ŕàőáâőľ ňŋőčőãčőńìŋĺł ŋăğëćăěâáï ćëŕãłńëň (convex), ěáńĺ ďńï ńîąëå ďćãå âőçěł, ńěęăéĺå ćŋãâàĺ ĺńĺ ŋă čàăŋĺæě ňŋőčőãčőńìŋĺłă, áőěďĺŋïîéĺľ ĺå őâàěğőł æěńĺłőň ńěęĺâ ćŋãâàĺ ĺńĺ ŋă čàăŋĺæě ňŋőčőãčőńìŋĺłă.

Ćëŕãłńëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł ňőęŋő ğăďăâì, ŕěàěçĺáńĺć ěčő ćěàèĺŋë ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ: ňŋőčőãčőńìŋĺł P = ⟨v_0, v_1, . . ., v_{n−1}⟩

Řĺáãŋőł 16.4 Ďćě âàĺăŋčãńïæĺĺ ćëŕãłńőčő áěňĺãčőńìŋĺłă. Łăęďăï ďěńĺâ áěňĺãčőńìŋĺł ŋă 7 − 2 = 5 âàěãčőńìŋĺłőć á ŕőňőéìî 7 − 3 = 4 ďĺăčőŋăńěľ.

ĺňěěâ n áâőàőŋ v_0v_1, v_1v_2, . . ., v_{n−1}v_n. Ğďěáì v_n — âő ęě áăňőě, çâő v_0 (ãďőąŋő ŋãňěàőćăâì ćěàèĺŋë n-ãčőńìŋĺłă ćëçěâăňĺ ŕő ňőďãńî n).

Ěáńĺ v_i ĺ v_j — ďćě ćěàèĺŋë, ŋě ïćńïîéĺěáï áőáěďŋĺňĺ, őâàěğőł v_iv_j ŋăğëćăěâáï ďĺăčőŋăńìî (chord) ňŋőčőãčőńìŋĺłă. Ďĺăčőŋăńì v_iv_j àăğąĺćăěâ ňŋőčőãčőńìŋĺł ŋă ďćă: ⟨v_i, v_{i+1}, . . ., v_j⟩ ĺ ⟨v_j , v_{j+1}, . . ., v_i⟩. Šàĺăŋčãńïæĺï (triangulation) ňŋőčőãčőńìŋĺłă — íâő ŋăąőà ďĺăčőŋăńěľ, àăğàěğăîéĺå ňŋőčőãčőńìŋĺł ŋă âàěãčőńìŋĺłĺ; áâőàőŋăňĺ íâĺå âàěãčőńìŋĺłőć ïćńïîâáï áâőàőŋë ĺáåőďŋőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă ĺ ďĺăčőŋăńĺ âàĺăŋčãńïæĺĺ.

Ŋă àĺá. 16.4 ĺğőąàăęěŋë ďćě âàĺăŋčãńïæĺĺ áěňĺãčőńìŋĺłă. (Šàĺăŋčãńïæĺî ňőęŋő âăłęě őŕàěďěńĺâì łăł ňăłáĺňăńìŋőě ňŋőęěáâćő ďĺăčőŋăńěľ, ŋě ŕěàěáěłăîéĺå ďàãč ďàãčă.)

Ćő ćáěå âàĺăŋčãńïæĺïå n-ãčőńìŋĺłă őďŋő ĺ âő ęě çĺáńő âàěãčőńìŋĺłőć (áãňňă ćáěå ãčńőć ňŋőčőãčőńìŋĺłă àăćŋă ŕàőĺğćěďěŋĺî 180^∘ ĺ çĺáńă âàěãčőńìŋĺłőć ć âàĺăŋčãńïæĺĺ), ă ĺňěŋŋő n − 2. Ŕàĺ íâőň ĺáŕőńìğãîâáï n−3 ďĺăčőŋăńĺ (ŕàőćőďï ďĺăčőŋăńì, ňë ãćěńĺçĺćăěň çĺáńő çăáâěľ ŋă 1).

Ğăďăçă őą őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ (optimal triangulation problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋ ćëŕãłńëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł P = ⟨v_0, v_1, . . ., v_{n−1}⟩ ĺ ćěáőćăï äãŋłæĺï w, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă ňŋőęěáâćě âàěãčőńìŋĺłőć á ćěàèĺŋăňĺ ć ćěàèĺŋăå P . Šàěąãěâáï ŋăľâĺ âàĺăŋčãńïæĺî, ďńï łőâőàőľ áãňňă ćěáőć âàěãčőńìŋĺłőć ąãďěâ ŋăĺňěŋìèěľ.

Ěáâěáâćěŋŋëľ ŕàĺňěà ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ — äãŋłæĺï w(△v_iv_j v_k ) = |v_iv_j | + |v_j v_k| + |v_kv_i|, čďě |v_iv_j | őąőğŋăçăěâ (ěćłńĺďőćő) àăááâőïŋĺě ňěęďã v_i ĺ v_j . Ňë ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ, łőâőàëľ ŕàĺňěŋĺň ďńï ńîąőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ.

Šàĺăŋčãńïæĺĺ ĺ àăááâăŋőćłĺ áłőąőł

Śãéěáâćãěâ ãďĺćĺâěńìŋăï áćïğì ňěęďã âàĺăŋčãńïæĺïňĺ ňŋőčőãčőńìŋĺłă ĺ àăááâăŋőćłăňĺ áłőąőł (áłăęěň, ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ). Ŕàőéě ćáěčő őąêïáŋĺâì íâã áćïğì á ŕőňőéìî ďěàěćìěć.

Ŕőńŋőľ àăááâăŋőćłě áłőąőł áőőâćěâáâćãěâ âăł ŋăğëćăěňőě ďěàěćő àăğąőàă (parse tree) ćëàăęěŋĺï. Ŋă àĺá. 16.5ă ĺğőąàăęěŋő ďěàěćő àăğąőàă ďńï

((A_1(A_2A_3))(A_4(A_5A_6))). (16.6)

Ć ěčő ńĺáâìïå áâőïâ ňăâàĺæë-áőňŋőęĺâěńĺ, ă ć ćěàèĺŋăå — ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺï: ć łăęďőľ ćěàèĺŋě áâőĺâ ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ćëàăęěŋĺľ, áâőïéĺå ć ěñ ďěâïå.

Šàĺăŋčãńïæĺî ćëŕãłńőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă ⟨v_0, v_1, . . ., v_{n−1}⟩ âăłęě ňőęŋő ĺğőąàăğĺâì ć ćĺďě ďěàěćă. Ńĺáâìïňĺ ěčő ąãďãâ áâőàőŋë ňŋőčőãčőńìŋĺłă (łàőňě v_0v_{n−1}). Őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë — íâő ďĺăčőŋăńĺ âàĺăŋčãńïæĺĺ ŕńîá áâőàőŋă v_0v_{n−1}; íâã ŕőáńěďŋîî őąêïćĺň łőàŋěň.

Ŕőáâàőěŋĺě ďěàěćă (ŋă ŕàĺňěàě âàĺăŋčãńïæĺĺ àĺá. 16.5a) ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 16.5ą. Ďńï ŋăçăńă ňë áňőâàĺň, ć łăłőľ âàěãčőńìŋĺł ŕőŕăń łőàěŋì v_0v_{n−1}. Ć ŋăèěň áńãçăě íâő △v_0v_3v_6. Ďěâìňĺ łőàŋï ąãďěň áçĺâăâì ďćě ďàãčĺě áâőàőŋë íâőčő âàěãčőńìŋĺłă. Šàĺăŋčãńïæĺï áőáâőĺâ ĺğ íâőčő âàěãčőńìŋĺłă ĺ ďćãå âàĺăŋčãńïæĺľ őáâăćèĺåáï çăáâěľ (⟨v_0, v_1, v_2, v_3⟩ ĺ ⟨v_3, v_4, v_5, v_6⟩, àĺá. 16.5ą), ŕàĺçñň ďĺăčőŋăńĺ, ïćńïîéĺěáï ďěâìňĺ łőàŋï, ïćńïîâáï áâőàőŋăňĺ íâĺå ňŋőčőãčőńìŋĺłőć (v_0v_3 ĺ v_3v_6 ŋă àĺá. 16.5ą). Ŕőćâőàĺň ďńï łăęďőľ ĺğ ŋĺå âã ęě łőŋáâàãłæĺî: àăááňőâàĺň âàěãčőńìŋĺł âàĺăŋčãńïæĺĺ ŋőćőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă, áőďěàęăéĺľ ćëďěńěŋŋãî áâőàőŋã, ďćě ďàãčĺě áâőàőŋë íâőčő âàěãčőńìŋĺłă őąêïćĺň ěñ ďěâìňĺ ĺ â. ď. Ć łőŋæě łőŋæőć ňë ŕàĺďñň ł ąĺŋăàŋőňã ďěàěćã á n − 1 ńĺáâőň. Ďěľáâćãï ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě, ňőęŋő ŕő ąĺŋăàŋőňã ďěàěćã ŕőáâàőĺâì âàĺăŋčãńïæĺî. Ŕőáâàőěŋŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã âàĺăŋčãńïæĺïňĺ ĺ ąĺŋăàŋëňĺ ďěàěćìïňĺ ïćńïěâáï ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋëň.

Ćáŕőňĺŋăï, çâő ŕőńŋëě àăááâăŋőćłĺ áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ n áőňŋőęĺâěńěľ ŋăåőďïâáï ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőň áőőâćěâáâćĺĺ á ąĺŋăàŋëňĺ ďěàěćìïňĺ á n ńĺáâìïňĺ, ŕőńãçăěň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã ŕőńŋëňĺ àăááâăŋőćłăňĺ áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ n ňăâàĺæ ĺ âàĺăŋčãńïæĺïňĺ (n + 1)-ãčőńìŋĺłă. Ŕàĺ íâőň ňăâàĺæă A_i ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ A_1A_2 . . . A_n áőőâćěâáâćãěâ áâőàőŋě v_{i−1}v_i, ă ďĺăčőŋăńì v_{i−1}v_j (1 ⩽ i < j ⩽ n) áőőâćěâáâćãěâ ŕàőĺğćěďěŋĺî A_{i..j} . İâő áőőâćěâáâćĺě ňőęŋő ŕőŋïâì ĺ ąěğ ďěàěćìěć. Ŋăŕĺèěň ŋă ćáěå áâőàőŋăå âàĺăŋčãńĺàőćăŋŋőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă, łàőňě őďŋőľ, ŕő áőňŋőęĺâěńî. Ďăńěě ŕőáâãŕăěň âăł: ěáńĺ ć âàěãčőńìŋĺłě ďćě áâőàőŋë ãęě ŕőňěçěŋë, âő ŋă âàěâìěľ ňë ŕĺèěň ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺě. Ŋă

Řĺáãŋőł 16.5 Ďěàěćìï àăğąőàă. (ă) Ďěàěćő àăğąőàă ďńï ((A1(A2A3))(A4(A5A6))), áőőâćěâáâćãîéěě âăłęě âàĺăŋčãńïæĺĺ ŋă àĺá. 16.4ă. (ą) Śőőâćěâáâćĺě ňěęďã âàĺăŋčãńïæĺěľ ňŋőčőãčőńìŋĺłă ĺ ąĺŋăàŋëň ďěàěćőň. Ňăâàĺæă Ai áőőâćěâáâćãěâ áâőàőŋě vi−1vi (i = 1, 2, . . . , 6).

(ć) Šàĺăŋčãńïæĺï ĺ áőőâćěâáâćãîéăï ěľ àăááâăŋőćłă áłőąőł.

ŕěàćőŋăçăńìŋő ŋěŕőňěçěŋŋőľ áâőàőŋě ŕőïćĺâáï ŕőńŋăï àăááâăŋőćłă áłőąőł (áň. ŕàĺňěà ŋă àĺá. 16.5ć).

Ğăňěâĺň, çâő ğăďăçă ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ňăâàĺæ ïćńïěâáï çăáâŋëň áńãçăěň ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ. Ŕãáâì ŋăň ŋãęŋő ćëçĺáńĺâì A_1A_2 . . .A_n, čďě A_i ïćńïěâáï p_{i−1} ×p_i-ňăâàĺæěľ. Řăááňőâàĺň (n + 1)-ãčőńìŋĺł P = ⟨v_0, v_1, . . ., v_n⟩ ĺ ćěáőćãî äãŋłæĺî

w(△v_iv_j v_k ) = p_ip_j p_k.

Šőčďă áâőĺňőáâì âàĺăŋčãńïæĺĺ ąãďěâ àăćŋă çĺáńã ãňŋőęěŋĺľ ŕàĺ áőőâćěâáâćãîéěľ àăááâăŋőćłě áłőąőł.

Ţőâï ğăďăçă ő ŕěàěňŋőęěŋĺĺ ňăâàĺæ ïćńïěâáï ńĺèì çăáâŋëň áńãçăěň ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ, őłăğëćăěâáï, çâő ăńčőàĺâň Matrix-Chain-Order ĺğ àăğďěńă 16.1 ńěčłő ŕàĺáŕőáőąĺâì ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő âàĺăŋčãńïæĺĺ. Ŋăďő âőńìłő ć ěčő ğăčőńőćłě ğăňěŋĺâì p ŋă v ĺ áâàőłã 9 ğăňěŋĺâì ŋă âăłãî:

9 do q ← m[i, k] + m[k + 1, j] + w(△v_{i−1}v_k v_j )

Ć àěğãńìâăâě àăąőâë ăńčőàĺâňă m[1, n] áâăŋěâ àăćŋëň ćěáã őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ.

Śâàőěŋĺě őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ

Ďőłăęěň ŕőáńěďŋěě ãâćěàęďěŋĺě. Ŕãáâì T — őŕâĺňăńìŋăï âàĺăŋčãńïæĺï (n + 1)-ãčőńìŋĺłă P = ⟨v_0, v_1, . . ., v_n⟩. Řěąàő v_0v_n ćåőďĺâ ć őďĺŋ ĺğ âàěãčőńìŋĺłőć âàĺăŋčãńïæĺĺ. Ŕãáâì íâő âàěãčőńìŋĺł △v_0v_k v_n, čďě 1 ⩽ k ⩽ n − 1. Šőčďă ćěá âàĺăŋčãńïæĺĺ T àăćěŋ ćěáã △v_0v_kv_n ŕńîá áãňňă ćěáőć âàĺăŋčãńïæĺľ ňŋőčőãčőńìŋĺłőć ⟨v_0, v_1, . . ., v_k⟩ ĺ ⟨v_k, v_{k+1}, . . ., v_n⟩. Śńěďőćăâěńìŋő, âàĺăŋčãńïæĺĺ ãłăğăŋŋëå ňŋőčőãčőńìŋĺłőć őąïğăŋë ąëâì őŕâĺňăńìŋëňĺ, ĺ ěáńĺ őŕâĺňăńìŋëě áâőĺňőáâĺ ďńï âăłĺå ňŋőčőãčőńìŋĺłőć (ŕàĺ àăğŋëå k) ãęě ćëçĺáńěŋë, âő őáâăñâáï ćëąàăâì őŕâĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě k.

Řěłãààěŋâŋăï äőàňãńă

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï àěłãààěŋâŋăï äőàňãńă. Ŕãáâì m[i, j] — ćěá őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ ňŋőčőãčőńìŋĺłă ⟨v_{i−1}, v_i, . . ., v_j⟩, čďě 1 ⩽ i < j ⩽ n. Ćěá őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ ćáěčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă àăćěŋ m[1, n]. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ”ďćããčőńìŋĺłĺ” ⟨v_{i−1}, v_i⟩ ĺňěîâ ćěá 0. Šőčďă m[i, i] = 0 ďńï i = 1, 2, . . ., n. Ěáńĺ j − i ⩾ 1, âő ã ňŋőčőãčőńìŋĺłă ⟨v_{i−1}, v_i, . . ., v_j⟩ ĺňěěâáï ŋě ňěŋěě âàñå ćěàèĺŋ, ĺ ŋăň ŋěőąåőďĺňő ŋăľâĺ ňĺŋĺňãň (ŕő ćáěň k ĺğ ŕàőňěęãâłă i ⩽ k ⩽ j − 1) âăłőľ áãňňë: ćěá △v_{i−1}v_kv_j , ŕńîá ćěá őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ ⟨v_{i−1}, v_i, . . ., v_k⟩, ŕńîá ćěá őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ ⟨v_k, v_{k+1}, . . ., v_j ⟩. Ŕőíâőňã

m[i, j] = { 0 ŕàĺ i = j, min i⩽k<j {m[i, k] + m[k + 1, j] + w(△v_{i−1}v_k v_j )} ŕàĺ i < j. (16.7)

Ěďĺŋáâćěŋŋőě őâńĺçĺě íâőľ äőàňãńë őâ äőàňãńë (16.2) — ąőńěě őąéĺľ ćĺď ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ. Śâăńő ąëâì, ăńčőàĺâň Matrix-Chain- Order á ãłăğăŋŋëňĺ ćëèě ĺğňěŋěŋĺïňĺ ćëçĺáńïěâ ćěá őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ; ćàěňï àăąőâë Θ(n^3), őąêñň ĺáŕőńìğãěňőľ ŕăňïâĺ Θ(n^2).

Şŕàăęŋěŋĺï

16.4-1 Ďőłăęĺâě, çâő ćáïłăï âàĺăŋčãńïæĺï ćëŕãłńőčő n-ãčőńì-ŋĺłă àăğąĺćăěâ ěčő ŋă n − 2 âàěãčőńìŋĺłă á ŕőňőéìî n − 3 ďĺăčőŋăńěľ.

16.4-2 Ŕàőäěááőà ŕàěďŕőńăčăěâ, çâő ďńï áńãçăï, łőčďă ćěá âàěãčőńìŋĺłă àăćěŋ ěčő ŕńőéăďĺ, ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ ňőęŋő ãŕàőáâĺâì. Ŋě őąňăŋëćăěâ ńĺ ěčő ĺŋâãĺæĺï?

16.4-3 Ŕãáâì ćěáőćăï äãŋłæĺï őŕàěďěńěŋă ŋă ňŋőęěáâćě ďĺăčőŋăńěľ ňŋőčőãčőńìŋĺłă, ĺ âàĺăŋčãńïæĺï áçĺâăěâáï őŕâĺňăńìŋőľ, ěáńĺ áãňňă ćěáőć ćåőďïéĺå ć ŋěñ ďĺăčőŋăńěľ ňĺŋĺňăńìŋă. Łăł áćěáâĺ íâã ğăďăçã ł àăğőąàăŋŋőľ ŋăňĺ (ć łőâőàőľ ćěáă ŕàĺŕĺáëćăńĺáì ŋě ďĺăčőŋăńïň, ă âàěãčőńìŋĺłăň)?

16.4-4 Ŋăľďĺâě őŕâĺňăńìŋãî âàĺăŋčãńïæĺî ŕàăćĺńìŋőčő ćőáìňĺãčőńìŋĺłă ŋă ěćłńĺďőćőľ ŕńőáłőáâĺ ďńï áńãçăï, ěáńĺ ćěáőň âàěãčőńìŋĺłă áçĺâăěâáï ěčő ŕěàĺňěâà.

Ğăďăçĺ

16-1 Ąĺâőŋĺçěáłăï ěćłńĺďőćă ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă

Ěćłńĺďőćă ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă (euclidean traveling-salesman problem) áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ łàăâçăľèěčő ğăňłŋãâőčő ŕãâĺ, áőěďĺŋïîéěčő ďăŋŋëě n âőçěł ŋă ŕńőáłőáâĺ (áň. ŕàĺňěà ŋă àĺá. 16.6ă, čďě n = 7). İâă ğăďăçă ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ, âăł çâő ćàïď ńĺ ěñ ňőęŋő àěèĺâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (áň. čńăćã 36).

Ďę. Ąěŋâńĺ ŕàěďńőęĺń ãŕàőáâĺâì ğăďăçã, àăááňăâàĺćăï âőńìłő ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕãâĺ (bitonic tours), â. ě. ŕãâĺ, ŋăçĺŋăîéĺěáï ć łàăľŋěľ ńěćőľ âőçłě, ğăâěň ĺďãéĺě áńěćă ŋăŕàăćő ďő łàăľŋěľ ŕàăćőľ âőçłĺ, ă ğăâěň ćőğćàăéăîéĺěáï áŕàăćă ŋăńěćő ć ĺáåőďŋãî âőçłã. (Ŋă àĺá. 16.6ą ĺğőąàăęñŋ łàăâçăľèĺľ ąĺâőŋĺçěáłĺľ ŕãâì çěàěğ âě ęě áěňì âőçěł). İâă ğăďăçă ŕàőéě: ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ O(n^2). Ćë ňőęěâě áçĺâăâì, çâő ăąáæĺááë ćáěå âőçěł àăğńĺçŋë. (Şłăğăŋĺě: ŕàőáňăâàĺćăï âőçłĺ áńěćă ŋăŕàăćő, åàăŋĺâě ďńï âěłãéěľ âőçłĺ X ĺ ďńï ćáěå ŕàěďëďãéĺå âőçěł Y ďńĺŋã łàăâçăľèěčő ŕãâĺ, ąĺâőŋĺçěáłĺ áőěďĺŋïîéěčő X á Y á ŕàőåőďőň çěàěğ łàăľŋîî ńěćãî âőçłã.)

16-2 Řăğąĺěŋĺě ăąğăæă ŋă áâàőłĺ

Ăąğăæ âěłáâă áőáâőĺâ ĺğ n áńőć ďńĺŋőľ l_1, l_2, . . ., l_n (ďńĺŋă áńőćă — çĺáńő áĺňćőńőć ć ŋñň). Śçĺâăï, çâő ćáě áĺňćőńë ĺňěîâ àăćŋãî èĺàĺŋã (łăł ŋă ŕĺèãéěľ ňăèĺŋłě), ňë åőâĺň őŕâĺ-

Ğăďăçĺ ł čńăćě 16 323

Řĺáãŋőł 16.6 Śěňì âőçěł ŋă ŕńőáłőáâĺ ć ãğńăå ěďĺŋĺçŋőľ àěèñâłĺ. (ă) Łàăâçăľèĺľ ğăňłŋãâëľ ŕãâì (ďńĺŋë ≈ 24,88), őąåőďïéĺľ íâĺ âőçłĺ. İâőâ ŕãâì ŋě ïćńïěâáï ąĺâőŋĺçěáłĺň. (ą) Łàăâçăľèĺľ ąĺâőŋĺçěáłĺľ ŕãâì, őąåőďïéĺľ âě ęě âőçłĺ, ďńĺŋă ≈ 25,58.

ňăńìŋëň őąàăğőň àăğąĺâì ěčő ŋă áâàőłĺ ďńĺŋőľ ŋě ąőńěě M áĺňćőńőć. Őŕâĺňăńìŋőáâì ŕàĺ íâőň őŕàěďěńïěâáï âăł: ŕőáçĺâăěň çĺáńő ”ńĺèŋĺå” ŕàőąěńőć ć łăęďőľ áâàőłě (âő ěáâì ŕőáňőâàĺň, ŋă áłőńìłő ďńĺŋă áâàőłĺ ňěŋìèě M, ěáńĺ ňěęďã áńőćăňĺ áâăćĺâì ŕő őďŋőňã ŕàőąěńã) ĺ áńőęĺň łãąë íâĺå çĺáěń ďńï ćáěå áâàőł, łàőňě ŕőáńěďŋěľ: çěň ąőńìèě íâă áãňňă, âěň åãęě ăąğăæ. Ĺáŕőńìğãï ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě, àăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň őŕâĺňăńìŋőčő àăğąĺěŋĺï ăąğăæă ŋă áâàőłĺ; őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë ĺ âàěąãěňëľ őąêñň ŕăňïâĺ.

16-3 Śâőĺňőáâì àěďăłâĺàőćăŋĺï Ňë åőâĺň ŕàěőąàăğőćăâì áâàőłã áĺňćőńőć x[1 . .m] ć ŋőćãî áâàőłã y[1 . . n] á ŕőňőéìî áńěďãîéĺå őŕěàăæĺľ: ŕěàěŋőá áĺňćőńă ĺğ ĺáåőďŋőľ áâàőłĺ ć ŋőćãî, ŕěàěŋőá ďćãå áőáěďŋĺå áĺňćőńőć ĺğ ĺáåőďŋőľ áâàőłĺ ć ŋőćãî á őďŋőćàěňěŋŋőľ ĺå ŕěàěáâăŋőćłőľ (”âàăŋáŕőğĺæĺï”), ďőąăćńěŋĺě áĺňćőńă (áŕàăćă) ł ŋőćőľ áâàőłě, ãďăńěŋĺě ŕěàćőčő áĺňćőńă ĺğ áâăàőľ áâàőłĺ, ğăňěŋă (ãďăńěŋĺě áĺňćőńă ĺğ ĺáåőďŋőľ áâàőłĺ ĺ ďőąăćńěŋĺě ďàãčőčő áĺňćőńă ć ŋőćãî áâàőłã), ŋăłőŋěæ, ãďăńěŋĺě őáâăâłă áâăàőľ áâàőłĺ.

Ćőâ, ŋăŕàĺňěà, łăł á ŕőňőéìî íâĺå őŕěàăæĺľ ŕàěőąàăğőćăâì áâàőłã algorithm ć áâàőłã altruistic:

Őŕěàăæĺï Ŋőćăï áâàőłă Śâăàăï áâàőłă ŕěàěŋőá a a lgorithm ŕěàěŋőá l al gorithm ğăňěŋă g ŋă t alt orithm ãďăńěŋĺě o alt rithm ŕěàěŋőá r altr ithm ďőąăćńěŋĺě u altru ithm ďőąăćńěŋĺě i altrui ithm ďőąăćńěŋĺě s altruis ithm âàăŋáŕőğĺæĺï it ć ti altruisti hm ďőąăćńěŋĺě c altruistic hm ãďăńěŋĺě őáâăâłă altruistic

Łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ (”ŕěàěŋőá”, ”âàăŋáŕőğĺæĺï”, ”ďőąăćńěŋĺě”, ”ãďăńěŋĺě”, ”ğăňěŋă” ĺ ”ãďăńěŋĺě őáâăâłă”) ŕàĺŕĺáăŋă áâőĺňőáâì (ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő áâőĺňőáâì ğăňěŋë ňěŋìèě, çěň áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï, ĺŋăçě ğăňěŋă ąëńă ąë ńĺèŋěľ). Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě áâőĺňőáâì ŕàěőąàăğőćăŋĺï àăćŋă

3 · áâőĺňőáâì ŕěàěŋőáă + áâőĺňőáâì ğăňěŋë + + áâőĺňőáâì ãďăńěŋĺï + 4 · áâőĺňőáâì ďőąăćńěŋĺï + + áâőĺňőáâì âàăŋáŕőğĺæĺĺ + áâőĺňőáâì ãďăńěŋĺï őáâăâłă.

Ŕãáâì ďăŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ x[1 . . m] ĺ y[1 . .n]. Šőčďă áâőĺňőáâì àěďăłâĺàőćăŋĺï (edit distance) ěáâì ŋăĺňěŋìèăï áâőĺňőáâì æěŕőçłĺ ŕàěőąàăğőćăŋĺľ, ŕěàěćőďïéěľ x ć y. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ, łőâőàëľ ćëçĺáńïěâ áâőĺňőáâì àěďăłâĺàőćăŋĺï ĺ ŋăåőďĺâ őŕâĺňăńìŋãî æěŕőçłã ŕàěőąàăğőćăŋĺľ. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ĺ őąêñň ĺáŕőńìğãěňőľ ŕăňïâĺ.

16-4 Ćěçěàĺŋłă ć äĺàňě

Ŕàőäěááőàã ŕőàãçěŋő ãáâàőĺâì ćěçěàĺŋłã ć äĺàňě ”ŠŐŐ ŁŃŇŊ”. Śâàãłâãàă äĺàňë ĺěàăàåĺçŋă: őâŋőèěŋĺě ŕőďçĺŋñŋŋőáâĺ ğăďăŋő ďěàěćőň, łőàěŋì łőâőàőčő — ďĺàěłâőà. Őâďěń łăďàőć ğŋăěâ àěľâĺŋč łăęďőčő áőâàãďŋĺłă (ďěľáâćĺâěńìŋőě çĺáńő). Ůâőąë ćáěň ąëńő ćěáěńő, ďĺàěłâőà àăáŕőàïďĺńáï, çâőąë ŋĺłâő ŋě őłăğăńáï ŋă ćěçěàĺŋłě ćňěáâě áő áćőĺň ŋěŕőáàěďáâćěŋŋëň ŋăçăńìŋĺłőň.

ă. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, áőáâăćńïîéĺľ áŕĺáőł ŕàĺčńăèñŋŋëå á ŋăĺąőńìèĺň áãňňăàŋëň àěľâĺŋčőň.

ą. Šă ęě ğăďăçă á ďőŕőńŋĺâěńìŋëň őčàăŋĺçěŋĺěň: ďĺàěłâőà ďőńęěŋ ąëâì ć áŕĺáłě ŕàĺčńăèñŋŋëå.

16-5 Ăńčőàĺâň Ćĺâěàąĺ

Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ňőęěâ ąëâì ŕàĺňěŋěŋő ł ğăďăçě àăáŕőğŋăćăŋĺï àěçĺ. Ć łăçěáâćě ňőďěńĺ àăááňőâàĺň őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) ĺ őâőąàăęěŋĺě σ, áőŕőáâăćńïîéěě á łă-

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 16 325

ęďëň àěąàőň (u, v) ğćãł σ(u, v) ĺğ ňŋőęěáâćă ćőğňőęŋëå ğćãłőć Σ. Ć čàăäě ćëďěńěŋă ŋěłőâőàăï ćěàèĺŋă v_0. Łăęďőňã ŕãâĺ, ŋăçĺŋăîéěňãáï ć v_0, áőőâćěâáâćãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğćãłőć (íńěňěŋâőć Σ).

ă Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ćőááâăŋăćńĺćăîéĺľ ŕãâì ć čàăäě ŕő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ s = ⟨σ_1, σ_2, . . ., σ_n⟩ íńěňěŋâőć Σ (ěáńĺ âàěąãěňőčő ŕãâĺ ŋě áãéěáâćãěâ, ăńčőàĺâň ďőńęěŋ ćëďăâì áőőâćěâáâćãîéěě áőőąéěŋĺě). Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă. (Şłăğăŋĺě: ćăň ňőčãâ ŕàĺčőďĺâìáï ŋěłőâőàëě ĺďěĺ ĺğ čńăćë 23). Ŕãáâì âěŕěàì ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v) ∈ E ĺğćěáâŋă ćěàőïâŋőáâì ŕàőľâĺ ŕő àěąàã ĺğ u ć v (ĺğďăâì áőőâćěâáâćãîéĺľ ğćãł); őąőğŋăçĺň íâã ćěàőïâŋőáâì p(u, v). Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë u áãňňă ćěàőïâŋőáâěľ p(u, v) ŕő ćáěň àñąàăň, ćëåőďïéĺň ĺğ íâőľ ćěàèĺŋë, àăćŋă ěďĺŋĺæě. Ćěàőïâŋőáâìî ŕãâĺ áçĺâăěň ŕàőĺğćěďěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ, áőőâćěâáâćãîéĺå ěčő àñąàăň (â. ě. ŕőáńěďőćăâěńìŋëě ćëąőàë áçĺâăěň ŋěğăćĺáĺňëňĺ).

ą. Ňőďĺäĺæĺàãľâě ŕőáâàőěŋŋëľ ć (ă) ăńčőàĺâň âăł, çâőąë őŋ ŋăåőďĺń ŋăĺąőńěě ćěàőïâŋëľ ŕãâì, áőőâćěâáâćãîéĺľ ďăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ğćãłőć. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋőčő ăńčőàĺâňă.

Ğăňěçăŋĺï

Śĺáâěňăâĺçěáłőě ĺğãçěŋĺě ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ąëńő ŋăçăâő Ř. Ąěńńňăŋőň ć 1955 čőďã [21], åőâï ŋěłőâőàëě ŕàĺñňë âăłőčő àőďă ąëńĺ ĺğćěáâŋë ĺ àăŋěě. Łáâăâĺ, áńőćő ”ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě” (programming) ć áńőćőáőçěâăŋĺïå ”ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě” (dynamic programming), ă âăłęě ”ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě” (linear programming) ŋě őğŋăçăěâ áőáâăćńěŋĺě ŕàőčàăňň ďńï łőňŕìîâěàă.

Ţã ĺ Ÿĺŋč [106a, 106b] ŕàĺďãňăńĺ àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O(n log n) ăńčőàĺâň ďńï ğăďăçĺ ő ŕőàïďłě ŕěàěňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ; őŋĺ ęě ãłăğăńĺ áőőâćěâáâćĺě ňěęďã íâőľ ğăďăçěľ ĺ ğăďăçěľ őą őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ.

Ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńìèěľ őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ğă ćàěňï O(mn) őâŋőáĺâáï, ćĺďĺňő, ł äőńìłńőàã. Ć àăąőâě [43] Łŋãâ ŕőáâăćĺń ćőŕàőá, ćőğňőęěŋ ńĺ ďńï íâőľ ğăďăçĺ áãąłćăďàăâĺçŋëľ ăńčőàĺâň. Ňăáěł ĺ Ŕăâěàáőŋ [143] ŕőłăğăńĺ, çâő ćőğňőęěŋ, ŋăľďï ăńčőàĺâň, àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O(mn/ log n) ŕàĺ n ⩽ m ĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň àăğňěàě ňŋőęěáâćă, ĺğ łőâőàőčő ąěàãâáï çńěŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ. Ďńï áńãçăï, łőčďă ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå ŋěâ ŕőćâőàěŋĺľ, ăńčőàĺâň á őæěŋłőľ O((n + m) log(n + m)) ŕőáâàőěŋ ć áâăâìě Ÿĺňăŋáłĺ [184]. Ňŋőčĺě ĺğ íâĺå àěğãńìâăâőć őąőąéăîâáï ŋă ğăďăçã ő áâőĺňőáâĺ àěďăłâĺàőćăŋĺï (ğăďăçă 16-3).

17 Ęăďŋëě ăńčőàĺâňë

Ďńï ňŋőčĺå őŕâĺňĺğăæĺőŋŋëå ğăďăç ěáâì ąőńěě ŕàőáâëě ĺ ąëáâàëě ăńčőàĺâňë, çěň ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě. Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň ğăďăçĺ, łőâőàëě ňőęŋő àěèăâì á ŕőňőéìî ęăďŋëå ăńčőàĺâňőć (greedy algorithms). Šăłőľ ăńčőàĺâň ďěńăěâ ŋă łăęďőň èăčě ńőłăńìŋő őŕâĺňăńìŋëľ ćëąőà, — ć ŋăďěęďě, çâő ĺâőčőćőě àěèěŋĺě âăłęě őłăęěâáï őŕâĺňăńìŋëň. İâő ŋě ćáěčďă âăł — ŋő ďńï ňŋőčĺå ğăďăç âăłĺě ăńčőàĺâňë ďěľáâćĺâěńìŋő ďăîâ őŕâĺňãň. Ŋăè ŕěàćëľ ŕàĺňěà — ŕàőáâăï, ŋő ŋě ćŕőńŋě âàĺćĺăńìŋăï ğăďăçă ő ćëąőàě ğăïćőł (àăğďěń 17.1). Ďăńěě (àăğďěń 17.2) ňë őąáãęďăěň, ďńï łăłĺå ğăďăç čőďïâáï ęăďŋëě ăńčőàĺâňë. Ć àăğďěńě 17.3 àăááłăğëćăěâáï ő áęăâĺĺ ĺŋäőàňăæĺĺ á ŕőňőéìî łőďőć Ţăääňěŋă, łőâőàëě áâàőïâáï ęăďŋëň ăńčőàĺâňőň. Řăğďěń 17.4 ŕőáćïéñŋ âăł ŋăğëćăěňëň ňăâàőĺďăň — łőňąĺŋăâőàŋëň őąêěłâăň, áćïğăŋŋëň á ęăďŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ. Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 17.5 ňë ŕàĺňěŋïěň ňăâàőĺďë ł ğăďăçě ő àăáŕĺáăŋĺĺ ďńï ğăłăğőć àăćŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ áő áàőłăňĺ ĺ èâàăäăňĺ.

Ć áńěďãîéĺå čńăćăå ňë ŋě àăğ ćáâàěâĺňáï á ęăďŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ (ğăďăçă ő ňĺŋĺňăńìŋőň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě, ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë, ęăďŋăï íćàĺáâĺłă Ţćăâăńă ďńï ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćă ĺ ďàãčĺě). Ňĺŋĺňăńìŋëě ŕőłàëćăîéĺě ďěàěćìï — łńăááĺçěáłĺľ ŕàĺňěà ĺáŕőńìğőćăŋĺï ęăďŋőčő ăńčőàĺâňă, âăł çâő ŕăàăńńěńìŋő á íâőľ čńăćőľ ňőęŋő çĺâăâì čńăćã 24.

17.1 Ğăďăçă ő ćëąőàě ğăïćőł

Ŕãáâì ďăŋë n ğăïćőł ŋă ŕàőćěďěŋĺě ğăŋïâĺľ ć őďŋőľ ĺ âőľ ęě ăãďĺâőàĺĺ. Ďćă àăğŋëå ğăŋïâĺï ŋě ňőčãâ ŕěàěłàëćăâìáï ŕő ćàěňěŋĺ. Ć łăęďőľ ğăïćłě ãłăğăŋë ŋăçăńő ĺ łőŋěæ ğăŋïâĺï (s_i ĺ f_i ďńï i-ľ ğăïćłĺ). Řăğŋëě ğăïćłĺ ňőčãâ ŕěàěáěłăâìáï, ĺ âőčďă ňőęŋő ãďőćńěâćőàĺâì âőńìłő őďŋã ĺğ ŋĺå. Ňë őâőęďěáâćńïěň łăęďãî ğăïćłã á ŕàőňěęãâłőň [s_i, f_i), âăł çâő łőŋěæ őďŋőčő ğăŋïâĺï ňőęěâ áőćŕăďăâì á ŋăçăńőň ďàãčőčő, ĺ íâő ŋě áçĺâăěâáï ŕěàěáěçěŋĺěň.

Ťőàňăńìŋő čőćőàï, ğăïćłĺ á ŋőňěàăňĺ i ĺ j áőćňěáâŋë (compatible), ěáńĺ ĺŋâěàćăńë [s_i, f_i) ĺ [s_j , f_j) ŋě ŕěàěáěłăîâáï (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ f_i ⩽ s_j ĺńĺ f_j ⩽ s_i). Ğăďăçă ő ćëąőàě ğăïćőł (activity-selection problem) áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŋăąàăâì ňăłáĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő áőćňěáâŋëå ďàãč á ďàãčőň ğăïćőł.

Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň àăąőâăěâ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ğăïćłĺ ãŕőàïďőçěŋë ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ćàěňěŋĺ őłőŋçăŋĺï:

f_1 ⩽ f_2 ⩽ . . . ⩽ f_n. (17.1)

Ěáńĺ íâő ŋě âăł, âő ňőęŋő őâáőàâĺàőćăâì ĺå ğă ćàěňï O(n log n); ğăïćłĺ á őďĺŋăłőćëň ćàěňěŋěň łőŋæă àăáŕőńăčăěň ć ŕàőĺğćőńìŋőň ŕőàïďłě.

Šőčďă ăńčőàĺâň ćëčńïďĺâ âăł (f ĺ s — ňăááĺćë):

Greedy-Activity-Selector(s, f) 1 n ← length[s] 2 A ← {1} 3 j ← 1 4 for i ← 2 to n 5 do if s_i ⩾ f_j 6 then A ← A ∪ {i} 7 j ← i 8 return A

Řăąőâă íâőčő ăńčőàĺâňă ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 17.1. Ňŋőęěáâćő A áőáâőĺâ ĺğ ŋőňěàőć ćëąàăŋŋëå ğăïćőł, j — ŋőňěà ŕőáńěďŋěľ ĺğ ŋĺå; ŕàĺ íâőň

f_j = max{ f_k : k ∈ A }, (17.2)

ŕőáłőńìłã ğăïćłĺ őâáőàâĺàőćăŋë ŕő ćàěňěŋăň őłőŋçăŋĺï. Ćŋăçăńě A áőďěàęĺâ ğăïćłã ŋőňěà 1, ĺ j = 1 (áâàőłĺ 2–3). Ďăńěě (æĺłń ć áâàőłăå 4–7) ĺéěâáï ğăïćłă, ŋăçĺŋăîéăïáï ŋě àăŋìèě őłőŋçăŋĺï ğăïćłĺ ŋőňěà j. Ěáńĺ âăłőćăï ŋăľďěŋă, őŋă ćłńîçăěâáï ć ňŋőęěáâćő A ĺ ŕěàěňěŋŋőľ j ŕàĺáćăĺćăěâáï ěñ ŋőňěà (áâàőłĺ 6–7).

Ăńčőàĺâň Greedy-Activity-Selector âàěąãěâ ćáěčő ńĺèì Θ(n) èăčőć (ŋě áçĺâăï ŕàěďćăàĺâěńìŋőľ áőàâĺàőćłĺ). Łăł ĺ ŕőďőąăěâ ęăďŋőňã ăńčőàĺâňã, ŋă łăęďőň èăčě őŋ ďěńăěâ ćëąőà âăł, çâőąë őáâăîéěěáï áćőąőďŋëň ćàěňï ąëńő ňăłáĺňăńìŋő.

Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă

Ŋě ďńï ćáěå ğăďăç ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăñâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě, ŋő ďńï ŋăèěľ ďăñâ. Şąěďĺňáï ć íâőň.

Šěőàěňă 17.1. Ăńčőàĺâň Greedy-Activity-Selector ďăñâ ŋăąőà ĺğ ŋăĺąőńìèěčő ćőğňőęŋőčő łőńĺçěáâćă áőćňěáâŋëå ğăïćőł.

i s_i f_i 1 1 4 2 3 5 3 0 6 4 5 7 5 3 8 6 5 9 7 6 10 8 8 11 9 8 12 10 2 13 11 12 14

Řĺáãŋőł 17.1 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Greedy-Activity-Selector ďńï 11 ğăïćőł (âăąńĺæă áńěćă). Łăęďăï áâàőłă ŋă àĺáãŋłě áőőâćěâáâćãěâ őďŋőňã ŕàőåőďã æĺłńă ć áâàőłăå 4–7. Śěàëě ğăïćłĺ ãęě ćłńîçěŋë ć A, ąěńăï áěľçăá àăááňăâàĺćăěâáï. Ěáńĺ ńěćëľ łőŋěæ ąěńőčő ŕàïňőãčőńìŋĺłă ńěćěě ŕàăćőčő łőŋæă ŕàăćőčő áěàőčő (áâàěńłă ĺďñâ ćńěćő), âő ğăïćłă őâćěàčăěâáï. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě őŋă ďőąăćńïěâáï ł A.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ğăïćłĺ őâáőàâĺàőćăŋë ŕő ćőğàăáâăŋĺî ćàěňěŋĺ őłőŋçăŋĺï. Ŕàěęďě ćáěčő ďőłăęěň, çâő áãéěáâćãěâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő ćëąőàě ğăïćőł, áőďěàęăéěě ğăïćłã ŋőňěà 1 (á áăňëň àăŋŋĺň ćàěňěŋěň őłőŋçăŋĺï). Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ć łăłőň-âő őŕâĺňăńìŋőň ňŋőęěáâćě ğăïćőł ğăïćłă ŋőňěà 1 ŋě áőďěàęĺâáï, âő ňőęŋő ğăňěŋĺâì ć ŋñň ğăïćłã á áăňëň àăŋŋĺň ćàěňěŋěň őłőŋçăŋĺï ŋă ğăïćłã ŋőňěà 1, çâő ŋě ŕőćàěďĺâ áőćňěáâŋőáâĺ ğăïćőł (ĺąő ğăïćłă ŋőňěà 1 łőŋçăěâáï ěéñ àăŋìèě, çěň ŕàěęŋïï, ĺ ŋĺ á çěň ŕěàěáěçìáï ŋě ňőęěâ) ĺ ŋě ĺğňěŋĺâ ĺå őąéěčő łőńĺçěáâćă. Śâăńő ąëâì, ňőęŋő ĺáłăâì őŕâĺňăńìŋőě ňŋőęěáâćő ğăïćőł A áàěďĺ áőďěàęăéĺå ğăïćłã ŋőňěà 1: áãéěáâćãěâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě, ŋăçĺŋăîéěěáï á ęăďŋőčő ćëąőàă.

Ŕőáńě âőčő łăł ňë ďőčőćőàĺńĺáì àăááňăâàĺćăâì âőńìłő ŋăąőàë, áőďěàęăéĺě ğăïćłã ŋőňěà 1, ćáě ŋěáőćňěáâŋëě á ŋěľ ğăïćłĺ ňőęŋő ćëłĺŋãâì, ĺ ğăďăçă áćőďĺâáï ł ćëąőàã őŕâĺňăńìŋőčő ŋăąőàă ğăïćőł ĺğ ňŋőęěáâćă őáâăćèĺåáï ğăïćőł (áőćňěáâŋëå á ğăïćłőľ ŋőňěà 1). Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë áćěńĺ ğăďăçã ł ăŋăńőčĺçŋőľ ğăďăçě á ňěŋìèĺň çĺáńőň ğăïćőł. Řăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ŕőńãçăěň, çâő, ďěńăï ŋă łăęďőň èăčě ęăďŋëľ ćëąőà, ňë ŕàĺďñň ł őŕâĺňăńìŋőňã àěèěŋĺî.

Şŕàăęŋěŋĺï

17.1-1 Ğăďăçã ő ćëąőàě ğăïćőł ňőęŋő àěèăâì á ŕőňőéìî ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, ćëçĺáńïï ŕőáńěďőćăâěńìŋő (ďńï i = 1, 2, . . ., n) çĺáńő m_i — ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě çĺáńő áőćňěáâŋëå ğăïćőł áàěďĺ ğăïćőł á ŋőňěàăňĺ 1, 2, . . ., i (áçĺâăï, çâő ŋěàăćěŋáâćő (17.1) ćëŕőńŋěŋő). Śàăćŋĺâě ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă ĺ ăńčőàĺâňă Greedy-Activity-Selector.

17.1-2 Ŕãáâì ŕő-ŕàěęŋěňã ĺňěěâáï ňŋőęěáâćő ğăïćőł ŋă ŕàőćěďěŋĺě ğăŋïâĺľ (łăęďăï ğăïćłă ãłăğëćăěâ ŋăçăńő ĺ łőŋěæ), ŋő ăãďĺâőàĺľ áłőńìłő ãčőďŋő. Ŋãęŋő àăáŕàěďěńĺâì ğăïćłĺ ŕő ăãďĺâőàĺïň, ĺáŕőńìğãï łăł ňőęŋő ňěŋìèě ăãďĺâőàĺľ. Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã.

İâă ğăďăçă ĺğćěáâŋă âăłęě łăł ğăďăçă ő àăáłàăáłě ĺŋâěàćăńìŋőčő čàăäă (interval-graph coloring problem). Řăááňőâàĺň čàăä, ćěàèĺŋăňĺ łőâőàőčő ïćńïîâáï ğăïćłĺ, ŕàĺçñň ćěàèĺŋë áőěďĺŋěŋë àěąàőň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áőőâćěâáâćãîéĺě ğăïćłĺ ŋěáőćňěáâŋë. Ŋăĺňěŋìèěě łőńĺçěáâćő æćěâőć, ŋěőąåőďĺňőě ďńï àăáłàăáłĺ ćěàèĺŋ čàăäă âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ćěàèĺŋë őďŋőčő æćěâă ŋě ąëńĺ áőěďĺŋěŋë, ĺ ěáâì ŋăĺňěŋìèěě łőńĺçěáâćő ăãďĺâőàĺľ, ŋěőąåőďĺňőě ďńï ćëŕőńŋěŋĺï ćáěå ğăïćőł.

17.1-3 Ďńï ğăďăçĺ ő ćëąőàě ğăïćőł ćőğňőęŋő ŋěáłőńìłő áŕőáőąőć ęăďŋőčő ćëąőàă, ĺ ŋě ćáě őŋĺ čőďïâáï. Ŕőłăęĺâě ŋă ŕàĺňěàě, çâő ŕàăćĺńă ”ŋă łăęďőň èăčě ćëąĺàăâì ğăïćłã ŋăĺňěŋìèěľ ďńĺâěńìŋőáâĺ, áőćňěáâŋãî á ãęě ćëąàăŋŋëňĺ”, ă âăłęě ”ŋă łăęďőň èăčě ćëąĺàăâì ğăïćłã, áőćňěáâŋãî á ŋăĺąőńìèĺň łőńĺçěáâćőň őáâăîéĺåáï”, ŋě čőďïâáï.

17.2 Łőčďă ŕàĺňěŋĺň ęăďŋëľ ăńčőàĺâň?

Łăł ãğŋăâì, ďăáâ ńĺ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň őŕâĺňãň ŕàĺňěŋĺâěńìŋő ł ďăŋŋőľ ğăďăçě? Őąéĺå àěæěŕâőć âãâ ŋěâ, ŋő áãéěáâćãîâ ďćě őáőąěŋŋőáâĺ, åăàăłâěàŋëě ďńï ğăďăç, àěèăěňëå ęăďŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ. İâő ŕàĺŋæĺŕ ęăďŋőčő ćëąőàă ĺ áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç.

Ŕàĺŋæĺŕ ęăďŋőčő ćëąőàă

Čőćőàïâ, çâő ł őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçě ŕàĺňěŋĺň ŕàĺŋæĺŕ ęăďŋőčő ćëąőàă (greedy-choice property), ěáńĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ńőłăńìŋő őŕâĺňăńìŋëå (ęăďŋëå) ćëąőàőć ďăěâ čńőąăńìŋő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě. Řăğńĺçĺě ňěęďě ęăďŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ ĺ ďĺŋăňĺçěáłĺň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺěň ňőęŋő ŕőïáŋĺâì âăł: ŋă łăęďőň èăčě ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ąěàñâ ”áăňëľ ęĺàŋëľ łãáőł”, ă ŕőâőň ãęě ŕëâăěâáï áďěńăâì ŋăĺńãçèĺľ ćëąőà áàěďĺ őáâăćèĺåáï, łăłőćë ąë őŋĺ ŋĺ ąëńĺ; ăńčőàĺâň ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ŕàĺŋĺňăěâ àěèěŋĺě, ŕàőáçĺâăć ğăàăŋěě ŕőáńěďáâćĺï ďńï ćáěå ćăàĺăŋâőć.

Łăł ďőłăğăâì, çâő ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăñâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě? İâő ŋě ćáěčďă âàĺćĺăńìŋő, ŋő ć âĺŕĺçŋőň áńãçăě âăłőě ďőłăğăâěńìáâćő áńěďãěâ áåěňě, ĺáŕőńìğőćăŋŋőľ ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 17.1. Śŋăçăńă ňë ďőłăğëćăěň, çâő ęăďŋëľ ćëąőà ŋă ŕěàćőň èăčě ŋě ğăłàëćăěâ ŕãâĺ ł őŕâĺňăńìŋőňã àěèěŋĺî: ďńï ćáïłőčő àěèěŋĺï ěáâì ďàãčőě, áőčńăáőćăŋŋőě á ęăďŋëň ćëąőàőň ĺ ŋě åãďèěě ŕěàćőčő. Ğăâěň ŕőłăğëćăěâáï, çâő ŕőďğăďăçă, ćőğŋĺłăîéăï ŕőáńě ęăďŋőčő ćëąőàă ŋă ŕěàćőň èăčě, ăŋăńőčĺçŋă ĺáåőďŋőľ, ĺ àăááãęďěŋĺě ğăćěàèăěâáï ŕő ĺŋďãłæĺĺ.

Őŕâĺňăńìŋőáâì ďńï ŕőďğăďăç

Čőćőàï ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, àěèăěňëě á ŕőňőéìî ęăďŋëå ăńčőàĺâňőć ğăďăçĺ őąńăďăîâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç (have optimal substructure): őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ćáěľ ğăďăçĺ áőďěàęĺâ ć áěąě őŕâĺňăńìŋëě àěèěŋĺï ŕőďğăďăç. (Ś íâĺň áćőľáâćőň ňë ãęě ćáâàěçăńĺáì, čőćőàï ő ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ.) Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 17.1 ňë ćĺďěńĺ, çâő ěáńĺ A — őŕâĺňăńìŋëľ ŋăąőà ğăïćőł, áőďěàęăéĺľ ğăïćłã ŋőňěà 1, âő A^′ = A \ {1} — őŕâĺňăńìŋëľ ŋăąőà ğăïćőł ďńï ňěŋìèěčő ňŋőęě-

Łőčďă ŕàĺňěŋĺň ęăďŋëľ ăńčőàĺâň? 331

áâćă ğăïćőł S^′, áőáâőïéěčő ĺğ âěå ğăïćőł, ďńï łőâőàëå s_i ⩾ f_1.

Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ĺńĺ ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě?

Ĺ ęăďŋëě ăńčőàĺâňë, ĺ ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě őáŋőćëćăîâáï ŋă áćőľáâćě őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç, ŕőíâőňã ňőęěâ ćőğŋĺłŋãâì ĺáłãèěŋĺě ŕàĺňěŋĺâì ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ć áĺâãăæĺĺ, čďě åćăâĺńő ąë ęăďŋőčő ăńčőàĺâňă, ĺńĺ, ŋăŕàőâĺć, ŕàĺňěŋĺâì ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ł ğăďăçě, ć łőâőàőľ őŋ ŋě ďăáâ őŕâĺňãňă. Ňë ŕàőĺńńîáâàĺàãěň ćőğňőęŋëě ńőćãèłĺ ŋă ŕàĺňěàě ďćãå ćăàĺăŋâőć łńăááĺçěáłőľ őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ.

Ďĺáłàěâŋăï ğăďăçă ő àîłğăłě (0-1 knapsack problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ŕãáâì ćőà ŕàőąàăńáï ŋă áłńăď, ŋă łőâőàőň åàăŋĺâáï n ćěéěľ. Ćěéì ŋőňěà i áâőĺâ v_i ďőńńăàőć ĺ ćěáĺâ w_i łĺńőčàăňňőć (v_i ĺ w_i — æěńëě çĺáńă). Ćőà åőçěâ ãłàăáâì âőćăàă ŋă ňăłáĺňăńìŋãî áãňňã, ŕàĺçñň ňăłáĺňăńìŋëľ ćěá, łőâőàëľ őŋ ňőęěâ ãŋěáâĺ ć àîłğăłě, àăćěŋ W (çĺáńő W âőęě æěńőě). Ůâő őŋ ďőńęěŋ ŕőńőęĺâì ć àîłğăł?

Ŋěŕàěàëćŋăï ğăďăçă ő àîłğăłě (fractional knapsack problem) őâńĺçăěâáï őâ ďĺáłàěâŋőľ âěň, çâő ćőà ňőęěâ ďàőąĺâì łàăďěŋëě âőćăàë ŋă çăáâĺ ĺ ãłńăďëćăâì ć àîłğăł íâĺ çăáâĺ, ă ŋě őąïğăâěńìŋő ćěéĺ æěńĺłőň (ěáńĺ ć ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçě ćőà ĺňěěâ ďěńő á ğőńőâëňĺ áńĺâłăňĺ, âő ć ŋěŕàěàëćŋőľ — á ğőńőâëň ŕěáłőň).

Őąě ğăďăçĺ ő àîłğăłě őąńăďăîâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç. Ć áăňőň ďěńě, àăááňőâàĺň ďĺáłàěâŋãî ğăďăçã. Ćëŋãć ćěéì ŋőňěà j ĺğ őŕâĺňăńìŋő ğăčàãęěŋŋőčő àîłğăłă, ŕőńãçĺň àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő àîłğăłě á ňăłáĺňăńìŋëň ćěáőň W − w_j ĺ ŋăąőàőň ĺğ n − 1 ćěéĺ (ćáě ćěéĺ, łàőňě j-ľ). Ăŋăńőčĺçŋőě àăááãęďěŋĺě ŕàőåőďĺâ ĺ ďńï ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ: ćëŋãć ĺğ őŕâĺňăńìŋő ğăčàãęěŋŋőčő àîłğăłă, ć łőâőàőň ńěęĺâ w łĺńőčàăňňőć âőćăàă ŋőňěà j, ćěáì íâőâ âőćăà, ŕőńãçĺň őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ, ć łőâőàőľ ňăłáĺňăńìŋëľ ćěá àăćěŋ W − w (ćňěáâő W ), ă łőńĺçěáâćő j-čő âőćăàă àăćŋő w_j − w (ćňěáâő w_j ).

Ţőâï ďćě ğăďăçĺ ő àîłğăłě ĺ ŕőåőęĺ, ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăñâ őŕâĺňãň ć ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçě ő àîłğăłě ĺ ŋě ďăñâ ć ďĺáłàěâŋőľ. Ć áăňőň ďěńě, àěèěŋĺě ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ ő àîłğăłě á ŕőňőéìî ęăďŋőčő ăńčőàĺâňă ćëčńïďĺâ âăł. Ćëçĺáńĺň æěŋë (ć àăáçñâě ŋă łĺńőčàăňň) ćáěå âőćăàőć (æěŋă âőćăàă ŋőňěà i àăćŋă v_i/w_i). Śŋăçăńă ćőà ąěàñâ ŕő ňăłáĺňãňã áăňőčő ďőàőčőčő âőćăàă; ěáńĺ ćěáì íâőâ âőćăà łőŋçĺńáï, ă àîłğăł ŋě ğăŕőńŋěŋ, ćőà ąěàñâ áńěďãîéĺľ ŕő æěŋě âőćăà, ğăâěň áńěďãîéĺľ, ĺ âăł ďăńěě, ŕőłă ŋě ŋăąěàñâ ćěá W . Ŕőáłőńìłã âőćăàë ŋăďő ŕàěďćăàĺâěńìŋő őâáőàâĺàőćăâì ŕő æěŋăň, ŋă çâő ãľďñâ ćàěňï O(n log n), ćàěňï àăąőâë őŕĺáăŋŋőčő ăńčőàĺâňă ąãďěâ O(n log n). Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 17.2-1 ňë ŕőŕàőáĺň ćăá ďőłăğăâì, çâő őŕĺáăŋŋëľ ăńčőàĺâň ďěľáâćĺâěńìŋő ďăěâ őŕâĺňãň.

Řĺáãŋőł 17.2 Ć ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçě ő àîłğăłě ęăďŋăï áâàăâěčĺï ňőęěâ ŋě áàăąőâăâì. (ă) Ćőà ďőńęěŋ ćëąàăâì ďćě ćěéĺ ĺğ âàñå á âěň, çâőąë ĺå áãňňăàŋëľ ćěá ŋě ŕàěćëáĺń 50 łč. (ą) Őŕâĺňăńìŋëľ ćëąőà — ćâőàăï ĺ âàěâìï ćěéĺ; ěáńĺ ŕőńőęĺâì ć àîłğăł ŕěàćãî, âő ćëąőà őŕâĺňăńìŋëň ŋě ąãďěâ, åőâï ĺňěŋŋő őŋă ďőàőęě ćáěå ć àăáçñâě ŋă ěďĺŋĺæã ćěáă. (ć) Ďńï ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ ő àîłğăłě á âěňĺ ęě ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ćëąőà âőćăàőć ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï æěŋë ŋă ěďĺŋĺæã ćěáă ąãďěâ őŕâĺňăńěŋ.

Ůâőąë ãąěďĺâìáï ć âőň, çâő ăŋăńőčĺçŋëľ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ŋě őąïğăŋ ďăćăâì őŕâĺňãň ć ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçě ő àîłğăłě, ćğčńïŋĺâě ŋă àĺá. 17.2ă. Čàãğőŕőďêñňŋőáâì àîłğăłă 50 łč, ŋă áłńăďě ĺňěîâáï âàĺ ćěéĺ, ćěáïéĺě 10, 20 ĺ 30 łč ĺ áâőïéĺě 60, 100 ĺ 120 ďőńńăàőć áőőâćěâáâćěŋŋő. Űěŋă ĺå ć àăáçñâě ŋă ěďĺŋĺæã ćěáă àăćŋă 6, 5 ĺ 4. Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŋăçăńă ŕőńőęĺâ ć àîłğăł ćěéì ŋőňěà 1; őďŋăłő őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ćłńîçăěâ ŕàěďňěâë ŋőňěà 2 ĺ 3.

Ďńï ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ á âěňĺ ęě ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, ŕàěďŕĺáëćăîéĺľ ŋăçăâì á âőćăàă ŋőňěà 1, ďăñâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě (àĺá. 17.2ć). Ć ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçě âăłăï áâàăâěčĺï ŋě áàăąăâëćăěâ: ŕőńőęĺć ć àîłğăł ŕàěďňěâ ŋőňěà 1, ćőà ńĺèăěâáï ćőğňőęŋőáâĺ ğăŕőńŋĺâì àîłğăł ”ŕőď ğăćïğłã”, ă ŕãáâőě ňěáâő ć àîłğăłě áŋĺęăěâ æěŋã ŋăćőàőćăŋŋőčő ć àăáçñâě ŋă ěďĺŋĺæã ćěáă. Ŕàĺ àěèěŋĺĺ ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçĺ ő àîłğăłě, çâőąë àěèĺâì, łńăáâì ńĺ ďăŋŋãî ćěéì ć àîłğăł, ŋăďő áàăćŋĺâì àěèěŋĺě ŕőďğăďăçĺ, ćőğŋĺłăîéěľ, ěáńĺ ďăŋŋăï ćěéì ğăćěďőňő ńěęĺâ ć àîłğăłě, á ŕőďğăďăçěľ, ćőğŋĺłăîéěľ, ěáńĺ íâőľ ćěéĺ ć àîłğăłě ğăćěďőňő ŋěâ. Šěň áăňëň ďĺáłàěâŋăï ğăďăçă ő àîłğăłě ŕőàőęďăěâ ňŋőęěáâćő ŕěàěłàëćăîéĺåáï ŕőďğăďăç — âĺŕĺçŋëľ ŕàĺğŋăł âőčő, çâő ňőęěâ ŕàĺčőďĺâìáï ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě. Ĺ ďěľáâćĺâěńìŋő, ł ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçě ő àîłğăłě őŋő ŕàĺňěŋĺňő (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 17.2-2).

Şŕàăęŋěŋĺï

17.2-1 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ ő àîłğăłě ćëŕőńŋěŋ ŕàĺŋæĺŕ ęăďŋőčő ćëąőàă.

17.2-2 Řăğàăąőâăľâě őáŋőćăŋŋëľ ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ ăńčőàĺâň ďńï àěèěŋĺï ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçĺ ő àîłğăłě. Ăńčőàĺâň ďőńęěŋ àăąőâăâì ğă ćàěňï O(nW ) (n — łőńĺçěáâćő ćěéěľ, W — ňăłáĺňăńìŋëľ ćěá àîłğăłă).

17.2-3 Ŕãáâì ć ďĺáłàěâŋőľ ğăďăçě ő àîłğăłě ćěéĺ ňőęŋő ãŕőàïďőçĺâì âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őďŋőćàěňěŋŋő ćëŕőńŋïńĺáì ŋěàăćěŋáâćă w_1 ⩽ w_2 ⩽ · · · ⩽ w_n ĺ v_1 ⩾ v_2 ⩾ · · · ⩾ v_n. Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï őŕâĺňăńìŋőčő ŋăąőàă ĺ ďőłăęĺâě, çâő őŋ ŕàăćĺńěŋ.

17.2-4 Ŕàőäěááőà ěďěâ ŕő èőááě ĺğ Ŕěâěàąãàčă ć Ňőáłćã, ĺňěï ŕàĺ áěąě łăàâã á ãłăğăŋĺěň ćáěå áâőïéĺå ŋă èőááě ąěŋğőłőńőŋőł ĺ àăááâőïŋĺľ ňěęďã ŋĺňĺ. Ĺğćěáâŋő àăááâőïŋĺě, łőâőàőě ňőęěâ ŕàőěåăâì ňăèĺŋă á ŕőńŋőáâìî ğăŕàăćńěŋŋëň ąăłőň. Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŕőğćőńïîéĺľ ćëïáŋĺâì, ŋă łăłĺå ąěŋğőłőńőŋłăå ŋăďő ğăŕàăćńïâìáï, çâőąë łőńĺçěáâćő ğăŕàăćőł ąëńő ňĺŋĺňăńìŋő. (Ć ŋăçăńě ŕãâĺ ąăł ŕőńőŋ.)

17.2-5 Ďăŋő n âőçěł x_1, x_2, . . ., x_n ŋă łőőàďĺŋăâŋőľ ŕàïňőľ; âàěąãěâáï ŕőłàëâì ćáě íâĺ âőçłĺ ŋăĺňěŋìèĺň çĺáńőň őâàěğłőć ďńĺŋë 1. Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã őŕâĺňĺğăæĺőŋŋãî ğăďăçã.

17.2-6^⋆ Ŕàěďŕőńăčăï ĺğćěáâŋëň àěèěŋĺě ğăďăçĺ 10-2, ŋăľďĺâě àěèěŋĺě ŋěŕàěàëćŋőľ ğăďăçĺ ő àîłğăłě ğă ćàěňï O(n).

17.3 Łőďë Ţăääňěŋă

Łőďë Ţăääňěŋă èĺàőłő ĺáŕőńìğãîâáï ŕàĺ áęăâĺï ĺŋäőàňăæĺĺ (ć âĺŕĺçŋőľ áĺâãăæĺĺ ćëĺčàëè ňőęěâ áőáâăćĺâì őâ 20% ďő 90% ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âĺŕă äăľńă). Ăńčőàĺâň Ţăääňěŋă ŋăåőďĺâ őŕâĺňăńìŋëě łőďë áĺňćőńőć (ĺáåőďï ĺğ çăáâőâë ĺáŕőńìğőćăŋĺï íâĺå áĺňćőńőć ć áęĺňăěňőň âěłáâě) á ŕőňőéìî ęăďŋőčő ćëąőàă.

Ŕãáâì ć äăľńě ďńĺŋë 100 000 ĺğćěáâŋë çăáâőâë áĺňćőńőć (àĺá. 17.3). Ňë åőâĺň ŕőáâàőĺâì ďćőĺçŋëľ łőď (binary character code), ć łőâőàőň łăęďëľ áĺňćőń ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě łőŋěçŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ąĺâőć, ŋăğëćăěňőľ łőďőćëň áńőćőň (codeword). Ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ àăćŋőňěàŋőčő łőďă (fixed-length code), ć łőâőàőň ćáě łőďőćëě áńőćă ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî ďńĺŋã, ŋă łăęďëľ áĺňćőń (ĺğ èěáâĺ ĺňěîéĺåáï) ŋăďő ŕőâàăâĺâì łăł ňĺŋĺňãň âàĺ ąĺâă, ŋăŕàĺňěà, a = 000, b = 001, . . ., f = 101. Ŋă ćěáì äăľń ãľďěâ 300 000 ąĺâőć — ŋěńìğï ńĺ ãňěŋìèĺâì íâő çĺáńő?

Ŋěàăćŋőňěàŋëľ łőď (variable-length code) ąãďěâ íłőŋőňŋěě, ěáńĺ çăáâő ćáâàěçăîéĺěáï áĺňćőńë ğăłőďĺàőćăâì łőàőâłĺňĺ ŕőáńěďőa b c d e f

Łőńĺçěáâćő (ć âëáïçăå) 45 13 12 16 9 5 Řăćŋőňěàŋëľ łőď 000 001 010 011 100 101 Ŋěàăćŋőňěàŋëľ łőď 0 101 100 111 1101 1100

Řĺáãŋőł 17.3 Ğăďăçă ő ćëąőàě łőďă. Ć äăľńě ďńĺŋőľ 100 000 áĺňćőńőć ćáâàěçăîâáï âőńìłő ńăâĺŋáłĺě ąãłćë őâ a ďő f (ć âăąńĺæě ãłăğăŋő, ŕő áłőńìłã àăğ łăęďăï). Ěáńĺ łăęďãî ąãłćã ğăłőďĺàőćăâì âàěňï ąĺâăňĺ, âő ćáěčő ąãďěâ 300 000 ąĺâőć. Ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăâì ŋěàăćŋőňěàŋëľ łőď (ŋĺęŋïï áâàőłă), âő ďőáâăâőçŋő 224 000 ąĺâőć.

ćăâěńìŋőáâïňĺ ąĺâőć, ă àěďłő ćáâàěçăîéĺěáï — ďńĺŋŋëňĺ. Őďĺŋ âăłőľ łőď ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 17.3: ąãłćă a ĺğőąàăęăěâáï őďŋőąĺâőćőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî 0, ă ąãłćă f — çěâëàñåąĺâőćőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî 1100. Ŕàĺ âăłőľ łőďĺàőćłě ŋă ćěáì äăľń ãľďñâ

(45 · 1 + 13 · 3 + 12 · 3 + 16 · 3 + 9 · 4 + 5 · 4) · 1000 = 224 000

ąĺâőć, çâő ďăñâ őłőńő 25% íłőŋőňĺĺ. (Ďăńěě ňë ãćĺďĺň, çâő íâőâ łőď ąãďěâ őŕâĺňăńìŋëň.)

Ŕàěäĺłáŋëě łőďë

Ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì âőńìłő łőďë, ć łőâőàëå ĺğ ďćãå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ąĺâőć, ŕàěďáâăćńïîéĺå àăğńĺçŋëě áĺňćőńë, ŋĺ őďŋă ŋě ïćńïěâáï ŕàěäĺłáőň ďàãčőľ. Šăłĺě łőďë ŋăğëćăîâáï ŕàěäĺłáŋëňĺ łőďăňĺ (prefix codes; âăłőć őąéěŕàĺŋïâëľ âěàňĺŋ, åőâï ńőčĺçŋěě ąëńő ąë ŋăğëćăâì ĺå ” ąěáŕàěäĺłáŋëňĺ” łőďăňĺ). Ňőęŋő ŕőłăğăâì (ňë íâőčő ďěńăâì ŋě ąãďěň), çâő ďńï ńîąőčő łőďă, őąěáŕěçĺćăîéěčő őďŋőğŋăçŋőě ćőááâăŋőćńěŋĺě ĺŋäőàňăæĺĺ, áãéěáâćãěâ ŋě åãďèĺľ ěčő ŕàěäĺłáŋëľ łőď, âăł çâő ňë ŋĺçěčő ŋě âěàïěň.

Ŕàĺ łőďĺàőćăŋĺĺ łăęďëľ áĺňćőń ğăňěŋïěâáï ŋă áćőľ łőď. Ŋăŕàĺňěà, ďńï ŋěàăćŋőňěàŋőčő łőďă àĺá. 17.3 áâàőłă abc ğăŕĺèěâáï łăł 0101100. Ďńï ŕàěäĺłáŋőčő łőďă ďěłőďĺàőćăŋĺě őďŋőğŋăçŋő ĺ ćëŕőńŋïěâáï áńěćă ŋăŕàăćő. Ŕěàćëľ áĺňćőń âěłáâă, ğăłőďĺàőćăŋŋőčő ŕàěäĺłáŋëň łőďőň, őŕàěďěńïěâáï őďŋőğŋăçŋő, âăł łăł łőďĺàãîéăï ěčő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋě ňőęěâ ąëâì ŋăçăńőň łőďă łăłőčőâő ĺŋőčő áĺňćőńă. Ŋăľďï íâőâ ŕěàćëľ áĺňćőń ĺ őâąàőáĺć łőďĺàőćăćèãî ěčő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ąĺâőć, ňë ŕőćâőàïěň ŕàőæěáá ďńï őáâăćèĺåáï ąĺâőć, ĺ âăł ďăńěě. Ŋăŕàĺňěà, áâàőłă 001011101 (ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ŋěàăćŋőňěàŋőčő łőďă àĺá. 17.3) àăğąĺćăěâáï ŋă çăáâĺ 0 0 101 1101 ĺ ďěłőďĺàãěâáï łăł aabe.

Ďńï íääěłâĺćŋőľ àěăńĺğăæĺĺ ďěłőďĺàőćăŋĺï ŋăďő åàăŋĺâì ĺŋäőàňăæĺî ő łőďě ć ãďőąŋőľ äőàňě. Őďŋă ĺğ ćőğňőęŋőáâěľ — ŕàěďáâăćĺâì łőď ć ćĺďě ďćőĺçŋőčő ďěàěćă, ńĺáâìï łőâőàőčő áőőâćěâáâćãîâ łőďĺàãěňëň áĺňćőńăň. Ŕàĺ íâőň ŕãâì őâ ćěàèĺŋë ďěàěćă ďő łőďĺàãěňőčő áĺňćőńă őŕàěďěńïěâ łőďĺàãîéãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ąĺâőć: ŕőćőàőâ ŋăńěćő ďăñâ 0, ă ŕőćőàőâ ŋăŕàăćő — 1.

Řĺáãŋőł 17.4 Ďěàěćìï, áőőâćěâáâćãîéĺě ďćãň łőďăň àĺá. 17.3. Ć łăęďőň ńĺáâě ãłăğăŋ áőőâćěâáâćãîéĺľ áĺňćőń ĺ çăáâőâă ěčő ĺáŕőńìğőćăŋĺï ć âěłáâě. Ćő ćŋãâàěŋŋĺå ãğńăå ãłăğăŋă áãňňă çăáâőâ ďńï ńĺáâìěć áőőâćěâáâćãîéěčő ŕőďďěàěćă. (ă) Ďěàěćő, áőőâćěâáâćãîéěě àăćŋőňěàŋőňã łőďã a = 000, . . . , f = 100. (ą) Ďěàěćő, áőőâćěâáâćãîéěě őŕâĺňăńìŋőňã ŕàěäĺłáŋőňã łőďã a = 0, b = 101, . . . , f = 1100.

Ŋă àĺá. 17.4 ĺğőąàăęěŋë ďěàěćìï, áőőâćěâáâćãîéĺě ďćãň łőďăň àĺá. 17.3.

Őŕâĺňăńìŋőňã (ďńï ďăŋŋőčő äăľńă) łőďã ćáěčďă áőőâćěâáâćãěâ ďćőĺçŋőě ďěàěćő, ć łőâőàőň ćáïłăï ćěàèĺŋă, ŋě ïćńïîéăïáï ńĺáâőň, ĺňěěâ ďćőĺå ďěâěľ (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 17.3-1). Ć çăáâŋőáâĺ, àăćŋőňěàŋëľ łőď ĺğ ŋăèěčő ŕàĺňěàă őŕâĺňăńìŋëň ąëâì ŋě ňőęěâ, âăł łăł ć áőőâćěâáâćãîéěň ďěàěćě (àĺá. 17.4ă) ěáâì ćěàèĺŋă á őďŋĺň àěąñŋłőň (łőďë ŋěłőâőàëå áĺňćőńőć ŋăçĺŋăîâáï á 10 . . ., ŋő ŋĺ őďĺŋ łőď áĺňćőńă ŋě ŋăçĺŋăěâáï á 11 . . .). Šăłőě áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőčő łőďă ŕőğćőńïěâ ńěčłő ďőłăğăâì, çâő ďěàěćő őŕâĺňăńìŋőčő ŕàěäĺłáŋőčő łőďă ďńï äăľńă, ć łőâőàőň ĺáŕőńìğãîâáï ćáě áĺňćőńë ĺğ ŋěłőâőàőčő ňŋőęěáâćă C ĺ âőńìłő őŋĺ, áőďěàęĺâ àőćŋő |C| ńĺáâìěć, ŕő őďŋőňã ŋă łăęďëľ áĺňćőń, ĺ àőćŋő |C| − 1 ãğńőć, ŋě ïćńïîéĺåáï ńĺáâìïňĺ.

Ğŋăï ďěàěćő T , áőőâćěâáâćãîéěě ŕàěäĺłáŋőňã łőďã, ńěčłő ŋăľâĺ łőńĺçěáâćő ąĺâőć, ŋěőąåőďĺňőě ďńï łőďĺàőćăŋĺï äăľńă. Ĺňěŋŋő, ďńï łăęďőčő áĺňćőńă c ĺğ ăńäăćĺâă C ŕãáâì f[c] őąőğŋăçăěâ çĺáńő ěčő ćåőęďěŋĺľ ć äăľń, ă d_T (c) — čńãąĺŋã áőőâćěâáâćãîéěčő ńĺáâă ć ďěàěćě ĺńĺ, çâő âő ęě áăňőě, ďńĺŋã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ąĺâőć, łőďĺàãîéěľ c. Šőčďă ďńï łőďĺàőćăŋĺï äăľńă ŕőâàěąãěâáï

B(T ) = ∑ c∈C f[c]d_T (c) (17.3)

ąĺâőć. Ŋăğőćěň íâő çĺáńő áâőĺňőáâìî (cost) ďěàěćă T .

Ŕőáâàőěŋĺě łőďă Ţăääňěŋă

Ţăääňěŋ ŕőáâàőĺń ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ áâàőĺâ őŕâĺňăńìŋëľ ŕàěäĺłáŋëľ łőď. İâőâ łőď ŋăğëćăěâáï łőďőň Ţăääňěŋă (Huffman code). Ăńčőàĺâň áâàőĺâ ďěàěćő T , áőőâćěâáâćãîéěě őŕâĺňăńìŋőňã łőďã, áŋĺğã ććěàå, ŋăçĺŋăï á ňŋőęěáâćă ĺğ |C| ńĺáâìěć ĺ ďěńăï |C|−1 ”áńĺïŋĺľ”. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ďńï łăęďőčő áĺňćőńă c ∈ C ğăďăŋă ěčő çăáâőâă f[c]. Ďńï ŋăåőęďěŋĺï ďćãå őąêěłâőć, ŕőďńěęăéĺå áńĺïŋĺî, ĺáŕőńìğãěâáï őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ Q, ĺáŕőńìğãîéăï çăáâőâë f ć łăçěáâćě àăŋčőć — áńĺćăîâáï ďćă őąêěłâă á ŋăĺňěŋìèĺňĺ çăáâőâăňĺ. Ć àěğãńìâăâě áńĺïŋĺï ŕőńãçăěâáï ŋőćëľ őąêěłâ (ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă), çăáâőâă łőâőàőčő áçĺâăěâáï àăćŋőľ áãňňě çăáâőâ ďćãå áńĺćăěňëå őąêěłâőć.

Huffman(C) 1 n ← |C| 2 Q ← C 3 for i ← 1 to n − 1 4 do z ← Allocate-Node() 5 x ← left[z] ← Extract-Min(Q) 6 y ← right[z] ← Extract-Min(Q) 7 f[z] ← f[x] + f[y] 8 Insert(Q, z) 9 return Extract-Min(Q)

Řăąőâă íâőčő ăńčőàĺâňă ďńï ŋăèěčő ŕàĺňěàă ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 17.5. Ŕőáłőńìłã ĺňěěâáï ćáěčő 6 ąãłć, ŕěàćőŋăçăńìŋő őçěàěďì ĺňěěâ àăğňěà n = 6, ĺ ďńï ŕőáâàőěŋĺï ďěàěćă ŋãęŋő áďěńăâì 5 áńĺïŋĺľ. Ŕàěäĺłáŋëľ łőď áőőâćěâáâćãěâ ďěàěćã, ŕőńãçěŋŋőňã ć àěğãńìâăâě ćáěå íâĺå áńĺïŋĺľ.

Ć áâàőłě 2 ăńčőàĺâňă ć őçěàěďì Q ŕőňěéăîâáï áĺňćőńë ĺğ ăńäăćĺâă C (á áőőâćěâáâćãîéĺňĺ çăáâőâăňĺ). Ć æĺłńě (áâàőłĺ 3–8) ŕőćâőàïěâáï n − 1 àăğ áńěďãîéăï őŕěàăæĺï: ĺğ őçěàěďĺ ĺğëňăîâáï ďćě ćěàèĺŋë x ĺ y á ŋăĺňěŋìèĺňĺ çăáâőâăňĺ f[x] ĺ f[y], łőâőàëě ğăňěŋïîâáï ŋă őďŋã ćěàèĺŋã z á çăáâőâőľ f[x] + f[y] ĺ ďěâìňĺ x ĺ y (łőčő ĺğ ŋĺå áçĺâăâì ńěćëň àěąñŋłőň, ă łőčő ŕàăćëň — ŋěćăęŋő: łőď ŕőńãçĺâáï ďàãčőľ, ŋő ěčő áâőĺňőáâì ąãďěâ âă ęě). Ć łőŋæě ć őçěàěďĺ őáâăñâáï őďĺŋ ãğěń — łőàěŋì ŕőáâàőěŋŋőčő ďćőĺçŋőčő ďěàěćă. Śáëńłă ŋă ŋěčő ćőğćàăéăěâáï ć áâàőłě 9.

Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă, áçĺâăï, çâő őçěàěďì Q àěăńĺğőćăŋă ć ćĺďě ďćőĺçŋőľ łãçĺ (áň. čńăćã 7). Ĺŋĺæĺăńĺğăæĺî Q ć áâàőłě 2 ňőęŋő ŕàőćěáâĺ ğă O(n) őŕěàăæĺľ á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Build-Heap ĺğ àăğďěńă 7.3. Űĺłń ć áâàőłăå 3–8 ĺáŕőńŋïěâáï àőćŋő n − 1 àăğ; ŕőáłőńìłã łăęďăï őŕěàăæĺï á łãçěľ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(log n), őąéěě ćàěňï ąãďěâ O(n log n). Śâăńő ąëâì, ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Huffman ďńï ăńäăćĺâă ĺğ n áĺňćőńőć ąãďěâ O(n log n).

Řĺáãŋőł 17.5 Ŕàĺňěŋěŋĺě ăńčőàĺâňă Ţăääňěŋă ł âăąńĺæě çăáâőâ àĺá. 17.3. Ŕőłăğăŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋëě áőáâőïŋĺï őçěàěďĺ (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï çăáâőâ). Ŋă łăęďőň èăčě áńĺćăîâáï ďćă ŕőďďěàěćă á ŋăĺňěŋìèĺňĺ çăáâőâăňĺ. Ńĺáâìï — ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ, ć łőâőàëå áĺňćőń ĺ ěčő çăáâőâă àăğďěńěŋë ďćőěâőçĺěň. Ćŋãâàěŋŋĺě ćěàèĺŋë ĺğőąàăęěŋë łàãęłăňĺ, ć łőâőàëå ãłăğăŋë áãňňë çăáâőâ ĺå ďěâěľ. Řěąàő, ĺďãéěě ł ńěćőňã àěąñŋłã, ŕőňěçěŋő ŋãńěň, ł ŕàăćőňã — ěďĺŋĺæěľ. Ć àěğãńìâĺàãîéěň ďěàěćě łőď ńîąőčő áĺňćőńă ŋăŕĺáăŋ ŋă ŕãâĺ, ćěďãéěň ĺğ łőàŋï ł íâőňã áĺňćőńã. (ă) Ŋăçăńìŋăï áâăďĺï: n = 6 ńĺáâìěć, ŕő őďŋőňã ŋă áĺňćőń. (ą)–(ď) Ŕàőňěęãâőçŋëě áâăďĺĺ. (ě) Čőâőćőě ďěàěćő.

Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă Ţăääňěŋă

Ůâőąë ďőłăğăâì, çâő ęăďŋëľ ăńčőàĺâň Huffman ďěľáâćĺâěńìŋő ďăñâ őŕâĺňãň, ňë ŕőłăęěň, çâő ďńï ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőň ŕàěäĺłáŋőň łőďě ćëŕőńŋěŋë ŕàĺŋæĺŕ ęăďŋőčő ćëąőàă ĺ áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç. Ŋăçŋñň á ŕàĺŋæĺŕă ęăďŋőčő ćëąőàă.

Ńěňňă 17.2. Ŕãáâì ć ăńäăćĺâě C łăęďëľ áĺňćőń c ∈ C ĺňěěâ çăáâőâã f[c]. Ŕãáâì x, y ∈ C — ďćă áĺňćőńă á ŋăĺňěŋìèĺňĺ çăáâőâăňĺ. Šőčďă ďńï C áãéěáâćãěâ őŕâĺňăńìŋëľ ŕàěäĺłáŋëľ łőď, ć łőâőàőň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ąĺâőć, łőďĺàãîéĺě x ĺ y, ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî ďńĺŋã ĺ àăğńĺçăîâáï âőńìłő ć ŕőáńěďŋěň ąĺâě.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Şâćěàęďěŋĺě ńěňňë ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő, ěáńĺ ńĺáâìï, áőőâćěâáâćãîéĺě x ĺ y, ąãďãâ ąàăâìïňĺ. Řăááňőâàĺň ďěàěćő T , áőőâćěâáâćãîéěě ŕàőĺğćőńìŋőňã őŕâĺňăńìŋőňã ŕàěäĺłá-

Řĺáãŋőł 17.6 Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 17.2. Ğďěáì b ĺ c — ŋăĺąőńěě ãďăńñŋŋëě őâ łőàŋï ńĺáâìï-ąàăâìï, ă x ĺ y — ńĺáâìï á ŋăĺňěŋìèĺňĺ çăáâőâăňĺ. Őąňěŋ x ĺ b ŕàěćàăéăěâ ďěàěćő T ć T^′ , ă őąňěŋ y ĺ c ŕàěćàăéăěâ T^′ ć T^{′′}. Ŕàĺ łăęďőľ ĺğ ŕěàěáâăŋőćőł áâőĺňőáâì ďěàěćă ŋě ćőğàăáâăěâ.

ŋőňã łőďã, ĺ ŕőłăęěň, çâő ěčő ňőęŋő ňőďĺäĺæĺàőćăâì, ŋě ŋăàãèăï őŕâĺňăńìŋőáâĺ, âăł, çâőąë ćëèěãłăğăŋŋőě ãáńőćĺě ćëŕőńŋïńőáì.

Ć áăňőň ďěńě, àăááňőâàĺň ŕăàã áőáěďŋĺå (ĺňěîéĺå őąéěčő àőďĺâěńï) ńĺáâìěć ć ďěàěćě T , ŋăåőďïéãîáï ŋă ňăłáĺňăńìŋőň àăááâőïŋĺĺ őâ łőàŋï. (Šăłĺě áãéěáâćãîâ: ć őŕâĺňăńìŋőň ďěàěćě ćáě ćŋãâàěŋŋĺě ćěàèĺŋë ĺňěîâ áâěŕěŋì 2, ĺ ŕőâőňã ńĺáâ ŋăĺąőńìèěľ čńãąĺŋë ĺňěěâ ąàăâă.) Śĺňćőńë, áâőïéĺě ć íâĺå ńĺáâìïå (ŋăğőćñň ĺå b ĺ c) — ŋě őąïğăâěńìŋő x ĺ y, ŋő ğăćěďőňő ĺňěîâ ŋě ňěŋìèĺě çăáâőâë (ŕőáłőńìłã x ĺ y ąëńĺ ďćãňï ŋăĺąőńěě àěďłĺňĺ áĺňćőńăňĺ). Ŋě őčàăŋĺçĺćăï őąéŋőáâĺ, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő f[x] ⩽ f[b] ĺ f[y] ⩽ f[c]. Šěŕěàì ŕőňěŋïěň ňěáâăňĺ ć ďěàěćě T áĺňćőńë b ĺ x (ŕőńãçěŋŋőě ďěàěćő ŋăğőćñň T^′), ă ğăâěň áĺňćőńë c ĺ y (ŕőńãçěŋŋőě ďěàěćő ŋăğőćñň T^{′′}). Ŕőáńě âăłĺå őąňěŋőć x ĺ y (áň. ŕàĺňěà ŋă àĺá. 17.6) áâăŋãâ ąàăâìïňĺ, ŋăåőďïéĺňĺáï ŋă ňăłáĺňăńìŋőľ čńãąĺŋě. Őáâăńőáì ãąěďĺâìáï, çâő ŕàĺ őąňěŋăå áâőĺňőáâì ďěàěćă ŋě ćőğàăáâăěâ ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ďěàěćő T^{′′} âăłęě ïćńïěâáï őŕâĺňăńìŋëň. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë ďőńęŋë ŕàőćěàĺâì, çâő B(T ) ⩾ B(T^′) ⩾ B(T^{′′}), čďě B — äãŋłæĺï áâőĺňőáâĺ. Ć áăňőň ďěńě, áâőĺňőáâì őŕàěďěńïěâáï łăł áãňňă ŕő ćáěň ńĺáâìïň ŕàőĺğćěďěŋĺľ çăáâőâë ŋă čńãąĺŋã (17.3). Ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ T ł T^′ ć íâőľ áãňňě ňěŋïîâáï âőńìłő ďćă áńăčăěňëå: f[b]d_T (b) + f[x]d_T (x) ğăňěŋïěâáï ŋă f[b]d_T ′(b) + f[x]d_T ′ (x), â. ě. ŋă f[b]d_T (x) + f[x]d_T (b). Šăłĺň őąàăğőň,

B(T ) − B(T^′) = f[b]d_T (b) + f[x]d_T (x) − f[b]d_T (x) − f[x]d_T (b) = = (f[b] − f[x])(d_T (b) − d_T (x)) ⩾ 0.

Őąě áłőąłĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋë: ćáŕőňŋĺň, çâő f[x] ⩽ f[b] ĺ çâő d_T (b) ⩾ d_T (x), âăł łăł ńĺáâ b ąëń őďŋĺň ĺğ ŋăĺąőńěě ãďăńñŋŋëå őâ łőàŋï. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň B(T^′) ⩾ B(T^{′′}), âăł çâő B(T ) ⩾ B(T^{′′}), ĺ ŕőíâőňã T^{′′} âăłęě őŕâĺňăńìŋő (ă ćáě ŋăèĺ ŋěàăćěŋáâćă ïćńïîâáï àăćěŋáâćăňĺ). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ďőłăğăŋŋăï ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ŕőáâàőěŋĺě őŕâĺňăńìŋőčő ďěàěćă ćáěčďă ňőęŋő ŋăçăâì áő áńĺïŋĺï ďćãå áĺňćőńőć á ŋăĺňěŋìèěľ çăáâőâőľ. Śńěďãîéěě ŋăąńîďěŋĺě őŕàăćďëćăěâ ŋăğćăŋĺě ”ęăďŋëľ” ďńï âăłőčő ăńčőàĺâňă. Ŋăğőćñň áâőĺňőáâìî áńĺïŋĺï áãňňã çăáâőâ áńĺćăěňëå ãğńőć. Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 17.3-3 ňë ŕàěďńőęĺň ćăň ďőłăğăâì, çâő áâőĺňőáâì ďěàěćă àăćŋă áãňňě áâőĺňőáâěľ ćáěå áńĺïŋĺľ, ŋěőąåőďĺňëå ďńï ěčő ŕőáâàőěŋĺï. Śâăńő ąëâì, ăńčőàĺâň Huffman ŋă łăęďőň èăčě ćëąĺàăěâ áńĺïŋĺě, ŋăĺňěŋěě ãćěńĺçĺćăîéěě áâőĺňőáâì.

Šěŕěàì ãáâăŋőćĺň áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç. Ŕãáâì äĺłáĺàőćăŋ ăńäăćĺâ C ĺ ďćă áĺňćőńă x, y íâőčő ăńäăćĺâă, ă C^′ — ăńäăćĺâ, łőâőàëľ ŕőńãçĺâáï ĺğ C, ěáńĺ ćëłĺŋãâì x ĺ y ĺ ďőąăćĺâì ŋőćëľ áĺňćőń z.

Řăááňőâàĺň łőďőćëě ďěàěćìï ďńï C, ć łőâőàëå x ĺ y (âőçŋěě, áőőâćěâáâćãîéĺě ĺň ńĺáâìï) ïćńïîâáï ąàăâìïňĺ. Łăęďőňã âăłőňã ďěàěćã áőőâćěâáâćãěâ łőďőćőě ďěàěćő ďńï C^′, łőâőàőě ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ćëąàőáĺâì ćěàèĺŋë x ĺ y, ă ĺå őąéěčő àőďĺâěńï áçĺâăâì łőďőň áĺňćőńă z.

Ŕàĺ íâőň áőőâćěâáâćĺĺ łăęďőňã łőďőćőňã ďěàěćã ďńï C^′ áőőâćěâáâćãěâ àőćŋő ďćă łőďőćëå ďěàěćă ďńï C (ć őďŋőň ĺğ ŋĺå x ąãďěâ ńěćëň àěąñŋłőň, ć ďàãčőň — ŕàăćëň).

Ŕãáâì ďńï łăęďőčő áĺňćőńă c ĺğ C äĺłáĺàőćăŋă ěčő çăáâőâă f[c]. Őŕàěďěńĺň çăáâőâë ďńï áĺňćőńőć ĺğ C^′, áçĺâăï çăáâőâőľ áĺňćőńă z áãňňã f[x] + f[y]; ďńï őáâăńìŋëå áĺňćőńőć çăáâőâë őáâăîâáï âěňĺ ęě, çâő ĺ ć C. Šőčďă ďńï łőďőćëå ďěàěćìěć (ďńï őąőĺå ăńäăćĺâőć) őŕàěďěńěŋë áâőĺňőáâĺ.

Ńěňňă 17.3. Śâőĺňőáâĺ áőőâćěâáâćãîéĺå ďàãč ďàãčã ďěàěćìěć T ĺ T^′ (ŕàĺ őŕĺáăŋŋőň áőőâćěâáâćĺĺ) őâńĺçăîâáï ŋă ćěńĺçĺŋã f[x] + f[y]. Ďőłăğăâěńìáâćő. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő d_T (c) = d_T ′ (c) ďńï ćáěå c ∈ C \ {x, y}, ă âăłęě çâő d_T (x) = d_T (y) = d_T ′ (z) + 1. Śńěďőćăâěńìŋő,

f[x]d_T (x) + f[y]d_T (y) = (f[x] + f[y])(d_T ′(z) + 1) = = f[z]d_T ′ (z) + (f[x] + f[y]),

őâłãďă B(T ) = B(T^′) + f[x] + f[y].

İâă ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ćëŕőńŋěŋő áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç (őŕâĺňăńìŋőě ďěàěćő T áőőâćěâáâćãěâ őŕâĺňăńìŋőňã ďěàěćã T^′ ďńï ňěŋìèěľ ğăďăçĺ).

Ĺğ ďćãå ďőłăğăŋŋëå ńěňň ńěčłő áńěďãěâ

Šěőàěňă 17.4. Ăńčőàĺâň Huffman áâàőĺâ őŕâĺňăńìŋëľ ŕàěäĺłáŋëľ łőď.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ńěňňă 17.2 ŕőłăğëćăěâ, çâő őŕâĺňăńìŋëě łőďőćëě ďěàěćìï ňőęŋő ĺáłăâì áàěďĺ âăłĺå, ã łőâőàëå ďćă ŋăĺąőńěě àěďłĺå áĺňćőńă (ŋăğőćñň ĺğ x ĺ y) ïćńïîâáï ąàăâìïňĺ. Ĺň áőőâćěâáâćãîâ ďěàěćìï ďńï ăńäăćĺâă C^′, ć łőâőàőň áĺňćőńë x ĺ y áńĺâë ć őďĺŋ áĺňćőń z. Śçĺâăï çăáâőâã áĺňćőńă z àăćŋőľ áãňňě çăáâőâ x ĺ y, ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ńěňňã 17.3 ĺ ãćĺďěâì, çâő ŋăň őáâăñâáï ŋăľâĺ őŕâĺňăńìŋőě łőďőćőě ďěàěćő ďńï ăńäăćĺâă C^′ ĺ ğăâěň ďőąăćĺâì ł ćěàèĺŋě z ďćãå ďěâěľ, ŕőňěçěŋŋëå áĺňćőńăňĺ x ĺ y. İâő ĺ ďěńăěâ ăńčőàĺâň Huffman.

Şŕàăęŋěŋĺï

17.3-1 Ďőłăęĺâě, çâő ć ąĺŋăàŋőň ďěàěćě, áőőâćěâáâćãîéěň őŕâĺňăńìŋőňã ŕàěäĺłáŋőňã łőďã, ćáïłăï ćěàèĺŋă ńĺąő ïćńïěâáï ńĺáâőň, ńĺąő ĺňěěâ ďćãå ďěâěľ.

17.3-2 Ŋăľďĺâě łőď Ţăääňěŋă ďńï ăńäăćĺâă, ć łőâőàőň çăáâőâë áĺňćőńőć áőćŕăďăîâ á ŕěàćëňĺ ćőáěňìî çĺáńăňĺ Ťĺąőŋăççĺ:

a : 1 b : 1 c : 2 d : 3 e : 5 f : 8 g : 13 h : 21.

Ůâő ąãďěâ, ěáńĺ ć ăńäăćĺâě n áĺňćőńőć, çăáâőâë łőâőàëå áőćŕăďăîâ á ŕěàćëňĺ n çĺáńăňĺ Ťĺąőŋăççĺ?

17.3-3 Ďőłăęĺâě, çâő áâőĺňőáâì ďćőĺçŋőčő ďěàěćă, áőőâćěâáâćãîéěčő ŕàěäĺłáŋőňã łőďã, ňőęŋő ćëçĺáńĺâì áńěďãîéĺň őąàăğőň: ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë, ŋě ïćńïîéěľáï ńĺáâőň, ŋăľâĺ áãňňã çăáâőâ ěě ďěâěľ, ĺ áńőęĺâì ćáě ŕőńãçěŋŋëě çĺáńă.

17.3-4 Řăáŕőńőęĺň áĺňćőńë ăńäăćĺâă ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï (ŋěćőğàăáâăŋĺï) çăáâőâ. Ďőłăęĺâě, çâő ć őŕâĺňăńìŋőň ŕàěäĺłáŋőň łőďě ďńĺŋë łőďĺàãîéĺå íâĺ áĺňćőńë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ąĺâőć ąãďãâ ĺďâĺ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě.

17.3-5 Ďőłăęĺâě, çâő őŕâĺňăńìŋëľ ŕàěäĺłáŋëľ łőď ďńï ăńäăćĺâă ĺğ n áĺňćőńőć ňőęěâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ĺğ 2n − 1 + n⌈log_2 n⌉ ąĺâőć. (Şłăğăŋĺě: ďńï ğăďăŋĺï áâàãłâãàë ďěàěćă ďőáâăâőçŋő 2n − 1 ąĺâőć.)

17.3-6 Őąőąéĺâě ăńčőàĺâň Ţăääňěŋă ŋă âěàŋăàŋëě łőďë (łăęďëľ áĺňćőń łőďĺàãěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ĺğ æĺäà 0, 1 ĺ 2). Łőďë, ŕőàőęďăěňëě ćăèĺň ăńčőàĺâňőň, ďőńęŋë ąëâì őŕâĺňăńìŋë.

17.3-7 Ŕãáâì ăńäăćĺâ áőďěàęĺâ 2^8 = 256 áĺňćőńőć, ŕàĺçñň ňăłáĺňăńìŋăï çăáâőâă ŕàěćőáåőďĺâ ňĺŋĺňăńìŋãî ŋě ąőńěě çěň ćďćőě. Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ăńäăćĺâă á âăłĺňĺ çăáâőâăňĺ łőď Ţăääňěŋă ŋě ąőńěě íääěłâĺćěŋ, çěň àăćŋőňěàŋëľ ćőáìňĺąĺâőćëľ łőď.

17.3-8 Ŕàőäěááőà ãâćěàęďăěâ, çâő ŋăŕĺáăŋŋăï ĺň ŕàőčàăňňă áęăâĺï ĺŋäőàňăæĺĺ ŕőğćőńïěâ áęăâì ńîąőľ äăľń ďńĺŋë 1000 (ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ âëáïçĺ 8-ąĺâőćëå ąăľâőć) åőâï ąë ŋă őďĺŋ ąĺâ, ŕőáńě çěčő ŋăŕĺáăŋŋăï ĺň ŕàőčàăňňă ćőááâăŋőćńěŋĺï áňőęěâ ćőááâăŋőćĺâì ĺáåőďŋëľ äăľń. Ŕőçěňã őŋ ŋěŕàăć? (Şłăğăŋĺě: áàăćŋĺâě łőńĺçěáâćő ćőğňőęŋëå äăľńőć á łőńĺçěáâćőň áęăâëå äăľńőć).

⋆ 17.4 Šěőàěâĺçěáłĺě őáŋőćë ęăďŋëå ăńčőàĺâňőć

Ć íâőň àăğďěńě ňë ćłàăâæě àăááłăęěň ő łàăáĺćőň àăğďěńě łőňąĺŋăâőàĺłĺ, áćïğăŋŋőň á ęăďŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ, — âěőàĺĺ ňăâàőĺďőć. Ś ŕőňőéìî íâőľ âěőàĺĺ çăáâő (åőâï ĺ ŋě ćáěčďă: ğăďăçĺ ĺğ àăğďěńőć 17.1 ĺ 17.3 âěőàĺěľ ňăâàőĺďőć ŋě ŕőłàëćăîâáï) ãďăñâáï ãáâăŋőćĺâì, çâő ďăŋŋëľ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăñâ őŕâĺňãň. Šěőàĺï ňăâàőĺďőć ąëáâàő àăğćĺćăěâáï (áň. ááëńłĺ ć łőŋæě čńăćë).

17.4.1 Ňăâàőĺďë

Ňăâàőĺďőň (matroid) ŋăğëćăěâáï ŕăàă M = (S, I), ãďőćńěâćőàïîéăï áńěďãîéĺň ãáńőćĺïň.

1. S — łőŋěçŋőě ŋěŕãáâőě ňŋőęěáâćő.

2. I — ŋěŕãáâőě áěňěľáâćő ŕőďňŋőęěáâć S; ćåőďïéĺě ć I ŕőďňŋőęěáâćă ŋăğëćăîâ ŋěğăćĺáĺňëňĺ (independent). Ŕàĺ íâőň ďőńęŋő ćëŕőńŋïâìáï âăłőě áćőľáâćő: ĺğ B ∈ I ĺ A ⊆ B áńěďãěâ A ∈ I (ć çăáâŋőáâĺ, ćáěčďă ∅ ∈ I). Śěňěľáâćő I, ãďőćńěâćőàïîéěě íâőňã ãáńőćĺî, ŋăğëćăěâáï ŋăáńěďáâćěŋŋëň (hereditary).

3. Ěáńĺ A ∈ I, B ∈ I ĺ |A| < |B|, âő áãéěáâćãěâ âăłőľ íńěňěŋâ x ∈ B \ A, çâő A ∪ {x} ∈ I. İâő áćőľáâćő áěňěľáâćă I ŋăğëćăîâ áćőľáâćőň ğăňěŋë (exchange property).

Šěàňĺŋ ”ňăâàőĺď” ŕàĺŋăďńěęĺâ Ţăááńěàã Şĺâŋĺ (Hassler Whitney). Őŋ ğăŋĺňăńáï ňăâàĺçŋëňĺ ňăâàőĺďăňĺ (matric matroids), ã łőâőàëå S — ňŋőęěáâćő ćáěå áâàőł ŋěłőâőàőľ ňăâàĺæë, ĺ ňŋőęěáâćő áâàőł áçĺâăěâáï ŋěğăćĺáĺňëň, ěáńĺ íâĺ áâàőłĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňë ć őąëçŋőň áňëáńě. (Ńěčłő ŕőłăğăâì, çâő ďěľáâćĺâěńìŋő ŕőńãçăěâáï ňăâàőĺď, áň. ãŕà. 17.4-2.)

Ďàãčĺň ŕàĺňěàőň ïćńïěâáï čàăäőćëľ ňăâàőĺď (graphic matroid) (S_G, I_G), áâàőïéĺľáï ŕő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőňã čàăäã G áńěďãîéĺň őąàăğőň: S_G áőćŕăďăěâ áő ňŋőęěáâćőň àñąěà čàăäă, ă I_G áőáâőĺâ ĺğ ćáěå ăæĺłńĺçŋëå (â. ě. ïćńïîéĺåáï ńěáăňĺ) ňŋőęěáâć àñąěà. Čàăäőćëě ňăâàőĺďë âěáŋő áćïğăŋë á ğăďăçěľ ő ňĺŋĺňăńìŋőň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě, łőâőàãî ňë àăááňőâàĺň ć čńăćě 24.

Šěőàěňă 17.5. Ěáńĺ G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, âő M_G = (S_G, I_G) ïćńïěâáï ňăâàőĺďőň.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł ŕőďčàăä ăæĺłńĺçŋőčő čàăäă ăæĺłńĺçěŋ, ňŋőęěáâćő I_G ŋăáńěďáâćěŋŋő, ĺ őáâăñâáï ŕàőćěàĺâì áćőľáâćő ğăňěŋë. Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì A ĺ B — ăæĺłńĺçŋëě ŕőďčàăäë G, ŕàĺçñň |B| > |A|. Ĺğ âěőàěňë 5.2 áńěďãěâ, çâő ńěá á k àñąàăňĺ ïćńïěâáï ŋěáćïğŋëň őąêěďĺŋěŋĺěň |V |−k ďěàěćìěć, čďě |V | — łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ (ŋěğăćĺáĺňőě ďőłăğăâěńìáâćő: ŋăçŋñň á ńěáă, áőáâőïéěčő ĺğ |V | ćěàèĺŋ ĺ ŋě ĺňěîéěčő àěąñà, ĺ ąãďěň ŕő őďŋőňã ďőąăćńïâì àñąàă, ŋě ŋăàãèăï ăæĺłńĺçŋőáâĺ; âőčďă ďőąăćńěŋĺě łăęďőčő àěąàă ãňěŋìèăěâ łőńĺçěáâćő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ ŋă ěďĺŋĺæã). Śńěďőćăâěńìŋő, ńěá A áőáâőĺâ ĺğ |V | − |A| ďěàěćìěć, ă ńěá B — ĺğ |V | − |B| ďěàěćìěć. Ŕőáłőńìłã |V | − |B| < |V | − |A|, ńěá B áőďěàęĺâ âăłőě ďěàěćő T , çâő ďćě ěčő ćěàèĺŋë ŕàĺŋăďńěęăâ àăğŋëň áćïğŋëň łőňŕőŋěŋâăň ńěáă A. Ąőńěě âőčő, ŕőáłőńìłã T áćïğŋő, őŋő ďőńęŋő áőďěàęăâì âăłőě àěąàő (u, v), çâő u ĺ v ŕàĺŋăďńěęăâ àăğŋëň áćïğŋëň łőňŕőŋěŋâăň ńěáă A. Śńěďőćăâěńìŋő, ďőąăćńěŋĺě íâőčő àěąàă ł ńěáã A ŋě ňőęěâ áőğďăâì æĺłńă, ĺ ěčő ňőęŋő ćğïâì ć łăçěáâćě íńěňěŋâă x ĺğ őŕàěďěńěŋĺï ňăâàőĺďă.

(Čàăäőćëě ňăâàőĺďë ïćńïîâáï çăáâŋëň áńãçăěň ňăâàĺçŋëå, ěáńĺ àěąàő čàăäă àăááňăâàĺćăâì łăł äőàňăńìŋãî áãňňã ěčő ćěàèĺŋ á łőíääĺæĺěŋâăňĺ ć ŕőńě ćëçěâőć ŕő ňőďãńî 2, áň. ğăďăçã 17-2ą.)

Ěáńĺ M = (S, I) — ňăâàőĺď, âő íńěňěŋâ x /∈ A ∈ I ŋăğëćăěâáï ŋěğăćĺáĺňëň őâ A (extension of A), ěáńĺ ňŋőęěáâćő A ∪ {x} ŋěğăćĺáĺňő. Ŋăŕàĺňěà, ć čàăäőćőň ňăâàőĺďě àěąàő e ŋěğăćĺáĺňő őâ ńěáă A âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ěčő ďőąăćńěŋĺě ł A ŋě áőğďăñâ æĺłńă.

Ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő ć ňăâàőĺďě ŋăğëćăěâáï ňăłáĺňăńìŋëň (maximal), ěáńĺ őŋő ŋě áőďěàęĺâáï ŋĺ ć łăłőň ąőńìèěň ŋěğăćĺáĺňőň ŕőďňŋőęěáâćě. Ůăáâő ąëćăěâ ŕőńěğŋă áńěďãîéăï

Šěőàěňă 17.6. Ćáě ňăłáĺňăńìŋëě ŋěğăćĺáĺňëě ŕőďňŋőęěáâćă ďăŋŋőčő ňăâàőĺďă áőáâőïâ ĺğ őďĺŋăłőćőčő çĺáńă íńěňěŋâőć.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì A ĺ B — ňăłáĺňăńìŋëě ŋěğăćĺáĺňëě ŕőďňŋőęěáâćă. Ěáńĺ, áłăęěň, |A| < |B|, âő ĺğ áćőľáâćă ğăňěŋë ćëâěłăěâ áãéěáâćőćăŋĺě âăłőčő x /∈ A, çâő A ∪ {x} ŋěğăćĺáĺňő — ć ŕàőâĺćőàěçĺě á ňăłáĺňăńìŋőáâìî.

Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň čàăäőćëľ ňăâàőĺď M_G, áőőâćěâáâćãîéĺľ áćïğŋőňã čàăäã G. Ćáïłőě ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő M_G ďőńęŋő ąëâì ďěàěćőň á |V | − 1 àěąàőň, áőěďĺŋïîéĺň ćáě ćěàèĺŋë G. Šăłőě ďěàěćő ŋăğëćăěâáï ŕőłàëćăîéĺň (őáâőćŋëň) ďěàěćőň čàăäă G (ŕő-ăŋčńĺľáłĺ spanning tree).

Ąãďěň ŋăğëćăâì ňăâàőĺď M = (S, I) ćğćěèěŋŋëň (weighted), ěáńĺ ŋă ňŋőęěáâćě S ğăďăŋă ćěáőćăï äãŋłæĺï w áő ğŋăçěŋĺïňĺ ćő ňŋőęěáâćě ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń. Ťãŋłæĺï w àăáŕàőáâàăŋïěâáï ŕő ăďďĺâĺćŋőáâĺ ŋă ćáě ŕőďňŋőęěáâćă ňŋőęěáâćă S; ćěá ŕőďňŋőęěáâćă őŕàěďěńïěâáï łăł áãňňă ćěáőć ěčő íńěňěŋâőć: w(A) = ∑ x∈A w(x). Ŕàĺňěà: ěáńĺ M_G — čàăäőćëľ ňăâàőĺď, ă w(e) — ďńĺŋă àěąàă e, âő w(A) — áãňňă ďńĺŋ àñąěà ŕőďčàăäă A.

17.4.2 Ęăďŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ćğćěèěŋŋőčő ňăâàőĺďă

Ňŋőčĺě őŕâĺňĺğăæĺőŋŋëě ğăďăçĺ, àěèăěňëě ęăďŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ, áćőďïâáï ł ğăďăçě ő ŋăåőęďěŋĺĺ ć ďăŋŋőň ćğćěèěŋŋőň ňăâàőĺďě M = (S, I) ŋěğăćĺáĺňőčő ŕőďňŋőęěáâćă A ⊆ M ňăłáĺňăńìŋőčő ćěáă. Ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő ňăłáĺňăńìŋőčő ćěáă ŋăğëćăěâáï őŕâĺňăńìŋëň (optimal) ŕőďňŋőęěáâćőň ćğćěèěŋŋőčő ňăâàőĺďă. Ŕőáłőńìłã ćěáă ćáěå íńěňěŋâőć ŕőńőęĺâěńìŋë, őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ăćâőňăâĺçěáłĺ ąãďěâ ňăłáĺňăńìŋëň ŋěğăćĺáĺňëň ŕőďňŋőęěáâćőň.

Ŋăŕàĺňěà, ğăďăçă ő ŋăĺňěŋìèěň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě (minimumspanning-tree problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋ áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) ĺ äãŋłæĺï w ĺğ ňŋőęěáâćă ěčő àñąěà ćő ňŋőęěáâćő ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń (w(e) ąãďěň ŋăğëćăâì ďńĺŋőľ àěąàă e). Šàěąãěâáï ŋăľâĺ ňŋőęěáâćő àñąěà, áőěďĺŋïîéĺå ćáě ćěàèĺŋë ĺ ĺňěîéĺå ŋăĺňěŋìèãî áãňňăàŋãî ďńĺŋã. İâã ğăďăçã ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł çăáâŋëľ áńãçăľ ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőň ŕőďňŋőęěáâćě ćğćěèěŋŋőčő ňăâàőĺďă. Ć áăňőň ďěńě, ćëąěàěň çĺáńő w_0, áâàőčő ąőńìèěě ďńĺŋ ćáěå àñąěà, ĺ ććěďěň ŋă čàăäőćőň ňăâàőĺďě M_G ćěáă ŕő ŕàăćĺńã w^′(e) = w_0 − w(e). Ďńï ćáïłőčő ňăłáĺňăńìŋőčő ŋěğăćĺáĺňőčő ŕőďňŋőęěáâćă (â. ě. ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă) A ĺňěěň w^′(A) = (|V | − 1)w_0 − w(A), čďě V — ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ čàăäă. Śâăńő ąëâì, ŋăĺňěŋìèĺě ŕőłàëćăîéĺě ďěàěćìï ďńï čàăäă G — âő ęě áăňőě, çâő őŕâĺňăńìŋëě ŕőďňŋőęěáâćă ć ňăâàőĺďě M_G á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w^′.

Ğăďăçă ő ŋăĺňěŋìèěň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě ŕőďàőąŋő àăááňăâàĺćăěâáï ć čńăćě 24; áěľçăá ňë ŕàĺćěďñň ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő A ć ńîąőň ćğćěèěŋŋőň ňăâàőĺďě M. Ěáńĺ M = (S, I), âő ňë ŕĺèěň S = S[M] ĺ I = I[M]; ćěáőćăï äãŋłæĺï őąőğŋăçăěâáï w.

Greedy(M, w) 1 A ← ∅ 2 őâáőàâĺàőćăâì S[M] ć ŕőàïďłě ŋěćőğàăáâăŋĺï ćěáőć 3 for x ∈ S[M] (ŕěàěąĺàăěň ćáě x ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě) 4 do if A ∪ {x} ∈ I[M] 5 then A ← A ∪ {x} 6 return A

Ăńčőàĺâň àăąőâăěâ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕőńăčăěň A = ∅ (áâàőłă 1; ŕãáâőě ňŋőęěáâćő, łăł ňë ŕőňŋĺň, ćáěčďă ŋěğăćĺáĺňő) ĺ ŕěàěąĺàăěň íńěňěŋâë S[M] ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ćěáă; ěáńĺ őçěàěďŋőľ íńěňěŋâ ňőęŋő, ŋě ŋăàãèăï ŋěğăćĺáĺňőáâĺ, ďőąăćĺâì ł ňŋőęěáâćã A, âő ňë íâő ďěńăěň. §áŋő, çâő ŕőńãçěŋŋőě ć àěğãńìâăâě ňŋőęěáâćő ąãďěâ ŋěğăćĺáĺňëň. Ŋĺęě ňë ŕőłăęěň, çâő őŋő ďěľáâćĺâěńìŋő ąãďěâ ĺňěâì ňăłáĺňăńìŋëľ ćěá áàěďĺ ŋěğăćĺáĺňëå ŕőďňŋőęěáâć, ă ŕőłă çâő őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Greedy. Śőàâĺàőćłă (áâàőłă 2) ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(n log n), čďě n = |S|. Ŕàőćěàłă ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă (áâàőłă 4) ŕàőćőďĺâáï n àăğ; ěáńĺ łăęďăï âăłăï ŕàőćěàłă ğăŋĺňăěâ ćàěňï f(n), âő őąéěě ćàěňï àăąőâë ąãďěâ O(n log n + nf(n)).

Šěŕěàì ŕőłăęěň, çâő ăńčőàĺâň Greedy ďěľáâćĺâěńìŋő ďăñâ őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő.

Ńěňňă 17.7 (áćőľáâćő ęăďŋőčő ćëąőàă ďńï ňăâàőĺďőć). Ŕãáâì M = (S, I) — ćğćěèěŋŋëľ ňăâàőĺď á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w. Ŕãáâì x ∈ S — íńěňěŋâ ŋăĺąőńìèěčő ćěáă ćő ňŋőęěáâćě { y ∈ S : {y} ŋěğăćĺáĺňő }. Šőčďă x áőďěàęĺâáï ć ŋěłőâőàőň őŕâĺňăńìŋőň ŕőďňŋőęěáâćě A ⊆ S.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì B — łăłőě-âő őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő x /∈ B, ĺŋăçě ďőłăğëćăâì ŋěçěčő.

Ŕőńőęĺň A^′ = {x}. İâő ňŋőęěáâćő ŋěğăćĺáĺňő ŕő ćëąőàã x. Ŕàĺňěŋïï |B| − 1 àăğ áćőľáâćő ğăňěŋë, ňë àăáèĺàïěň A^′ íńěňěŋâăňĺ ĺğ B ĺ ć łőŋæě łőŋæőć ŕőáâàőĺň ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő A, áőáâőïéěě ĺğ x ĺ |B| − 1 íńěňěŋâă ňŋőęěáâćă B. Ĺňěěň |A| = |B| (âăł çâő A ňăłáĺňăńìŋő) ĺ w(A) = w(B) − w(y) + w(x), čďě y — ěďĺŋáâćěŋŋëľ íńěňěŋâ B, ŋě ćåőďïéĺľ ć A. Ć âő ęě ćàěňï ďńï ćáïłőčő y ∈ B ňŋőęěáâćő {y} ŋěğăćĺáĺňő ć áĺńã áćőľáâćă ŋăáńěďáâćěŋŋőáâĺ, âăł çâő w(x) ⩾ w(y) ŕő ćëąőàã x. Śâăńő ąëâì, w(A) ⩾ w(B), ĺ ňŋőęěáâćő A âăłęě őŕâĺňăńìŋő. Ćáñ ďőłăğăŋő.

Ďăńěě, ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï őçěćĺďŋăï

Ńěňňă 17.8. Ěáńĺ M = (S, I) — ňăâàőĺď, x ∈ S ĺ {x} /∈ I, âő A ∪ {x} /∈ I ďńï ćáěå A ⊆ S. Ŋăèă ŕőáńěďŋïï ńěňňă âăłőćă:

Ńěňňă 17.9 (áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ŕőďğăďăç ďńï ňăâàőĺďőć). Ŕãáâì M = (S, I) — ćğćěèěŋŋëľ ňăâàőĺď, ĺ ŕãáâì x ∈ S — ŋěłőâőàëľ ěčő íńěňěŋâ, ŕàĺçñň ňŋőęěáâćő {x} ŋěğăćĺáĺňő. Šőčďă ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő ŋăĺąőńìèěčő ćěáă, áőďěàęăéěě x, ïćńïěâáï őąêěďĺŋěŋĺěň {x} ĺ ŋěğăćĺáĺňőčő ňŋőęěáâćă ŋăĺąőńìèěčő ćěáă ć ňăâàőĺďě M^′ = (S^′, I^′), čďě, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, S^′ = { y ∈ S : {x, y} ∈ I } , I^′ = { B ⊆ S \ {x} : B ∪ {x} ∈ I } , ă ćěáőćăï äãŋłæĺï ïćńïěâáï őčàăŋĺçěŋĺěň ŋă S^′ ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ ďńï ňăâàőĺďă M (ć âăłĺå áńãçăïå čőćőàïâ, çâő ňăâàőĺď M^′ ŕőńãçěŋ ĺğ M áâïčĺćăŋĺěň (contraction) íńěňěŋâă x).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋěğăćĺáĺňëě ć S ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéĺě x, ŕőńãçăîâáï ďőąăćńěŋĺěň íńěňěŋâă x ł ŋěğăćĺáĺňëň ć S^′ ŕőďňŋőęěáâćăň. Ŕàĺ íâőň ĺå ćěáă őâńĺçăîâáï àőćŋő ŋă w(x), âăł çâő őŕâĺňăńìŋëě ňŋőęěáâćă áőőâćěâáâćãîâ őŕâĺňăńìŋëň.

Šěőàěňă 17.10 (ŕàăćĺńìŋőáâì ęăďŋőčő ăńčőàĺâňă ďńï ňăâàőĺďőć). Ć àěğãńìâăâě àăąőâë ăńčőàĺâňă Greedy, ŕàĺňěŋñŋŋőčő ł ćğćěèěŋŋőňã ňăâàőĺďã, ŕőńãçăěâáï őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì M = (S, I) — ňăâàőĺď á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w. Ć áĺńã ńěňňë 17.8 ňë ňőęěň ŋě ŕàĺŋĺňăâì ćő ćŋĺňăŋĺě íńěňěŋâë x ∈ S, ďńï łőâőàëå ňŋőęěáâćő {x} ŋě ŋěğăćĺáĺňő. Ěáńĺ x ∈ S — ŕěàćëľ ĺğ ćëąàăŋŋëå ăńčőàĺâňőň íńěňěŋâőć, âő ńěňňă 17.7 ŕőłăğëćăěâ, çâő áãéěáâćãěâ őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő A ⊆ S, áőďěàęăéěě x. Šěŕěàì, áőčńăáŋő ńěňňě 17.9, ďőáâăâőçŋő ŋăľâĺ őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ć ňăâàőĺďě M^′, ŕőńãçěŋŋőň ĺğ M áâïčĺćăŋĺěň íńěňěŋâă x (ĺ ďőąăćĺâì ł ŋěňã x). Ďăńìŋěľèăï àăąőâă ăńčőàĺâňă ć áãéŋőáâĺ ĺ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őąàăąőâłã ňăâàőĺďă M^′.

[Ąőńěě äőàňăńìŋőě àăááãęďěŋĺě ňőęěâ ąëâì âăłĺň. Ŕőáńě ńîąőčő çĺáńă ĺâěàăæĺľ ćëŕőńŋěŋ áńěďãîéĺľ ĺŋćăàĺăŋâ æĺłńă: (1) ňŋőęěáâćő A ŋěğăćĺáĺňő; (2) őŕâĺňăńìŋőě ňŋőęěáâćő ňőęŋő ĺáłăâì áàěďĺ ňŋőęěáâć, ïćńïîéĺåáï őąêěďĺŋěŋĺěň A á ŋěłőâőàëňĺ ĺğ ěéñ ŋě ŕàőáňőâàěŋŋëå íńěňěŋâőć.]

Şŕàăęŋěŋĺï

17.4-1 Ŕãáâì S — łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, k — ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő, I_k — áěňěľáâćő ćáěå ŕőďňŋőęěáâć S, áőďěàęăéĺå ŋě ąőńěě k íńěňěŋâőć. Ŕőłăęĺâě, çâő (S, I_k) — ňăâàőĺď.

17.4-2^⋆ Ŕãáâì T — ćěéěáâćěŋŋăï ňăâàĺæă, S — ňŋőęěáâćő ěñ áâőńąæőć, ĺ ŕőďňŋőęěáâćő A ⊆ S ŋăğëćăěâáï ŋěğăćĺáĺňëň, ěáńĺ őŋő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňő ć őąëçŋőň áňëáńě. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőńãçăěâáï ňăâàőĺď (ŋăğëćăěňëľ ňăâàĺçŋëň, łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ).

17.4-3^⋆ Ŕãáâì (S, I) — ňăâàőĺď. Ŕãáâì I^′ — áěňěľáâćő ćáěå âăłĺå ŕőďňŋőęěáâć A^′ ⊆ S, ďńï łőâőàëå S \ A^′ áőďěàęĺâ ŋěłőâőàőě ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő A ⊆ S. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕăàă (S, I^′) ïćńïěâáï ňăâàőĺďőň. Ğăňěâĺň, çâő ňăłáĺňăńìŋëě ŋěğăćĺáĺňëě ŕőďňŋőęěáâćă (S, I^′) áãâì ďőŕőńŋěŋĺï ňăłáĺňăńìŋëå ŋěğăćĺáĺňëå ŕőďňŋőęěáâć (S, I).

17.4-4^⋆ Ŕãáâì S = S_1 ∪ S_2 ∪ · · · ∪ S_k — àăğąĺěŋĺě łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă S ŋă ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï ŋěŕãáâëě çăáâĺ. Ŕőńőęĺň I = { A ⊆ S : |A ∩ S_i| ⩽ 1 ďńï i = 1, 2, . . ., k }. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕăàă (S, I) ïćńïěâáï ňăâàőĺďőň.

17.4-5 Ŕãáâì ŋăň ďăŋ ćğćěèěŋŋëľ ňăâàőĺď. Őąêïáŋĺâě, łăł ŋăďő ňőďĺäĺæĺàőćăâì ćěáőćãî äãŋłæĺî, çâőąë áćěáâĺ ğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï ňăłáĺňăńìŋőčő ŋěğăćĺáĺňőčő ŕőďňŋőęěáâćă á ŋăĺňěŋìèĺň ćěáőň ł ğăďăçě ŋăåőęďěŋĺï ŋěğăćĺáĺňőčő ŕőďňŋőęěáâćă á ŋăĺąőńìèĺň ćěáőň.

⋆ 17.5 Ğăďăçă ő àăáŕĺáăŋĺĺ

Ĺŋâěàěáŋëň ŕàĺňěàőň őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ, àěèăěňőľ á ŕőňőéìî ňăâàőĺďőć, ïćńïěâáï ğăďăçă ő àăáŕĺáăŋĺĺ ďńï ğăłăğőć àăćŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáŕőńŋĺâěńěň, áàőłăňĺ ĺ èâàăäăňĺ. Ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď íâă ğăďăçă łăęěâáï ćěáìňă ğăŕãâăŋŋőľ, ŋő ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăěâ ŋěőęĺďăŋŋő ŕàőáâőě àěèěŋĺě.

Ĺâăł, ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ĺňěěâáï łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő S, áőáâőïéěě ĺğ ğăłăğőć (tasks), łăęďëľ ĺğ łőâőàëå âàěąãěâ àőćŋő őďŋã ěďĺŋĺæã ćàěňěŋĺ ďńï áćőěčő ćëŕőńŋěŋĺï. Řăáŕĺáăŋĺěň (schedule) ďńï S ŋăğëćăěâáï ŕěàěáâăŋőćłă ňŋőęěáâćă S, ğăďăîéăï ŕőàïďőł ćëŕőńŋěŋĺï ğăłăğőć: ćëŕőńŋěŋĺě ŕěàćőčő ğăłăğă ŋăçĺŋăěâáï ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 0 ĺ ğăłăŋçĺćăěâáï ć ňőňěŋâ 1, ćëŕőńŋěŋĺě ćâőàőčő ğăłăğă ŋăçĺŋăěâáï ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 1 ĺ ğăłăŋçĺćăěâáï ć ňőňěŋâ 2, ĺ â. ď.

Ć ğăďăçě ő àăáŕĺáăŋĺĺ ďńï ğăłăğőć àăćŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáŕőńŋĺâěńěň, áàőłăňĺ ĺ èâàăäăňĺ (scheduling unit-time tasks with deadlines and penalties for a single processor) ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ïćńïîâáï:

• ňŋőęěáâćő S = { 1, 2, . . ., n }, íńěňěŋâë łőâőàőčő ňë ŋăğëćăěň ğăłăğăňĺ;

• ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n æěńëå çĺáěń d_1, d_2, . . ., d_n, ŋăğëćăěňëå áàőłăňĺ (deadlines) (1 ⩽ d_i ⩽ n ďńï ćáěå i, áàőł d_i őâŋőáĺâáï ł ğăłăğã ŋőňěà i);

• ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n ŋěőâàĺæăâěńìŋëå çĺáěń w_1, w_2, . . ., w_n, ŋăğëćăěňëå èâàăäăňĺ (penalties) (ěáńĺ ğăłăğ ŋőňěà i ŋě ćëŕőńŋěŋ łő ćàěňěŋĺ d_i, ćğĺňăěâáï èâàăä w_i).

Šàěąãěâáï ŋăľâĺ àăáŕĺáăŋĺě ďńï S, ŕàĺ łőâőàőň áãňňă èâàăäőć ąãďěâ ŋăĺňěŋìèěľ.

Ğăłăğ ŋőňěà i ŕàőáàőçěŋ (late) ďńï ďăŋŋőčő àăáŕĺáăŋĺï, ěáńĺ ěčő ćëŕőńŋěŋĺě ğăćěàèăěâáï ŕőğęě ňőňěŋâă d_i, ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ğăłăğ áçĺâăěâáï ćëŕőńŋěŋŋëň ć áàőł (early). Ćáïłőě àăáŕĺáăŋĺě ňőęŋő, ŋě ňěŋïï áãňňë èâàăäőć, ňőďĺäĺæĺàőćăâì âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ćáě ŕàőáàőçěŋŋëě ğăłăğë áâőïńĺ ć ŋñň ŕőáńě ćëŕőńŋěŋŋëå ć áàőł. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ŕàőáàőçěŋŋëľ ğăłăğ y ĺďñâ àăŋìèě ćëŕőńŋěŋŋőčő ć áàőł ğăłăğă x, âő ňőęŋő ŕőňěŋïâì ĺå ňěáâăňĺ ć àăáŕĺáăŋĺĺ, ĺ áâăâãá őąőĺå ğăłăğőć ŕàĺ íâőň ŋě ĺğňěŋĺâáï.

Ąőńěě âőčő, łăęďőě àăáŕĺáăŋĺě ňőęŋő, ŋě ňěŋïï áãňňë èâàă-

17.5 Ğăďăçă ő àăáŕĺáăŋĺĺ 347

äőć, ŕàěďáâăćĺâì ć łăŋőŋĺçěáłőň ćĺďě (canonical form), ă ĺňěŋŋő, âăł, çâőąë ćáě ŕàőáàőçěŋŋëě ğăłăğë áâőïńĺ ŕőáńě ćëŕőńŋěŋŋëå ć áàőł, ă áàőłĺ ďńï ćëŕőńŋěŋŋëå ć áàőł ğăłăğőć èńĺ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě. Ć áăňőň ďěńě, łăł ňë ćĺďěńĺ, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ćáě ŕàőáàőçěŋŋëě ğăłăğë áâőïâ ŕőáńě ćëŕőńŋěŋŋëå ć áàőł. Ěáńĺ âěŕěàì ćëŕőńŋěŋĺě ŋěŕàőáàőçěŋŋëå ğăłăğőć ŋőňěà i ĺ j ğăćěàèăěâáï ć ňőňěŋâë ćàěňěŋĺ k ĺ k + 1 áőőâćěâáâćěŋŋő, ŋő ŕàĺ íâőň d_j < d_i, âő ňőęŋő ŕőňěŋïâì ğăłăğë ňěáâăňĺ, ĺ őąă ŕő-ŕàěęŋěňã ŋě ąãďãâ ŕàőáàőçěŋë (łőńì áłőàő d_j ⩾ k + 1, âő ĺ ŕőďăćŋő d_i > d_j ⩾ k + 1; ğăłăğã ęě ŋőňěà j ćőőąéě ŋĺçěčő ŋě čàőğĺâ, ŕőáłőńìłã ŕő ŋőćőňã àăáŕĺáăŋĺî ěčő ąãďãâ ćëŕőńŋïâì àăŋìèě, çěň ŕő áâăàőňã). Łőŋěçŋőě çĺáńő âăłĺå őąňěŋőć ŕàĺćěďñâ àăáŕĺáăŋĺě ł łăŋőŋĺçěáłőňã ćĺďã.

Šăłĺň őąàăğőň, ğăďăçă ő àăáŕĺáăŋĺĺ áćőďĺâáï ł ŋăåőęďěŋĺî ňŋőęěáâćă A, áőáâőïéěčő ĺğ ğăłăğőć, łőâőàëě ŋě ąãďãâ ŕàőáàőçěŋë: łăł âőńìłő íâő ňŋőęěáâćő ŋăľďěŋő, ďńï áőáâăćńěŋĺï àăáŕĺáăŋĺï ďőáâăâőçŋő àăáŕőńőęĺâì ğăłăğë ĺğ ňŋőęěáâćă A ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï áàőłőć, ă ŕőáńě ŋĺå ć ŕàőĺğćőńìŋőň ŕőàïďłě ŕőáâăćĺâì őáâăńìŋëě ğăłăğë.

Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ŕőďňŋőęěáâćő A ⊆ S ïćńïěâáï ŋěğăćĺáĺňëň (independent), ěáńĺ ďńï íâőčő ňŋőęěáâćă ğăłăğőć ňőęŋő áőáâăćĺâì àăáŕĺáăŋĺě, ŕő łőâőàőňã ćáě ğăłăğë ąãďãâ ćëŕőńŋěŋë ć áàőł. Őąőğŋăçĺň çěàěğ I áěňěľáâćő ćáěå ŋěğăćĺáĺňëå ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă S.

Łăł ćëïáŋĺâì, ąãďěâ ńĺ ďăŋŋőě ŕőďňŋőęěáâćő A ⊆ S ŋěğăćĺáĺňëň? Ďńï łăęďőčő t = 1, 2, . . ., n őąőğŋăçĺň çěàěğ N_t(A) łőńĺçěáâćő ğăłăğőć ĺğ ňŋőęěáâćă A, ďńï łőâőàëå áàőł ŋě ŕàěćőáåőďĺâ t.

Ńěňňă 17.11. Ďńï ćáïłőčő ŕőďňŋőęěáâćă A ⊆ S áńěďãîéĺě âàĺ ãáńőćĺï íłćĺćăńěŋâŋë:

1. ňŋőęěáâćő A ŋěğăćĺáĺňő, 2. ďńï ćáěå t = 1, 2, . . ., n ĺňěěň N_t(A) ⩽ t, 3. ěáńĺ àăáŕőńőęĺâì ğăłăğë ĺğ ňŋőęěáâćă A ć ŕőàïďłě ŋěãąëćăŋĺï áàőłőć, âő ćáě ğăłăğë ąãďãâ ćëŕőńŋěŋë ć áàőł.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ěáńĺ N_t(A) > t ďńï ŋěłőâőàőčő t, âő ğăłăğőć, łőâőàëě ďőńęŋë ąëâì ćëŕőńŋěŋë ğă ŕěàćëě t ěďĺŋĺæ ćàěňěŋĺ, ąőńìèě t ĺ őďĺŋ ĺğ ŋĺå ŋěŕàěňěŋŋő ąãďěâ ŕàőáàőçěŋ. Šăłĺň őąàăğőň, (1) ćńěçñâ (2). Ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő (2), âő i-ľ ŕő ŕőàïďłã áàőł őłőŋçăŋĺï ğăłăğă ŋě ňěŋìèě i, ĺ ŕàĺ àăááâăŋőćłě ğăłăğőć ć íâőň ŕőàïďłě ćáě áàőłĺ ąãďãâ áőąńîďěŋë. Śńěďőćăâěńìŋő, (2) ćńěçñâ (3). Ĺňŕńĺłăæĺï (3) ⇒ (1) őçěćĺďŋă.

Şáńőćĺě (2) ïćńïěâáï ãďőąŋëň łàĺâěàĺěň ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă ğăłăğőć (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 17.5-2).

Ňĺŋĺňĺğĺàőćăâì áãňňã èâàăäőć ğă ŕàőáàőçěŋŋëě ğăłăğë — ćáñ àăćŋő, çâő ňăłáĺňĺğĺàőćăâì áãňňã ŋěćëŕńăçěŋŋëå èâàăäőć, âő

Ğăłăğ 1 2 3 4 5 6 7 d_i 4 2 4 3 1 4 6 w_i 70 60 50 40 30 20 10

Řĺáãŋőł 17.7 Ŕàĺňěà ğăďăçĺ ő àăáŕĺáăŋĺĺ ďńï ğăłăğőć àăćŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáŕőńŋĺâěńěň, áàőłăňĺ ĺ èâàăäăňĺ.

ěáâì èâàăäőć, ăááőæĺĺàőćăŋŋëå á ćëŕőńŋěŋŋëňĺ ć áàőł ğăłăğăňĺ. Śńěďãîéăï âěőàěňă ŕőłăğëćăěâ, çâő íâã őŕâĺňĺğăæĺőŋŋãî ğăďăçã ňőęŋő àěèĺâì á ŕőňőéìî ęăďŋőčő ăńčőàĺâňă:

Šěőàěňă 17.12. Ŕãáâì S — ňŋőęěáâćő ğăłăğőć àăćŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ áő áàőłăňĺ, ă I — áěňěľáâćő ŋěğăćĺáĺňëå ňŋőęěáâć ğăłăğőć. Šőčďă ŕăàă (S, I) ïćńïěâáï ňăâàőĺďőň.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őçěćĺďŋő, łăęďőě ŕőďňŋőęěáâćő ŋěğăćĺáĺňőčő ňŋőęěáâćă âăłęě ŋěğăćĺáĺňő, ĺ őáâăñâáï ŕàőćěàĺâì ćëŕőńŋěŋĺě áćőľáâćă ğăňěŋë. Ŕãáâì A ĺ B — ŋěğăćĺáĺňëě ňŋőęěáâćă, ŕàĺçñň |B| > |A|. Ąãďěň áàăćŋĺćăâì çĺáńă N_t(B) ĺ N_t(A) ŕàĺ àăğńĺçŋëå t. Ŕàĺ t = n ŕěàćőě çĺáńő ąőńìèě; ãňěŋìèăï t, ďőęďñňáï ňőňěŋâă, łőčďă őŋĺ áàăćŋïîâáï, ĺ ŋăğőćñň ěčő k (ěáńĺ íâőčő ŋě ŕàőĺğőľďěâ ďő áăňőčő łőŋæă, áçĺâăěň k = 0). Ŕàĺ íâőň N_k(A) = N_k(B) (ěáńĺ k > 0) ĺ N_{k+1}(B) > N_{k+1}(A). Śńěďőćăâěńìŋő, ěáâì åőâï ąë őďĺŋ ğăłăğ x ∈ B \ A áő áàőłőň k + 1. Ŕőńőęĺň A^′ = A ∪ {x}. Ěáńĺ t ⩽ k, âő N_t(A^′) = N_t(A) ⩽ t ć áĺńã ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă A; ěáńĺ t > k, âő N_t(A^′) = N_t(A)+1 ⩽ N_t(B) ⩽ t ć áĺńã ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă B; áâăńő ąëâì, ňŋőęěáâćő A^′ ŋěğăćĺáĺňő ŕő ńěňňě 17.11, ĺ ďńï ŕăàë (S, I) ćëŕőńŋěŋő áćőľáâćő ğăňěŋë. Ćáñ ďőłăğăŋő.

Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ âěőàěňë áńěďãěâ, çâő ďńï ŋăåőęďěŋĺï őŕâĺňăńìŋőčő ňŋőęěáâćă A ŋěğăćĺáĺňëå ğăłăğőć ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï ęăďŋëň ăńčőàĺâňőň, ă ğăâěň áőáâăćĺâì àăáŕĺáăŋĺě, ŋăçĺŋăîéěěáï á ğăłăğőć ĺğ ňŋőęěáâćă A, àăááâăćńěŋŋëå ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï áàőłőć — íâő ĺ ąãďěâ àěèěŋĺěň ğăďăçĺ ő àăáŕĺáăŋĺĺ. Ěáńĺ ŕőńìğőćăâìáï ăńčőàĺâňőň Greedy, âő ćàěňï àăąőâë ąãďěâ O(n^2), âăł łăł ć ŕàőæěááě àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ŋăďő áďěńăâì n ŕàőćěàőł ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ňŋőęěáâćă, ĺ łăęďăï âăłăï ŕàőćěàłă âàěąãěâ O(n) őŕěàăæĺľ (ãŕà. 17.5-2). Ąőńěě ąëáâàëľ ăńčőàĺâň ŕàĺćěďñŋ ć ğăďăçě 17-3.

Ŋă àĺá. 17.7 ŕàĺćěďñŋ ŕàĺňěà ğăďăçĺ ő àăáŕĺáăŋĺĺ. Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň őâąĺàăěâ ğăłăğë 1, 2, 3 ĺ 4, ğăâěň őâćěàčăěâ ğăłăğë 5 ĺ 6 ĺ őâąĺàăěâ ğăłăğ 7. Őŕâĺňăńìŋőě àăáŕĺáăŋĺě:

(2, 4, 1, 3, 7, 5, 6).

Śãňňă èâàăäőć àăćŋă w_5 + w_6 = 50.

Ğăďăçĺ ł čńăćě 17 349

Şŕàăęŋěŋĺï

17.5-1 Řěèĺâě ğăďăçã ő àăáŕĺáăŋĺĺ ďńï áěňĺ ğăłăğőć, ć łőâőàőľ áàőłĺ âě ęě, çâő ŋă àĺá. 17.7, ŋő łăęďëľ èâàăä w_i ğăňěŋñŋ ŋă 80 − w_i.

17.5-2 Łăł, ĺáŕőńìğãï ãáńőćĺě (2) ĺğ ńěňňë 17.11, ćëïáŋĺâì ğă ćàěňï O(|A|), ąãďěâ ńĺ ďăŋŋőě ňŋőęěáâćő ğăłăğőć A ŋěğăćĺáĺňëň?

Ğăďăçĺ

17-1 Śďăçă á ďőńńăàă

Ŕãáâì âàěąãěâáï ŋăąàăâì áãňňã ć n æěŋâőć, ĺáŕőńìğãï ŋăĺňěŋìèěě łőńĺçěáâćő ňőŋěâ.

ă Őŕĺèĺâě ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, ŋăąĺàăîéĺľ n æěŋâőć á ŕőňőéìî ňőŋěâ ďőáâőĺŋáâćőň ć 25, 10, 5 ĺ 1 æěŋâ. [Ĺňěŋŋő âăłĺě ňőŋěâë ĺáŕőńìğãîâáï ć ŚŸĂ.] Ďőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň ŋăåőďĺâ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě.

ą Ŕãáâì ć ŋăèěň àăáŕőàïęěŋĺĺ ĺňěîâáï ňőŋěâë ďőáâőĺŋáâćőň c^0, c^1, . . ., c^k æěŋâőć, čďě c > 1 ĺ k ⩾ 1 — æěńëě çĺáńă. Ďőłăęĺâě, çâő ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăáâ ć íâőň áńãçăě őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě. ć Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà ŋăąőàă âĺŕőć ňőŋěâ, ďńï łőâőàőčő ęăďŋëľ ăńčőàĺâň őŕâĺňãňă ŋě ďăáâ.

17-2 Ăæĺłńĺçŋëě ŕőďčàăäë ă Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕăàă (E, I), čďě A ∈ I âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ňŋőęěáâćő A ăæĺłńĺçŋő, ïćńïěâáï ňăâàőĺďőň.

ą Ňăâàĺæěľ ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ (incidence matrix) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï |V | × |E|-ňăâàĺæă M, ć łőâőàőľ M_{ve} àăćŋő ěďĺŋĺæě, ěáńĺ ćěàèĺŋă v ĺŋæĺďěŋâŋă àěąàã e, ĺ ŋãńî ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě. (Śâőńąěæ, áőőâćěâáâćãîéĺľ àěąàã, áőďěàęĺâ àőćŋő ďćě ěďĺŋĺæë, áőőâćěâáâćãîéĺě łőŋæăň íâőčő àěąàă.) Ďőłăęĺâě, çâő ŋăąőà áâőńąæőć íâőľ ňăâàĺæë ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺň [ŋăď ŕőńěň ćëçěâőć ĺğ ďćãå íńěňěŋâőć] âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áőőâćěâáâćãîéĺľ ŋăąőà àěąěà ăæĺłńĺçěŋ. Ŕőńìğãïáì àěğãńìâăâőň ãŕàăęŋěŋĺï 17.4-2, ďőłăęĺâě âěŕěàì ďàãčĺň áŕőáőąőň, çâő ŕăàă (E, I) ïćńïěâáï ňăâàőĺďőň.

ć Ŕãáâì ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ďńï łăęďőčő àěąàă e ∈ E ğăďăŋ ŋěőâàĺæăâěńìŋëľ ćěá w(e). Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï ăæĺłńĺçŋőčő ŕőďňŋőęěáâćă ňŋőęěáâćă E á ŋăĺąőńìèěľ áãňňőľ ćěáőć àñąěà.

č Ŕãáâì G = (V, E) — őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ĺ ŕãáâì I — áěňěľáâćő ćáěå ăæĺłńĺçŋëå ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă àñąěà (ć ďăŋŋőň áńãçăě áńőćő ”ăæĺłńĺçŋëľ” őğŋăçăěâ ”ŋě áőďěàęăéĺľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå æĺłńőć”). Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà, łőčďă ŕăàă (E, I) ŋě ąãďěâ ňăâàőĺďőň. Łăłőě ĺğ ãáńőćĺľ ć őŕàěďěńěŋĺĺ ňăâàőĺďă ąãďěâ ŋăàãèěŋő?

ď Ňăâàĺæă ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) — íâő |V | × |E|-ňăâàĺæă M, ć łőâőàőľ M_{ve} àăćŋő −1, ěáńĺ ćěàèĺŋă v ïćńïěâáï ŋăçăńőň àěąàă e, àăćŋő 1, ěáńĺ ćěàèĺŋă v ïćńïěâáï łőŋæőň àěąàă e, ĺ àăćŋő ŋãńî ć őáâăńìŋëå áńãçăïå. Ďőłăęĺâě, çâő ňŋőęěáâćő àñąěà čàăäă, áőőâćěâáâćãîéěě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňőňã (ŋăď R) ŋăąőàã áâőńąæőć ňăâàĺæë ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ, ŋě áőďěàęĺâ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő æĺłńă. ě Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 17.4-2 ňë ďőłăğăńĺ, çâő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňëě ŋăąőàë áâőńąæőć ďăŋŋőľ ňăâàĺæë őąàăğãîâ ňăâàőĺď. Ć áćěâě íâőčő àěğãńìâăâă, ŋěâ ńĺ ŕàőâĺćőàěçĺï ňěęďã ãâćěàęďěŋĺïňĺ ŕãŋłâőć (č) ĺ (ď) ãŕàăęŋěŋĺï?

17-3 Ěéñ ő àăáŕĺáăŋĺïå

Řăááňőâàĺň áńěďãîéĺľ ăńčőàĺâň ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ĺğ àăğďěńă 17.5 (őŕâĺňăńìŋőě àăáŕĺáăŋĺě ďńï ğăłăğőć àăćŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáŕőńŋĺâěńěň, áàőłăňĺ ĺ èâàăäăňĺ). Ąãďěň ŕěàěąĺàăâì ğăłăğë ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï èâàăäőć ĺ ğăŕőńŋïâì àăáŕĺáăŋĺě âăł: ěáńĺ ďńï ğăłăğă ŋőňěà j áãéěáâćãěâ åőâï ąë őďŋő áćőąőďŋőě ňěáâő ć àăáŕĺáăŋĺĺ, ŕőğćőńïîéěě ćëŕőńŋĺâì ěčő ŋě ŕőğďŋěě âàěąãěňőčő áàőłă d_j , âő ŕőáâăćĺň ěčő ŋă áăňőě ŕőğďŋěě ĺğ âăłĺå ňěáâ; ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ŕőáâăćĺň ěčő ŋă áăňőě ŕőğďŋěě ĺğ áćőąőďŋëå ňěáâ.

ă Ďőłăęĺâě, çâő íâőâ ăńčőàĺâň ďăñâ őŕâĺňãň.

ą Ćőáŕőńìğãľâěáì ŕàěďáâăćńěŋĺěň ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć á ŕőňőéìî ńěáă, őŕĺáăŋŋëň ć àăğďěńě 22.3, ďńï íääěłâĺćŋőľ àěăńĺğăæĺĺ ćëèěőŕĺáăŋŋőčő ăńčőàĺâňă (ňőęěâě áçĺâăâì, çâő ğăłăğë ãęě àăáŕőńőęěŋë ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï èâàăäőć). Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă.

Ğăňěçăŋĺï

Ďőŕőńŋĺâěńìŋëě áćěďěŋĺï ő ęăďŋëå ăńčőàĺâňăå ĺ ňăâàőĺďăå ňőęŋő ŋăľâĺ ã Ńőãńěàă [132] ĺńĺ Ŕăŕăďĺňĺâàĺã ĺ Śâăľčńĺæă [154].

Ŕěàćőľ àăąőâőľ ŕő łőňąĺŋăâőàŋőľ őŕâĺňĺğăæĺĺ, áőďěàęăéěľ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, ąëńă àăąőâă İďňőŋďáă [62], ďăâĺàőćăŋŋăï 1971 čőďőň, åőâï áăňő ŕőŋïâĺě ňăâàőĺďă ąëńő ććěďěŋő ć 1935 čőďã ć áâăâìě Şĺâŋĺ [200].

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 17 351

Ğăďăçăňĺ íâőľ čńăćë ğăŋĺňăńĺáì ňŋőčĺě ăćâőàë — Čăćàĺń [80] (ğăďăçă ő ćëąőàě ğăïćőł), Ńőãńěà [132], Čőàőćĺæ ĺ Śăåŋĺ [105], Ąàăááăà ĺ Ąàăâńĺ [33] (ğăďăçă ő àăáŕĺáăŋĺĺ).

Łőďë Ţăääňěŋă ąëńĺ ĺğőąàěâěŋë ć 1952 čőďã [107]. Őąğőà ňěâőďőć áęăâĺï ĺŋäőàňăæĺĺ (ŕő áőáâőïŋĺî ŋă 1987 čőď) ďăńĺ Ńěńěćěà ĺ Ţĺàèąěàč [136].

Łőàâě ĺ Ńőćăá [127, 128, 129, 130] áőğďăńĺ âěőàĺî čàĺďőĺďőć (greedoids), ïćńïîéãîáï őąőąéěŋĺěň âěőàĺĺ, ĺğńőęěŋŋőľ ć àăğďěńě 17.4.

18 Ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ

Ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ ŕàĺňěŋïěâáï ďńï őæěŋłĺ ćàěňěŋĺ ćëŕőńŋěŋĺï ŋěáłőńìłĺå őŕěàăæĺľ á łăłőľ-ńĺąő áâàãłâãàőľ ďăŋŋëå (ŋăŕàĺňěà, áâěłőň). Ůâőąë őæěŋĺâì ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï łăłőľ-ńĺąő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ, ďőáâăâőçŋő ãňŋőęĺâì ňăłáĺňăńìŋãî ďńĺâěńìŋőáâì őŕěàăæĺĺ ŋă őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ. Ĺŋőčďă, őďŋăłő, ãďăěâáï ŕőńãçĺâì ąőńěě âőçŋãî őæěŋłã ćàěňěŋĺ àăąőâë (ĺńĺ, çâő àăćŋőáĺńìŋő, áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ ćëŕőńŋěŋĺï őďŋőľ őŕěàăæĺĺ), ĺáŕőńìğãï âőâ äăłâ, çâő ćő ňŋőčĺå áńãçăïå ŕőáńě ďńĺâěńìŋëå őŕěàăæĺľ ŋěáłőńìłő áńěďãîéĺå őŕěàăæĺľ ćëŕőńŋïîâáï ąëáâàő. Őæěŋłĺ âăłőčő àőďă ŋăğëćăîâáï ăňőàâĺğăæĺőŋŋëň ăŋăńĺğőň (amortized analysis) ăńčőàĺâňă. Ŕőďçěàłŋěň, çâő őæěŋłă, ďăćăěňăï ăňőàâĺğăæĺőŋŋëň ăŋăńĺğőň, ŋě ïćńïěâáï ćěàőïâŋőáâŋőľ: íâő őæěŋłă áàěďŋěčő ćàěňěŋĺ ćëŕőńŋěŋĺï őďŋőľ őŕěàăæĺĺ ďńï åãďèěčő áńãçăï.

[Ŕàĺ ăňőàâĺğăæĺőŋŋőň ăŋăńĺğě łăęďőľ őŕěàăæĺĺ ŕàĺáćăĺćăěâáï ŋěłőâőàăï ãçñâŋăï áâőĺňőáâì (amortized cost), łőâőàăï ňőęěâ ąëâì ąőńìèě ĺńĺ ňěŋìèě àěăńìŋőľ ďńĺâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺĺ. Ŕàĺ íâőň ďőńęŋő ćëŕőńŋïâìáï áńěďãîéěě ãáńőćĺě: ďńï ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ äăłâĺçěáłăï áãňňăàŋăï ďńĺâěńìŋőáâì ćáěå őŕěàăæĺľ (ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ďő ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ áâàãłâãàă ďăŋŋëå ŋăåőďĺâáï ć ŋăçăńìŋőň áőáâőïŋĺĺ — ŋăŕàĺňěà, áâěł ŕãáâ) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ áãňňë ĺå ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ. Ěáńĺ íâő ãáńőćĺě ćëŕőńŋěŋő, âő čőćőàïâ, çâő ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ ŕàĺáćőěŋë łőààěłâŋő. Ğăňěâĺň, çâő ďńï őďŋőľ ĺ âőľ ęě áâàãłâãàë ďăŋŋëå ĺ őďŋĺå ĺ âěå ęě ăńčőàĺâňőć ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ ňőęŋő łőààěłâŋő ŋăğŋăçĺâì ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ ŋěáłőńìłĺňĺ àăğńĺçŋëňĺ áŕőáőąăňĺ.]

Ć ŕěàćëå âàñå àăğďěńăå íâőľ čńăćë àăááłăğëćăěâáï ő âàñå őáŋőćŋëå ňěâőďăå ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă. Ć àăğďěńě 18.1 àěçì ĺďěâ ő ňěâőďě čàãŕŕĺàőćłĺ: ňë ňőęěň őæěŋĺâì áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ ć åãďèěň áńãçăě ĺ ãáâăŋőćĺâì, çâő őŋă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ T (n)). Ŕőáńě íâőčő ňőęŋő őąêïćĺâì, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ńîąőľ őŕěàăæĺĺ, ŋěğăćĺáĺňő őâ ěě ďńĺâěńìŋőáâĺ, àăćŋă T (n)/n.

Ć àăğďěńě 18.2 àăááłăğëćăěâáï ő ňěâőďě ŕàěďőŕńăâë. Ŕàĺ íâőň ňěâőďě ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă àăğńĺçŋëň őŕěàăæĺïň ňőčãâ ŕàĺáćăĺćăâìáï àăğńĺçŋëě ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ. Ş ŋěłőâőàëå őŕěàăæĺľ ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őąêïćńïěâáï ćëèě àěăńìŋőľ. Łőčďă ćëŕőńŋïěâáï âăłăï őŕěàăæĺï, őáâăñâáï àěğěàć, łőâőàëľ áçĺâăěâáï åàăŋïéĺňáï ć őŕàěďěńěŋŋőň ňěáâě áâàãłâãàë ďăŋŋëå. İâőâ àěğěàć ĺáŕőńìğãěâáï ďńï ďőŕńăâë ğă őŕěàăæĺĺ, ãçñâŋăï áâőĺňőáâì łőâőàëå ŋĺęě äăłâĺçěáłőľ.

Ć ňěâőďě ŕőâěŋæĺăńőć, őąáãęďăěňőň ć àăğďěńě 18.3, àěğěàć ŋě áćïğëćăěâáï á łăłĺňĺ-âő łőŋłàěâŋëňĺ őąêěłâăňĺ, ă ïćńïěâáï äãŋłæĺěľ âěłãéěčő áőáâőïŋĺï áâàãłâãàë ďăŋŋëå. İâă äãŋłæĺï ŋăğëćăěâáï ”ŕőâěŋæĺăńőň”, ĺ ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ ďőńęŋë ąëâì á ŋěľ áőčńăáőćăŋë.

Ňë ĺńńîáâàĺàãěň íâĺ âàĺ ňěâőďă ŋă ďćãå ŕàĺňěàăå. Ŕěàćëľ ĺğ ŋĺå — áâěł, áŋăąęěŋŋëľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ őŕěàăæĺěľ Multipop, ãďăńïîéěľ ĺğ áâěłă ŋěáłőńìłő íńěňěŋâőć őďŋőćàěňěŋŋő. Ćâőàőľ ŕàĺňěà — ďćőĺçŋëľ áçěâçĺł, áŋăąęěŋŋëľ ěďĺŋáâćěŋŋőľ őŕěàăæĺěľ Increment (ãćěńĺçĺâì ŋă ěďĺŋĺæã).

Ğăňěâĺň, çâő ŕőŋïâĺě ŕőâěŋæĺăńă ĺáŕőńìğãěâáï ďńï ăŋăńĺğă ăńčőàĺâňă; ć áăňőľ ŕàőčàăňňě ŋěâ ŋěőąåőďĺňőáâĺ ćëçĺáńïâì ĺ åàăŋĺâì ěčő ğŋăçěŋĺě.

Ĺďěĺ, áćïğăŋŋëě á ăňőàâĺğăæĺőŋŋëň ăŋăńĺğőň, ŕőńěğŋő ĺňěâì ć ćĺďã ŕàĺ àăğàăąőâłě ăńčőàĺâňőć. Ŕàĺňěà âăłőčő àőďă ďăŋ ć àăğďěńě 18.4 (âăąńĺæă ŕěàěňěŋŋőčő àăğňěàă).

18.1 Ňěâőď čàãŕŕĺàőćłĺ

Ňěâőď čàãŕŕĺàőćłĺ (aggregate method) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ďńï łăęďőčő n őæěŋĺćăěâáï ćàěňï T (n), âàěąãěňőě ŋă ćëŕőńŋěŋĺě n őŕěàăæĺľ (ć åãďèěň áńãçăě). Ćàěňï ć àăáçñâě ŋă őďŋã őŕěàăæĺî, âő ěáâì őâŋőèěŋĺě T (n)/n, őąêïćńïěâáï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâìî őďŋőľ őŕěàăæĺĺ. Ŕàĺ íâőň ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ ćáěå őŕěàăæĺľ őłăğëćăîâáï őďĺŋăłőćëňĺ (ŕàĺ ďćãå ďàãčĺå ňěâőďăå ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă íâő ąãďěâ ŋě âăł).

Őŕěàăæĺĺ áő áâěłőň

Ňë ŕàĺňěŋĺň ňěâőď čàãŕŕĺàőćłĺ ďńï ăŋăńĺğă áâěłă á őďŋőľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ őŕěàăæĺěľ. Ć àăğďěńě 11.1 ňë ććěńĺ ďćě őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ áő áâěłőň:

Push(S, x) ďőąăćńïěâ íńěňěŋâ x ł áâěłã S; Pop(S) ãďăńïěâ ćěàèĺŋã áâěłă S (ĺ ćőğćàăéăěâ ěñ).

Łăęďăï ĺğ íâĺå őŕěàăæĺľ ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(1). Śńěďőćăâěńìŋő, ćëŕőńŋěŋĺě n őŕěàăæĺľ Push ĺ Pop âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n).

Śĺâãăæĺï áâăŋőćĺâáï ąőńěě ĺŋâěàěáŋőľ, ěáńĺ ďőąăćĺâì őŕěàăæĺî Multipop(S, k), łőâőàăï ãďăńïěâ k íńěňěŋâőć ĺğ áâěłă (ěáńĺ ć áâěłě

Řĺáãŋőł 18.1 Ďěľáâćĺě őŕěàăæĺĺ Multipop ŋă áâěłě S. (ă) Ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě áâěłă. Multipop(S, 4) ãďăńïěâ ĺğ áâěłă ćěàåŋĺě çěâëàě íńěňěŋâă, ĺ áâěł ŕàĺåőďĺâ ć áőáâőïŋĺě (ą). Ěáńĺ âěŕěàì ŕàĺňěŋĺâì őŕěàăæĺî Multipop(S, 7), âő áâěł áâăŋěâ ŕãáâ (ć), âăł łăł ŕěàěď ŕàĺňěŋěŋĺěň íâőľ őŕěàăæĺĺ ć áâěłě ąëńő ňěŋěě áěňĺ íńěňěŋâőć.

áőďěàęĺâáï ňěŋěě k íńěňěŋâőć, âő ãďăńïěâáï ćáñ, çâő âăň ěáâì). Ěñ ňőęŋő àěăńĺğőćăâì âăł (Stack-Empty ćőğćàăéăěâ true âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áâěł ŕãáâ):

Multipop(S, k) 1 while not Stack-Empty(S) and k ≠ 0 2 do Pop(S) 3 k ← k − 1 Ŕàĺňěà àăąőâë őŕěàăæĺĺ Multipop ŕàĺćěďěŋ ŋă àĺá. 18.1.

Ŕàĺ ŕàĺňěŋěŋĺĺ őŕěàăæĺĺ Multipop(S, k) ł áâěłã, áőďěàęăéěňã s íńěňěŋâőć, ąãďěâ ŕàőĺğćěďěŋő min(s, k) őŕěàăæĺľ Pop. Ŕőíâőňã (ĺňěěâáï ć ćĺďã äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì, ă ŋě ãçñâŋăï) ćàěňï ěě àăąőâë ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő min(s, k).

Śçĺâăï, çâő őŕěàăæĺĺ Push, Pop ĺňěîâ ěďĺŋĺçŋãî áâőĺňőáâì (ĺňěěâáï ć ćĺďã äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì, ă ŋě ãçñâŋăï), ă őŕěàăæĺï Multipop ĺňěěâ áâőĺňőáâì min(s, k), őæěŋĺň áãňňăàŋãî áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ, ŕàĺňěŋñŋŋëå ł ĺğŋăçăńìŋő ŕãáâőňã áâěłã. Śâőĺňőáâì ńîąőľ ĺğ őŕěàăæĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n (áăňăï ďőàőčăï őŕěàăæĺï Multipop áâőĺâ ŋě ąőńěě n, ŕőáłőńìłã ğă n őŕěàăæĺľ ć áâěłě ŋě ŋăąěàñâáï ąőńěě n íńěňěŋâőć). Śńěďőćăâěńìŋő, áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ ěáâì O(n^2). İâă őæěŋłă, őďŋăłő, áńĺèłőň čàãąă. Ůâőąë ŕőńãçĺâì âőçŋãî őæěŋłã, ğăňěâĺň, çâő, łőńì áłőàő ŕěàćőŋăçăńìŋő áâěł ąëń ŕãáâ, őąéěě çĺáńő àěăńìŋő ćëŕőńŋïěňëå őŕěàăæĺľ Pop (ćłńîçăï âě ĺğ ŋĺå, çâő ćëğëćăîâáï ĺğ ŕàőæěďãàë Multipop) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ őąéěčő çĺáńă őŕěàăæĺľ Push, ă íâő ŕőáńěďŋěě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n. Śâăńő ąëâì, áâőĺňőáâì ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n őŕěàăæĺľ Push, Pop ĺ Multipop, ŕàĺňěŋěŋŋëå ł ŕãáâőňã áâěłã, ěáâì O(n). Šěň áăňëň ňőęŋő őąêïćĺâì, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ ěáâì O(n)/n = O(1).

Ŕőďçěàłŋñň ěéñ àăğ, çâő ŋăèă őæěŋłă ŋě ïćńïěâáï ćěàőïâŋőáâŋőľ: áâőĺňőáâì (ć àăáçñâě ŋă őďŋã őŕěàăæĺî) őæěŋĺćăěâáï ďńï åãďèěčő áńãçăï.

counter value — ğŋăçěŋĺě áçěâçĺłă, total cost — áâőĺňőáâì

Řĺáãŋőł 18.2 Śőáâőïŋĺï ćőáìňĺąĺâőćőčő ďćőĺçŋőčő áçěâçĺłă ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï 16 ŕőáńěďőćăâěńìŋëå őŕěàăæĺľ Increment. Ğăèâàĺåőćăŋë ąĺâë, ğŋăçěŋĺï łőâőàëå ĺğňěŋïâáï ŕàĺ áńěďãîéěľ őŕěàăæĺĺ Increment. Ć ŕàăćőľ čàăäě ŕőłăğăŋă őąéăï áâőĺňőáâì ćáěå őŕěàăæĺľ ŕő ãáâăŋőćłě ĺńĺ őçĺáâłě ąĺâőć, ŋěőąåőďĺňëå, çâőąë ďőáçĺâăâì ďő ďăŋŋőčő çĺáńă. Ğăňěâìâě, çâő ć áâàőłě ŋőňěà k íâă áâőĺňőáâì ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2k.

Ďćőĺçŋëľ áçñâçĺł

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕàĺňěŋĺň ňěâőď čàãŕŕĺàőćłĺ ł ăŋăńĺğã kąĺâŋőčő ďćőĺçŋőčő áçñâçĺłă. Śçñâçĺł àěăńĺğőćăŋ łăł ňăááĺć ąĺâőć A[0 . .k − 1] ĺ åàăŋĺâ ďćőĺçŋãî ğăŕĺáì çĺáńă x = ∑_{k−1} i=0 A[i] · 2^i (âăł çâő A[0] — ňńăďèĺľ ąĺâ). Ŕěàćőŋăçăńìŋő x = 0, â. ě. A[i] = 0 ďńï ćáěå i. Őŕàěďěńĺň őŕěàăæĺî Increment (ãćěńĺçĺâì ŋă 1 ŕő ňőďãńî 2^k) âăł:

Increment(A) 1 i ← 0 2 while i < length[A] and A[i] = 1 3 do A[i] ← 0 4 i ← i + 1 5 if i < length[A] 6 then A[i] ← 1

Ŕő áãéěáâćã âőâ ęě ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâáï ć àěăńìŋëå łőňŕìîâěàăå (łăáłăďŋőě áńőęěŋĺě — áň. àăğďěń 29.2.1). Ŋă àĺá. 18.2 ĺğőąàăęěŋë áőáâőïŋĺï ďćőĺçŋőčő áçěâçĺłă ŕàĺ 16 ŕőáńěďőćăâěńìŋëå ŕàĺňěŋěŋĺïå őŕěàăæĺĺ Increment, ŋăçĺŋăï őâ 0 ďő 16. Şćěńĺçěŋĺě áçěâçĺłă ŋă ěďĺŋĺæã ŕàőĺáåőďĺâ áńěďãîéĺň őąàăğőň: ćáě ŋăçăńìŋëě ěďĺŋĺçŋëě ąĺâë ć ňăááĺćě A áâăŋőćïâáï ŋãńïňĺ (æĺłń ć áâàőłăå 2–4), ă áńěďãîéĺľ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ğă ŋĺňĺ ŋãńěćőľ ąĺâ (ěáńĺ âăłőćőľ ěáâì) ãáâăŋăćńĺćăěâáï ć ěďĺŋĺæã. Śâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Increment ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺâ őâ őąéěčő łőńĺçěáâćă ąĺâőć, ŕőďćěàčèĺåáï őçĺáâłě ĺńĺ ãáâăŋőćłě. Őâáîďă áàăğã ŕőńãçăěâáï čàãąăï őæěŋłă: ŕőáłőńìłã ć åãďèěň áńãçăě (ňăááĺć A áőáâőĺâ ĺğ őďŋĺå ěďĺŋĺæ) ňěŋïîâáï k ąĺâőć, âàěąãěâáï O(nk) őŕěàăæĺľ, çâőąë áőáçĺâăâì őâ 0 ďő n.

Ůâőąë ŕőńãçĺâì ąőńěě âőçŋãî őæěŋłã, ğăňěâĺň, çâő ŋě łăęďëľ àăğ ğŋăçěŋĺï ćáěå k ąĺâőć ňěŋïîâáï. Ć áăňőň ďěńě, ňńăďèĺľ ąĺâ A[0] ňěŋïěâáï ŕàĺ łăęďőň ĺáŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺĺ Increment (áň. àĺá. 18.2). Śńěďãîéĺľ ŕő áâăàèĺŋáâćã ąĺâ A[1] ňěŋïěâáï âőńìłő çěàěğ àăğ: ŕàĺ őâáçěâě őâ ŋãńï ďő n íâőâ ąĺâ ňěŋïěâáï ⌊n/2⌋ àăğ. Ďăńěě, A[N] ňěŋïěâáï âőńìłő łăęďëľ çěâćěàâëľ àăğ, ĺ âăł ďăńěě: ěáńĺ 0 ⩽ i ⩽ lg n, âő ć ŕàőæěááě áçěâă őâ 0 ďő n ąĺâ A[i] ňěŋïěâáï ⌊n/2^i⌋ àăğ, ă ěáńĺ i > ⌊lg n⌋, âő ąĺâ i ćőőąéě ŋě ňěŋïěâáï. Śâăńő ąëâì, őąéěě łőńĺçěáâćő őŕěàăæĺľ őçĺáâłĺ ĺ ãáâăŋőćłĺ ąĺâőć àăćŋő ⌊lg n⌋∑

i=0 ⌊ n 2^i ⌋ < n ∞∑ i=0 1 2^i = 2n. Šěň áăňëň ãćěńĺçěŋĺě ďćőĺçŋőčő áçñâçĺłă őâ 0 ďő n âàěąãěâ ć åãďèěň áńãçăě O(n) őŕěàăæĺľ, ŕàĺçñň łőŋáâăŋâă ŋě ğăćĺáĺâ őâ k (ĺ àăćŋă 2); ãçñâŋãî áâőĺňőáâì łăęďőľ őŕěàăæĺĺ ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋőľ O(n)/n = O(1) (łőŋáâăŋâă őŕïâì ęě ŋě ğăćĺáĺâ őâ k).

Şŕàăęŋěŋĺï

18.1-1 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë àăğàěèĺńĺ ŋě âőńìłő őŕěàăæĺî Multipop, ŋő ĺ Multipush, ďőąăćńïîéãî ł áâěłã ŕàőĺğćőńìŋőě łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć. Ňőęŋő ńĺ âěŕěàì áçĺâăâì ãçñâŋãî áâőĺňőáâì łăęďőľ őŕěàăæĺĺ àăćŋőľ O(1)?

18.1-2 Őŕàěďěńĺň ďńï k-ąĺâőćőčő ďćőĺçŋőčő áçěâçĺłă őŕěàăæĺî Decrement (ćëçĺâăŋĺě ěďĺŋĺæë ŕő ňőďãńî 2^k). Ŕőłăęĺâě, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n őŕěàăæĺľ Increment ĺ Decrement ć åãďèěň áńãçăě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(nk).

18.1-3 Řăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őŕěàăæĺľ, ć łőâőàőľ áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ ŋőňěà i àăćŋă i, ěáńĺ i ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ, ĺ 1 ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě. Őæěŋĺâě áàěďŋîî áâőĺňőáâì őďŋőľ őŕěàăæĺĺ ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n őŕěàăæĺľ.

18.2 Ňěâőď ŕàěďőŕńăâë

Ŕàĺ ŕàőćěďěŋĺĺ ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă ŕő ňěâőďã ŕàěďőŕńăâë (accounting method) łăęďőľ őŕěàăæĺĺ ŕàĺáćăĺćăěâáï áćőï ãçñâŋăï

Ňěâőď ŕàěďőŕńăâë 357

áâőĺňőáâì, ŕàĺçěň íâĺ áâőĺňőáâĺ ňőčãâ ąëâì łăł ąőńìèě, âăł ĺ ňěŋìèě àěăńìŋëå. Ěáńĺ ãçěâŋăï áâőĺňőáâì ŕàěćőáåőďĺâ àěăńìŋãî, àăğŋőáâì àăááňăâàĺćăěâáï łăł àěğěàć (credit), łőâőàëľ áçĺâăěâáï áćïğăŋŋëň á łăłĺň-âő őąêěłâőň áâàãłâãàë ďăŋŋëå ĺ àăááňăâàĺćăěâáï łăł ŕàěďőŕńăâă ğă ąãďãéãî őąàăąőâłã íâőčő őąêěłâă. Ğă áçěâ íâőčő àěğěàćă łőňŕěŋáĺàãěâáï àăğŋĺæă ňěęďã ãçěâŋőľ ĺ àěăńìŋőľ áâőĺňőáâìî ďńï âěå őŕěàăæĺľ, ã łőâőàëå ãçěâŋăï áâőĺňőáâì ŋĺęě àěăńìŋőľ.

Ňë ďőńęŋë ćëąĺàăâì ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ âăł, çâőąë äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì ŋě ŕàěćőáåőďĺńă áãňňë ãçěâŋëå áâőĺňőáâěľ, âő ěáâì çâőąë àěğěàć őáâăćăńáï ŋěőâàĺæăâěńìŋëň ć ńîąőľ ňőňěŋâ àăąőâë.

Őŕěàăæĺĺ áő áâěłőň

Ŕàőĺńńîáâàĺàãěň ňěâőď ŕàěďőŕńăâë ŋă ãęě ĺğćěáâŋőň ŕàĺňěàě áő áâěłőň. Ŋăŕőňŋĺň, çâő àěăńìŋëě áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ áő áâěłőň ňë áçĺâăěň âăłĺňĺ: Push 1, Pop 1, Multipop min(s, k),

čďě k — łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć, ãďăńïěňëå ĺğ áâěłă, s — àăğňěà áâěłă. Ŕàĺáćőĺň íâĺň őŕěàăæĺïň âăłĺě ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ:

Push 2, Pop 0, Multipop 0.

Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ ćáěå őŕěàăæĺľ ŕőáâőïŋŋë; ćőğňőęŋë áńãçăĺ, łőčďă íâĺ áâőĺňőáâĺ ŋěŕőáâőïŋŋë ĺ ďăęě ĺňěîâ àăğńĺçŋëě ăáĺňŕâőâĺłĺ ďńï àăğŋëå őŕěàăæĺľ.

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő ćëąàăŋŋëě ŋăňĺ ãçěâŋëě áâőĺňőáâĺ ŕőğćőńïîâ ŕőńŋőáâìî ŕőłàëâì àěăńìŋãî áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ áő áâěłőň. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ěďĺŋĺæěľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ ïćńïěâáï ďőńńăà. Ćőáŕőńìğãěňáï ăŋăńőčĺěľ ňěęďã áâěłőň ĺ áâőŕłőľ âăàěńőł (áň. àăğď. 11.1). Ŕěàćőŋăçăńìŋő ŋĺ őďŋőľ âăàěńłĺ ć áâőŕłě ŋěâ (ňë ŋăçĺŋăěň á ŕãáâőčő áâěłă). Łőčďă ňë ďőąăćńïěň âăàěńłã ł áâőŕłě, ňë ďőńęŋë ğăŕńăâĺâì 1 ďőńńăà ğă őŕěàăæĺî Push (íâő ěě àěăńìŋăï æěŋă). Őďĺŋ ďőńńăà őáâăěâáï ã ŋăá ć àěğěàćě, ćěďì ãçñâŋăï æěŋă őŕěàăæĺĺ Push àăćŋă ďćãň ďőńńăàăň. Ąãďěň ćáïłĺľ àăğ łńăáâì íâőâ àěğěàćŋëľ ďőńńăà ŋă áőőâćěâáâćãîéãî âăàěńłã. Šőčďă ć łăęďëľ ňőňěŋâ ŋă łăęďőľ âăàěńłě ć ŋăèěľ áâőŕłě ąãďěâ ńěęăâì ŕő ďőńńăàőćőľ ąãňăęłě.

Ďőńńăà, ńěęăéĺľ ŋă âăàěńłě, — íâő ŕàěďőŕńăâă ğă ãďăńěŋĺě âăàěńłĺ ĺğ áâőŕłĺ. Łőčďă ňë ŕàőĺğćőďĺň őŕěàăæĺî Pop, ňë ğă ŋěě ŋĺçěčő ďőŕőńŋĺâěńìŋő ŋě ŕńăâĺň (ãçñâŋăï áâőĺňőáâì Pop àăćŋă ŋãńî), ă àăáŕńăçĺćăěňáï ğă ãďăńěŋĺě âăàěńłĺ ńěęăéĺň ŋă ŋěľ àěğěàćŋëň ďőńńăàőň. Šőçŋő âăł ęě ňë ĺňěěň ćőğňőęŋőáâì őąêïćĺâì őŕěàăæĺî Multipop ąěáŕńăâŋőľ: ěáńĺ ŋăďő ãďăńĺâì k âăàěńőł, ğă ãďăńěŋĺě łăęďőľ ĺğ ŋĺå ňë àăáŕńăâĺňáï ńěęăéĺň ŋă ŋěľ ďőńńăàőň. Śâăńő ąëâì, ĺğąëâőçŋăï ŕńăâă, łőâőàãî ňë ąěàěň ğă őŕěàăæĺî Push, ŕőłàëćăěâ àăáåőďë ŋă őŕěàăæĺĺ Pop ĺ Multipop. (áâőĺňőáâì ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n őŕěàăæĺľ Push, Pop ĺ Multipop ŋě ŕàěćőáåőďĺâ áãňňăàŋőľ ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ).

Ďćőĺçŋëľ áçñâçĺł

Řěèĺň âăłĺň ęě áŕőáőąőň ğăďăçã ő ďćőĺçŋőň áçñâçĺłě. Ŋăň ŋăďő ŕàőćěáâĺ ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n őŕěàăæĺľ Increment (ć ĺáåőďŋőň áőáâőïŋĺĺ ć áçěâçĺłě ğăŕĺáăŋ ŋãńì). Ňë ãęě őâňěçăńĺ, çâő ćàěňï àăąőâë íâőľ őŕěàăæĺĺ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő áãňňăàŋőňã łőńĺçěáâćã ãáâăŋőćőł ĺ őçĺáâőł ąĺâőć. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő łăęďăï ãáâăŋőćłă ĺńĺ őçĺáâłă áâőĺâ 1 ďőńńăà.

Şáâăŋőćĺň âăłĺě ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ: 2 ďőńńăàă ğă ãáâăŋőćłã ąĺâă, 0 ğă őçĺáâłã. Ŕàĺ łăęďőľ ãáâăŋőćłě ąĺâă őďŋĺň ĺğ ďćãå ďőńńăàőć ãçěâŋőľ æěŋë ąãďěň àăáŕńăçĺćăâìáï ğă àěăńìŋëě ğăâàăâë ŋă íâã ãáâăŋőćłã, ă ďőńńăà, őáâăîéĺľáï ć àěğěàćě, ąãďěň ŕàĺłàěŕńïâì ł ãáâăŋőćńěŋŋőňã ąĺâã. Ŕőáłőńìłã ŕěàćőŋăçăńìŋő ćáě ąĺâë ąëńĺ ŋãńěćëňĺ, ć łăęďëľ ňőňěŋâ ł łăęďőňã ŋěŋãńěćőňã ąĺâã ąãďěâ ŕàĺłàěŕńěŋ àěğěàćŋëľ ďőńńăà. Śâăńő ąëâì, ğă őçĺáâłã ńîąőčő ąĺâă ŋĺçěčő ŕńăâĺâì ŋăň ŋě ŕàĺďěâáï: ňë àăáŕńăâĺňáï ğă ŋěě ďőńńăàőćőľ ąãňăęłőľ, ŕàĺłàěŕńñŋŋőľ ł íâőňã ąĺâã ć ňőňěŋâ ěčő ãáâăŋőćłĺ.

Šěŕěàì ńěčłő őŕàěďěńĺâì ãçñâŋãî áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Increment: ŕőáłőńìłã łăęďăï âăłăï őŕěàăæĺï âàěąãěâ ŋě ąőńěě őďŋőľ ãáâăŋőćłĺ ąĺâă, ěě ãçñâŋãî áâőĺňőáâì ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋőľ 2 ďőńńăàăň. Śńěďőćăâěńìŋő, äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì n ŕőáńěďőćăâěńìŋëå őŕěàăæĺľ Increment, ŋăçĺŋăîéĺåáï á ŋãńï, ěáâì O(n), ŕőáłőńìłã őŋă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ áãňňë ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ.

Şŕàăęŋěŋĺï

18.2-1 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë àăąőâăěň áő áâěłőň, ňăłáĺňăńìŋëľ àăğňěà łőâőàőčő àăćěŋ k, ŕàĺçěň ŕőáńě łăęďëå k őŕěàăæĺľ ďěńăěâáï àěğěàćŋăï łőŕĺï áâěłă. Ŕőłăęĺâě, çâő áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ áő áâěłőň (ćłńîçăï àěğěàćŋőě łőŕĺàőćăŋĺě) ěáâì O(n), ćëąàăć ŕőďåőďïéĺě ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ.

18.2-2 Śďěńăľâě ãŕàăęŋěŋĺě 18.1-3 á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕàěďőŕńăâë.

18.2-3 Ďőąăćĺň ł áĺáâěňě őŕěàăæĺľ á ďćőĺçŋëň áçñâçĺłőň őŕěàăæĺî Reset (őçĺáâĺâì ćáě ąĺâë). Řěăńĺğãľâě áçěâçĺł ŋă ąăğě ćěłâőàă ąĺâőć âăłĺň őąàăğőň, çâőąë áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ n őŕěàăæĺľ Increment ĺ Reset, ŕàĺňěŋěŋŋëå ł áçñâçĺłã, ć łőâőàőň ŕěàćőŋăçăńìŋő ŋăåőďĺńáï ŋãńì, ąëńă àăćŋă O(n), ŕàĺçñň łőŋáâăŋâă ŋě ďőńęŋă ğăćĺáěáâì őâ k — çĺáńă ąĺâőć ć áçñâçĺłě. (Şłăğăŋĺě: åàăŋĺâě ŋőňěà áâăàèěčő ŋěŋãńěćőčő ąĺâă).

18.3 Ňěâőď ŕőâěŋæĺăńőć

Ňěâőď ŕőâěŋæĺăńőć (potential method) ïćńïěâáï őąőąéěŋĺěň ňěâőďă ŕàěďőŕńăâë: ğďěáì àěğěàć ŋě àăáŕàěďěńïěâáï ňěęďã őâďěńìŋëňĺ íńěňěŋâăňĺ áâàãłâãàë ďăŋŋëå (ŋăŕàĺňěà, őâďěńìŋëňĺ ąĺâăňĺ ďćőĺçŋőčő áçěâçĺłă), ă ïćńïěâáï äãŋłæĺěľ áőáâőïŋĺï áâàãłâãàë ďăŋŋëå ć æěńőň. İâă äãŋłæĺï ŋăğëćăěâáï ”ŕőâěŋæĺăńìŋőľ íŋěàčĺěľ”, ĺńĺ ”ŕőâěŋæĺăńőň”.

Őąéăï áåěňă ňěâőďă ŕőâěŋæĺăńőć âăłőćă. Ŕãáâì ŋăď áâàãłâãàőľ ďăŋŋëå ŕàěďáâőĺâ ŕàőĺğćěáâĺ n őŕěàăæĺľ, ĺ ŕãáâì D_i — áőáâőïŋĺě áâàãłâãàë ďăŋŋëå ŕőáńě i-ľ őŕěàăæĺĺ (ć çăáâŋőáâĺ, D_0 — ĺáåőďŋőě áőáâőïŋĺě). Ŕőâěŋæĺăń (potential) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ äãŋłæĺî Φ ĺğ ňŋőęěáâćă ćőğňőęŋëå áőáâőïŋĺľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå ćő ňŋőęěáâćő ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń; íâă äãŋłæĺï ŋăğëćăěâáï ěéñ ŕőâěŋæĺăńìŋőľ äãŋłæĺěľ (potential function). Ŕãáâì c_i — àěăńìŋăï áâőĺňőáâì i-ľ őŕěàăæĺĺ. Şçěâŋőľ áâőĺňőáâìî (amortized cost) i-ľ őŕěàăæĺĺ őąêïćĺň çĺáńő

^c_i = c_i + Φ(D_i) − Φ(D_{i−1}), (18.1)

â. ě. áãňňã àěăńìŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺĺ ŕńîá ŕàĺàăéěŋĺě ŕőâěŋæĺăńă ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï íâőľ őŕěàăæĺĺ. Šőčďă áãňňăàŋăï ãçěâŋăï áâőĺňőáâì ćáěå őŕěàăæĺľ àăćŋă n∑ i=1 ^c_i = n∑ i=1 c_i + Φ(D_n) − Φ(D_0). (18.2)

Ěáńĺ ŋăň ãďăńőáì ŕàĺďãňăâì äãŋłæĺî Φ, ďńï łőâőàőľ Φ(D_n) ⩾ Φ(D_0), âő áãňňăàŋăï ãçěâŋăï áâőĺňőáâì ďăáâ ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï àěăńìŋőľ áâőĺňőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ n őŕěàăæĺľ. Ŋě őčàăŋĺçĺćăï őąéŋőáâĺ, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő Φ(D_0) = 0 (áň. ãŕà. 18.3-1).

Čőćőàï ŋěäőàňăńìŋő, ěáńĺ àăğŋőáâì ŕőâěŋæĺăńőć Φ(D_i)−Φ(D_{i−1}) ŕőńőęĺâěńìŋă, âő ãçěâŋăï áâőĺňőáâì i-ľ őŕěàăæĺĺ ćłńîçăěâ ć áěąï àěğěàć (”ŕàěďőŕńăâã” ğă ąãďãéĺě őŕěàăæĺĺ); ěáńĺ ęě íâă àăğŋőáâì őâàĺæăâěńìŋă, âő ãçěâŋăï áâőĺňőáâì i-ľ őŕěàăæĺĺ ňěŋìèě àěăńìŋőľ, ĺ àăğŋĺæă ŕőłàëćăěâáï ğă áçěâ ŋăłőŕńěŋŋőčő ł íâőňã ňőňěŋâã ŕőâěŋæĺăńă.

Şçñâŋëě áâőĺňőáâĺ (ĺ âěň áăňëň őæěŋłĺ ŋă àěăńìŋãî áâőĺňőáâì), àăááçĺâăŋŋëě á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕőâěŋæĺăńőć, ğăćĺáïâ őâ ćëąőàă ŕőâěŋæĺăńìŋőľ äãŋłæĺĺ, ă áăň íâőâ ćëąőà ïćńïěâáï ďěńőň âćőàçěáłĺň.

Őŕěàăæĺĺ áő áâěłőň

Ŕàőĺńńîáâàĺàãěň ňěâőď ŕőâěŋæĺăńőć ŋă ŕàĺňěàě ğŋăłőňőľ ŋăň ğăďăçĺ ő áâěłě á őŕěàăæĺïňĺ Push, Pop ĺ Multipop. Ć łăçěáâćě ŕőâěŋæĺăńìŋőľ äãŋłæĺĺ Φ ćőğìňěň łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć áâěłě. Ŕőáłőńìłã ňë ŋăçĺŋăěň á ŕãáâőčő áâěłă, ĺňěěň

Φ(D_i) ⩾ 0 = Φ(D_0).

Śâăńő ąëâì, áãňňă ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ őæěŋĺćăěâ áćěàåã àěăńìŋãî áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ.

Ŋăľďěň âěŕěàì ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ ĺŋďĺćĺďãăńìŋëå őŕěàăæĺľ. Šăł łăł őŕěàăæĺï Push ĺňěěâ àěăńìŋãî áâőĺňőáâì 1 ĺ ł âőňã ęě ãćěńĺçĺćăěâ ŕőâěŋæĺăń ŋă 1, ěñ ãçñâŋăï áâőĺňőáâì àăćŋă 1 + 1 = 2; őŕěàăæĺï Multipop, ãďăńïîéăï ĺğ áâěłă m íńěňěŋâőć, ĺňěěâ áâőĺňőáâì m, ŋő ãňěŋìèăěâ ŕőâěŋæĺăń ŋă m, âăł çâő ěñ ãçñâŋăï áâőĺňőáâì àăćŋă m − m = 0; âőçŋő âăł ęě àăćŋă ŋãńî ĺ ãçěâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Pop. Łőńì áłőàő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ őŕěàăæĺĺ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2, áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ n őŕěàăæĺľ, ŋăçĺŋăîéĺåáï á ŕãáâőčő áâěłă, ěáâì O(n).

Ďćőĺçŋëľ áçěâçĺł

Ŕàőăŋăńĺğĺàãěň á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕőâěŋæĺăńőć ďćőĺçŋëľ áçñâçĺł. Ć łăçěáâćě ŕőâěŋæĺăńìŋőľ äãŋłæĺĺ ćőğìňñň łőńĺçěáâćő ěďĺŋĺæ ć áçěâçĺłě.

Ŋăľďěň ãçñâŋãî áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Increment. Ŕãáâì b_i — łőńĺçěáâćő ěďĺŋĺæ ć áçěâçĺłě ŕőáńě i-ľ őŕěàăæĺĺ, ĺ ŕãáâì i-ï őŕěàăæĺï Increment őçĺéăěâ t_i ąĺâőć; âőčďă b_i ⩽ b_{i−1} −t_i +1 (łàőňě őçĺáâłĺ ąĺâőć, Increment ňőęěâ ěéñ ãáâăŋőćĺâì ć ěďĺŋĺæã ŋě ąőńěě őďŋőčő ąĺâă). Śâăńő ąëâì, àěăńìŋăï áâőĺňőáâì i-čő Increment’ă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ t_i + 1, ă ěčő ãçěâŋăï áâőĺňőáâì ěáâì

^c_i ⩽ (t_i + 1) + (b_i − b_{i−1}) ⩽ 2.

Ěáńĺ őâáçñâ ŋăçĺŋăěâáï á ŋãńï, âő Φ(D_0) = 0, âăł çâő Φ(D_i) ⩾ Φ(D_0) ďńï ćáěå i, áãňňă ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ őæěŋĺćăěâ áćěàåã áãňňã àěăńìŋëå áâőĺňőáâěľ, ĺ áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ Increment ěáâì O(n) á łőŋáâăŋâőľ (ďćőľłőľ), ŋě ğăćĺáïéěľ őâ k (àăğňěàă áçñâçĺłă).

Ňěâőď ŕőâěŋæĺăńőć ŕőğćőńïěâ àăğőąàăâìáï ĺ áő áńãçăěň, łőčďă őâáçěâ ŋăçĺŋăěâáï ŋě á ŋãńï. Ć íâőň áńãçăě ĺğ (18.2) ćëâěłăěâ, çâő n∑ i=1 c_i = n∑ i=1 ^c_i − Φ(D_n) + Φ(D_0), (18.3)

őâłãďă, ŕàĺŋĺňăï ćő ćŋĺňăŋĺě, çâő ^c_i ⩽ 2 ďńï ćáěå i, ŕőńãçăěň, çâő n∑ i=1 c_i ⩽ 2n − b_n + b_0.

Ŕőáłőńìłã b_0 ⩽ k, ďńï ďőáâăâőçŋő ďńĺŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ őŕěàăæĺľ (n = Ω(k) őŕěàăæĺľ Increment) àěăńìŋăï áâőĺňőáâì őæěŋĺćăěâáï łăł O(n), ŕàĺçñň łőŋáâăŋâă ć O-ğăŕĺáĺ ŋě ğăćĺáĺâ ŋĺ őâ k, ŋĺ őâ ŋăçăńìŋőčő ğŋăçěŋĺï áçěâçĺłă.

Şŕàăęŋěŋĺï

18.3-1 Ŕãáâì ŕőâěŋæĺăńìŋăï äãŋłæĺï Φ âăłőćă, çâő Φ(D_i) ⩾ Φ(D_0) ďńï ćáěå i, ŋő Φ(D_0) ≠ 0. Ŕőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ŕőâěŋæĺăńìŋăï äãŋłæĺï Φ^′, ďńï łőâőàőľ Φ^′(D_0) = 0, Φ^′(D_i) ⩾ 0 ďńï ćáěå i, ĺ ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ, àăááçĺâăŋŋëě á ŕőňőéìî äãŋłæĺĺ Φ^′, áőćŕăďăîâ á ãçñâŋëňĺ áâőĺňőáâïňĺ, àăááçĺâăŋŋëňĺ á ŕőňőéìî Φ.

18.3-2 Śďěńăľâě ãŕàăęŋěŋĺě 18-1.3 á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕőâěŋæĺăńőć.

18.3-3 Ŕãáâì ŋăèă áâàãłâãàă ďăŋŋëå — ďćőĺçŋăï łãçă á őŕěàăæĺïňĺ Insert ĺ Extract-Min, àăąőâăîéĺňĺ ğă ćàěňï O(lg n) ć åãďèěň áńãçăě, čďě n — łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć. Ŕàĺďãňăľâě ŕőâěŋæĺăńìŋãî äãŋłæĺî Φ, ďńï łőâőàőľ ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Insert ěáâì O(lg n), ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Extract-Min ěáâì O(1), ĺ áãňňă ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ őæěŋĺćăěâ áćěàåã àěăńìŋãî áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ.

18.3-4 Ŕãáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n őŕěàăæĺľ Push, Pop ĺ Multipop ŕàĺňěŋïěâáï ł áâěłã, áőďěàęăéěňã s_0 íńěňěŋâőć, ĺ ŕàĺćőďĺâ ł áâěłã, áőďěàęăéěňã s_n íńěňěŋâőć. Łăłőćă áãňňăàŋăï äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì íâĺå őŕěàăæĺľ?

18.3-5 Ŕãáâì ć ŋăçăńìŋőň áőáâőïŋĺĺ ďćőĺçŋëľ áçěâçĺł áőďěàęĺâ b ěďĺŋĺæ, ĺ ŕãáâì n = Ω(b). Ďőłăęĺâě, çâő áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ Increment ěáâì O(n) á łőŋáâăŋâőľ, ŋě ğăćĺáïéěľ őâ b.

18.3-6 Łăł àěăńĺğőćăâì őçěàěďì ŋă ąăğě ďćãå áâěłőć (ãŕàăęŋěŋĺě 11.1-6) âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ãçěâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ Enqueue ĺ Dequeue ąëńă O(1)?

18.4 Ďĺŋăňĺçěáłĺě âăąńĺæë

Ŕàĺ àăąőâě á âăąńĺæěľ ŕěàěňěŋŋőčő àăğňěàă ąëćăěâ ęěńăâěńìŋő ğăŕàăèĺćăâì ŕăňïâì ąńőłăňĺ: łőčďă ć âăąńĺæě ŋěâ ňěáâă ďńï ŋőćőčő íńěňěŋâă, ňë ğăŕàăèĺćăěň ňěáâő ďńï âăąńĺæë ąőńìèěčő àăğňěàă ĺ łőŕĺàãěň ğăŕĺáĺ ĺğ áâăàőľ âăąńĺæë ć ŋőćãî. Ŕàĺ íâőň ŋőćëľ àăğňěà âăąńĺæë ćëąĺàăěâáï á ğăŕăáőň, çâőąë ŋě ŕàĺèńőáì ŋěňěďńěŋŋő àăáèĺàïâì ěñ ěéñ àăğ. Ŋăŕàőâĺć, ěáńĺ ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ ğăŕĺáěľ âăąńĺæă áâăŋőćĺâáï ŕőçâĺ ŕãáâőľ, âő ĺňěěâ áňëáń áłőŕĺàőćăâì ěñ őáâăâőł ć âăąńĺæã ňěŋìèěčő àăğňěàă ĺ őáćőąőďĺâì ŕăňïâì, ğăŋïâãî áâăàőľ âăąńĺæěľ. Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ďĺŋăňĺçěáłĺ àăáèĺàïâì ĺ áęĺňăâì âăąńĺæë, ěáńĺ ňë åőâĺň, çâőąë ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï ğăŕĺáěľ ł âăąńĺæě ąëńă O(1), (åőâï àěăńìŋăï áâőĺňőáâì ďőąăćńěŋĺľ ĺńĺ ãďăńěŋĺľ, âàěąãîéĺå àăáèĺàěŋĺï ĺńĺ áęăâĺï âăąńĺæë, ňőęěâ ąëâì ćěńĺłă). Ŕàĺ íâőň ňë ąãďěň áńěďĺâì, çâőąë łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï âăąńĺæë (őâŋőèěŋĺě çĺáńă ĺáŕőńìğőćăŋŋëå ïçěěł ł őąéěňã àăğňěàã) ąëń ŋě áńĺèłőň ňăń.

Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ďĺŋăňĺçěáłăï âăąńĺæă ŕőďďěàęĺćăěâ őŕěàăæĺĺ Table-Insert (ďőąăćĺâì ł âăąńĺæě) ĺ Table-Delete (ãďăńĺâì ĺğ âăąńĺæë). Ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ğăŕĺáĺ ł âăąńĺæě ňë ğăŋĺňăěň ć âăąńĺæě őďŋã ïçěľłã (slot), ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ ğăŕĺáĺ őďŋă ïçěľłă őáćőąőęďăěâáï. Łăł łőŋłàěâŋő àěăńĺğőćăŋë áăňă âăąńĺæă ĺ íâĺ őŕěàăæĺĺ, ŋăá ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ ŋě ĺŋâěàěáãěâ: íâő ňőęěâ ąëâì áâěł (àăğďěń 11.1), łãçă (àăğďěń 7.1), åěè-âăąńĺæă (čńăćă 12), ĺńĺ, ŋăłőŋěæ, ňăááĺć ĺńĺ ŋăąőà ňăááĺćőć (àăğďěń 11.3).

Łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ (áň. âăłęě čńăćã 12 ő åěèĺàőćăŋĺĺ), Ĺňěŋŋő, łőíääĺæĺěŋâőň ğăŕőńŋěŋĺï (load factor) âăąńĺæë T ŋăğőćěň çĺáńő α(T ), àăćŋőě őâŋőèěŋĺî çĺáńă ğăŕőńŋěŋŋëå ïçěěł ł àăğňěàã âăąńĺæë (őąéěňã çĺáńã ïçěěł), ěáńĺ ğŋăňěŋăâěńì őâńĺçěŋ őâ ŋãńï. Ďńï ćëàőęďěŋŋőľ âăąńĺæë (ŋě áőďěàęăéěľ ŋĺ őďŋőľ ïçěľłĺ) łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ňë áçĺâăěň àăćŋëň ěďĺŋĺæě. Ěáńĺ őŕàěďěńěŋŋëľ âăłĺň őąàăğőň łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï őčàăŋĺçěŋ áŋĺğã ŕőńőęĺâěńìŋëň çĺáńőň, âő ďőńï áćőąőďŋëå ïçěěł ć âăąńĺæě őčàăŋĺçěŋă áćěàåã çĺáńőň, ňěŋìèĺň ěďĺŋĺæë.

18.4.1 Řăáèĺàěŋĺě âăąńĺæë

Ďńï ŋăçăńă àăááňőâàĺň ďĺŋăňĺçěáłãî âăąńĺæã, ć łőâőàãî ňőęŋő ďőąăćńïâì ğăŕĺáĺ, ă ŋěńìğï ãďăńïâì. Ŕăňïâì ďńï âăąńĺæë ćëďěńïěâáï ć ćĺďě ňăááĺćă ïçěěł. Šăąńĺæă ğăŕőńŋěŋă, łőčďă ć ŋěľ ŋěâ áćőąőďŋëå ïçěěł (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, łőčďă łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï àăćěŋ 1)^1. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ŋăèă őŕěàăæĺőŋŋăï áĺáâěňă, łăł ĺ ąőńìèĺŋáâćő áőćàěňěŋŋëå, áŋăąęěŋă ŕőďáĺáâěňőľ ãŕàăćńěŋĺï ŕăňïâìî, ŕőğćőńïîéěľ ŕàĺ ŋěőąåőďĺňőáâĺ ćëďěńïâì ŋőćëě ąńőłĺ ŕăňïâĺ ĺ őáćőąőęďăâì ğăŋïâëě. Ĺňěï íâő ć ćĺďã, ŕàĺ ŕőŕëâłě ďőąăćĺâì ğăŕĺáì ł ğăŕőńŋěŋŋőľ âăąńĺæě ňë ąãďěň ŕàěďćăàĺâěńìŋő àăáèĺàïâì (expand) âăąńĺæã áńěďãîéĺň őąàăğőň: ćëďěńĺň ŕăňïâì ŕőď âăąńĺæã ãćěńĺçěŋŋőčő àăğňěàă, áłőŕĺàãěň ĺňěîéĺěáï ğăŕĺáĺ ĺğ áâăàőľ âăąńĺæë ć ŋőćãî, ŕőáńě çěčő ďőąăćĺň ğăŕĺáì ãęě ł ŋőćőľ âăąńĺæě.

Łăł ŕőłăğëćăěâ őŕëâ, àăğãňŋő ãćěńĺçĺćăâì âăąńĺæã ćďćőě ć ňőňěŋâ ŕěàěŕőńŋěŋĺï. Ěáńĺ ňë âőńìłő ďőąăćńïěň ğăŕĺáĺ ł âăąńĺæě, âő ŕàĺ âăłőľ áâàăâěčĺĺ łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŋě ňőęěâ áâăâì ňěŋìèě 1/2 (ěáńĺ őŋ ŋě ąëń âăłĺň ć áăňőň ŋăçăńě), â. ě. ŕãáâëě ïçěľłĺ ŋě ąãďãâ ğăŋĺňăâì ąőńěě ŕőńőćĺŋë âăąńĺæë.

Ćőâ łăł ćëčńïďĺâ ăńčőàĺâň Table-Insert, őáŋőćăŋŋëľ ŋă íâĺå ŕàĺŋæĺŕăå (table[T ] –ãłăğăâěńì ŋă ąńőł ŕăňïâĺ, ć łőâőàőň àăğňěéěŋă âăąńĺæă T , num[T ] — łőńĺçěáâćő ğăŕĺáěľ ć âăąńĺæě, size[T ] — àăğňěà âăąńĺæë, â. ě. łőńĺçěáâćő ïçěěł; ŕěàćőŋăçăńìŋő size[T ] = num[T ] = 0):

Table-Insert(T, x) 1 if size[T ] = 0 2 then ćëďěńĺâì ąńőł table[T ] á őďŋőľ ïçěľłőľ 3 size[T ] ← 1 4 if num[T ] = size[T ] 5 then ćëďěńĺâì ąńőł ŕăňïâĺ new-table á 2 · size[T ] ïçěľłăňĺ 6 áłőŕĺàőćăâì ćáě ğăŕĺáĺ ĺğ table[T ] ć new-table 7 őáćőąőďĺâì ŕăňïâì, ğăŋïâãî table[T ] 8 table[T ] ← new-table 9 size[T ] ← 2 · size[T ] 10 ğăŕĺáăâì x ć table[T ] 11 num[T ] ← num[T ] + 1

Ŕàőăŋăńĺğĺàãěň ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă. Śőąáâćěŋŋő ğăŕĺáì ć âăąńĺæã ŕàőĺáåőďĺâ ć ŋñň âőńìłő ć áâàőłăå 6 ĺ 10. Śâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ ”ğăŕĺáăâì íńěňěŋâ ć âăąńĺæã” ŕàĺňěň ğă ěďĺŋĺæã. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ćàěňï àăąőâë ćáěľ ŕàőæěďãàë Table- Insert ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő łőńĺçěáâćã őŕěàăæĺľ ”ğăŕĺáăâì ć âăąńĺæã”; âěň áăňëň ňë ŕőďàăğãňěćăěň, çâő ğăâàăâë ŋă ćëďěńěŋĺě ŕăňïâĺ ŕőď âăąńĺæã á őďŋőľ ïçěľłőľ (áâàőłă 2) — ćěńĺçĺŋă őčàăŋĺçěŋŋăï, ĺ çâő ğăâàăâë ŋă ćëďěńěŋĺě ĺ őáćőąőęďěŋĺě ŕăňïâĺ ć áâàőłăå 5 ĺ 7 — ćěńĺçĺŋă ŋě ąőńìèěčő ŕőàïďłă, çěň ğăâàăâë ŋă

1 Ć ŋěłőâőàëå ŕàĺńőęěŋĺïå (ŋăŕàĺňěà, ć åěè-âăąńĺæăå á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ) àăğãňŋő áçĺâăâì âăąńĺæã ğăŕőńŋěŋŋőľ ãęě ć âőâ ňőňěŋâ, łőčďă łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŕàěćëèăěâ ŋěłőâőàãî łőŋáâăŋâã, ňěŋìèãî ěďĺŋĺæë (áň. ãŕà. 18-4.2).

ŕěàěŕĺáëćăŋĺě ĺğ őďŋőľ âăąńĺæë ć ďàãčãî (áâàőłă 6).

Ŕãáâì âěŕěàì ňë ŕàĺňěŋĺńĺ n őŕěàăæĺľ Table-Insert ł âăąńĺæě, ŋě áőďěàęăéěľ ŕěàćőŋăçăńìŋő ŋĺ őďŋőľ ïçěľłĺ. Łăłőćă áâőĺňőáâì i-ľ őŕěàăæĺĺ, ŕőáńě łőâőàőľ ć âăąńĺæě ąãďěâ i íńěňěŋâőć? Őąőğŋăçĺň íâã áâőĺňőáâì çěàěğ c_i. Ěáńĺ ć âăąńĺæě ěáâì ňěáâő (ĺńĺ ěáńĺ i = 1), âő c_i = 1 (ňë ğăŕĺáëćăěň ŋőćëľ íńěňěŋâ ć âăąńĺæã őďĺŋ àăğ ć áâàőłě 10. Ěáńĺ ęě ňěáâă ć âăąńĺæě ŋěâ ĺ ďőąăćńěŋĺě ğăŕĺáĺ ł âăąńĺæě áőŕàőćőęďăěâáï àăáèĺàěŋĺěň âăąńĺæë, âő c_i = i: őďŋă ěďĺŋĺæă áâőĺňőáâĺ ĺďěâ ŋă ğăŕĺáì ŋőćőčő íńěňěŋâă ć àăáèĺàěŋŋãî âăąńĺæã (áâàőłă 10), ĺ ěéñ i − 1 ěďĺŋĺæă ŕőľďěâ ŋă łőŕĺàőćăŋĺě áâăàőľ âăąńĺæë ć ŋőćãî (áâàőłă 6). Śâăńő ąëâì, c_i ⩽ n ŕàĺ ćáěå i, ĺ čàãąăï őæěŋłă áâőĺňőáâĺ n őŕěàăæĺľ Table-Insert ěáâì O(n^2). Ňőęŋő, őďŋăłő, íâã őæěŋłã ãńãçèĺâì, ěáńĺ ŕàőáńěďĺâì, áłőńì çăáâő ŕàőĺáåőďĺâ àăáèĺàěŋĺě âăąńĺæë. Ć áăňőň ďěńě, àăáèĺàěŋĺě ŕàőĺáåőďĺâ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă i−1 ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ, âăł çâő_n ∑ i=1 c_i ⩽ n + ⌊lg n⌋∑

j=0 2^j < n + 2n = 3n.

Śâăńő ąëâì, áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ Table-Insert ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 3n, ĺ ãçñâŋãî áâőĺňőáâì łăęďőľ âăłőľ őŕěàăæĺĺ ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋőľ 3.

Ŕőŋïâì, őâłãďă ąěàěâáï łőíääĺæĺěŋâ 3, ňőęŋő á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕàěďőŕńăâë. Ĺňěŋŋő, ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ łăęďőľ őŕěàăæĺĺ Table- Insert(T, x) ąãďěň ćŋőáĺâì ŕő 3 ďőńńăàă, ŕàĺ íâőň őďĺŋ ďőńńăà ŋěňěďńěŋŋő ĺğàăáåőďãěň ŋă őŕńăâã őŕěàăæĺĺ ”ğăŕĺáăâì x ć table[T ]” ć áâàőłě 10, ěéñ őďĺŋ ďőńńăà ŕàĺłàěŕĺň ł íńěňěŋâã x, ă őáâăćèĺľáï őâďăďĺň őďŋőňã ĺğ íńěňěŋâőć, ãęě ğăŕĺáăŋŋëå ć âăąńĺæã (ĺğ âěå, çâő ěéñ ŋě ŕőńãçĺńĺ áćőěčő ďőńńăàă) İâĺňĺ ďőńńăàăňĺ ąãďěâ őŕńăçĺćăâìáï ŕěàěŋőá ğăŕĺáěľ ĺğ áâăàőľ âăąńĺæë ć àăáèĺàěŋŋãî. Ŕàĺ íâőň ćáïłĺľ àăğ, łőčďă âăąńĺæã ŋěőąåőďĺňő àăáèĺàïâì, łăęďëľ ĺğ ěñ íńěňěŋâőć ąãďěâ ĺňěâì ŕő ďőńńăàã. Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì ŕàĺ ŕàěďëďãéěň àăáèĺàěŋĺĺ âăąńĺæă ĺňěńă àăğňěà m ĺ ąëńă àăáèĺàěŋă ďő 2m. Ś âěå ŕőà ňë ďőąăćĺńĺ m íńěňěŋâőć, ŕàĺ íâőň ĺ ďőąăćńěŋŋëě íńěňěŋâë, ĺ łăęďëľ ĺğ m áâăàëå íńěňěŋâőć ŕőńãçĺńĺ ŕő ďőńńăàã. Šăłĺň őąàăğőň, áńěďãîéěě àăáèĺàěŋĺě âăąńĺæë ãęě őŕńăçěŋő.

Ňőęŋő ŕàőăŋăńĺğĺàőćăâì ăńčőàĺâň Table-Insert ĺ á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕőâěŋæĺăńőć. Ůâőąë íâő áďěńăâì, ŋăďő ŕàĺďãňăâì âăłãî ŕőâěŋæĺăńìŋãî äãŋłæĺî, łőâőàăï àăćŋă ŋãńî áàăğã ŕőáńě àăáèĺàěŋĺï âăąńĺæë ĺ ŋăàăáâăěâ ŕő ňěàě àăáèĺàěŋĺï âăąńĺæë (áâăŋőćïáì àăćŋőľ àăğňěàã âăąńĺæë ć âőâ ňőňěŋâ, łőčďă áćőąőďŋëå ïçěěł ŋě őáâăñâáï). İâĺň ãáńőćĺïň ãďőćńěâćőàïěâ, ŋăŕàĺňěà, äãŋłæĺï

Φ(T ) = 2 · num[T ] − size[T ]. (18.4)

Ŋăçăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŕőâěŋæĺăńă àăćŋő ŋãńî, ĺ ŕőáłőńìłã ć ńîąőľ ňőňěŋâ ŋě ňěŋěě ŕőńőćĺŋë âăąńĺæë ğăŕőńŋěŋő, ğŋăçěŋĺě Φ(T ) ćáě-

Řĺáãŋőł 18.3 Řăğňěà âăąńĺæë (sizei ), çĺáńő ğăŕĺáěľ (numi) ĺ ŕőâěŋæĺăń (Φi = 2·numi −sizei) łăł äãŋłæĺï őâ çĺáńă őŕěàăæĺľ Table-Insert, őąőğŋăçěŋŋőčő ąãłćőľ i. Čàăäĺł num — áŕńőèŋăï âőŋłăï ńĺŋĺï, čàăäĺł size — áŕńőèŋăï ęĺàŋăï ńĺŋĺï, čàăäĺł Φ — ŕãŋłâĺà. Ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕěàěď àăáèĺàěŋĺěň âăąńĺæë Φ ćőğàăáâăěâ ďő numi, çâőąë őŕńăâĺâì íâő àăáèĺàěŋĺě. Śàăğã ŕőáńě àăáèĺàěŋĺï ŕőâěŋæĺăń ŕăďăěâ ďő ŋãńï, ŋő âãâ ęě ĺ ćőğàăáâăěâ ďő 2 (ğă áçěâ ďőąăćńěŋĺï ğăŕĺáĺ ŕőáńě àăáèĺàěŋĺï).

čďă ŋěőâàĺæăâěńìŋő. Śâăńő ąëâì, áãňňă ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ őŕěàăæĺľ Table-Insert (őŕàěďěńñŋŋëå ŕő ňěâőďã ŕőâěŋæĺăńőć łăł äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì ŕńîá ĺğňěŋěŋĺě ŕőâěŋæĺăńă) őæěŋĺćăěâ áćěàåã áãňňăàŋãî äăłâĺçěáłãî áâőĺňőáâì.

Ŋăľďěň ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ. Ďńï íâőčő őąőğŋăçĺň çěàěğ size_i, num_i ĺ Φ_i àăğňěà, łőńĺçěáâćő ğăŕĺáěľ ĺ ŕőâěŋæĺăń âăąńĺæë ŕőáńě i-ľ őŕěàăæĺĺ Table-Insert. Ěáńĺ íâă őŕěàăæĺï ŋě áőŕàőćőęďăńăáì àăáèĺàěŋĺěň âăąńĺæë, âő size_i = size_{i−1}, num_i = num_{i−1}+1 ĺ c_i = 1, őâłãďă ^c_i = c_i + Φ_i − Φ_{i−1} = 3.

Ěáńĺ ęě i-ï őŕěàăæĺĺ Table-Insert áőŕàőćőęďăńăáì àăáèĺàěŋĺěň âăąńĺæë, âő size_i/2 = size_{i−1} = num_{i−1} ĺ c_i = num_i, őâłãďă őŕïâìâăłĺ

^c_i = c_i + Φ_i − Φ_{i−1} =

= num_i + (2num_i − size_i) − (2num_{i−1} − size_{i−1}) = = num_i + (2num_i − (2num_i − 2)) − (2(num_i − 1) − (num_i − 1)) = = num_i + 2 − (num_i − 1) = 3.

Ŋă àĺá. 18.3 ĺğőąàăęěŋă ğăćĺáĺňőáâì ćěńĺçĺŋ num_i, size_i ĺ Φ_i őâ i. Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, łăł ŋăłăŕńĺćăěâáï ŕőâěŋæĺăń ł ňőňěŋâã àăáèĺàěŋĺï âăąńĺæë.

18.4.2 Řăáèĺàěŋĺě ĺ áőłàăéěŋĺě âăąńĺæë

Šěŕěàì ğăľňěňáï őŕěàăæĺěľ Table-Delete (ãďăńĺâì ĺğ âăąńĺæë). Ŕőňĺňő ãďăńěŋĺï ŋěŋãęŋőľ ğăŕĺáĺ ĺğ âăąńĺæë, ęěńăâěńìŋő áőłàăâĺâì (contract) âăąńĺæã, łăł âőńìłő łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï áâăŋěâ áńĺèłőň ŋĺğőł. Őąéăï áâàăâěčĺï âãâ âă ęě, çâő ĺ ŕàĺ àăáèĺàěŋĺĺ âăąńĺæë: łăł âőńìłő çĺáńő ğăŕĺáěľ ŕăďăěâ ŋĺęě ŋěłőâőàőčő ŕàěďěńă, ňë ćëďěńïěň ŕăňïâì ŕőď ŋőćãî âăąńĺæã ňěŋìèěčő àăğňěàă, łőŕĺàãěň ć ňěŋìèãî âăąńĺæë ćáě ğăŕĺáĺ ĺğ ąőńìèěľ, ŕőáńě çěčő ćőğćàăéăěň őŕěàăæĺőŋŋőľ áĺáâěňě ŕăňïâì, ğăŋĺňăćèãîáï áâăàőľ âăąńĺæěľ. Ňë ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň Table-Delete áő áńěďãîéĺňĺ áćőľáâćăňĺ:

• łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï őčàăŋĺçěŋ áŋĺğã ŕőńőęĺâěńìŋőľ łőŋáâăŋâőľ, • ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ Table-Insert ĺ Table-Delete ěáâì O(1).

Ŕàĺ íâőň ňë ŕő-ŕàěęŋěňã ąãďěň áçĺâăâì, çâő áâőĺňőáâì ăńčőàĺâňă őŕàěďěńïěâáï łőńĺçěáâćőň őŕěàăæĺľ ”ğăŕĺáăâì ć âăąńĺæã” (áâàőłĺ 6 ĺ 10 ăńčőàĺâňă Table-Insert) ĺ ŕàőâĺćőŕőńőęŋëå ěľ őŕěàăæĺľ ”ãąàăâì ĺğ âăąńĺæë”; áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ íâĺå íńěňěŋâăàŋëå őŕěàăæĺľ ŕàĺňěň ğă ěďĺŋĺæã.

Ŕěàćőě, çâő ŕàĺåőďĺâ ć čőńőćã, — ãďćăĺćăâì àăğňěà âăąńĺæë ćáïłĺľ àăğ, łőčďă ŋăďő ďőąăćĺâì ğăŕĺáì ł ğăŕőńŋěŋŋőľ âăąńĺæě, ĺ áőłàăéăâì àăğňěà âăąńĺæë ćďćőě ćáïłĺľ àăğ, łőčďă ć àěğãńìâăâě ãďăńěŋĺï ğăŕĺáĺ łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŕăďăěâ ŋĺęě 1/2. Ŕàĺ âăłőľ áâàăâěčĺĺ łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŋĺłőčďă ŋě őŕãáâĺâáï ŋĺęě 1/2, ŋő, ł áőęăńěŋĺî, áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ őłăğëćăîâáï áńĺèłőň ćěńĺłĺ. Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì n — ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő, ïćńïîéěěáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áŋăçăńă ňë ďőąăćĺńĺ ł ŕãáâőľ (ŋě áőďěàęăéěľ ïçěěł) âăąńĺæě n/2+1 ğăŕĺáěľ, ă ğăâěň ŕàőćěńĺ ěéñ n/2 − 1 őŕěàăæĺî ć âăłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ: ďćă ãďăńěŋĺï, ğăâěň ďćă ďőąăćńěŋĺï, ğăâěň őŕïâì ďćă ãďăńěŋĺï, őŕïâì ďćă ďőąăćńěŋĺï, ĺ â. ď. Ŕőáńě n/2+1 ďőąăćńěŋĺľ àăğňěà âăąńĺæë áâăŋěâ àăćŋëň n (ĺ ğăŕőńŋěŋő ąãďěâ çãâì ąőńìèě ŕőńőćĺŋë ïçěěł); ŕőáńě ďćãå ãďăńěŋĺľ ěčő ŕàĺďěâáï áőłàăâĺâì ďő n/2; ŕőáńě áńěďãîéĺå ďćãå ďőąăćńěŋĺľ àăğňěà őŕïâì ćőğàăáâěâ ďő n, ŕőáńě ďćãå ãďăńěŋĺľ — áőłàăâĺâáï ďő n/2, ĺ â. ď. Śâőĺňőáâì łăęďőčő áőłàăéěŋĺï ĺ àăáèĺàěŋĺï ěáâì Θ(n), ĺ łőńĺçěáâćő áőłàăéěŋĺľ ĺ àăáèĺàěŋĺľ âăłęě ěáâì Θ(n), âăł çâő áâőĺňőáâì n őŕěàăæĺľ ěáâì Θ(n^2), ă áàěďŋïï áâőĺňőáâì ć àăáçñâě ŋă őďŋã őŕěàăæĺî őłăğëćăěâáï àăćŋőľ Θ(n).

Ŕàĺçĺŋă ŋěãďăçĺ ŕőŋïâŋă: ĺáâàăâĺć ćěáì àěğěàć ŋă őŕńăâã àăáèĺàěŋĺï âăąńĺæë, ňë âãâ ęě ćëŋãęďěŋë ěě áőłàăéăâì, ŋě ãáŕěć ŋăłőŕĺâì áàěďáâćă ŋă őŕńăâã ąãďãéěčő áőłàăéěŋĺï. Šă ęě ĺáâőàĺï ĺ á àăáèĺàěŋĺěň âăąńĺæë: ňë ćëŋãęďěŋë ŕàěďŕàĺŋĺňăâì ěčő áàăğã ŕőáńě áőłàăéěŋĺï, ŋě ãáŕěć ŋăłőŕĺâì áàěďáâćă ğă áçěâ ďőąăćńěŋĺï ğăŕĺáěľ ć âăąńĺæã ŕőáâőïŋŋőčő àăğňěàă.

Ďěńă ŕőľďãâ ńãçèě, ěáńĺ ňë àăğàěèĺň łőíääĺæĺěŋâã ğăŕőńŋěŋĺï őŕãáłăâìáï ŋĺęě 1/2 [ććěďï čĺáâěàěğĺá ć ŋăè ăńčőàĺâň, łăł áłăğăńĺ ąë äĺğĺłĺ]. Ĺňěŋŋő, ňë ŕő-ŕàěęŋěňã ãďćăĺćăěň àăğňěà âăąńĺæë ŕàĺ ŕőŕëâłě ďőąăćĺâì ğăŕĺáì ł ğăŕőńŋěŋŋőľ âăąńĺæě, ă ćőâ áőłàăéěŋĺě âăąńĺæë ćďćőě ňë ŕàěďŕàĺŋĺňăěň âőńìłő âőčďă, łőčďă łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŕăďăěâ ŋĺęě 1/4. Šăłĺň őąàăğőň, łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ćáěčďă ąãďěâ ąőńìèě ĺńĺ àăćěŋ 1/4. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë áçĺâăěň 50% őŕâĺňăńìŋëň łőíääĺæĺěŋâőň ğăŕőńŋěŋĺï âăąńĺæë, ĺ ćőğćàăéăěňáï ł âăłőľ áĺâãăæĺĺ, łăł âőńìłő łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï őâłńőŋĺâáï őâ őŕâĺňăńìŋőčő ć ďćă àăğă (ć ńîąãî áâőàőŋã).

Ňë ŋě ąãďěň ćëŕĺáëćăâì ŕáěćďőłőď ďńï ăńčőàĺâňă Table- Delete — őŋ ăŋăńőčĺçěŋ łőďã ďńï Table-Insert. Őâňěâĺň âőńìłő, çâő ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ ĺğ âăąńĺæë ŕőáńěďŋěľ ğăŕĺáĺ àăğãňŋő ŕőńŋőáâìî őáćőąőęďăâì ŕăňïâì, ğăŋĺňăěňãî ïçěľłăňĺ âăąńĺæë. Ŋĺęě ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ć ăńčőàĺâňě Table-Delete íâő ŕàěďãáňőâàěŋő, ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, çâő size[T ] = 0, łăł âőńìłő num[T ] = 0.

Ďńï őæěŋłĺ áâőĺňőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n őŕěàăæĺľ Table- Insert ĺ Table-Delete, ŕàĺňěŋěŋŋëå ł ŕãáâőľ âăąńĺæě, ňë ćőáŕőńìğãěňáï ňěâőďőň ŕőâěŋæĺăńőć. Ŕőâěŋæĺăńìŋăï äãŋłæĺï ąãďěâ àăćŋă ŋãńî, łőčďă łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï őŕâĺňăńěŋ (àăćěŋ 1/2) — âăł ąãďěâ áàăğã ŕőáńě áőłàăéěŋĺï ĺńĺ àăáèĺàěŋĺï. Ŕőâěŋæĺăń ćőğàăáâăěâ ŕő ňěàě âőčő, łăł łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŕàĺąńĺęăěâáï ł 1 ĺńĺ 1/4. Ŋăŕőňŋĺň, çâő łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï α(T ) àăćěŋ num[T ]/size[T ], ěáńĺ size[T ] ≠ 0, ĺ àăćěŋ 1, ěáńĺ size[T ] (ĺ âěň áăňëň num[T ]) àăćŋő ŋãńî. Ŋăèĺň âàěąőćăŋĺïň ãďőćńěâćőàïěâ âăłăï ŕőâěŋæĺăńìŋăï äãŋłæĺï:

Φ(T ) = { 2 · num[T ] − size[T ], ěáńĺ α[T ] ⩽ 1/2, size[T ]/2 − num[T ], ěáńĺ α[T ] ⩾ 1/2.

(18.5)

Ğăňěâĺň, çâő Φ(T ) = 0 ŕàĺ α(T ) = 1/2 (ŕő ńîąőľ ĺğ ďćãå äőàňãń), çâő ŕőâěŋæĺăń ŕãáâőľ âăąńĺæë àăćěŋ ŋãńî ĺ çâő ŕőâěŋæĺăń ćáěčďă ŋěőâàĺæăâěńěŋ. Ěáńĺ łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï àăćěŋ 1 ĺńĺ 1/4, âő Φ[T ] = num[T ], âăł çâő ŋăłőŕńěŋŋőčő ŕőâěŋæĺăńă ďőáâăâőçŋő ďńï őŕńăâë àăáèĺàěŋĺï ĺńĺ áőłàăéěŋĺï âăąńĺæë. Ŋă àĺá. 18.4 ĺğőąàăęěŋő, łăł ňěŋïěâáï ŕőâěŋæĺăń ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ Table-Insert ĺ Table-Delete.

Ŋăľďěň ãçñâŋëě áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ ŕàĺ âăłőň ŕőâěŋæĺăńě Φ. Ěáńĺ őŕěàăæĺï Table-Insert ĺńĺ Table-Delete ŋě áőŕàőćőęďăěâáï àăáèĺàěŋĺěň ĺńĺ áőłàăéěŋĺěň âăąńĺæë, âő ĺğňěŋěŋĺě ŕőâěŋæĺăńă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2 (size ŋě ňěŋïěâáï, num ňěŋïěâáï ŋă 1), âăł çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 3. Ć áńãçăě àăáèĺàěŋĺï ĺńĺ áęăâĺï âăąńĺæë ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őłăğëćăěâáï àăćŋőľ 1, âăł łăł ĺğňěŋěŋĺï ć ŕőâěŋæĺăńě łőňŕěŋáĺàãîâ ğăâàăâë ŋă łőŕĺàőćăŋĺě.

Řĺáãŋőł 18.4 Řăğňěà âăąńĺæë (sizei), çĺáńő ğăŕĺáěľ (numi) ĺ ŕőâěŋæĺăń

Φi = { 2 · numi − sizei, ěáńĺ αi ⩾ 1/2, sizei /2 − numi , ěáńĺ αi < 1/2, łăł äãŋłæĺï őâ çĺáńă őŕěàăæĺľ Table-Insert ĺ Table-Delete, őąőğŋăçěŋŋőčő ąãłćőľ i. Čàăäĺł num — áŕńőèŋăï âőŋłăï ńĺŋĺï, čàăäĺł size — áŕńőèŋăï ęĺàŋăï ńĺŋĺï, čàăäĺł Φ — ŕãŋłâĺà. Ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕěàěď àăáèĺàěŋĺěň ĺńĺ áőłàăéěŋĺěň âăąńĺæë ŕőâěŋæĺăń àăćěŋ łőńĺçěáâćã ğăŕĺáěľ.

Ć őąéěň ĺ æěńőň, ãçñâŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ ěáâì O(1), âăł çâő äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ n őŕěàăæĺľ ěáâì O(n).

Şŕàăęŋěŋĺï

18.4-1 Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ďńï áńãçăï α_{i−1} < α_i ⩽ 1/2 ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Table-Insert àăćŋă ŋãńî.

18.4-2 Ŕőçěňã ďĺŋăňĺçěáłãî åěè-âăąńĺæã á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ àăğãňŋő áçĺâăâì ğăŕőńŋěŋŋőľ (ĺ àăáèĺàïâì) ěéñ ďő âőčő, łăł łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï áâăŋěâ àăćŋëň ěďĺŋĺæě? Łăł ğăŕàőčàăňňĺàőćăâì ďőąăćńěŋĺě ğăŕĺáĺ ć âăłãî âăąńĺæã, çâőąë ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ ďőąăćńěŋĺï ąëńă O(1)? Ŕőçěňã ŋěńìğï čăàăŋâĺàőćăâì, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě àěăńìŋőľ áâőĺňőáâĺ łăęďőčő ďőąăćńěŋĺï ąãďěâ O(1)?

18.4-3 Ďőłăęĺâě, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì (őâŋőáĺâěńìŋő ŕőâěŋæĺăńă (18.5)) őŕěàăæĺĺ Table-Delete, ŕàĺňěŋěŋŋőľ ł ďĺŋăňĺçěáłőľ âăąńĺæě á łőíääĺæĺěŋâőň ğăŕőńŋěŋĺï ⩾ 1/2, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë.

18.4-4 Řăááňőâàĺň âăłãî àěăńĺğăæĺî őŕěàăæĺĺ Table-Delete: ěáńĺ ć àěğãńìâăâě ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă łőíääĺæĺěŋâ ğăŕőńŋěŋĺï ŕă-

Ğăďăçĺ ł čńăćě 18 369

ďăěâ ŋĺęě 1/3, âő ňë áőłàăéăěň âăąńĺæã ŋă âàěâì ěñ àăğňěàă. Ŕőńìğãïáì ŕőâěŋæĺăńőň

Φ(T ) = |2 · num[T ] − size[T ]|,

ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ íâőň ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Table- Delete őčàăŋĺçěŋă.

Ğăďăçĺ

18-1 Ďćőĺçŋëľ áçěâçĺł á őąàăâŋëň ŕőàïďłőň ąĺâőć

Ć čńăćě 32 ňë àăááłăęěň ő ćăęŋőň ăńčőàĺâňě, ŋăğëćăěňőň ąëáâàëň ŕàěőąàăğőćăŋĺěň Ťãàìě. İâőâ ăńčőàĺâň ŋăçĺŋăěâáï á őąàăéěŋĺï ąĺâőć ĺŋďěłáă (bit-reversal permutation) ã ňăááĺćă A[0 . .n − 1], čďě n = 2^k (k — ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő). Ĺňěŋŋő, łăęďőě A[a] ğăňěŋïěâáï ŋă A[rev_k(a)], čďě rev_k(a) ŕőńãçăěâáï, ěáńĺ ŕàěďáâăćĺâì çĺáńő a ć ćĺďě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ k ąĺâőć, ă ğăâěň ŋăŕĺáăâì íâĺ ąĺâë ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ a = ∑_{k−1} i=0 a_i2^i, âő

rev_k(a) = k−1∑ i=0 a_{k−i−1}2^i. Ŕàĺňěà: rev_4(3) = 12, ŕőáłőńìłã 3 ć ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ ěáâì 0011, ă 1100 — ďćőĺçŋăï ğăŕĺáì çĺáńă 12.

ă. Ńěčłő ćëçĺáńĺâì rev_k(a) ğă ćàěňï Θ(k). Łăł ŕàőĺğćěáâĺ őŕěàăæĺî őąàăéěŋĺï ąĺâőć ĺŋďěłáă ć ňăááĺćě ďńĺŋőľ n = 2^k ğă ćàěňï O(nk)? Ůâőąë ćëŕőńŋïâì őąàăéěŋĺě ąĺâőć ĺŋďěłáă ąëáâàěě, ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ ł ŕàőæěďãàě ŕàĺąăćńěŋĺï ěďĺŋĺæë ŋăőąőàőâ, łőâőàăï ďăñâ rev_k(a + 1) ŕő ďăŋŋőňã rev_k (a). Ćëďěńĺň ňăááĺć ąĺâőć ďńĺŋőľ k ďńï åàăŋěŋĺï áçěâçĺłă á őąàăéñŋŋëň ŕőàïďłőň ąĺâőć. Ŋăň ŋãęŋő àăğàăąőâăâì ŕàőæěďãàã Bit-Reversed- Increment, ŕěàěćőďïéãî rev_k (a) ć rev_k(a) + 1. Ěáńĺ, ŋăŕàĺňěà, k = 4 ĺ ŕěàćőŋăçăńìŋő ć áçěâçĺłě á őąàăéñŋŋëň ŕőàïďłőň ąĺâőć ąëńő ğăŕĺáăŋő 0000, âő ć àěğãńìâăâě ŕőáńěďőćăâěńìŋëå ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Bit-Reversed-Increment ğŋăçěŋĺï áçñâçĺłă ąãďãâ àăćŋë

0000, 1000, 0100, 1100, 0010, 1010, . . . = 0, 8, 4, 12, 2, 10, . . . .

ą. Ŕãáâì łőňŕìîâěà ãňěěâ ğă ěďĺŋĺçŋőě ćàěňï ŕàőćőďĺâì á kąĺâŋëňĺ áńőćăňĺ âăłĺě őŕěàăæĺĺ, łăł áďćĺč ŋă ŕàőĺğćőńìŋőě łőńĺçěáâćő ąĺâőć, ńőčĺçěáłĺě Ĺ ĺ ĹŃĹ ĺ â. ď. Łăł ŋãęŋő àěăńĺğőćăâì ŕàőæěďãàã Bit-Reversed-Increment, çâőąë őąàăéěŋĺě ąĺâőć ĺŋďěłáă ã ňăááĺćă ďńĺŋőľ n = 2^k ğăŋĺňăńő O(n) ćàěňěŋĺ?

ć. Ŕãáâì ğă ěďĺŋĺçŋőě ćàěňï k-ąĺâŋőě áńőćő ňőęŋő áďćĺŋãâì ńĺèì ŋă őďĺŋ ąĺâ. Ňőęŋő ńĺ ć íâőň áńãçăě ŕàőćěáâĺ őąàăéěŋĺě ąĺâőć ĺŋďěłáă ğă ćàěňï O(n)?

18-2 Ďĺŋăňĺçěáłĺľ ďćőĺçŋëľ ŕőĺáł Ůâőąë áőłàăâĺâì ćàěňï ŋă ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ł őâáőàâĺàőćăŋŋőňã ňăááĺćã, ňőęŋő ŕőáâãŕĺâì âăł. Řăáŕàěďěńĺň íńěňěŋâë őâáőàâĺàőćăŋŋőčő ňăááĺćă ďńĺŋë n ŕő k = ⌈log_2 n⌉ ňăááĺćăň A_0, A_1, . . ., A_k áńěďãîéĺň őąàăğőň: ěáńĺ ⟨n_{k−1}, n_{k−2}, . . ., n_0⟩ — ďćőĺçŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě çĺáńă n (â. ě. n = ∑_{k−1} i=0 n_i2^i), âő ňăááĺć A_i

Őçěŋì ŕãâăŋő! ŕãáâ, ěáńĺ n_i = 0, ĺ áőďěàęĺâ 2^i íńěňěŋâőć, ěáńĺ n_i = 1; ć íâőň ŕőáńěďŋěň áńãçăě ňăááĺć A_i őâáőàâĺàőćăŋ. Ŋă àăáŕàěďěńěŋĺě n íńěňěŋâőć ŕő ňăááĺćăň A_0, . . ., A_n ŋĺłăłĺå ãáńőćĺľ ŋě ŋăłńăďëćăěâáï.

ă. Řěăńĺğãľâě ďńï íâőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå őŕěàăæĺî Search (ĺáłăâì). Łăłőćő ěě ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě?

ą. Řěăńĺğãľâě őŕěàăæĺî Insert (ďőąăćĺâì íńěňěŋâ). Őæěŋĺâě ěě áâőĺňőáâì ć åãďèěň áńãçăě ĺ ãçñâŋãî áâőĺňőáâì (ěáńĺ ćőğňőęŋë âőńìłő ďőąăćńěŋĺï, ŋő ŋě ãďăńěŋĺï).

ć. Łăł àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺî Delete (ãďăńĺâì)?

18-3 Śąăńăŋáĺàőćăŋŋëě ŕő ćěáã ďěàěćìï Ŕãáâì x — ãğěń ďćőĺçŋőčő ďěàěćă; çěàěğ size[x] őąőğŋăçĺň çĺáńő ńĺáâìěć ć ŕőďďěàěćě á ćěàèĺŋőľ ć x. Ŕãáâì çĺáńő α ãďőćńěâćőàïěâ ŋěàăćěŋáâćã 1/2 ⩽ α < 1. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ãğěń x αáąăńăŋáĺàőćăŋ (α-balanced), ěáńĺ

size[left[x]] ⩽ α · size[x] ĺ size[right[x]] ⩽ α · size[x]. Ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŋăğëćăěâáï α-áąăńăŋáĺàőćăŋŋëň, ěáńĺ ćáě ěčő ãğńë, łàőňě ńĺáâìěć, α-áąăńăŋáĺàőćăŋë. Ŕőďåőď ł áąăńăŋáĺàőćăŋŋëň ďěàěćìïň, ő łőâőàőň ĺďěâ àěçì ŋĺęě, ąëń ŕàěďńőęěŋ Č. Ćăàčěğě (G. Varghese).

ă. Ŕãáâì x — ãğěń ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă. Őąêïáŋĺâě, łăł ŕěàěáâàőĺâì ŕőďďěàěćő á łőàŋěň ć x, çâőąë őŋő áâăńő 1/2- áąăńăŋáĺàőćăŋŋëň (áăňőě áĺńìŋőě âàěąőćăŋĺě áąăńăŋáĺàőćăŋŋőáâĺ) Ćăè ăńčőàĺâň ďőńęěŋ àăąőâăâì ğă ćàěňï Θ(size[x]) ĺ ŕőńìğőćăâìáï ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâìî őąêěňă O(size[x]).

ą. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőĺáł ć α-áąăńăŋáĺàőćăŋŋőň ďćőĺçŋőň ďěàěćě á n ãğńăňĺ âàěąãěâ ć åãďèěň áńãçăě ćàěňěŋĺ O(log n). Ďăńěě ąãďěň áçĺâăâì, çâő α > 1/2. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ Insert ĺ Delete (àěăńĺğőćăŋŋëå áâăŋďăàâŋëň őąàăğőň), ŕàőĺğćőďĺâáï ąăńăŋáĺàőćłă: ěáńĺ łăłőľ-âő ãğěń ďěàěćă ŕěàěáâăń ąëâì α-áąăńăŋáĺàőćăŋŋëň, ćëąĺàăěâáï ąńĺęăľèĺľ ł łőàŋî ĺğ âăłĺå ãğńőć ĺ áőőâćěâáâćãîéěě ŕőďďěàěćő ŕěàěáâàăĺćăěâáï ć 1/2-áąăńăŋáĺàőćăŋŋőě (áň. ŕãŋłâ ă).

Ŕàőăŋăńĺğĺàãěň íâã áåěňã ąăńăŋáĺàőćłĺ á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕőâěŋæĺăńőć. Łăł őąëçŋő, ŕőâěŋæĺăń ąãďěâ âěň ąőńìèě, çěň ďăńìèě

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 18 371

ďěàěćő őâ áąăńăŋáĺàőćăŋŋőčő. Ŕãáâì x — ãğěń ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě T ; ŕőńőęĺň Δ(x) = |size[left[x]] − size[right[x]|

ĺ őŕàěďěńĺň ŕőâěŋæĺăń Φ(T ) ŕő äőàňãńě

Φ(T ) = c ∑ x∈T :Δ(x)⩾2 Δ(x),

čďě c — ďőáâăâőçŋő ąőńìèăï ŕőńőęĺâěńìŋăï łőŋáâăŋâă, ğăćĺáïéăï őâ α.

ć. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőâěŋæĺăń ďćőĺçŋőčő ďěàěćă ćáěčďă ŋěőâàĺæăâěńěŋ ĺ çâő ŕőâěŋæĺăń 1/2-áąăńăŋáĺàőćăŋŋőčő ďěàěćă àăćěŋ ŋãńî.

č. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő áâőĺňőáâì ŕěàěáâàőľłĺ ďěàěćă á m ćěàèĺŋăňĺ ć 1/2-áąăńăŋáĺàőćăŋŋőě àăćŋă m (ŋăŕőňŋĺň, çâő çĺáńő őŕěàăæĺľ ěáâì O(m)). Łăłőćă ďőńęŋă ąëâì ćěńĺçĺŋă c ďńï ďăŋŋőčő α, çâőąë ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ŕěàěáâàőľłĺ ŕőďďěàěćă, ŋě ïćńïîéěčőáï α-áąăńăŋáĺàőćăŋŋëň, ąëńă O(1)?

ď. Ŕőłăęĺâě, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ãďăńěŋĺï ĺńĺ ćáâăćłĺ íńěňěŋâă ć α-áąăńăŋáĺàőćăŋŋőě ďěàěćő á n ćěàèĺŋăňĺ ěáâì O(log n).

Ğăňěçăŋĺï

Ňěâőď čàãŕŕĺàőćłĺ ć ăňőàâĺğăæĺőŋŋőň ăŋăńĺğě őŕĺáăŋ ã Ăåő, Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [4]. Šăàìïŋ [189] àăááňăâàĺćăěâ ňěâőďë ŕàěďőŕńăâë ĺ ŕőâěŋæĺăńőć ĺ ŕàĺćőďĺâ ŋěłőâőàëě ŕàĺńőęěŋĺï. Śőčńăáŋő Šăàìïŋã, ňěâőď ŕàěďőŕńăâë ćőáåőďĺâ ł àăąőâăň ňŋőčĺå ăćâőàőć, ć âőň çĺáńě Ąàăãŋă (M. R. Brown), Šăàìïŋă (R. E. Tarjan), Ţăďńáâőŋă (S. Huddleston) ĺ Ňěńìåőàŋă (K. Mehlhorn), ć âő ćàěňï łăł ňěâőď ŕőâěŋæĺăńőć ĺğőąàěâěŋ Śńěăâőàőň (D. D. Sleator). Šěàňĺŋ ”ăňőàâĺğăæĺőŋŋëľ ăŋăńĺğ” ććěďñŋ Śńěăâőàőň ĺ Šăàìïŋőň.

V Ąőńěě áńőęŋëě áâàãłâãàë ďăŋŋëå

Ććěďěŋĺě

Łăł ĺ ć çăáâĺ III, ć íâőľ çăáâĺ ňë àăááňőâàĺň áâàãłâãàë ďăŋŋëå, łőâőàëě åàăŋïâ ĺğňěŋïîéĺěáï ňŋőęěáâćă — ŋő ĺå ăŋăńĺğ ąãďěâ ŋěáłőńìłő ąőńěě áńőęŋëň. Ć çăáâŋőáâĺ, ć ďćãå čńăćăå ňë ŕàĺňěŋïěň âěåŋĺłã ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă (čńăćă 18).

Ć čńăćě 19 ňë àăááňăâàĺćăěň Ą-ďěàěćìï — áąăńăŋáĺàőćăŋŋëě ďěàěćìï őŕàěďěńñŋŋőčő ćĺďă, ãďőąŋëě ďńï åàăŋěŋĺï ĺŋäőàňăæĺĺ ŋă ďĺáłăå. Śŕěæĺäĺłă ďĺáłőć ć âőň, çâő ćăęŋő ŋě áâőńìłő ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ, áłőńìłő çĺáńő őŕěàăæĺľ çâěŋĺï/ğăŕĺáĺ ąńőłőć. Ůĺáńő âăłĺå őŕěàăæĺľ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě ďěàěćă, ĺ ŕőâőňã ćëáőâã Ąďěàěćìěć ćăęŋő ŕőďďěàęĺćăâì ŋěąőńìèőľ.

Ć čńăćăå 20 ĺ 21 ňë àăááňăâàĺćăěň àăğńĺçŋëě àěăńĺğăæĺĺ áńĺćăěňëå łãç — áâàãłâãàë ďăŋŋëå, łőâőàăï ŕőďďěàęĺćăěâ őŕěàăæĺĺ ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâă (Insert), őâëáłăŋĺï ňĺŋĺňãňă (Minimum), ãďăńěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă (Extract-Min) ĺ őąêěďĺŋěŋĺï (Union) ďćãå łãç. Ŕőňĺňő íâĺå őŕěàăæĺľ, ňőčãâ ąëâì íääěłâĺćŋő àěăńĺğőćăŋë âăłęě őŕěàăæĺĺ ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă ĺ ãňěŋìèěŋĺï ěčő łńîçă.

Ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ (čńăćă 20) ćëŕőńŋïîâ łăęďãî őŕěàăæĺî (ć åãďèěň áńãçăě) ğă ćàěňï O(lg n), čďě n — çĺáńő íńěňěŋâőć ć łãçě (ĺńĺ ć ďćãå áńĺćăěňëå łãçăå). Ĺå ŕàěĺňãéěáâćő (ŕő áàăćŋěŋĺî á ďćőĺçŋëňĺ łãçăňĺ) áőáâőĺâ ć ćőğňőęŋőáâĺ ąëáâàőčő áńĺïŋĺï ďćãå łãç (ďńï ďćőĺçŋëå łãç íâő âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n)).

Ťĺąőŋăççĺěćë łãçĺ (čńăćă 21) ěéñ ąőńěě íääěłâĺćŋë (ŕő łàăľŋěľ ňěàě âěőàěâĺçěáłĺ: ĺňěîâ ńãçèãî ăáĺňŕâőâĺłã). Ŕàăćďă, ğďěáì àěçì ĺďñâ ãęě őą ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ. Őŕěàăæĺĺ Insert, Minimum ĺ Union ĺňěñâ ãçñâŋãî (ă âăłęě äăłâĺçěáłãî) áâőĺňőáâì O(1). Őŕěàăæĺĺ Extract-Min ĺ Delete ĺňěîâ ãçñâŋãî áâőĺňőáâì O(lg n). Ŋăĺąőńěě áãéěáâćěŋŋă ćőğňőęŋőáâì ąëáâàő ćëŕőńŋïâì őŕěàăæĺî Decrease-Key (ěñ ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ěáâì O(1)). Ĺňěŋŋő ąńăčőďăàï íâőňã ňŋőčĺě (ŋă áěčőďŋïèŋĺľ ďěŋì)

”àěłőàďŋő” ąëáâàëě ăńčőàĺâňë őąàăąőâłĺ čàăäőć ĺáŕőńìğãîâ äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ.

Ŋăłőŋěæ, ć čńăćě 22 ňë àăááňăâàĺćăěň áâàãłâãàë ďăŋŋëå ďńï åàăŋěŋĺï ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (őâŋőèěŋĺľ íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ). Ňë ĺňěěň ć ćĺďã áńěďãîéěě: ĺňěěâáï ŋěłőâőàőě łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, àăğąĺâőě ŋă łńăááë. Ć ŋăçăńìŋëľ ňőňěŋâ łăęďëľ łńăáá áőďěàęĺâ ŕő őďŋőňã íńěňěŋâã; ğăâěň ĺå ňőęŋő ŕőŕăàŋő őąêěďĺŋïâì. Ć ńîąőľ ňőňěŋâ őďĺŋ ĺğ íńěňěŋâőć łńăááă áçĺâăěâáï ěčő ŕàěďáâăćĺâěńěň; őŕěàăæĺï Find-Set(x) ďăñâ ŕàěďáâăćĺâěńì łńăááă, áőďěàęăéěčő x, őŕěàăæĺï Union(x, y) őąêěďĺŋïěâ ďćă łńăááă. Őłăğëćăěâáï, çâő ćěáìňă ŕàőáâőě ŕàěďáâăćńěŋĺě íâőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ć ćĺďě łőàŋěćőčő ďěàěćă ćěáìňă íääěłâĺćŋő: ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ m őŕěàăæĺľ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(mα(m, n)), čďě α(m, n) — ĺáłńîçĺâěńìŋő ňěďńěŋŋő àăáâãéăï äãŋłæĺï. Ŕàăćďă, ďőłăğăâì íâã őæěŋłã ćěáìňă ŋěŕàőáâő (ŋěáňőâàï ŋă ŕàőáâőâã áăňőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå), ĺ ňë őčàăŋĺçĺňáï ďőłăğăâěńìáâćő çãâì ňěŋěě áĺńìŋőľ őæěŋłĺ.

Řăğãňěěâáï, íâőâ àăğďěń łŋĺčĺ ŋĺłăł ŋě ŕàěâěŋďãěâ ŋă ŕőńŋőâã — ňŋőęěáâćő ĺŋâěàěáŋëå áâàãłâãà ďăŋŋëå ć ŋěčő ŋě ćőèńĺ. Şłăęěň ŋěłőâőàëě ĺğ ŋĺå:

• Śâàãłâãàă ďăŋŋëå, ŕőďďěàęĺćăîéăï őŕěàăæĺĺ őâëáłăŋĺï ňĺŋĺňãňă, ňăłáĺňãňă, ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă, ŕőĺáłă, ãďăńěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő ĺ ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâőć, ŕőĺáł ŕàěďëďãéěčő ĺ áńěďãîéěčő íńěňěŋâőć ğă ćàěňï O(lg lg n) ć åãďèěň áńãçăě — ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ, çâő ćáě łńîçĺ ïćńïîâáï æěńëňĺ çĺáńăňĺ őâ 1 ďő n (ćăŋ İňďě Ąőăá [194]).

• Ďĺŋăňĺçěáłĺě ďěàěćìï (dynamic trees), łőâőàëě ŕàěďńőęĺńĺ Śńěăâőà ĺ Šăàìïŋ [177] (áň. âăłęě Šăàìïŋ [188]). İâă áâàãłâãàă ďăŋŋëå åàăŋĺâ ńěá ĺğ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï łőàŋěćëå ďěàěćìěć. Łăęďőě àěąàő łăęďőčő ďěàěćă ĺňěěâ ŋěłőâőàëľ ćěéěáâćěŋŋãî áâőĺňőáâì. Ňőęŋő ĺáłăâì àőďĺâěńěľ, łőàŋĺ, áâőĺňőáâĺ àñąěà, ă âăłęě ňĺŋĺňăńìŋãî áâőĺňőáâì àěąàă ŋă ŕãâĺ őâ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë ł łőàŋî. Ňőęŋő ãďăńïâì àñąàă, ňěŋïâì áâőĺňőáâĺ àñąěà ŋă ŕãâĺ ł łőàŋî, ŕàĺćĺćăâì łőàěŋì ďěàěćă ł ďàãčőňã ďěàěćã, ă âăłęě ďěńăâì ğăďăŋŋãî ćěàèĺŋã łőàŋěň ďěàěćă, ć łőâőàőň őŋă ŋăåőďĺâáï. Ćáě íâĺ őŕěàăæĺĺ ňőęŋő àěăńĺğőćăâì á ãçñâŋőľ áâőĺňőáâìî O(lg n); ąőńěě áńőęŋăï àěăńĺğăæĺï čăàăŋâĺàãěâ ćàěňï àăąőâë O(lg n) ĺ ć åãďèěň áńãçăě.

• Řăáèĺàïîéĺěáï ďěàěćìï (splay trees) âăłęě ŕàěďńőęĺńĺ Śńěăâőà ĺ Šăàìïŋ [178] (áň. âăłęě Šăàìïŋ [188]). Őŋĺ ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ďćőĺçŋëě ďěàěćìï á őąëçŋëňĺ ďńï ďěàěćìěć ŕőĺáłă őŕěàăæĺïňĺ; ĺå ãçñâŋăï áâőĺňőáâì áőáâăćńïěâ O(lg n) (ğă áçñâ âőčő, çâő ćàěňï őâ ćàěňěŋĺ ďěàěćő ŕőďćěàčăěâáï ąăńăŋáĺàőćłě). Řăáèĺàïîéĺěáï ďěàěćìï ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ďĺŋăňĺçěáłĺå ďěàěćìěć.

• Śâàãłâãàë ďăŋŋëå á áőåàăŋěŋĺěň ŕàěďëďãéĺå ćěàáĺľ (persistent data structures) ŕőğćőńïîâ ŕőńãçăâì ĺŋäőàňăæĺî ő ŕàěďëďãéĺå áőáâőïŋĺïå (ćěàáĺïå áőďěàęĺňőčő) áâàãłâãàë, ă ĺŋőčďă ĺ ňěŋïâì ŕàěďëďãéĺě ćěàáĺĺ. Őąéãî ňěâőďĺłã áőåàăŋěŋĺï ŕàěďëďãéĺå ćěàáĺľ áŕĺáőçŋőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå (á ŋěąőńìèĺňĺ ŕőâěàïňĺ ŕő ćàěňěŋĺ ĺ ŕăňïâĺ) ŕàěďńőęĺńĺ Ďàĺáłőńń, Śăàŋăł, Śńěăâőà ĺ Šăàìïŋ [59]. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ć ğăďăçě 14-1 ŕőďőąŋăï áâàãłâãàă áâàőĺńăáì ďńï ďĺŋăňĺçěáłőčő ňŋőęěáâćă.

19 Ą-ďěàěćìï

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňőâàĺň őďĺŋ ĺğ ćĺďőć áąăńăŋáĺàőćăŋŋëå ďěàěćìěć, ŕàĺ łőâőàőň őąěáŕěçĺćăěâáï íääěłâĺćŋőě åàăŋěŋĺě ĺŋäőàňăæĺĺ ŋă ňăčŋĺâŋëå ďĺáłăå ĺ ďàãčĺå ãáâàőľáâćăå á ŕàïňëň ďőáâãŕőň — Ą-ďěàěćìï.

Ą-ďěàěćìï ŕőåőęĺ ŋă łàăáŋő-çěàŋëě ďěàěćìï; àăğŋĺæă ć âőň, çâő ć Ą-ďěàěćě ćěàèĺŋă ňőęěâ ĺňěâì ňŋőčő ďěâěľ, ŋă ŕàăłâĺłě ďő âëáïçĺ (ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ åăàăłâěàĺáâĺł ĺáŕőńìğãěňőčő ďĺáłă). Ąńăčőďăàï íâőňã łőŋáâăŋâă ć őæěŋłě O(log n) ďńï ćëáőâë ďěàěćă áãéěáâćěŋŋő ňěŋìèě, çěň ďńï çěàŋő-łàăáŋëå ďěàěćìěć.

Łăł ĺ çěàŋő-łàăáŋëě ďěàěćìï, Ą-ďěàěćìï ŕőğćőńïîâ àěăńĺğőćăâì ňŋőčĺě őŕěàăæĺĺ á ňŋőęěáâćăňĺ àăğňěàă n ğă ćàěňï O(log n).

Ŕàĺňěà Ą-ďěàěćă ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 19.1. Ćěàèĺŋă x, åàăŋïéăï n[x] íńěňěŋâőć, ĺňěěâ n[x]+1 ďěâěľ. Ţàăŋïéĺěáï ć x łńîçĺ áńãęăâ čàăŋĺæăňĺ, àăğďěńïîéĺňĺ ćáěå ěñ ŕőâőňłőć ŋă n[x] + 1 čàãŕŕ; ğă łăęďãî čàãŕŕã őâćěçăěâ őďĺŋ ĺğ ďěâěľ x. Ŕàĺ ŕőĺáłě ć Ą-ďěàěćě ňë áàăćŋĺćăěň ĺáłőňëľ łńîç á n[x] łńîçăňĺ, åàăŋïéĺňĺáï ć x, ĺ ŕő àěğãńìâăâăň áàăćŋěŋĺï ćëąĺàăěň őďĺŋ ĺğ n[x] + 1 ŕãâěľ.

Šőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě Ą-ďěàěćă ĺ ńőčăàĺäňĺçěáłăï (őâ çĺáńă ćěàèĺŋ) őæěŋłă ěčő ćëáőâë ŕàĺćőďïâáï ć àăğďěńě 19.1. Ć àăğďěńě 19.2 őŕĺáăŋë őŕěàăæĺĺ ŕőĺáłă ĺ ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâă ć ďěàěćő; ãďăńěŋĺě őąáãęďăěâáï ć 19.3. Ŋő ŕàěęďě ŋăďő őąêïáŋĺâì, ć çěň őâńĺçĺě ňăčŋĺâŋëå ďĺáłőć őâ őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ, ďěńăîéěě ćëčőďŋëň ĺáŕőńìğőćăŋĺě Ą-ďěàěćìěć.

Řĺáãŋőł 19.1 Ą-ďěàěćő á ăŋčńĺľáłĺňĺ áőčńăáŋëňĺ ć łăçěáâćě łńîçěľ. Ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă x á n[x] łńîçăňĺ ĺňěěâ n[x] + 1 ďěâěľ. Ćáě ńĺáâìï ĺňěîâ őďŋã ĺ âã ęě čńãąĺŋã. Śćěâńëě ćěàèĺŋë ŕàőáňőâàěŋë ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă ąãłćë R.

Řĺáãŋőł 19.2 Ďĺáłőćőď

Śâàãłâãàë ďăŋŋëå ŋă ďĺáłě

Łőňŕìîâěà ĺáŕőńìğãěâ àăğŋëě ćĺďë ŕăňïâĺ. Őŕěàăâĺćŋăï ŕăňïâì (main memory) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ňĺłàőáåěňë, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ćňěéăěâ ňĺńńĺőŋë ąĺâőć. Űěŋă âăłőľ ŕăňïâĺ (ć àăáçñâě ŋă ąĺâ) ćëèě, çěň ďńï ćâőàĺçŋőľ ŕăňïâĺ (secondary storage). Šĺŕĺçŋëľ łőňŕìîâěà ĺáŕőńìğãěâ ć łăçěáâćě ćâőàĺçŋőľ ŕăňïâĺ ęñáâłĺľ ďĺáł, őąêñň łőâőàőčő ňőęěâ ŋă ŋěáłőńìłő ŕőàïďłőć ŕàěćőáåőďĺâì őąêñň őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ.

Ňăčŋĺâŋăï čőńőćłă (áň. àĺá. 19.2) ğăŕĺáëćăěâ ĺ çĺâăěâ ďăŋŋëě ŋă ňăčŋĺâŋőň áńőě ćàăéăîéěčőáï ďĺáłă. Řëçăč ňőęěâ ŕěàěňěáâĺâì ěñ ćďőńì àăďĺãáă ďĺáłă. Ŕőáńě íâőčő čőńőćłă çĺâăěâ/ŕĺèěâ ďăŋŋëě ŋă őďŋőľ ĺğ ďőàőęěł (tracks) ďĺáłă. Őąëçŋő łăęďăï ďőàőęłă ďěńĺâáï ŋă őŕàěďěńñŋŋőě çĺáńő àăćŋëå ŕő àăğňěàã áěłâőàőć (łăęďëľ ňőęěâ ğăŋĺňăâì ŋěáłőńìłő łĺńőąăľâőć). Őąëçŋő ğăŕĺáëćăîâ ĺńĺ áçĺâëćăîâ áěłâőà æěńĺłőň. Ćàěňï ďőáâãŕă (access time), łőâőàőě âàěąãěâáï çâőąë ŕőďćěáâĺ čőńőćłã ł ŋãęŋőňã ňěáâã ďĺáłă, ňőęěâ ąëâì ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺň (ďő 20 ňĺńńĺáěłãŋď); ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ âăłőľ ğăďěàęłĺ ŋěâ, ŕőâőňã çâő ŋěâ ňěåăŋĺçěáłőčő ŕěàěňěéěŋĺï. Łăł âőńìłő čőńőćłă ďĺáłă ãęě ãáâăŋőćńěŋă, ğăŕĺáì ĺńĺ çâěŋĺě ďĺáłă ŕàőĺáåőďĺâ ďőćőńìŋő ąëáâàő. Ůăáâő ŕőńãçăěâáï, çâő őąàăąőâłă ŕàőçĺâăŋŋőčő ğăŋĺňăěâ ňěŋìèě ćàěňěŋĺ, çěň ŕőĺáł ŋãęŋőčő áěłâőàă. Ŕőíâőňã, őæěŋĺćăï łăçěáâćő ăńčőàĺâňă ňë ąãďěň ãçĺâëćăâì ďćă ŕăàăňěâàă:

• çĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã, ĺ • ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ (ćàěňï àăąőâë ŕàőæěááőàă).

Śâàőčő čőćőàï, ćàěňï ďőáâãŕă ğăćĺáĺâ őâ ŕőńőęěŋĺï čőńőćłĺ őâŋőáĺâěńìŋő ŋãęŋőčő áěłâőàă. Ŋő ňë ŋě őąàăéăěň ŋă íâő ćŋĺňăŋĺï ĺ ãçĺâëćăěň ńĺèì çĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã (â. ě. çĺáńő áěłâőàőć, łőâőàëě ŋãęŋő áçĺâăâì ĺńĺ ğăŕĺáăâì).

Ăńčőàĺâňë, àăąőâăîéĺě á Ą-ďěàěćìïňĺ, åàăŋïâ ć őŕěàăâĺćŋőľ

Řĺáãŋőł 19.3 Ą-ďěàěćő ćëáőâë 2 áőďěàęĺâ ąőńěě ňĺńńĺăàďă łńîçěľ. Łăęďăï ćěàèĺŋă áőďěàęĺâ 1000 łńîçěľ. Ćáěčő ĺňěěâáï 1001 ćěàèĺŋă ŋă čńãąĺŋě 1 ĺ ąőńěě ňĺńńĺőŋă ńĺáâìěć ŋă čńãąĺŋě 2. Ć łăęďőľ ćěàèĺŋě x ğăŕĺáăŋő çĺáńő n[x] łńîçěľ ć ŋěľ.

ŕăňïâĺ ńĺèì ŋěąőńìèãî çăáâì ćáěľ ĺŋäőàňăæĺĺ (äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő áěłâőàőć), ĺ ŕőíâőňã ěñ àăğňěà ŋě őčàăŋĺçĺćăěâáï àăğňěàőň ďőáâãŕŋőľ ŕăňïâĺ.

Ňë àăááňăâàĺćăěň ďĺáł łăł ąőńìèőľ ãçăáâőł ŕăňïâĺ, àăąőâă á łőâőàëň ŕàőĺáåőďĺâ áńěďãîéĺň őąàăğőň: ŕěàěď âěň łăł àăąőâăâì á őąêěłâőň x, ňë ďőńęŋë ćëŕőńŋĺâì áŕěæĺăńìŋãî őŕěàăæĺî Disk- Read(x) (çâěŋĺě á ďĺáłă). Ŕőáńě ćŋěáěŋĺï ĺğňěŋěŋĺľ ć ŋăè őąêěłâ x, ňë ćëŕőńŋïěň őŕěàăæĺî Disk-Write(x) (ğăŕĺáì ŋă ďĺáł): 1 . . . 2 x ← ãłăğăâěńì ŋă łăłőľ-âő őąêěłâ 3 Disk-Read(x) 4 őŕěàăæĺĺ, łőâőàëě ĺáŕőńìğãîâ ĺ/ĺńĺ ĺğňěŋïîâ

ŕőńï őąêěłâă, ŋă łőâőàëľ ãłăğëćăěâ x. 5 Disk-Write(x) ▷ Ŋě ŋãęŋő, ěáńĺ ▷ ŕőńï őąêěłâă ŋě ĺğňěŋĺńĺáì.

6 őŕěàăæĺĺ, łőâőàëě ŕőńìğãîâáï ŕőńïňĺ ãłăğăâěńï x, ŋő ŋě ňěŋïîâ ĺå. 7 . . . Ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë ć őáŋőćŋőň őŕàěďěńïěâáï łőńĺçěáâćőň őŕěàăæĺľ Disk-Read ĺ Disk-Write, âăł çâő ĺňěěěâ áňëáń çĺâăâì/ğăŕĺáëćăâì ćőğňőęŋő ąőńìèě ĺŋäőàňăæĺĺ ğă àăğ ĺ áďěńăâì âăł, çâőąë ćěàèĺŋă Ą-ďěàěćă ğăŕőńŋïńă ŕőńŋőáâìî őďĺŋ áěłâőà ďĺáłă. Šăłĺň őąàăğőň, áâěŕěŋì ćěâćńěŋĺï (çĺáńő ďěâěľ ćěàèĺŋë) őŕàěďěńïěâáï àăğňěàőň áěłâőàă.

Šĺŕĺçŋăï áâěŕěŋì ćěâćńěŋĺï Ą-ďěàěćìěć ŋăåőďĺâáï ňěęďã 50 ĺ 2000 (ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ àăğňěàă íńěňěŋâă). Şćěńĺçěŋĺě áâěŕěŋĺ ćěâćńěŋĺï àěğłő áőłàăéăěâ ćëáőâã ďěàěćă, ĺ âěň áăňëň çĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã, ŕàĺ ŕőĺáłě. Ŋă àĺá. 19.3 ŕőłăğăŋő Ą-ďěàěćő áâěŕěŋĺ 1001 ĺ ćëáőâë 2, åàăŋïéěě ąőńěě ňĺńńĺăàďă łńîçěľ. Şçĺâëćăï, çâő łőàěŋì ňőęŋő ŕőáâőïŋŋő åàăŋĺâì ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ, ďőáâăâőçŋő ďćãå őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã, ŕàĺ ŕőĺáłě ŋãęŋőčő łńîçă!

Őŕàěďěńěŋĺě Ą-ďěàěćă 379

19.1 Őŕàěďěńěŋĺě Ą-ďěàěćă

Łăł ĺ àăŋìèě, ďńï ŕàőáâőâë ňë áçĺâăěň, çâő ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï, áćïğăŋŋăï á łńîçőň, åàăŋĺâáï ć âőľ ęě ćěàèĺŋě ďěàěćă. (Ŋă ŕàăłâĺłě íâő ŋě ćáěčďă ãďőąŋő, ĺ ć àěăńìŋőň ăńčőàĺâňě ćěàèĺŋă ňőęěâ áőďěàęăâì ńĺèì ááëńłã ŋă áěłâőà, čďě åàăŋĺâáï íâă ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï.) Ňë áçĺâăěň, çâő ŕàĺ ŕěàěňěéěŋĺïå łńîçă ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï (ĺńĺ ááëńłă ŋă ŋěñ) ŕěàěňěéăěâáï ćňěáâě á ŋĺň. Šěň áăňëň íńěňěŋâőň Ą-ďěàěćă ąãďěâ łńîç ćňěáâě áő áćïğăŋŋőľ á ŋĺň ĺŋäőàňăæĺěľ.

Ć ŕàĺŋæĺŕě ňë ňőčńĺ ąë ĺáŕőńìğőćăâì ďàãčãî çăáâő ćáâàěçăîéãîáï őàčăŋĺğăæĺî Ą-ďěàěćìěć: ŕőňěéăâì áőŕãâáâćãîéãî ĺŋäőàňăæĺî ć ńĺáâìïå (čďě ąőńìèě ňěáâă, âăł łăł ŋě ŋăďő åàăŋĺâì łńîçĺ), ă ćő ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋăå åàăŋĺâì âőńìłő łńîçĺ ĺ ãłăğăâěńĺ ŋă ďěâěľ, íłőŋőňï ňěáâő (ĺ ŕőńãçăï ćőğňőęŋőáâì ãćěńĺçĺâì áâěŕěŋì ćěâćńěŋĺï ŕàĺ âőň ęě àăğňěàě áěłâőàă).

Ĺâăł, Ą-ďěàěćőň (B-tree) ŋăğőćñň łőàŋěćőě ďěàěćő, ãáâàőěŋŋőě áńěďãîéĺň őąàăğőň:

1. Łăęďăï ćěàèĺŋă x áőďěàęĺâ ŕőńï, ć łőâőàëå åàăŋïâáï:

łőńĺçěáâćő n[x] łńîçěľ, åàăŋïéĺåáï ć ŋěľ;

áăňĺ łńîçĺ key_1[x] ⩽ key_2[x] ⩽ . . . ⩽ key_{n[x]}[x] (ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě) ąãńěćáłőě ğŋăçěŋĺě leaf[x], ĺáâĺŋŋőě, łőčďă ćěàèĺŋă ïćńïěâáï ńĺáâőň.

2. Ěáńĺ — ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă, âő őŋă âăłęě áőďěàęĺâ n[x]+1 ãłăğăâěńì c_1[x], c_2[x], . . ., c_{n[x]+1}[x] ŋă ěñ ďěâěľ. Ş ńĺáâìěć ďěâěľ ŋěâ, ĺ íâĺ ŕőńï ďńï ŋĺå ŋě őŕàěďěńěŋë.

3. Łńîçĺ key_i[x] áńãęăâ čàăŋĺæăňĺ, àăğďěńïîéĺňĺ ğŋăçěŋĺï łńîçěľ ć ŕőďďěàěćìïå:

k_1 ⩽ key_1[x] ⩽ k_2 ⩽ key_2[x] ⩽ · · · ⩽ key_{n[x]}[x] ⩽ k_{n[x]+1},

čďě k_i — ńîąőľ ĺğ łńîçěľ, åàăŋïéĺåáï ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň_i[x]. 4. Ćáě ńĺáâìï ŋăåőďïâáï ŋă őďŋőľ ĺ âőľ ęě čńãąĺŋě (àăćŋőľ ćëáőâě h ďěàěćă).

5. Ůĺáńő łńîçěľ, åàăŋïéĺåáï ć őďŋőľ ćěàèĺŋě, őčàăŋĺçěŋő áćěàåã ĺ áŋĺğã; čàăŋĺæë ğăďăîâáï ěďĺŋëň ďńï ćáěčő ďěàěćă çĺáńőň t ⩾ 2, łőâőàőě ŋăğëćăěâáï ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋìî (minimum degree) Ąďěàěćă. Ĺňěŋŋő:

Łăęďăï ćěàèĺŋă, łàőňě łőàŋï, áőďěàęĺâ ŕő ňěŋìèěľ ňěàě t − 1 łńîç. Šăłĺň őąàăğőň, ćŋãâàěŋŋĺě ćěàèĺŋë (łàőňě łőàŋï) ĺňěîâ ŋě ňěŋěě t ďěâěľ. Ěáńĺ ďěàěćő ŋěŕãáâő, âő ć łőàŋě ďőńęěŋ åàăŋĺâìáï åőâï ąë őďĺŋ łńîç.

Ć ćěàèĺŋě åàăŋĺâáï ŋě ąőńěě 2t − 1 łńîçěľ. Śńěďőćăâěńìŋő, ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ŋě ąőńěě 2t ďěâěľ. Ćěàèĺŋã, åàăŋïéãî àőćŋő 2t − 1 łńîçěľ, ŋăğőćěň ŕőńŋőľ (full).

Ć ŕàőáâěľèěň áńãçăě t = 2, âőčďă ã łăęďőľ ćŋãâàěŋŋěľ ćěàèĺŋë 2, 3 ĺńĺ 4 àěąěŋłă, ĺ ňë ŕőńãçăěň âăł ŋăğëćăěňőě 2-3-4 ďěàěćő (2-3- 4 tree). (Łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ, ďńï íääěłâĺćŋőľ àăąőâë á ďĺáłőň ŋă ŕàăłâĺłě t ŋăďő ąàăâì čőàăğďő ąő́ńìèĺň.)

Ćëáőâă Ą-ďěàěćă

Ůĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã ďńï ąőńìèĺŋáâćă őŕěàăæĺľ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě Ą-ďěàěćă. Őæěŋĺň áćěàåã íâã ćëáőâã.

Šěőàěňă 19.1. Ďńï ćáïłőčő Ą-ďěàěćă ćëáőâë h ĺ ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ t ⩾ 2, åàăŋïéěčő n ⩾ 1 łńîçěľ, ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő

h ⩽ log_t n + 1 2 . Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì ćëáőâă Ą-ďěàěćă àăćŋă ğăďăŋŋőňã çĺáńã h. Ŋăĺňěŋìèěě çĺáńő ćěàèĺŋ ć ďěàěćě ąãďěâ, ěáńĺ áâěŕěŋì łăęďőľ ćěàèĺŋë ňĺŋĺňăńìŋă, âő ěáâì ã łőàŋï 2 àěąñŋłă, ă ã ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ ŕő t ďěâěľ. Ć íâőň áńãçăě ŋă čńãąĺŋě 1 ňë ĺňěěň 2 ćěàèĺŋë, ŋă čńãąĺŋě 2 ĺňěěň 2t ćěàèĺŋ, ŋă čńãąĺŋě 3 ĺňěěň 2t^2 ćěàèĺŋ, . . . , ŋă čńãąĺŋě h ĺňěěň 2t^{h−1} ćěàèĺŋ. Ŕàĺ íâőň ć łőàŋě åàăŋĺâáï őďĺŋ łńîç, ă ćő ćáěå őáâăńìŋëå ćěàèĺŋăå ŕő t − 1 łńîçěľ. (Ŋă àĺá. 19.4 ŕőłăğăŋő âăłőě ďěàěćő ŕàĺ h = 3.) Šăłĺň őąàăğőň, ŕőńãçăěň ŋěàăćěŋáâćő:

n ⩾ 1 + (t − 1) h∑ i=1 2t^{i−1} = 1 + 2(t − 1) ( t^h − 1 t − 1 ) = 2t^h − 1,

őâłãďă áńěďãěâ ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë.

Łăł ĺ ďńï łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć, ćëáőâă Ą-ďěàěćă á n ćěàèĺŋăňĺ ěáâì O(log n), ŋő őáŋőćăŋĺě ńőčăàĺäňă ďńï Ą-ďěàěćìěć čőàăğďő ąőńìèě, çâő ŕàĺňěàŋő ć lg t àăğ áőłàăéăěâ łőńĺçěáâćő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã.

Şŕàăęŋěŋĺï

19.1-1 Ŕőçěňã ć őŕàěďěńěŋĺĺ Ą-ďěàěćă âàěąőćăŋĺě t ⩾ 2 áãéěáâćěŋŋő?

19.1-2 Ŕàĺ łăłĺå t ďěàěćő ŋă àĺá. 19.1 ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł Ą-ďěàěćő ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ t?

Řĺáãŋőł 19.4 Ą-ďěàěćő ćëáőâë 3 áőďěàęĺâ ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě çĺáńő łńîçěľ. Ćŋãâàĺ łăęďőľ ćěàèĺŋë x ğăŕĺáăŋő çĺáńő n[x] łńîçěľ ć ŋěľ.

19.1-3 Ŋăľâĺ ćáě Ą-ďěàěćìï ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ 2, ŕàěďáâăćńïîéĺě ňŋőęěáâćő {1, 2, 3, 4, 5}

19.1-4 Ŋăľâĺ âőçŋãî ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï çĺáńă łńîçěľ, åàăŋïéĺåáï ć Ą-ďěàěćě ćëáőâë h ĺ ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ t.

19.1-5 Őŕĺáăâì áâàãłâãàã ďăŋŋëå, łőâőàăï ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ć łàăáŋő-çñàŋőň ďěàěćě łăęďãî çñàŋãî ćěàèĺŋã áőěďĺŋĺâì á ěě łàăáŋëňĺ ďěâìňĺ, ă ĺå ďěâěľ áďěńăâì ďěâìňĺ íâőľ çñàŋőľ ćěàèĺŋë.

19.2 Őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ á Ą-ďěàěćìïňĺ

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőďàőąŋő àăááňőâàĺň őŕěàăæĺĺ B-Tree- Search (ŕőĺáł), B-Tree-Create (áőğďăŋĺě Ą-ďěàěćă) ĺ B-Tree- Insert (ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă). Ňë áçĺâăěň, çâő:

• Łőàěŋì Ą-ďěàěćă ćáěčďă ŋăåőďĺâáï ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ, â. ě. őŕěàăæĺï Disk-Read ďńï łőàŋï ŋĺłőčďă ŋě âàěąãěâáï; őďŋăłő ćáïłĺľ àăğ, łőčďă ňë ĺğňěŋïěň łőàěŋì, ňë ďőńęŋë ěčő áőåàăŋïâì ŋă ďĺáłě.

• Ćáě ćěàèĺŋë, ŕěàěďăćăěňëě łăł ŕăàăňěâàë, ãęě áçĺâăŋë á ďĺáłă. Ŋăèĺ ŕàőæěďãàë őąàăąăâëćăîâ ďěàěćő ğă őďĺŋ ŕàőåőď őâ łőàŋï ł ńĺáâìïň.

Ŕőĺáł ć Ą-ďěàěćě

Ŕőĺáł ć Ą-ďěàěćě ŕőåőę ŋă ŕőĺáł ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě. Řăğŋĺæă ć âőň, çâő ć łăęďőľ ćěàèĺŋě x ňë ćëąĺàăěň őďĺŋ ćăàĺăŋâ ĺğ (n[x] + 1), ă ŋě ĺğ ďćãå.

Łăł ĺ ŕàőæěďãàă Tree-Search (ďńï ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć), àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàă B-Tree-Search ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ãłăğăâěńì x ŋă łőàěŋì ŕőďďěàěćă ĺ łńîç k, łőâőàëľ ňë ĺéěň ć íâőň ŕőďďěàěćě. Ďńï ŕőĺáłă łńîçă k ć Ą-ďěàěćě T áńěďãěâ áłőňăŋďőćăâì B-Tree- Search(root(T ), k), čďě root(T ) ãłăğëćăěâ ŋă łőàěŋì. Ěáńĺ ŕàőæěďãàă őąŋăàãęĺćăěâ łńîç k ć ďěàěćě, őŋă ćőğćàăéăěâ ŕăàã (y, i), čďě y — ćěàèĺŋă, i — ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà ãłăğăâěńï, ďńï łőâőàőčő key_i[y] = k. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ łőŋáâăŋâã nil.

B-Tree-Search(x, k) 1 i ← 1 2 while i ⩽ n[x] and k > key_i[x] 3 do i ← i + 1 4 if i ⩽ n[x] and k = key_i[x] 5 then return (x, i) 6 if leaf[x] 7 then return nil 8 else Disk-Read(c_i[x]) 9 return B-Tree-Search(c_i[x], k)

Ć áâàőłăå 1-3 ĺéěâáï ŋăĺňěŋìèěě i, ďńï łőâőàőčő k ⩽ key_i[x]; ěáńĺ âăłőčő ŋěâ, âő ć i ŕőňěéăěâáï n[x] + 1 (ńĺŋěľŋëľ ŕőĺáł). Ěáńĺ ŋãęŋëľ łńîç ŋăľďěŋ, àăąőâă ŕàěłàăéăěâáï (áâàőłĺ 4–5). Ğăâěň (áâàőłĺ 6–7) ŕàőčàăňňă ńĺąő őáâăŋăćńĺćăěâáï, ěáńĺ ŕőĺáł ğăćěàèĺńáï ąěğàěğãńìâăâŋő (x — ńĺáâ), ńĺąő àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâ áěąï, ŕàěďćăàĺâěńìŋő áçĺâăć á ďĺáłă łőàěŋì ŋãęŋőčő ŕőďďěàěćă (áâàőłĺ 8–9).

Ŋă àĺá. 19.1 ŕőłăğăŋă àăąőâă íâőľ ŕàőčàăňňë. Śćěâńëě ćěàèĺŋë ŕàőáňőâàěŋë ŕàĺ ŕőĺáłě ąãłćë R.

Łăł ĺ ŕàőæěďãàă Tree-Search, ŋăèă ŕàőčàăňňă ŕàőáňăâàĺćăěâ ćěàèĺŋë ďěàěćă őâ łőàŋï ł ńĺáâã. Ŕőíâőňã çĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã ěáâì Θ(h) = Θ(log_t n), čďě h — ćëáőâă ďěàěćă, ă n — łőńĺçěáâćő łńîçěľ. Šăł łăł n[x] ⩽ 2t, âő æĺłń while ć áâàőłăå 2–3 ŕőćâőàïěâáï O(t) àăğ, ĺ ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ àăćŋő O(th) = O(t log_t n).

Śőğďăŋĺě ŕãáâőčő Ą-ďěàěćă

Ŕàĺ àăąőâě á Ą-ďěàěćőň T , ňë áŋăçăńă áőğďăěň á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë B-Tree-Create ŕãáâőě ďěàěćő, ă ğăâěň ğăŕĺáëćăěň ć ŋěčő ďăŋŋëě á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë B-Tree-Insert. Őąě íâĺ ŕàőæěďãàë ĺáŕőńìğãîâ ŕőďŕàőčàăňňã Allocate-Node, łőâőàăï ŋăåőďĺâ ňěáâő ŋă ďĺáłě ďńï ŋőćőľ ćěàèĺŋë. Ňë áçĺâăěň, çâő ŕőďŕàőčàăňňă Allocate-Node âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1) ĺ ŋě ĺáŕőńìğãěâ őŕěàăæĺî Disk-Read.

Řĺáãŋőł 19.5 Řăğąĺěŋĺě ćěàèĺŋë ďěàěćă ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ t = 4. Ďěńĺň ćěàèĺŋã y ŋă ďćě: y ĺ z. Łńîç-ňěďĺăŋă S ćěàèĺŋë y ŕěàěåőďĺâ ł ěě àőďĺâěńî x.

B-Tree-Create(T ) 1 x ← Allocate-Node() 2 leaf[x] ← true 3 n[x] ← 0 4 Disk-Write(x) 5 root[T ] ← x

Ŕàőæěďãàă B-Tree-Create âàěąãěâ őďŋőčő őąàăéěŋĺï ł ďĺáłã, ćàěňï àăąőâë — O(1).

Řăğąĺěŋĺě ćěàèĺŋë Ą-ďěàěćă ŋă ďćě

Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć Ą-ďěàěćő — ğŋăçĺâěńìŋő ąőńěě áńőęŋăï őŕěàăæĺï, çěň ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă. Łńîçěćëň ňěáâőň ïćńïěâáï àăğąĺěŋĺě (splitting) ŕőńŋőľ (á 2t − 1 łńîçăňĺ) ćěàèĺŋë y ŋă ďćě ćěàèĺŋë, ĺňěîéĺě ŕő t − 1 íńěňěŋâőć ć łăęďőľ. Ŕàĺ íâőň łńîç-ňěďĺăŋă (median key) key_t[y] őâŕàăćńïěâáï ł àőďĺâěńî x ćěàèĺŋë y ĺ áâăŋőćĺâáï àăğďěńĺâěńěň ďćãå ŕőńãçěŋŋëå ćěàèĺŋ. İâő ćőğňőęŋő, ěáńĺ ćěàèĺŋă x ŋěŕőńŋă. Ěáńĺ y — łőàěŋì, ŕàőæěďãàă àăąőâăěâ ăŋăńőčĺçŋő. Ć íâőň áńãçăě ćëáőâă ďěàěćă ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă ěďĺŋĺæã. Šăłőć ňěåăŋĺğň àőáâă Ą-ďěàěćă.

Ŕàőæěďãàă B-Tree-Split-Child ďěńĺâ ćěàèĺŋã y ŋă ďćě ĺ ňěŋïěâ áőőâćěâáâćãîéĺň őąàăğőň ěñ àőďĺâěńï x. Ŋă àĺá. 19.5 ŕőłăğăŋő, łăł íâő ŕàőĺáåőďĺâ. Łńîç-ňěďĺăŋă S ćěàèĺŋë y ŕěàěåőďĺâ ł ěñ àőďĺâěńî x, ă ąő́ńìèĺě S íńěňěŋâë ŕěàěŕĺáëćăîâáï ć ŋőćőčő àěąěŋłă z ćěàèĺŋë x. Ćåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ŕàőæěďãàë ïćńïîâáï ŋěŕőńŋăï ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă x, çĺáńő i ĺ ŕőńŋăï ćěàèĺŋã y, ďńï łőâőàëå y = c_i[x]. Ňë áçĺâăěň, çâő ćěàèĺŋë x ĺ y ãęě ŋăåőďïâáï ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ.

B-Tree-Split-Child(x, i, y) 1 z ← Allocate-Node() 2 leaf[z] ← leaf[y] 3 n[z] ← t − 1 4 for j ← 1 to t − 1 5 do key_j [z] ← key_{j+t}[y] 6 if not leaf[y] 7 then for j ← 1 to t 8 do c_j [z] ← c_{j+t}[y] 9 n[y] ← t − 1 10 for j ← n[x] + 1 downto i + 1 11 do c_{j+1}[x] ← c_j [x] 12 c_{i+1}[x] ← z 13 for j ← n[x] downto i 14 do key_{j+1}[x] ← key_j [x] 15 key_i[x] ← key_t[y] 16 n[x] ← n[x] + 1 17 Disk-Write(y) 18 Disk-Write(z) 19 Disk-Write(x)

Ćěàèĺŋă y ĺňěńă 2t ďěâěľ; ŕőáńě ŕàěőąàăğőćăŋĺï ć ŋěľ őáâăńőáì t ŋăĺňěŋìèĺå ĺğ ŋĺå, ă őáâăńìŋëě t áâăńĺ ďěâìňĺ ŋőćőľ ćěàèĺŋë z, łőâőàăï ć áćőî őçěàěďì áâăńă àěąñŋłőň ćěàèĺŋë x. Łńîç-ňěďĺăŋă ćěàèĺŋë y ďőąăćńěŋ ł ćěàèĺŋě x ĺ áâăń àăğďěńĺâěńěň ňěęďã ćěàèĺŋőľ y ĺ áńěďãîéěľ ğă ŋěľ ćěàèĺŋőľ z.

Śâàőłĺ 1–8 äőàňĺàãîâ ćěàèĺŋã z ĺ ŕěàěďăîâ ěľ ďěâěľ. Śâàőłă 9 ňěŋïěâ ćěàèĺŋã y. Ŋăłőŋěæ, áâàőłĺ 10–16 ćŋőáïâ áőőâćěâáâćãîéĺě ĺğňěŋěŋĺï ć ćěàèĺŋã x. Śâàőłĺ 17–19 áőåàăŋïîâ ĺğňěŋěŋĺï ŋă ďĺáłě. Ćàěňï àăąőâë æĺłńőć (áâàőłĺ 4–5 ĺ 7–8) àăćŋő Θ(t). (Ďńï őáâăńìŋëå æĺłńőć âàěąãěâáï ŋě ąőńìèě t èăčőć).

Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć Ą-ďěàěćő

Ŕàőæěďãàă B-Tree-Insert ďőąăćńïěâ íńěňěŋâ k ć Ą-ďěàěćő T , ŕàőľďï őďĺŋ àăğ őâ łőàŋï ł ńĺáâã. Ŋă íâő âàěąãěâáï ćàěňï O(th) = O(t log_t n) ĺ O(h) őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã, ěáńĺ ćëáőâă ďěàěćă h. Ŕő åőďã ďěńă ňë á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë B-Tree-Split àăğďěńïěň ćáâàěçăîéĺěáï ŋăň ŕőńŋëě ćěàèĺŋë, ĺáŕőńìğãï âăłőě ŋăąńîďěŋĺě: ěáńĺ ŕőńŋăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ŋěŕőńŋőčő àőďĺâěńï, âő ěñ ňőęŋő àăğďěńĺâì, âăł łăł ć àőďĺâěńě ěáâì ňěáâő ďńï ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő łńîçă. Ć łőŋæě łőŋæőć ňë őłăğëćăěňáï ć ŋěŕőńŋőň ńĺáâě, łãďă ĺ ďőąăćńïěň ŋőćëľ íńěňěŋâ.

Řĺáãŋőł 19.6 Řĺá. 19.6. Łőàěŋì r Ą-ďěàěćă (á t = 4) ïćńïěâáï ŕőńŋőľ ćěàèĺŋőľ. Őŋ ďěńĺâáï ŋă ďćě ŕőńőćĺŋë; ŕàĺ íâőň áőğďăěâáï ŋőćëľ łőàěŋì s, ďěâìňĺ łőâőàőčő áâăŋőćïâáï íâĺ ćěàèĺŋë. Ŋőćëľ łőàěŋì s áőďěàęĺâ łńîç-ňěďĺăŋã áâăàőčő łőàŋï. Ćëáőâă Ą-ďěàěćă ãćěńĺçĺńăáì ŋă ěďĺŋĺæã.

B-Tree-Insert(T, k) 1 r ← root[T ] 2 if n[r] = 2t − 1 3 then s ← Allocate-Node() 4 root[T ] ← s 5 leaf[s] ← false 6 n[s] ← 0 7 c_1[s] ← r 8 B-Tree-Split-Child(s, 1, r) 9 B-Tree-Insert-Nonfull(s, k) 10 else B-Tree-Insert-Nonfull(r, k)

Śâàőłĺ 3–9 őâŋőáïâáï ł áńãçăî ďőąăćńěŋĺï ć ďěàěćő á ŕőńŋëň łőàŋěň (ŕàĺňěà ŋă àĺá. 19.6). Ĺňěŋŋő ć íâőň áńãçăě ãćěńĺçĺćăěâáï ćëáőâă Ą-ďěàěćă. Őâňěâĺň, çâő âőçłőľ àőáâă Ą-ďěàěćă ïćńïěâáï łőàěŋì (ă ŋě ńĺáâ, łăł ć ďćőĺçŋëå ďěàěćìïå ŕőĺáłă).

Śďěńăć łőàěŋì ŋěŕőńŋëň (ěáńĺ őŋ ŋě ąëń âăłőćëň á áăňőčő ŋăçăńă), ňë ćëğëćăěň ŕàőæěďãàã B-Tree-Insert-Nonfull(x, k), łőâőàăï ďőąăćńïěâ íńěňěŋâ k ć ŕőďďěàěćő á łőàŋěň ć ŋěŕőńŋőľ ćěàèĺŋě x. İâă ŕàőæěďãàă àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâ áěąï, ŕàĺ ŋěőąåőďĺňőáâĺ (ěáńĺ ćěàèĺŋă őłăğăńăáì ŕőńŋőľ) ćëŕőńŋĺć àăğďěńěŋĺě.

B-Tree-Insert-Nonfull(x, k) 1 i ← n[x] 2 if leaf[x] 3 then while i ⩾ 1 and k < key_i[x] 4 do key_{i+1}[x] ← key_i[x] 5 i ← i − 1 6 key_{i+1}[x] ← k 7 n[x] ← n[x] + 1 8 Disk-Write(x) 9 else while i ⩾ 1 and k < key_i[x] 10 do i ← i − 1 11 i ← i + 1 12 Disk-Read(c_i[x]) 13 if n[c_i[x]] = 2t − 1 14 then B-Tree-Split-Child(x, i, c_i[x]) 15 if k > key_i[x] 16 then i ← i + 1 17 B-Tree-Insert-Nonfull(c_i[x], k)

İâă ŕàőæěďãàă àăąőâăěâ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ěáńĺ ćěàèĺŋă x — ńĺáâ, âő łńîç k ć ŋěčő ďőąăćńïěâáï (áâàőłĺ 3–8; ŋăŕőňŋĺň, çâő ćěàèĺŋă x ŕàěďŕőńăčăěâáï ŋěŕőńŋőľ). Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ŋăň ŋãęŋő ďőąăćĺâì k ł ŕőďďěàěćã, łőàěŋì łőâőàőčő ïćńïěâáï àěąñŋłőň x. Ć áâàőłăå 9–11 ňë ŋăåőďĺň ŋãęŋőčő àěąñŋłă ćěàèĺŋë x. Ěáńĺ íâőâ àěąñŋőł őłăğëćăěâáï ŕőńŋőľ ćěàèĺŋőľ (áâàőłă 13), âő ć áâàőłě 14 őŋ àăğďěńïěâáï ŋă ďćě ŋěŕőńŋëå ćěàèĺŋë, ĺ ć áâàőłăå 15–16 őŕàěďěńïěâáï, ć łăłőě ĺğ ŋőćëå ŕőďďěàěćìěć áńěďãěâ ďőąăćĺâì k. (Ğăňěâĺň, çâő ŕőáńě ĺğňěŋěŋĺï i ć áâàőłě 16 ŋěâ ŋěőąåőďĺňőáâĺ őąàăéăâìáï ł ďĺáłã — ćŋőćì áőğďăŋŋăï ćěàèĺŋă, ł łőâőàőľ ňë őąàăâĺňáï ć áâàőłě 17, ãęě ŋăåőďĺâáï ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ.) Šăłĺň őąàăğőň, ňë ğŋăěň, çâő ćěàèĺŋă c_i[x] — ŋěŕőńŋăï, ĺ ć áâàőłě 17 ďőąăćńïěň łńîç k ć áőőâćěâáâćãîéěě ŕőďďěàěćő á ŕőňőéìî àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă ŕàőæěďãàë B-Tree-Insert-Nonfull. Ŋă àĺá. 19.7 ŕőłăğăŋë àăğŋëě áńãçăĺ ďőąăćńěŋĺï íńěňěŋâă ć Ą-ďěàěćő.

Ŕàőæěďãàă B-Tree-Insert-Nonfull ĺáŕőńìğãěâ O(1) őŕěàăæĺľ Disk-Read ĺ Disk-Write (ěáńĺ ŋě áçĺâăâì àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă). Śńěďőćăâěńìŋő, ďńï Ą-ďěàěćă ćëáőâë h ŕàőæěďãàă B-Tree-Insert őąàăéăěâáï ł ďĺáłã O(h) àăğ. Ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ ěáâì O(th) = O(t log_t h). Ć ŕàőæěďãàě B-Tree-Insert-Nonfull àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć ïćńïěâáï ŕőáńěďŋĺň őŕěàăâőàőň (tail recursion), ĺ ŕőíâőňã ňë ňőčńĺ ąë ğăňěŋĺâì àěłãàáĺî æĺłńőň. Őâáîďă ćĺďŋő, çâő çĺáńő áěłâőàőć, łőâőàëě ŋěőąåőďĺňő ďěàęăâì ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ, ěáâì O(1).

Řĺáãŋőł 19.7 Ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă ć Ą-ďěàěćő, ďńï łőâőàőčő t = 3, (ćěàèĺŋă áőďěàęĺâ ďő 5 łńîçěľ). Śćěâńëě ćěàèĺŋë ąëńĺ ĺğňěŋěŋë ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ. (ă) Ŋăçăńìŋőě ďěàěćő. (ą) Ďőąăćĺńĺ ąãłćã B (ć ŋěŕőńŋëľ ńĺáâ). (ć) Ďőąăćńěŋĺě Q ŕàĺćőďĺâ ł àăğďěńã ćěàèĺŋë RST UV ŋă RS ĺ UV , ąãłćă T ŕěàěèńă ć łőàěŋì, ŕőáńě çěčő ąãłćã Q ďőąăćĺńĺ ł ćěàèĺŋě RS. (č) Ć ŕàěďëďãéěě ďěàěćő ďőąăćĺńĺ L: łőàěŋì ąëń ŕőńŋőľ ćěàèĺŋőľ, ŕőíâőňã ěčő ŕàĺèńőáì àăğďěńĺâì ŋă ďćě ĺ ćëáőâă ďěàěćă ãćěńĺçĺńăáì ŋă ěďĺŋĺæã. Ąãłćã L ćáâăćĺńĺ ć ńĺáâ JK. (ď) Ć ŕàěďëďãéěě ďěàěćő ďőąăćĺńĺ F . Ćěàèĺŋã ABCDE àăğďěńĺńĺ ŋă ďćě ĺ ć ŕőńőćĺŋłã DE ďőąăćĺńĺ F .

Şŕàăęŋěŋĺï

19.2-1 Ŕàőáńěďĺâì, ğă ďőąăćńěŋĺěň ć ŕãáâőě Ą-ďěàěćő íńěňěŋâőć F, S, Q, K, C, L, H, T, V, W, M, R, N, P, A, B, X, Y, D, Z, E ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě (ŋăàĺáőćăâì âőńìłő áőáâőïŋĺï ďěàěćă ŕěàěď àăğďěńěŋĺěň łăłőľ-âő ĺğ ćěàèĺŋ, ă âăłęě ŕőáńěďŋěě áőáâőïŋĺě)

19.2-2 Ćëïáŋĺâì, ĺáŕőńŋïîâáï ńĺ ńĺèŋĺě őŕěàăæĺĺ Disk-Read ĺńĺ Disk-Write ŕàĺ ćëğőćě ŕàőæěďãàë B-Tree-Insert. (Ńĺèŋïï őŕěàăæĺï Disk-Read çĺâăěâ áěłâőà, ãęě ğăčàãęěŋŋëľ ć őŕěàăâĺćŋãî ŕăňïâì. Ńĺèŋïï őŕěàăæĺï Disk-Write áőåàăŋïěâ ŋă ďĺáłě ŋě ĺğňěŋĺćèĺľáï áěłâőà.)

19.2-3 Łăł ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ć Ą-ďěàěćě? Łăł ŋăľâĺ íńěňěŋâ Ą-ďěàěćă, ŕàěďèěáâćãîéĺľ ďăŋŋőňã íńěňěŋâã?

19.2-4^⋆ Łńîçĺ 1, 2, . . ., n ďőąăćńïîâ ŕő őďŋőňã ć ŕãáâőě Ą-ďěàěćő ňĺŋĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ 2. Śłőńìłő ćěàèĺŋ ã ŕőńãçěŋŋőčő Ą-ďěàěćă?

19.2-5 Šăł łăł ã ńĺáâìěć ŋěâ ãłăğăâěńěľ ŋă ďěâěľ, âő ć ŋĺå ňőęěâ ŕőňěáâĺâìáï ąőńìèě łńîçěľ, çěň ćő ćŋãâàěŋŋĺě ćěàèĺŋë. Łăł ąãďãâ ćëčńïďěâì ŕàőæěďãàë áőğďăŋĺï Ą-ďěàěćă ĺ ďőąăćńěŋĺï ć ŋěčő íńěňěŋâă, ĺáŕőńìğãîéĺě íâő őąáâőïâěńìáâćő?

19.2-6 Ğăňěŋĺň ć ŕàőæěďãàě B-Tree-Search ńĺŋěľŋëľ ŕőĺáł ďćőĺçŋëň. Ŕőłăğăâì, çâő âőčďă ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ ďńï íâőľ ŕàőæěďãàë áâăŋěâ àăćŋëň O(log n) (łőŋáâăŋâă ŋě ğăćĺáĺâ őâ t!).

19.2-7 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňë ňőęěň áăňĺ ćëąàăâì àăğňěà áěłâőàă, ŕàĺçěň ćàěňï çâěŋĺï áěłâőàă, ćňěéăîéěčő ćěàèĺŋã Ą-ďěàěćă áâěŕěŋĺ t, ąãďěâ a + bt, čďě a ĺ b — ŋěłőâőàëě łőŋáâăŋâë. Łăł áńěďãěâ ćëąàăâì t, çâőąë ãňěŋìèĺâì ćàěňï ŕőĺáłă ć Ą-ďěàěćě? Őæěŋĺâě őŕâĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě t ć áńãçăě a = 30 ňĺńńĺáěłãŋď, b = 40 ňĺłàőáěłãŋď.

19.3 Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ Ą-ďěàěćă

Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ Ą-ďěàěćă (ŕàőæěďãàă B-Tree-Delete) ŕàőĺáåőďĺâ ăŋăńőčĺçŋő ďőąăćńěŋĺî, åőâï ŋěňŋőčő áńőęŋěě. Ňë ŋě ąãďěň ŕàĺćőďĺâì ŕàőæěďãàã ãďăńěŋĺï ŕőńŋőáâìî, ă őąêïáŋĺň, łăł őŋă àăąőâăěâ.

Ŕãáâì ŋãęŋő ãďăńĺâì łńîç k ĺğ ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć ćěàèĺŋě x. Ŋăèă ŕàőæěďãàă ąãďěâ ãáâàőěŋă âăł, çâő ŕàĺ łăęďőň ěě àěłãàáĺćŋőň ćëğőćě ćěàèĺŋă x áőďěàęĺâ ŕő ňěŋìèěľ ňěàě t łńîçěľ, čďě t

Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ Ą-ďěàěćă 389

— ňĺŋĺňăńìŋăï áâěŕěŋì Ą-ďěàěćă. Ŕő ŕàăćĺńăň ćěàèĺŋă Ą-ďěàěćă ďőńęŋă áőďěàęăâì ŋě ňěŋìèě t − 1 łńîçă, âăł çâő ć ŋăèěň áńãçăě ĺňěěâáï ğăŕăáŋőľ łńîç. İâőâ ŕàĺěň (áńěďĺâì, çâőąë ğăŕăáŋőľ łńîç ćáěčďă ąëń) ŕőğćőńïěâ ãďăńĺâì íńěňěŋâ, ŕàőľďï Ą-ďěàěćő őďĺŋ àăğ őâ łőàŋï ł ńĺáâã ĺ ŋě ďěńăï èăčőć ć őąàăâŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ (á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáłńîçěŋĺěň, łőâőàőě ňë ěčő àăğąěàěň ŕőğęě).

Ďőčőćőàĺňáï, çâő ěáńĺ ć àěğãńìâăâě ãďăńěŋĺï łőàěŋì ďěàěćă áâăń ŕãáâëň, âő őŋ ãďăńïěâáï, ĺ ěčő ěďĺŋáâćěŋŋëľ àěąěŋőł áâăŋőćĺâáï ŋőćëň łőàŋěň, ŕàĺ íâőň ćëáőâă Ą-ďěàěćă ãňěŋìèăěâáï ŋă ěďĺŋĺæã, ĺ łőàěŋì ãęě ŋě ŕãáâ (ěáńĺ âőńìłő ćáñ ďěàěćő ŋě ŕãáâő).

Ŋă àĺá. 19.8 ŕőłăğăŋë àăğŋëě áńãçăĺ ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă ĺğ Ąďěàěćă.

1. Ěáńĺ łńîç k ŋăåőďĺâáï ć ćěàèĺŋě x, ïćńïîéěľáï ńĺáâőň, âő ãďăńïěň k ĺğ x.

2. Ěcńĺ łńîç k ŋăåőďĺâáï ćő ćŋãâàěŋŋěľ ćěàèĺŋě x, âő ďěńăěň áńěďãîéěě:

Ěáńĺ àěąěŋőł y ćěàèĺŋë x, ŕàěďèěáâćãîéĺľ k, áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě t íńěňěŋâőć, âő ŋăåőďĺň łńîç k^′, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕàěďèěáâćãîéĺľ łńîçã k. İâőâ łńîç ŋăåőďĺâáï ć ńĺáâě ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć y. Ŋăľâĺ ěčő ňőęŋő ğă őďĺŋ ŕàőáňőâà ŕőďďěàěćă őâ łőàŋï ł ńĺáâã. Řěłãàáĺćŋő ćëğëćăěň ŕàőæěďãàã: ãďăńïěň k^′. Ğăňěŋïěň ć x łńîç k ŋă k^′.

Ěáńĺ àěąěŋőł z, áńěďãîéĺľ ğă k, áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě t íńěňěŋâőć, ŕőáâãŕăěň ăŋăńőčĺçŋő.

Ěáńĺ ĺ y, ĺ z áőďěàęăâ ŕő t − 1 íńěňěŋâã, áőěďĺŋïěň ćěàèĺŋã y, łńîç k, ćěàèĺŋã z, ŕőňěéăï ćáñ íâő ć ćěàèĺŋã y, łőâőàăï âěŕěàì áőďěàęĺâ 2t − 1 łńîç. Śâĺàăěň z ĺ ćëłĺďëćăěň ĺğ x łńîç k ĺ ãłăğăâěńì ŋă z. Řěłãàáĺćŋő ãďăńïěň k ĺğ y.

3. Ěáńĺ x — ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă, ŋő łńîçă k ć ŋěľ ŋěâ, ŋăľďěň áàěďĺ ďěâěľ ćěàèĺŋë x łőàěŋì c_i[x] ŕőďďěàěćă, čďě ďőńęěŋ ńěęăâì łńîç k (ěáńĺ íâőâ łńîç ćőőąéě ěáâì). Ěáńĺ c_i[x] áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě t łńîçěľ, ňőęŋő àěłãàáĺćŋő ãďăńĺâì k ĺğ ŕőďďěàěćă. Ěáńĺ ęě c_i[x] áőďěàęĺâ ćáěčő t − 1 íńěňěŋâ, âő ŕàěďćăàĺâěńìŋő áďěńăěň èăč 3ă ĺńĺ 3ą.

Ŕãáâì ćěàèĺŋă c_i[x] áőďěàęĺâ t − 1 íńěňěŋâ, ŋő őďĺŋ ĺğ ěñ áőáěďěľ (ŋăŕàĺňěà, ŕàăćëľ) áőďěàęĺâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě t íńěňěŋâőć. (Ğďěáì áőáěďőň ňë ŋăğëćăěň âăłőčő àěąěŋłă ćěàèĺŋë x, łőâőàëľ őâďěńěŋ őâ c_i[x] àőćŋő őďŋĺň łńîçőň-àăğďěńĺâěńěň.) Šőčďă ďőąăćĺň àěąñŋłã c_i[x] íńěňěŋâ ěčő àőďĺâěńï x, ă àőďĺâěńî ŕěàěďăďĺň ńěćëľ íńěňěŋâ íâőčő áőáěďă. Ŕàĺ íâőň áăňëľ ńěćëľ àěąñŋőł áőáěďă áâăŋěâ áăňëň ŕàăćëň àěąěŋłőň ćěàèĺŋë c_i[x]. Ŕãáâì őąă áőáěďă ćěàèĺŋë c_i[x] áőďěàęăâ ŕő t−1 íńěňěŋâã. Šőčďă őąêěďĺŋĺň ćěàèĺŋã c_i[x] á őďŋĺň ĺğ áőáěďěľ (łăł ć áńãçăě 2ć).

ŋăçăńìŋőě ďěàěćő F ãďăńěŋă: áńãçăľ 1 M ãďăńěŋă: áńãçăľ 2ă G ãďăńěŋă: áńãçăľ 2ą

Řĺáãŋőł 19.8 Şďăńěŋĺě íńěňěŋâă ĺğ Ą-ďěàěćă. Ďńï íâőčő Ą-ďěàěćă ňĺŋĺňăńìŋăï áâěŕěŋì àăćŋă 3, â. ě. ćěàèĺŋă áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě 2 íńěňěŋâőć. Śćěâńëě ćěàèĺŋë ąëńĺ ĺğňěŋěŋë ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ. (ă) Ą-ďěàěćő àĺáãŋłă 19.7 (e). (ą) Śńãçăľ 1: ãďăńěŋĺě ąãłćë F ĺğ ńĺáâă. (ć) Şďăńěŋĺě ąãłćë M. İâő áńãçăľ 2ă: ąãłćăŕàěďèěáâćěŋŋĺæă L ŕěàěèńă ŋă ěñ ňěáâő. (č) Şďăńěŋĺě ąãłćë G. İâő áńãçăľ 2ć: áŋăçăńă G őâŕàăćĺńĺ ćŋĺğ, čďě őąàăğőćăńáï ńĺáâ DEGJK, ĺğ łőâőàőčő G ĺ ãďăńĺńĺ (áńãçăľ 1). (ď) Şďăńěŋĺě ąãłćë D. İâő áńãçăľ 3ą: ňë ŋě ňőęěň àěłãàáĺćŋő őąàăąőâăâì ćěàèĺŋã CL, ć łőâőàőľ ćáěčő ďćă íńěňěŋâă, ŕőíâőňã áŕãáłăěň ćŋĺğ P ĺ ŕőńãçăěň ćěàèĺŋã CLP T X. Ŕőáńě íâőčő ãďăńïěň D ĺğ ńĺáâă (áńãçăľ 1). (e^′) Ŕőáńě ãďăńěŋĺï D łőàěŋì áâăń ŕãáâëň ĺ ňë ãďăńĺńĺ ěčő. Ćëáőâă ďěàěćă ãňěŋìèĺńăáì ŋă ěďĺŋĺæã. (ě) Şďăńĺńĺ B. İâő áńãçăľ 3ă: C áŕãáâĺńĺ ŋă ňěáâő B, ă E ŕőďŋïńĺ ŋă ňěáâő C.

Ğăďăçĺ ł čńăćě 19 391

D ãďăńěŋă: áńãçăľ 3ą ãňěŋìèěŋĺě ćëáőâë ďěàěćă B ãďăńěŋă: áńãçăľ 3ă

Ŕàĺ íâőň łńîç, àăğďěńïćèĺľ ĺå ć ćěàèĺŋě x, áâăŋěâ łńîçőňňěďĺăŋőľ ŋőćőľ ćěàèĺŋë.

Őŕĺáăŋŋăï ŕàőæěďãàă âàěąãěâ ąőńěě őďŋőčő ŕàőåőďă âőńìłő ć áńãçăïå 2ă ĺ 2ą (łőčďă őŋă ğăňěŋïěâ ãďăńïěňëľ íńěňěŋâ ěčő ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň ĺńĺ ŕőáńěďőćăâěńěň). Ğăňěâĺň, çâő íâő ŕàőĺáåőďĺâ, âőńìłő ěáńĺ âàěąãěâáï ãďăńĺâì íńěňěŋâ ĺğ ćŋãâàěŋŋěľ ćěàèĺŋë. Ąőńìèĺŋáâćő ćěàèĺŋ Ą-ďěàěćă — ńĺáâìï, âăł çâő íâĺ áńãçăĺ ąãďãâ àěďłĺňĺ.

Ţőâï ŕàőæěďãàă ćëčńïďĺâ ğăŕãâăŋŋő, őŋă âàěąãěâ ćáěčő O(h) őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã ďńï Ą-ďěàěćă ćëáőâë h. (Ňěęďã ďćãňï àěłãàáĺćŋëňĺ ćëğőćăňĺ ćëŕőńŋïěâáï O(1) łőňăŋď Disk-Read ĺ Disk- Write). Ćëçĺáńěŋĺï âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(th) = O(t log_t h).

Şŕàăęŋěŋĺï

19.3-1 Ŕőłăğăâì àěğãńìâăâ ãďăńěŋĺï ćěàèĺŋ C, P ĺ V (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě) ĺğ ďěàěćă àĺá. 19.8 (f).

19.3-2 Ŋăŕĺáăâì ŕàőæěďãàã B-Tree-Delete.

Ğăďăçĺ

19-1 Śâěłĺ ŋă ďĺáłě

Ŕàěďáâăćĺň áěąě, çâő ňë åőâĺň àěăńĺğőćăâì áâěł ŋă ňăèĺŋě á ŋěąőńìèőľ őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâìî ĺ ąőńìèĺň ęěáâłĺň ďĺáłőň (áâěł ŋě ŕőňěéăěâáï ć őŕěàăâĺćŋãî ŕăňïâì, ĺ ďőńęěŋ ŕő ąőńìèěľ çăáâĺ åàăŋĺâìáï ŋă ďĺáłě).

Ŕàĺ ŕàőáâěľèěľ (ŋő ŋěíääěłâĺćŋőľ) àěăńĺğăæĺĺ áâěłă ŋă ďĺáłě åàăŋĺâáï ćáñ, łàőňě ŕěàěňěŋŋőľ p (ãłăğăâěńì áâěłă), łőâőàăï őŕàěďěńïěâ ňěáâő ćěàèĺŋë áâěłă ŋă ďĺáłě âăłĺň őąàăğőň: ćěàèĺŋőľ ąãďěâ (p mod m)-ëľ íńěňěŋâ ⌊p/m⌋-čő áěłâőàă ďĺáłă (m — àăğňěà áěłâőàă).

Ůâőąë ďőąăćĺâì íńěňěŋâ ć áâěł, ňë çĺâăěň áőőâćěâáâćãîéĺľ áěłâőà, ŋă ŋãęŋőě ňěáâő ŕőňěéăěň ŋőćëľ íńěňěŋâ, ãćěńĺçĺćăěň ğŋăçěŋĺï ãłăğăâěńï ŋă ěďĺŋĺæã ĺ áŋőćă ğăŕĺáëćăěň áěłâőà ŋă ďĺáł. Ăŋăńőčĺçŋő àěăńĺğãěâáï őŕěàăæĺï ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă ĺğ áâěłă. (Ňë çĺâăěň áěłâőà á ďĺáłă ĺ ãňěŋìèăěň ŋă ěďĺŋĺæã ğŋăçěŋĺě ãłăğăâěńï. Šăł łăł áěłâőà ŋě ňěŋïńáï, âő ğăŕĺáëćăâì ěčő ŋă ďĺáł ŋě ŋãęŋő.)

Ąãďěň ãçĺâëćăâì łőńĺçěáâćő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã, ă âăłęě ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ, ŕàĺ ŕőďáçěâě łőâőàőčő łăęďőě őąàăéěŋĺě ł ďĺáłã áçĺâăěâáï âàěąãîéĺň Θ(m) ěďĺŋĺæ ćàěňěŋĺ.

ă. Śłőńìłő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã âàěąãěâáï ć åãďèěň áńãçăě ďńï n őŕěàăæĺľ áő áâěłőň ŕàĺ íâőľ àěăńĺğăæĺĺ? Ůěňã àăćŋő őąéěě ćàěňï? (Ğďěáì ĺ ďăńěě âàěąãěâáï őâćěâ ć âěàňĺŋăå m ĺ n.) Řăááňőâàĺň ďàãčãî àěăńĺğăæĺî áâěłă, ŕàĺ łőâőàőľ őďĺŋ áěłâőà æěńĺłőň åàăŋĺâáï ć ŕăňïâĺ. (Łàőňě âőčő, ŋăň âàěąãěâáï ŕőňŋĺâì ŋőňěà åàăŋĺňőčő áěłâőàă.) Ŕő ňěàě ŋěőąåőďĺňőáâĺ ňë ąãďěň ćőğćàăéăâì íâőâ áěłâőà ŋă ďĺáł ĺ áçĺâëćăâì ŋőćëľ. Ěáńĺ ŋãęŋëľ áěłâőà ãęě ŋăåőďĺâáï ć ŕăňïâĺ, âő őąàăéăâìáï ł ďĺáłã ŋě ŋãęŋő.

ą. Śłőńìłő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã âàěąãěâáï ďńï ďőąăćńěŋĺï n íńěňěŋâőć ć áâěł (ć åãďèěň áńãçăě)? Ůěňã àăćŋő ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ?

ć. Śłőńìłő őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã âàěąãěâáï ć åãďèěň áńãçăě ďńï n őŕěàăæĺľ áő áâěłőň? Ůěňã àăćŋő ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ?

Śãéěáâćãěâ ąőńěě íääěłâĺćŋăï àěăńĺğăæĺï, ŕàĺ łőâőàőľ ć őŕěàăâĺćŋőľ ŕăňïâĺ åàăŋïâáï ďćă áěłâőàă (ĺ ěéñ ŋěáłőńìłő çĺáěń).

č. Łăł áďěńăâì âăł, çâőąë łăęďăï őŕěàăæĺï âàěąőćăńă (ŕàĺ ăňőàâĺğăæĺőŋŋőň ăŋăńĺğě) O(1/m) őąàăéěŋĺľ ł ďĺáłã ĺ ćàěňěŋĺ O(1)?

19-2 Őąêěďĺŋěŋĺě ĺ àăğďěńěŋĺě 2-3-4 ďěàěćìěć Őŕěàăæĺï őąêěďĺŋěŋĺï (join) ŕőńãçăěâ ŋă ćåőďě ďćă ňŋőęěáâćă S^′ ĺ S^{′′} ĺ íńěňěŋâ x, ďńï łőâőàëå key[x^′] < key[x] < key[x^{′′}] ŕàĺ ćáěå x^′ ∈ S^′ ĺ x^{′′} ∈ S^{′′}. Ěě àěğãńìâăâőň ïćńïěâáï ňŋőęěáâćő S = S^′ ∪ {x} ∪ S^{′′}. Řăğďěńěŋĺě (split) — őŕěàăæĺï, őąàăâŋăï őąêěďĺŋěŋĺî. Őŋă ŕőńãçăěâ ŋă ćåőďě ňŋőęěáâćő S ĺ íńěňěŋâ x ∈ S ĺ áőğďăñâ ďćă ďàãčĺå ňŋőęěáâćă S^′ ĺ S^{′′}, áőáâőïéĺå áőőâćěâáâćěŋŋő ĺğ ňěŋìèĺå ĺ ĺğ ąőńìèĺå x íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă S. Ć íâőľ ğăďăçě âàěąãěâáï àěăńĺğőćăâì íâĺ őŕěàăæĺĺ ďńï 2-3-4 ďěàěćìěć. Ďńï ãďőąáâćă ąãďěň áçĺâăâì, çâő íńěňěŋâë áőáâőïâ âőńìłő ĺğ łńîçěľ, ĺ ćáě łńîçĺ àăğńĺçŋë.

ă. Ąãďěň åàăŋĺâì ć łăęďőľ ćěàèĺŋě x 2-3-4 ďěàěćă ŕőńě height[x], åàăŋïéěě ćëáőâã ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć x. Ŕőłăğăâì, çâő íâã ĺŋäőàåàăŋĺâì åàăŋïéěě — íâő ŋěŕńőåő!

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 19 393

ňăæĺî ňőęŋő ŕőďďěàęĺćăâì, ŋě ãåãďèăï ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ ŕőĺáłă, ďőąăćńěŋĺï ĺ ãďăńěŋĺï.

ą. Řěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺî őąêěďĺŋěŋĺï ďěàěćìěć T^′ ĺ T^{′′}, àăğďěńñŋŋëå łńîçőň k. Ćàěňï àăąőâë ďőńęŋő ąëâì O(|h^′ − h^{′′}|), čďě h^′, h^{′′} — ćëáőâë ďěàěćìěć.

ć. Ŕãáâì p — ŕãâì ć 2-3-4 ďěàěćě T őâ łőàŋï ł ğăďăŋŋőňã łńîçã k.

Řăááňőâàĺň ďćă ňŋőęěáâćă łńîçěľ ĺğ T : ňěŋìèĺě k (ňŋőęěáâćő S^′) ĺ ąőńìèĺě k (ňŋőęěáâćő S^{′′}). Ŕőłăğăâì, çâő S^′ àăğąĺćăěâáï ŋă ďěàěćìï T^′_0, T^′_1, . . ., T^′_m, àăğďěńěŋŋëě łńîçăňĺ k^′_1, k^′_2, . . ., k^′_m (ďńï ćáěå y ∈ T^′_{i−1} ĺ z ∈ T^′_i ćëŕőńŋěŋő y < k^′_i < z ŕàĺ i = 1, 2, . . ., m. Łăł áćïğăŋë ćëáőâë ďěàěćìěć T^′_{i−1} ĺ T^′_i ? Ŋă łăłĺě çăáâĺ ŕãâì p ďěńĺâ S^{′′}?

č. Řěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺî àăğďěńěŋĺï. Ďńï íâőčő áńěďãěâ őąêěďĺŋĺâì łńîçĺ ĺğ S^′ ć 2-3-4 ďěàěćő T^′ ĺ łńîçĺ ĺğ S^{′′} ć ďěàěćő T^{′′}. Ďńï ďěàěćă á n łńîçăňĺ ćàěňï àăąőâë íâőľ őŕěàăæĺĺ ďőńęŋő ąëâì O(log n). (Şłăğăŋĺě: ŕàĺ áńőęěŋĺĺ áâőĺňőáâěľ őŕěàăæĺľ őąêěďĺŋěŋĺï ŕàőĺáåőďĺâ áőłàăéěŋĺě.)

Ğăňěçăŋĺï

Śąăńăŋáĺàőćăŋŋëě ďěàěćìï ĺ Ą-ďěàěćìěć őąáãęďăîâáï ć Łŋãâ [123], Ăåő, Ţőŕłàőäâ ĺ Şńìňăŋ [4] ĺ Śěďęćĺł [175]. Ŕőďàőąŋëľ őąğőà Ą-ďěàěćìěć ďăŋ ć Łőňěà [48]. Čĺąăá ĺ Śěďęćĺł [93] àăááňőâàěńĺ ćğăĺňőáćïğĺ ňěęďã àăğŋëňĺ ćĺďăňĺ áąăńăŋáĺàőćăŋŋëå ďěàěćìěć, ćłńîçăï łàăáŋő-çñàŋëě ĺ 2-3-4 ďěàěćìï.

Ć 1970 čőďã Ţőŕłàőäâ (J. E. Hopcroft) ŕàěďńőęĺń ŕőŋïâĺě 2-3 ďěàěćìěć, łőâőàëě ïćĺńĺáì ŕàěďèěáâćěŋŋĺłăňĺ Ą-ďěàěćìěć ĺ 2-3- 4 ďěàěćìěć. Ć íâĺå ďěàěćìïå łăęďăï ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă ĺňěěâ 2 ĺńĺ 3 ďěâěľ. Ą-ďěàěćìï ąëńĺ őŕàěďěńěŋë Ąăľěàőň ĺ ŇăłŁàěľâőň ć 1972 čőďã [18]. Ć ĺå àăąőâě ŋě őąêïáŋñŋ ćëąőà ŋăğćăŋĺï.

20 Ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ

Ć íâőľ čńăćě ĺ ć čńăćě 21 àăááňăâàĺćăîâáï áâàãłâãàë ďăŋŋëå, ĺğćěáâŋëě łăł áńĺćăěňëě łãçĺ (mergeable heaps). Šăłăï áâàãłâãàă åàăŋĺâ ŋěáłőńìłő ňŋőęěáâć (łãç), íńěňěŋâë łőâőàëå ŋăğëćăîâ ćěàèĺŋăňĺ. Łăęďăï ćěàèĺŋă áőďěàęĺâ ŕőńě key (łńîç), ć łőâőàőň åàăŋĺâáï ŋěłőâőàőě çĺáńő; łàőňě âőčő, ć ćěàèĺŋě ňőęěâ åàăŋĺâìáï ŋěłőâőàăï ĺŋäőàňăæĺï, áőŕàőćőęďăîéăï íâő çĺáńő. Śńĺćăěňëě łãçĺ ŕőğćőńïîâ ćëŕőńŋïâì áńěďãîéĺě ŕïâì őŕěàăæĺľ:

Make-Heap() áőğďăñâ ĺ ćőğćàăéăěâ ŋőćãî łãçã, ŋě áőďěàęăéãî íńěňěŋâőć;

Insert(H, x) ďőąăćńïěâ íńěňěŋâ (ćěàèĺŋã) x ć łãçã H (ŕőńě key íńěňěŋâă x ďőńęŋő ąëâì ğăŕőńŋěŋő ğăàăŋěě);

Minimum(H) ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă íńěňěŋâ łãçĺ H á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň;

Extract-Min(H) ĺğëňăěâ íńěňěŋâ á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň ĺğ łãçĺ H ĺ ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ĺğêïâëľ íńěňěŋâ; Union(H_1, H_2) őąêěďĺŋïěâ łãçĺ H_1 ĺ H_2, âő ěáâì áőğďăñâ ĺ ćőğćàăéăěâ ŋőćãî łãçã, áőďěàęăéãî ćáě íńěňěŋâë łãç H_1 ĺ H_2. Śăňĺ łãçĺ H_1 ĺ H_2 ŕàĺ íâőň ĺáçěğăîâ.

Śâàãłâãàë ďăŋŋëå, őŕĺáëćăěňëě ć íâőľ ĺ áńěďãîéěľ čńăćăå, ŕőďďěàęĺćăîâ ěéñ ďćě őŕěàăæĺĺ:

Decrease-Key(H, x, k) ãňěŋìèăěâ łńîç ćěàèĺŋë x łãçĺ H, ŕàĺáćăĺćăï ěňã ŋőćőě ğŋăçěŋĺě k (ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ŋőćőě ğŋăçěŋĺě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ áâăàőčő);

Delete(H, x) ãďăńïěâ íńěňěŋâ (ćěàèĺŋã) x ĺğ łãçĺ H.

Łăł ćĺďŋő ĺğ âăąńĺæë 20.1, ěáńĺ ňë ŋě ŋãęďăěňáï ć őŕěàăæĺĺ Union, âő (ďćőĺçŋëě) łãçĺ, á ŕőňőéìî łőâőàëå ňë áőàâĺàőćăńĺ ňăááĺć ć čńăćě 7, ćěáìňă íääěłâĺćŋë. Ďńï ŋĺå ćáě őŕěàăæĺĺ, łàőňě őŕěàăæĺĺ Union, ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(lg n) ć åãďèěň áńãçăě (ă ŋěłőâőàëě ĺğ őŕěàăæĺľ — ěéñ ąëáâàěě). Ŋő ďńï ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺĺ Union ŋăň ŕàĺåőďĺâáï ŕàĺŕĺáëćăâì őďĺŋ ňăááĺć ł ďàãčőňã ĺ ğăâěň ćëŕőńŋïâì ŕàőæěďãàã Heapify, çâő âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n).

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááłăęěň ő ”ąĺŋőňĺăńìŋëå łãçăå” (ćâőàőľ áâőńąěæ âăąńĺæë). Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő őąêěďĺŋěŋĺě ďćãå ąĺ-

Ďćőĺçŋëě łãçĺ Ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ Ťĺąőŋăççĺěćë łãçĺ Ŕàőæěďãàă (ć åãďèěň áńãçăě) (ć åãďèěň áńãçăě) (ć áàěďŋěň) Make-Heap Θ(1) Θ(1) Θ(1) Insert Θ(lg n) O(lg n) Θ(1) Minimum Θ(1) O(lg n) Θ(1) Extract-Min Θ(lg n) Θ(lg n) O(lg n) Union Θ(n) O(lg n) Θ(1) Decrease-Key Θ(lg n) Θ(lg n) Θ(1) Delete Θ(lg n) Θ(lg n) O(lg n)

Řĺáãŋőł 20.1 Ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï àăğńĺçŋëå őŕěàăæĺľ ďńï âàñå ćĺďőć áńĺćăěňëå łãç (n — őąéěě çĺáńő íńěňěŋâőć ć łãçăå ŋă ňőňěŋâ őŕěàăæĺĺ).

ŋőňĺăńìŋëå łãç, áőďěàęăéĺå ć áãňňě n íńěňěŋâőć, âàěąãěâ ćáěčő ńĺèì O(lg n) őŕěàăæĺľ.

Ć čńăćě 21 ňë àăááňăâàĺćăěň ”äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ”, łőâőàëě ěéñ ąőńěě íääěłâĺćŋë (âàěâĺľ áâőńąěæ). Őâňěâĺň, ćŕàőçěň, çâő íâő ãńãçèěŋĺě ďőáâĺčăěâáï ńĺèì ďńï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ ŕàĺ ăňőàâĺğăæĺőŋŋőň ăŋăńĺğě.

Ć ŋăèĺå ŕàőæěďãàăå ňë ŋě ğăŋĺňăěňáï ćëďěńěŋĺěň ĺ őáćőąőęďěŋĺěň ŕăňïâĺ ďńï íńěňěŋâőć łãç.

Ćáě âàĺ ćĺďă łãç, ãłăğăŋŋëå ć âăąńĺæě, ŋě ŕőğćőńïîâ íääěłâĺćŋő àěăńĺğőćăâì ŕőĺáł íńěňěŋâă á ďăŋŋëň łńîçőň (Search). Ŕőíâőňã ŕàőæěďãàë Decrease-Key ĺ Delete ŕőńãçăîâ ć łăçěáâćě ŕăàăňěâàă ŋě łńîç ćěàèĺŋë, ă ãłăğăâěńì ŋă ŋěñ (ćő ňŋőčĺå áńãçăïå íâő âàěąőćăŋĺě ŋě áőğďăñâ ŕàőąńěň).

Ć àăğďěńě 20.1 őŕàěďěńïîâáï ąĺŋőňĺăńìŋëě ďěàěćìï ĺ łãçĺ. Šăň ęě őŕĺáëćăěâáï ŕàěďáâăćńěŋĺě ąĺŋőňĺăńìŋëå łãç ć ŕàőčàăňňě. Ć àăğďěńě 20.2 ŕőłăğăŋő, łăł àěăńĺğőćăâì ćáě ŕěàěçĺáńěŋŋëě őŕěàăæĺĺ ğă ãłăğăŋŋőě ć âăąńĺæě 20.1 ćàěňï.

20.1 Ąĺŋőňĺăńìŋëě ďěàěćìï ĺ ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ

Ąĺŋőňĺăńìŋăï łãçă áőáâőĺâ ĺğ ŋěáłőńìłĺå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć.

20.1.1 Ąĺŋőňĺăńìŋëě ďěàěćìï

Ąĺŋőňĺăńìŋëě ďěàěćìïňĺ (binomial trees) ŋăğëćăîâáï ãŕőàïďőçěŋŋëě (ć áňëáńě àăğďěńă 5.2.2) ďěàěćìï B_0, B_1, B_2, . . ., őŕàěďěńïěňëě ĺŋďãłâĺćŋő.

Ďěàěćő B_0 áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋë (àĺá. 20.2ă). Ďěàěćő B_k áłńěěŋő ĺğ ďćãå íłğěňŕńïàőć ďěàěćă B_{k−1}: łőàěŋì őďŋőčő ĺğ ŋĺå őąêïćńěŋ áăňëň ńěćëň ŕőâőňłőň łőàŋï ďàãčőčő. Ŋă àĺá. 20.2ą ŕőłăğăŋë ąĺŋőňĺăńìŋëě ďěàěćìï B_0–B_4.

depth = čńãąĺŋă

Řĺáãŋőł 20.2 (ă) Řěłãàáĺćŋőě őŕàěďěńěŋĺě ąĺŋőňĺăńìŋőčő ďěàěćă Bk (âàěãčőńìŋĺłĺ — ŕőďďěàěćìï á ćëďěńěŋŋëň łőàŋěň). (ą) Ďěàěćìï B0–B4 . Űĺäàë ãłăğëćăîâ čńãąĺŋã ćěàèĺŋ ć ďěàěćě B4. (ć) Ďàãčőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ďěàěćă Bk .

Ńěňňă 20.1 (Śćőľáâćă ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć). Ďěàěćő B_k 1. áőďěàęĺâ 2^k ćěàèĺŋ; 2. ĺňěěâ ćëáőâã k;

3. ĺňěěâ C^i_k ćěàèĺŋ čńãąĺŋë i;

4. ĺňěěâ łőàěŋì, ïćńïîéĺľáï ćěàèĺŋőľ áâěŕěŋĺ k; ćáě őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë ĺňěîâ ňěŋìèãî áâěŕěŋì; ďěâĺ łőàŋï ïćńïîâáï łőàŋïňĺ ŕőďďěàěćìěć B_{k−1}, B_{k−2}, . . ., B_1, B_0 (áńěćă ŋăŕàăćő).

Ďőłăğăâěńìáâćő. ŕàőćőďĺâáï ĺŋďãłæĺěľ ŕő k. Ďńï B_0 ćáñ őçěćĺďŋő. Ŕãáâì ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő ďńï B_{k−1}. Šőčďă:

1. Ďěàěćő B_k áőáâőĺâ ĺğ ďćãå łőŕĺľ B_{k−1} ĺ ŕőâőňã áőďěàęĺâ 2^{k−1} + 2^{k−1} = 2^k ćěàèĺŋ.

2. Ŕàĺ áőěďĺŋěŋĺĺ ďćãå łőŕĺľ őŕĺáăŋŋëň áŕőáőąőň ćëáőâă ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă 1.

3. Ŕãáâì D(k, i) — çĺáńő ćěàèĺŋ čńãąĺŋë i ć ďěàěćě B_k . Ŕő ŕőáâàőěŋĺî ďěàěćă B_k (áň. àĺá. 20.2ă) ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő D(k, i) = D(k − 1, i) + D(k − 1, i − 1) = C^i_{k−1} + C^{i−1}_{k−1} = C^i_k.

(Ňë ćőáŕőńìğőćăńĺáì ĺŋďãłâĺćŋëň ŕàěďŕőńőęěŋĺěň ĺ ãŕà. 6.1-7.)

4. Ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłæĺĺ ćáě ćěàèĺŋë ć B_{k−1} ĺňěîâ áâěŕěŋì ŋě ąőńìèě k − 1, âăł çâő łőàěŋì ďěàěćă B_k ąãďěâ ć ŋñň ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ áâěŕěŋĺ k. Ć ŕàăćőň ĺğ áłńěĺćăěňëå ďěàěćìěć ďěâĺ łőàŋï ąëńĺ ćěàèĺŋăňĺ ďěàěćìěć B_{k−2}, B_{k−3}, . . ., B_1, B_0, âěŕěàì ł ŋĺň ďőąăćĺńőáì áńěćă ěéě ďěàěćő B_{k−1}.

Śńěďáâćĺě 20.2. Ňăłáĺňăńìŋăï áâěŕěŋì ćěàèĺŋë ć ąĺŋőňĺăńìŋőň ďěàěćě á n ćěàèĺŋăňĺ àăćŋă lg n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺáŕőńìğãěň ãâćěàęďěŋĺï 1 ĺ 4 ńěňňë 20.1.

Ŋăğćăŋĺě ”ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő” áćïğăŋő á ãâćěàęďěŋĺěň 3 ńěňňë 20.1 (çĺáńő C^i_k ŋăğëćăîâ ąĺŋőňĺăńìŋëň łőíääĺæĺěŋâőň). Śň. âăłęě ãŕà. 20.1-3.

20.1.2 Ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ

Ąĺŋőňĺăńìŋăï łãçă (binomial heap) — íâő ŋăąőà H ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć, ć ćěàèĺŋăå łőâőàëå ğăŕĺáăŋë łńîçĺ (çĺáńă) ĺ, ćőğňőęŋő, ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï. Ŕàĺ íâőň ďőńęŋë ąëâì ćëŕőńŋěŋë âăłĺě áćőľáâćă ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçĺ (binomial-heap properties):

1. Łăęďőě ďěàěćő ć H ãŕőàïďőçěŋő ć áňëáńě łãç (is heap-ordered), â. ě. łńîç łăęďőľ ćěàèĺŋë ŋě ňěŋìèě, çěň łńîç ěñ àőďĺâěńï.

2. Ć H ŋěâ ďćãå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć őďŋőčő àăğňěàă (á őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋìî łőàŋï).

Ŕěàćőě áćőľáâćő čăàăŋâĺàãěâ, çâő łőàěŋì łăęďőčő ĺğ ďěàěćìěć ĺňěěâ ŋăĺňěŋìèĺľ łńîç áàěďĺ ěčő ćěàèĺŋ.

Ĺğ ćâőàőčő áćőľáâćă áńěďãěâ, çâő áãňňăàŋőě łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ ć ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçě H őďŋőğŋăçŋő őŕàěďěńïěâ àăğňěàë ćåőďïéĺå ć ŋěñ ďěàěćìěć. Ć áăňőň ďěńě, őąéěě çĺáńő ćěàèĺŋ, àăćŋőě n, ěáâì áãňňă àăğňěàőć őâďěńìŋëå ďěàěćìěć, łőâőàëě áãâì àăğńĺçŋëě áâěŕěŋĺ ďćőľłĺ, ă âăłőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ěďĺŋáâćěŋŋő (ďćőĺçŋăï áĺáâěňă áçĺáńěŋĺï). Őâáîďă ćëâěłăěâ âăłęě, çâő łãçă á n íńěňěŋâăňĺ áőáâőĺâ ĺğ ŋě ąőńěě çěň ⌊lg n⌋ + 1 ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć.

Ŋă àĺá. 20.3ă ŕőłăğăŋă ąĺŋőňĺăńìŋăï łãçă H á 13 ćěàèĺŋăňĺ. Ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě 13 ğăŕĺáëćăěâáï łăł 1101 (13 = 8 + 4 + 1), ĺ H cőáâőĺâ ĺğ ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć B_3, B_2 ĺ B_0 (á łőńĺçěáâćőň ćěàèĺŋ 8, 4 ĺ 1).

Ŕàěďáâăćńěŋĺě ąĺŋőňĺăńìŋëå łãç ć ŕàőčàăňňě

Łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 20.3ą, łăęďőě ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő ć ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçě åàăŋĺâáï ć ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ”ńěćëľ àěąñŋőł, ŕàăćëľ áőáěď” (áň. àăğď. 11.4). Łăęďăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ŕőńě key (łńîç), ă

Řĺáãŋőł 20.3 Ąĺŋőňĺăńìŋăï łãçă H á n = 13 ćěàèĺŋăňĺ. (ă) Łãçă áőáâőĺâ ĺğ ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć B0, B2 ĺ B3, ĺňěîéĺå áőőâćěâáâćěŋŋő 1, 4 ĺ 8 ćěàèĺŋ (ćáěčő 13 ćěàèĺŋ). Łńîç łăęďőľ ćěàèĺŋë ŋě ňěŋìèě, çěň łńîç ěñ àőďĺâěńï. Łőàŋĺ ďěàěćìěć áćïğăŋë ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï áâěŕěŋĺ. (ą) Ŕàěďáâăćńěŋĺě łãçĺ ć ŕàőčàăňňě. Łăęďőě ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő åàăŋĺâáï ć ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ”ńěćëľ àěąñŋőł, ŕàăćëľ áőáěď”, ĺ ć łăęďőľ ćěàèĺŋě åàăŋĺâáï ěñ áâěŕěŋì (degree).

âăłęě åàăŋĺâ ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî. Łàőňě âőčő, łăęďăï ćěàèĺŋă x åàăŋĺâ ãłăğăâěńĺ p[x] (àőďĺâěńì), child[x] (áăňëľ ńěćëľ ĺğ ďěâěľ) ĺ sibling[x] (”áńěďãîéĺľ ŕő áâăàèĺŋáâćã ąàăâ”). Ěáńĺ x — łőàěŋì, âő p[x] = nil; ěáńĺ x ŋě ĺňěěâ ďěâěľ, âő child[x] = nil, ă ěáńĺ x ïćńïěâáï áăňëň ŕàăćëň àěąñŋłőň áćőěčő àőďĺâěńï, âő sibling[x] = nil. Łăęďăï ćěàèĺŋă x áőďěàęĺâ âăłęě ŕőńě degree[x] ć łőâőàőň åàăŋĺâáï áâěŕěŋì (çĺáńő ďěâěľ) ćěàèĺŋë x.

Ŋă àĺá. 20.3 ŕőłăğăŋő âăłęě, çâő łőàŋĺ ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć, áőáâăćńïîéĺå ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã, áćïğăŋë ć áŕĺáőł, ŋăğëćăěňëľ łőàŋěćëň áŕĺáłőň (root list) ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï áâěŕěŋěľ. Łăł ňë ćĺďěńĺ, ć łãçě á n ćěàèĺŋăňĺ áâěŕěŋĺ łőàŋěćëå ćěàèĺŋ őąàăğãîâ ŕőďňŋőęěáâćő ňŋőęěáâćă {0, 1, . . ., ⌊lg n⌋}.

Ďńï ŕőáâàőěŋĺï łőàŋěćőčő áŕĺáłă ĺáŕőńìğãěâáï ŕőńě sibling: ďńï łőàŋěćőľ ćěàèĺŋë őŋő ãłăğëćăěâ ŋă áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ łőàŋěćőčő áŕĺáłă (ĺ áőďěàęĺâ nil ďńï ŕőáńěďŋěčő łőàŋï ć łőàŋěćőň áŕĺáłě).

Řĺáãŋőł 20.4 Ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő B4 á ćěàèĺŋăňĺ, ŕàőŋãňěàőćăŋŋëňĺ ć ŕőàïďłě ”ńěćőě ŕőďďěàěćő, . . . , ŕàăćőě ŕőďďěàěćő, ćěàèĺŋă”; ŋőňěàă ğăŕĺáăŋë ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě.

Ďőáâãŕ ł ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçě H őáãéěáâćńïěâáï á ŕőňőéìî ŕőńï head[H] — ãłăğăâěńï ŋă ŕěàćëľ łőàěŋì ć łőàŋěćőň áŕĺáłě łãçĺ H. Ěáńĺ łãçă H ŕãáâă, âő head[H] = nil.

Şŕàăęŋěŋĺï

20.1-1 Ŕãáâì x — ćěàèĺŋă őďŋőčő ĺğ ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć ć ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçě, ŕàĺçñň sibling[x] ≠ nil. Łăł áőőâŋőáïâáï ğŋăçěŋĺï degree[sibling[x]] ĺ degree[x]? (Őâćěâ ğăćĺáĺâ őâ âőčő, ïćńïěâáï ńĺ x łőàŋěň.)

20.1-2 Ŕãáâì x — ŋěłőàŋěćăï ćěàèĺŋă ąĺŋőňĺăńìŋőčő ďěàěćă. Śàăćŋĺâì degree[p[x]] ĺ degree[x].

20.1-3 Řăáŕőńőęĺň ćěàèĺŋë ąĺŋőňĺăńìŋőčő ďěàěćă B_k ć âăłőň ŕőàïďłě, çâőąë łăęďăï ćěàèĺŋă áńěďőćăńă ğă áćőĺňĺ ŕőâőňłăňĺ. Ŕàĺ íâőň áŋăçăńă ĺďãâ ŕőâőňłĺ ěñ ńěćőčő àěąñŋłă, ğăâěň áăň íâőâ àěąěŋőł, ğăâěň ŕőâőňłĺ áńěďãîéěčő àěąěŋłă, őŋ áăň ĺ â. ď. (postorder walk). Ŕàőŋãňěàãěň ćěàèĺŋë, ğăŕĺáăć ŋőňěàă ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï (àĺá. 20.4). Ŕőłăęĺâě, çâő čńãąĺŋă ćěàèĺŋë őŕàěďěńïěâáï çĺáńőň ěďĺŋĺæ (łőàěŋì ĺňěěâ őďŋĺ ěďĺŋĺæë, ěčő ďěâĺ ŋă őďŋã ěďĺŋĺæã ňěŋìèě ĺ â. ď.), ă áâěŕěŋì ćěàèĺŋë àăćŋïěâáï çĺáńã ěďĺŋĺæ ã ŕàăćőčő łàăï ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ. Śłőńìłő ĺňěěâáï ďćőĺçŋëå áâàőł ďńĺŋë k, áőďěàęăéĺå àőćŋő j ěďĺŋĺæ, ĺ čďě ŋăåőďïâáï áőőâćěâáâćãîéĺě ĺň ćěàèĺŋë?

20.2 Őŕěàăæĺĺ á ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ łãçăňĺ

Ć íâőň àăğďěńě ŕàĺćěďěŋë àěăńĺğăæĺĺ őŕěàăæĺľ á ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ łãçăňĺ. Ćàěňï àăąőâë íâĺå őŕěàăæĺľ ãłăğăŋő ć âăąńĺæě 20.1. Ňë ďőłăęěň âőńìłő ćěàåŋĺě őæěŋłĺ, őáâăćńïï ŋĺęŋĺě ć łăçěáâćě ãŕà. 20.2-10.

Śőğďăŋĺě ŋőćőľ łãçĺ

Ŕàőæěďãàă Make-Binomial-Heap áőğďăñâ ĺ ćőğćàăéăěâ őąêěłâ H, ďńï łőâőàőčő head[H] = nil (ćàěňï àăąőâë Θ(1)).

Ŕőĺáł ňĺŋĺňăńìŋőčő łńîçă

Ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Minimum ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ćěàèĺŋã á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň ć ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçě H, áőáâőïéěľ ĺğ n ćěàèĺŋ. Ňë ĺáŕőńìğãěň áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ∞, łőâőàőě ąőńìèě ćáěå ğŋăçěŋĺľ łńîçěľ (áň. ãŕà. 20.2-5).

Binomial-Heap-Minimum(H) 1 y ← nil 2 x ← head[H] 3 min ← ∞ 4 while x ≠ nil 5 do if key[x] < min 6 then min ← key[x] 7 y ← x 8 x ← sibling[x] 9 return y

Ć ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìïå ŋăĺňěŋìèĺě íńěňěŋâë áâőïâ ć łőàŋïå, âăł çâő ďőáâăâőçŋő ćëąàăâì ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ łőàŋěćőčő áŕĺáłă. Ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Minimum ŕàőáňăâàĺćăěâ íâőâ áŕĺáőł, åàăŋï ć ŕěàěňěŋŋőľ min ňĺŋĺňăńìŋőě ĺğ ŕàőáňőâàěŋŋëå ğŋăçěŋĺľ, ă ć ŕěàěňěŋŋőľ y — ćěàèĺŋã, čďě őŋő ďőáâĺčăěâáï.

Ŋăŕàĺňěà, ďńï łãçĺ àĺá. 20.3 ŕàőæěďãàă Binomial-Heap- Minimum ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ćěàèĺŋã á łńîçőň 1.

Ďńĺŋă łőàŋěćőčő áŕĺáłă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ⌊lg n⌋ + 1, ŕőíâőňã ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Minimum ěáâì O(lg n).

20.2.1 Őąêěďĺŋěŋĺě ďćãå łãç

Őŕěàăæĺï Binomial-Heap-Union, áőěďĺŋïîéăï ďćě ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ ć őďŋã, ĺáŕőńìğãěâáï ć łăçěáâćě ŕőďŕàőčàăňňë ąőńìèĺŋáâćőň őáâăńìŋëå őŕěàăæĺľ.

[Ĺďěï ŕàőáâă: ŕãáâì ěáâì ďćě ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ á m ĺ n íńěňěŋâăňĺ. Řăğňěàë ďěàěćìěć ć ŋĺå áőőâćěâáâćãîâ áńăčăěňëň ć àăğńőęěŋĺïå çĺáěń m ĺ n ć áãňňã áâěŕěŋěľ ďćőľłĺ. Ŕàĺ áńőęěŋĺĺ áâőńąĺłőň ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě ŕàőĺáåőďïâ ŕěàěŋőáë, łőâőàëě áőőâćěâáâćãîâ áńĺïŋĺïň ďćãå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć B_{k−1} ć ďěàěćő B_k . Ŋăďő âőńìłő ŕőáňőâàěâì, ć łăłőň ĺğ áńĺćăěňëå ďěàěćìěć łőàěŋì ňěŋìèě, ĺ áçĺâăâì ěčő ćěàåŋĺň.]

Őŕĺèěň őŕěàăæĺî őąêěďĺŋěŋĺï ŕőďàőąŋő. Ŋăçŋñň áő ćáŕőňőčăâěńìŋőľ őŕěàăæĺĺ Binomial-Link, łőâőàăï áőěďĺŋïěâ ďćă ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćă őďŋőčő àăğňěàă (B_{k−1}), łőàŋïňĺ łőâőàëå ïćńïîâáï ćěàèĺŋë y ĺ z, ďěńăï ćěàèĺŋã z àőďĺâěńěň ćěàèĺŋë y ĺ łőàŋěň ďěàěćă B_k.

Binomial-Link(y, z) 1 p[y] ← z 2 sibling[y] ← child[z] 3 child[z] ← y 4 degree[z] ← degree[z] + 1

Ćàěňï àăąőâë íâőľ ŕàőæěďãàë — O(1) (ãďăçŋëň őąàăğőň őłăğëćăěâáï, çâő ćěàèĺŋã y ŋăďő ďőąăćĺâì ć ŋăçăńő áŕĺáłă ďěâěľ ćěàèĺŋë z, çâő ńěčłő áďěńăâì ć ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ”ńěćëľ àěąñŋőł, ŕàăćëľ áőáěď”).

Šěŕěàì ŋăŕĺèěň ŕàőæěďãàã Binomial-Heap-Union, łőâőàăï őąêěďĺŋïěâ ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ H_1 ĺ H_2 (áăňĺ łãçĺ ŕàĺ íâőň ĺáçěğăîâ). Ŕőňĺňő ŕàőæěďãàë Binomial-Link, ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Merge, łőâőàăï áńĺćăěâ łőàŋěćëě áŕĺáłĺ łãç H_1 ĺ H_2 ć ěďĺŋëľ áŕĺáőł, ćěàèĺŋë ć łőâőàőň ĺďãâ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï áâěŕěŋěľ. (İâă ŕàőæěďãàă ăŋăńőčĺçŋă ŕàőæěďãàě Merge ĺğ àăğďěńă 1.3.1, ĺ ěñ ňë őáâăćńïěň çĺâăâěńî ć łăçěáâćě ãŕà. 20.2-2.)

Binomial-Heap-Union(H_1, H_2) 1 H ← Make-Binomial-Heap() 2 head[H] ← Binomial-Heap-Merge(H_1, H_2) 3 őáćőąőďĺâì ŕăňïâì, ğăŋïâãî ŕőď H_1 ĺ H_2

(áőåàăŋĺć áŕĺáłĺ, ŋă łőâőàëě ãłăğëćăîâ H_1 ĺ H_2) 4 if head[H] = nil 5 then return H 6 prev-x ← nil 7 x ← head[H] 8 next-x ← sibling[x] 9 while next-x ≠ nil 10 do if (degree[x] ≠ degree[next-x]) or (sibling[next-x] ≠ nil and degree[sibling[next-x]] = degree[x]) 11 then prev-x ← x ▷ Śńãçăĺ 1 ĺ 2 12 x ← next-x ▷ Śńãçăĺ 1 ĺ 2 13 else if key[x] ⩽ key[next-x] 14 then sibling[x] ← sibling[next-x] ▷ Śńãçăľ 3 15 Binomial-Link(next-x, x) ▷ Śńãçăľ 3 16 else if prev-x = nil ▷ Śńãçăľ 4 17 then head[H] ← next-x ▷ Śńãçăľ 4 18 else sibling[prev-x] ← next-x ▷ Śńãçăľ 4 19 Binomial-Link(x, next-x) ▷ Śńãçăľ 4 20 x ← next-x ▷ Śńãçăľ 4 21 next-x ← sibling[x] 22 return H

Ŋă àĺáãŋłě 20.5 ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà őąêěďĺŋěŋĺï ďćãå łãç, ć łőâőàőň ćáâàěçăîâáï ćáě çěâëàě áńãçăï, ŕàěďãáňőâàěŋŋëě ć âěłáâě ŕàőæěďãàë.

Řăąőâă ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Union ŋăçĺŋăěâáï á áőěďĺŋěŋĺï łőàŋěćëå áŕĺáłőć łãç H_1 ĺ H_2 ć ěďĺŋëľ áŕĺáőł H, ć łőâőàőň łőàŋěćëě ćěàèĺŋë ĺďãâ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ĺå áâěŕěŋěľ (ćëğőć Binomial-Heap-Merge).

Ć ŕőńãçĺćèěňáï áŕĺáłě ňőęěâ ąëâì ďő ďćãå ćěàèĺŋ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ. Ŕőíâőňã ňë ŋăçĺŋăěň áőěďĺŋïâì ďěàěćìï àăćŋőľ áâěŕěŋĺ á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Binomial-Link ĺ ďěńăěň íâő ďő âěå ŕőà, ŕőłă ďěàěćìěć őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ ŋě őáâăŋěâáï. İâőâ ŕàőæěáá áőőâćěâáâćãěâ áńőęěŋĺî áâőńąĺłőň, ĺ ćàěňï ěčő àăąőâë ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő çĺáńã łőàŋěćëå ćěàèĺŋ.

Őŕĺèěň àăąőâã ŕàőæěďãàë ąőńěě ŕőďàőąŋő. Śŋăçăńă (áâàőłĺ 1–3) ŕàőĺáåőďĺâ áńĺïŋĺě łőàŋěćëå áŕĺáłőć ąĺŋőňĺăńìŋëå łãç H_1 ĺ H_2 ć őďĺŋ łőàŋěćőľ áŕĺáőł H. Ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Merge ŋă łăęďőň èăčě áćőěľ àăąőâë áàăćŋĺćăěâ ŋăçăńă áŕĺáłőć H_1 ĺ H_2 ĺ ćěàèĺŋã á ňěŋìèěľ áâěŕěŋìî ďőąăćńïěâ ć łőŋěæ áŕĺáłă H. Ŕàĺ íâőň ŕőàïďőł áőåàăŋïěâáï, âăł çâő ć áŕĺáłě H áâěŕěŋĺ łőàŋěćëå ćěàèĺŋ ĺďãâ ć ŋěãąëćăîéěň ŕőàïďłě. Ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Merge âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(m), čďě m — áãňňăàŋăï ďńĺŋă áŕĺáłőć H_1 ĺ H_2.

Ěáńĺ łãçĺ H_1 ĺ H_2 ŕãáâë, ąãďěâ ćőğćàăéěŋă ŕãáâăï łãçă (áâàőłĺ 4–5). Ďăńěě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő áŕĺáőł H áőďěàęĺâ åőâï ąë őďŋã ćěàèĺŋã.

Ć æĺłńě ĺáŕőńìğãîâáï âàĺ ãłăğăâěńï: • x ãłăğëćăěâ ŋă âěłãéãî łőàŋěćãî ćěàèĺŋã;

• prev-x ãłăğëćăěâ ŋă ŕàěďèěáâćãîéãî ćěàèĺŋã (sibling[prev-x] = x); • next-x ãłăğëćăěâ ŋă ćěàèĺŋã, áńěďãîéãî ğă x ć áŕĺáłě (sibling[x] = next-x).

Ĺğŋăçăńìŋő ć áŕĺáłě H ňőęěâ ąëâì ŋě ąőńěě ďćãå ćěàèĺŋ ďăŋŋőľ áâěŕěŋĺ, âăł łăł łăęďăï ĺğ ąĺŋőňĺăńìŋëå łãç H_1 ĺ H_2 áőďěàęĺâ ŋě ąőńěě őďŋőľ ćěàèĺŋë ďăŋŋőľ áâěŕěŋĺ. Ŕőáłőńìłã áâěŕěŋĺ ŋě ãąëćăîâ, ćěàèĺŋë őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ ąãďãâ áőáěďŋĺňĺ.

Ŕàĺ áńőęěŋĺĺ ďćőĺçŋëå çĺáěń áâőńąĺłőň ć őďŋőň àăğàïďě ňőęěâ ąëâì âàĺ ěďĺŋĺæë (ďćě ć áńăčăěňëå ĺ őďŋă ğă áçñâ ŕěàěŋőáă). Ŕő ăŋăńőčĺçŋëň ŕàĺçĺŋăň ć åőďě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Binomial- Heap-Union ć áŕĺáłě H ňőčãâ őłăğăâìáï âàĺ ćěàèĺŋë őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ.

Ŕőíâőňã, ćĺďï ć áâàőłě 10 ďćě áőáěďŋĺě ćěàèĺŋë őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ, ňë ŕàőćěàïěň, ŋě ĺďñâ ńĺ ğă ŋĺňĺ ěéñ őďŋă ćěàèĺŋă âőľ ęě áâěŕěŋĺ.

Ğăňěâĺň, çâő ć ŋăçăńě łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă while (áâàőłĺ 9– 21) ŋĺ őďĺŋ ĺğ ãłăğăâěńěľ x ĺ next-x ŋě àăćěŋ nil.

Śńãçăľ 1, ĺğőąàăęěŋŋëľ ŋă àĺáãŋłě 20.6ă, ćőğŋĺłăěâ, łőčďă

Řĺáãŋőł 20.5 Ĺáŕőńŋěŋĺě ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Union. (ă) Ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ H1 ĺ H2. (ą) Łãçă H, ćőğŋĺłăîéăï ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï Binomial- Heap-Merge(H1, H2); ć ŕěàěňěŋŋőľ x ŋăåőďĺâáï ŕěàćëľ łőàěŋì ĺğ áŕĺáłă. Őąě ćěàèĺŋë x ĺ next-x ĺňěîâ áâěŕěŋì 0, ŕàĺçěň key[x] < key[next-x] (áńãçăľ 3). (ć) Ŕőáńě áćïğëćăŋĺï ćěàèĺŋ (Binomial-Link) x áâăŋőćĺâáï ŕěàćëň ĺğ âàñå łőàŋěľ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ (áńãçăľ 2) (č) Şłăğăâěńĺ ŕàőďćĺŋãâë ćŕěàñď ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî ćďőńì łőàŋěćőčő áŕĺáłă, x ïćńïěâáï ŕěàćëň ĺğ ďćãå łőàŋěľ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ (áńãçăľ 4). (ď) Ŕőáńě áćïğëćăŋĺï ćěàèĺŋ ćőğŋĺłăěâ áńãçăľ 3. (ě) Ěéñ őďŋő áćïğëćăŋĺě ŕàĺćőďĺâ ł áńãçăî 1 (áâěŕěŋì ćěàèĺŋë x àăćŋă 3, ă áâěŕěŋì next-x àăćŋă 4). Ŕàőďćĺęěŋĺě ãłăğăâěńěľ ŕàĺćěďěâ ł ćëåőďã ĺğ æĺłńă, âăł łăł next-x áâăŋěâ àăćŋëň nil.

degree[x] ≠ degree[next-x], â. ě. łőčďă x ïćńïěâáï łőàŋěň ďěàěćă B_k , ă next-x — łőàŋěň ďěàěćă B_l ďńï ŋěłőâőàőčő l > k. Ďăŋŋőňã áńãçăî áőőâćěâáâćãîâ áâàőłĺ 11–12. Ć íâőň áńãçăě ňë ŕàőáâő ŕàőďćĺčăěň ãłăğăâěńĺ ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî (őąŋőćńěŋĺě ãłăğăâěńï next-x ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő ć áâàőłě 21).

Śńãçăľ 2, ĺğőąàăęěŋŋëľ ŋă àĺáãŋłě 20.6ą, ćőğŋĺłăěâ, łőčďă ćěàèĺŋă x ïćńïěâáï ŕěàćőľ áàěďĺ âàñå łőàŋěćëå ćěàèĺŋ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ (degree[x] = degree[next-x] = degree[sibling[next-x]]). Ĺ ć íâőň áńãçăě ňë ŕàőďćĺčăěň ãłăğăâěńĺ ćďőńì áŕĺáłă.

Ć áâàőłě 10 ňë ŕàőćěàïěň, ĺňěěâ ńĺ ňěáâő őďĺŋ ĺğ áńãçăěć 1 ĺńĺ 2, ĺ ć áâàőłăå 11–12 ćëŕőńŋïěň ŕàőďćĺęěŋĺě ãłăğăâěńěľ.

Ć áńãçăïå 3 ĺ 4 ğă ćěàèĺŋőľ x áńěďãěâ àőćŋő őďŋă ćěàèĺŋă âőľ ęě áâěŕěŋĺ: degree[x] = degree[next-x] ≠ degree[sibling[next-x]]. İâő ňőęěâ ŕàőĺğőľâĺ ŕőáńě őąàăąőâłĺ ńîąőčő ĺğ áńãçăěć 1–4, ŋő ŕőáńě áńãçăï 2 ŕàőĺğőľďñâ ŋăćěàŋïłă. Ňë áćïğëćăěň ćěàèĺŋë x ĺ next-x; łăłăï ĺğ ŋĺå őáâăñâáï łőàŋěň, ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăł áőőâŋőáïâáï łńîçĺ ć íâĺå ďćãå ćěàèĺŋăå.

Ć áńãçăě 3 (àĺá. 20.6ć) key[x] ⩽ key[next-x], ŕőíâőňã ćěàèĺŋă next-x ŕőďćěèĺćăěâáï ł ćěàèĺŋě x. Śâàőłă 14 ãďăńïěâ ćěàèĺŋã next-x ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă, ă áâàőłă 15 ďěńăěâ ćěàèĺŋã next-x ńě-

Řĺáãŋőł 20.6 Ůěâëàě áńãçăï ć ŕàőæěďãàě Binomial-Heap-Union. Ŋă ćáěå àĺáãŋłăå ćěàèĺŋă x — łőàěŋì ďěàěćă Bk ĺ l > k. (ă) Śńãçăľ 1: degree[x] ≠ degree[next-x]. Şłăğăâěńĺ ŕàőďćĺčăîâáï ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî. (ą) Śńãçăľ 2: degree[x] = degree[next-x] = degree[sibling[next-x]]. Ĺ ć íâőň áńãçăě ãłăğăâěńĺ ŕàőďćĺčăîâáï, ĺ ŕàĺ áńěďãîéěľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă ćőğŋĺłŋěâ áńãçăľ 3 ĺńĺ 4. (ć) Śńãçăľ 3: degree[x] = degree[next-x] ≠ degree[sibling[next-x]], ĺ key[x] ⩽ key[next-x]. Ňë ãďăńïěň ćěàèĺŋã next-x ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă ĺ ŕőďćěèĺćăěň ěñ ł ćěàèĺŋě x, ŕőńãçăï ďěàěćő Bk+1 . (č) Śńãçăľ 4: degree[x] = degree[next-x] ≠ degree[sibling[next-x]], ĺ key[next-x] < key[x]. Ňë ãďăńïěň ćěàèĺŋã x ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă ĺ ŕőďćěèĺćăěň ěñ ł ćěàèĺŋě next-x, őŕïâì-âăłĺ ŕőńãçăï ďěàěćő Bk+1 .

ćëň àěąñŋłőň ćěàèĺŋë x.

Ć áńãçăě 4 (àĺá. 20.6č) ňěŋìèĺľ łńîç ĺňěěâ ćěàèĺŋă next-x, ŕőíâőňã ćěàèĺŋă x ŕőďćěèĺćăěâáï ł ćěàèĺŋě next-x. Śâàőłĺ 16–18 ãďăńïîâ ćěàèĺŋã x ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă; ćăęŋő àăğńĺçăâì, ïćńïěâáï ńĺ ćěàèĺŋă x ŕěàćőľ ć áŕĺáłě (áâàőłă 17) ĺńĺ ŋěâ (áâàőłă 18). Śâàőłă 19 ďěńăěâ ćěàèĺŋã x ńěćëň àěąñŋłőň ćěàèĺŋë next-x, ă áâàőłă 20 őąŋőćńïěâ x ďńï áńěďãîéěľ ĺâěàăæĺĺ.

Ć áńãçăïå 3 ĺ 4 őąàăğőćăńőáì ŋőćőě B_{k+1}-ďěàěćő, ŋă łőâőàőě ãłăğëćăěâ x. Ğă ŋĺň ňőęěâ ŋăåőďĺâìáï őâ ŋãńï ďő ďćãå ďěàěćìěć âăłőčő ęě àăğňěàă. Ŋă áńěďãîéěľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă íâő ŕàĺćěďñâ ł áńãçăïň 1, 3–4 ĺ 2 áőőâćěâáâćěŋŋő.

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Union ěáâì O(lg n), čďě n — áãňňăàŋőě çĺáńő ćěàèĺŋ ć łãçăå H_1 ĺ H_2: ć áăňőň ďěńě, àăğňěàë łőàŋěćëå áŕĺáłőć ć łãçăå H_1 ĺ H_2 áãâì O(lg n) (łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć őąěĺå łãçăå ŋě ąőńìèě n), ĺ ŕőáńě áńĺïŋĺï ć áŕĺáłě H ąãďěâ O(lg n) íńěňěŋâőć. Ĺ ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Binomial-Merge, ĺ çĺáńő ĺâěàăæĺľ æĺłńă ć áâàőłăå 9–21 ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ŋăçăńìŋőľ ďńĺŋě áŕĺáłă H. Łăęďăï ĺâěàăæĺï âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1), âăł çâő őąéěě ćàěňï ďěľáâćĺâěńìŋő ěáâì O(lg n).

Ďőąăćńěŋĺě ćěàèĺŋë

Śńěďãîéăï ŕàőæěďãàă ďőąăćńïěâ íńěňěŋâ x ć ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã H. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő íńěňěŋâ x ãęě àăğňěéñŋ ć ŕăňïâĺ, ĺ ŕőńě łńîçă key[x] ğăŕőńŋěŋő.

Binomial-Heap-Insert(H, x) 1 H^′ ← Make-Binomial-Heap() 2 p[x] ← nil 3 child[x] ← nil 4 sibling[x] ← nil 5 degree[x] ← 0 6 head[H^′] ← x 7 H ← Binomial-Heap-Union(H, H^′)

Ĺďěï ŕàőáâă: ğă ćàěňï O(1) ňë áőğďăñň ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã H^′ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë x ĺ ğă ćàěňï O(lg n) őąêěďĺŋïěň ěñ á ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçěľ H, áőáâőïéěľ ĺğ n ćěàèĺŋ. (Ŕőáńě íâőčő ŕăňïâì, ćàěňěŋŋő őâćěďñŋŋăï ďńï H^′, őáćőąőęďăěâáï). Řěăńĺğăæĺï ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Insert ąěğ ááëńłĺ ŋă Binomial-Heap-Union áőáâăćńïěâ ãŕà. 20.2-8.

Şďăńěŋĺě ćěàèĺŋë á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň

Śńěďãîéăï ŕàőæěďãàă ĺğëňăěâ ĺğ ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçĺ H ćěàèĺŋã á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň ĺ ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ĺğêïâãî ćěàèĺŋã. Ŕőáłőńìłã ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ŋăåőďĺâáï ć łőàŋěćőň áŕĺáłě, ŋăľâĺ ěčő ńěčłő; ŕőáńě ěčő ãďăńěŋĺï áőőâćěâáâćãîéěě ďěàěćő àăááëŕăěâáï ć ŋăąőà ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć ňěŋìèěčő àăğňěàă, łőâőàëľ ŋăďő őąêěďĺŋĺâì á őáâăćèěľáï çăáâìî łãçĺ.

Binomial-Heap-Extract-Min(H) 1 ć łőàŋěćőň áŕĺáłě H ŋăľâĺ ćěàèĺŋã x á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň ĺ ãďăńĺâì x ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă 2 H^′ ← Make-Binomial-Heap() 3 őąàăâĺâì ŕőàïďőł ć áŕĺáłě ďěâěľ ćěàèĺŋë x

ĺ ŕőňěáâĺâì ć head[H^′] ãłăğăâěńì ŋă ŋăçăńő ŕőńãçĺćèěčőáï áŕĺáłă 4 H ← Binomial-Heap-Union(H, H^′) 5 return x

Řăąőâă ŕàőæěďãàë ŕőłăğăŋă ŋă àĺáãŋłě 20.7. Ćáě ďěľáâćĺï ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(lg n), âăł çâő őąéěě ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Extract-Min ěáâì O(log n).

Şňěŋìèěŋĺě łńîçă

Śńěďãîéăï ŕàőæěďãàă ãňěŋìèăěâ łńîç íńěňěŋâă x ąĺŋőňĺăńìŋőľ łãçĺ H, ŕàĺáćăĺćăï ěňã ŋőćőě ğŋăçěŋĺě k (ěáńĺ k ąőńìèě, çěň âěłãéěě ğŋăçěŋĺě łńîçă, ćëďăñâáï áőőąéěŋĺě őą őèĺąłě).

Binomial-Heap-Decrease-Key(H, x, k) 1 if k > key[x] 2 then error ”ŋőćőě ğŋăçěŋĺě łńîçă ąőńìèě âěłãéěčő” 3 key[x] ← k 4 y ← x 5 z ← p[y] 6 while z ≠ nil and key[y] < key[z] 7 do őąňěŋ key[y] ↔ key[z] 8 ▷ (ćňěáâě á ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ĺŋäőàňăæĺěľ). 9 y ← z 10 z ← p[y] Ć ďăŋŋőľ ŕàőæěďãàě ĺáŕőńìğãěâáï âőâ ęě ŕàĺñň, çâő ĺ ć čńăćě 7: ćěàèĺŋă, łńîç łőâőàőľ ąëń ãňěŋìèěŋ, ”ćáŕńëćăěâ” ŋăćěàå (àĺá. 20.8).

Ŕőáńě ŕàőćěàłĺ łőààěłâŋőáâĺ ćåőďŋëå ďăŋŋëå (áâàőłĺ 1–2) ć ćěàèĺŋě x ňěŋïěâáï ğŋăçěŋĺě łńîçă. Ŕőáńě áâàőł 4 ĺ 5 ŕěàěňěŋ-

Řĺáãŋőł 20.7 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Extract-Min. (ă) Ĺáåőďŋăï ąĺŋőňĺăńìŋăï łãçă H. (ą) Łőàŋěćăï ćěàèĺŋă x, ĺňěîéăï ňĺŋĺňăńìŋëľ łńîç, ãďăńěŋă ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă H. Őŋă ąëńă łőàŋěň Bk -ďěàěćă, ă ěñ ďěâĺ ąëńĺ łőàŋïňĺ Bk−1-, Bk−2-, . . . , B0-ďěàěćìěć. (ć) Őąàăéăï ŕőàïďőł, ňë áőąĺàăěň ŕőâőňłőć ćěàèĺŋë x ć ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã H^′. (č) Řěğãńìâăâ áőěďĺŋěŋĺï łãç H ĺ H^′.

Řĺáãŋőł 20.8 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Decrease-Key. (ă) Ŕěàěď ŋăçăńőň æĺłńă (łńîç ćěàèĺŋë y ąëń ãňěŋìèěŋ ĺ áâăń ňěŋìèě łńîçă àőďĺâěńìáłőľ ćěàèĺŋë z). (ą) Ŕěàěď ćâőàőľ ĺâěàăæĺěľ æĺłńă. Ŕàőĺğőèñń őąňěŋ łńîçăňĺ, ãłăğăâěńĺ y ĺ z ŕàőďćĺŋãâë ććěàå, ŋő áćőľáâćő ŕőàïďłă ŕőłă ŋăàãèěŋő. (ć) Ŕőáńě áńěďãîéěčő őąňěŋă ĺ áďćĺčă ãłăğăâěńěľ y ĺ z ććěàå áćőľáâćő ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ ćëŕőńŋěŋő, ĺ æĺłń ŕàěłàăéăěâáï.

ŋăï y áőďěàęĺâ ěďĺŋáâćěŋŋãî ćěàèĺŋã, ć łőâőàőľ łńîç ňőęěâ ąëâì ňěŋìèě łńîçěľ ŕàěďłőć, ă z — ěñ àőďĺâěńï. Ŋăçĺŋăěâáï æĺłń: ěáńĺ key[y] ⩾ key[z] ĺńĺ ěáńĺ ćěàèĺŋă y ïćńïěâáï łőàŋěćőľ, âő ďěàěćő ãŕőàïďőçěŋő. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë ňěŋïěň ňěáâăňĺ áőďěàęĺňőě ćěàèĺŋ y ĺ z, âěň áăňëň áďćĺčăï ňěáâő ŋăàãèěŋĺï ććěàå ŕő ďěàěćã, çâő őâàăęěŋő ć áâàőłăå 9–10.

Ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Decrease-Key ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(lg n), ŕőáłőńìłã čńãąĺŋă ćěàèĺŋë x ěáâì O(lg n) (ãâćěàęďěŋĺě 2 ńěňňë 20.1), ă ŕàĺ łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă while ňë ŕőďŋĺňăěňáï ććěàå.

Şďăńěŋĺě ćěàèĺŋë

Şďăńěŋĺě ćěàèĺŋë áćőďĺâáï ł ďćãň ŕàěďëďãéĺň őŕěàăæĺïň: ňë ãňěŋìèăěň łńîç ďő −∞ (áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě, ŕàő łőâőàőě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő őŋő ňěŋìèě ćáěå łńîçěľ), ă ğăâěň ãďăńïěň ćěàèĺŋã á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň.

Ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Decrease- Key áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě −∞ (ěďĺŋáâćěŋŋőě ć łãçě) ćáŕńëćăěâ ććěàå, őâłãďă ĺ ãďăńïěâáï ŕàőæěďãàőľ Binomial-Heap-Extract- Min.

Binomial-Heap-Delete(H, x) 1 Binomial-Heap-Decrease-Key(H, x, −∞) 2 Binomial-Heap-Extract-Min(H)

(Ć ãŕà. 20.2-6 ŕàěďńăčăěâáï ŕěàěŕĺáăâì ŕàőæěďãàã Binomial-Heap- Delete ąěğ ĺáŕőńìğőćăŋĺï ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ğŋăçěŋĺï −∞.)

Ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Delete ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï

20.2-1 Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã áńĺïŋĺě ďćőĺçŋëå łãç ć áňëáńě čńăćë 7 âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n).

20.2-2 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Binomial-Heap-Merge.

20.2-3 Ŋăàĺáãľâě ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã, łőâőàăï ŕőńãçăěâáï ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ćěàèĺŋë á łńîçőň 24 ł łãçě àĺá. 20.7č.

20.2-4 Ŋăàĺáãľâě ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã, łőâőàăï ŕőńãçăěâáï ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ łńîçă 28 ĺğ łãçĺ àĺá. 20.8ć.

20.2-5 Ŕőçěňã ŕàőæěďãàă Binomial-Heap-Minimum ŋě čőďĺâáï, ěáńĺ ŋěłőâőàëě ĺğ łńîçěľ ĺňěîâ ğŋăçěŋĺě ∞? Łăł áďěńăâì ěñ ŕàĺčőďŋőľ ĺ ďńï íâőčő áńãçăï?

20.2-6 Ŋě ŕőńìğãïáì áŕěæĺăńìŋëň ğŋăçěŋĺěň −∞, ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Binomial-Heap-Delete. (Őæěŋłă O(log n) ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë ďőńęŋă áőåàăŋĺâìáï.)

20.2-7 Ć çñň áőáâőĺâ ãŕőňĺŋăćèăïáï áćïğì ňěęďã áőěďĺŋěŋĺěň ąĺŋőňĺăńìŋëå łãç ĺ áńőęěŋĺěň ďćőĺçŋëå çĺáěń? Őąêïáŋĺâě áćïğì ňěęďã ďőąăćńěŋĺěň ćěàèĺŋë ć ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã ĺ ŕàĺąăćńěŋĺěň ěďĺŋĺæë ł ďćőĺçŋőňã çĺáńã.

20.2-8 Ĺňěï ć ćĺďã áőőâćěâáâćĺě, ãŕőňïŋãâőě ć ãŕà. 20.2-7, ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Binomial-Heap-Insert âăł, çâőąë őŋă ďőąăćńïńă ćěàèĺŋã ć ąĺŋőňĺăńìŋãî łãçã ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő, ă ŋě ćëğëćăńă Binomial-Heap-Union.

20.2-9 Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ àăáŕőńăčăâì ćěàèĺŋë ć łőàŋěćëå áŕĺáłăå ć ŕőàïďłě ãňěŋìèěŋĺï (ă ŋě ãćěńĺçěŋĺï) áâěŕěŋěľ, âő ŕőŕàěęŋěňã ćáě őŕěàăæĺĺ ŋăď ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ łãçăňĺ ňőęŋő àěăńĺ-

Ğăďăçĺ ł čńăćě 20 411

ğőćăâì á âěňĺ ęě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺňĺ őæěŋłăňĺ.

20.2-10 Ŕőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãà Binomial-Heap- Extract-Min, Binomial-Heap-Decrease-Key ĺ Binomial- Heap-Delete ć åãďèěň áńãçăě ŋă ćåőďăå àăğňěàă n ěáâì Ω(lg n).

Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãà Binomial-Heap- Insert ĺ Binomial-Heap-Minimum ć åãďèěň áńãçăě áőáâăćńïěâ ∞ Ω(lg n) (áň. ğăď. 2-5), ă ŋě Ω(lg n).

Ğăďăçĺ

20-1 2-3-4-łãçĺ

Ć čńăćě 19 àăááňăâàĺćăńĺáì 2-3-4-ďěàěćìï, ć łőâőàëå łăęďăï ćěàèĺŋă, ŋě ïćńïîéăïáï łőàŋěň ĺńĺ ńĺáâőň, ĺňěěâ ďćãå, âàěå ĺńĺ çěâëàñå ďěâěľ, ĺ ćáě ńĺáâìï àăáŕőńăčăîâáï ŋă őďĺŋăłőćőľ čńãąĺŋě. Őŕàěďěńĺň 2-3-4-łãçĺ (2-3-4 heaps), ŋăď łőâőàëňĺ ňőęŋő ŕàőĺğćőďĺâì őŕěàăæĺĺ, ŕàěďãáňőâàěŋŋëě ďńï áńĺćăěňëå łãç.

Šăłăï łãçă ŕőńãçăěâáï, ěáńĺ ć łăęďőň ńĺáâě ğăŕĺáăâì łńîç, ă ć łăęďőľ ćŋãâàěŋŋěľ ćěàèĺŋě åàăŋĺâì ŋăĺňěŋìèěě ğŋăçěŋĺě łńîçěľ ć ńĺáâìïå, ïćńïîéĺåáï ŕőâőňłăňĺ íâőľ ćěàèĺŋë. Ğŋăçěŋĺï łńîçěľ ć ńĺáâìïå ňőčãâ ąëâì ńîąëňĺ (âàěąőćăŋĺï ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ ŋěâ). Ć łőàŋě åàăŋĺâáï ćëáőâă ďěàěćă.

Ŕàĺďãňăľâě áŕőáőą àěăńĺğăæĺĺ ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋĺęě őŕěàăæĺľ ŋăď 2-3-4-łãçăňĺ ğă ćàěňï O(lg n), čďě n — çĺáńő íńěňěŋâőć 2-3- 4-łãçĺ. Őŕěàăæĺï Union ć ŕãŋłâě ě ďőńęŋă ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(lg n), čďě n — áãňňăàŋőě çĺáńő íńěňěŋâőć ć ďćãå őąêěďĺŋïěňëå łãçăå.

ă. Minimum ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ńĺáâ á ŋăĺňěŋìèĺň łńîçőň. ą. Decrease-Key ãňěŋìèăěâ łńîç ğăďăŋŋőčő ńĺáâă x, ŕàĺáćăĺćăï łńîçã ğăďăŋŋőě ğŋăçěŋĺě k ⩽ key[x].

ć. Insert ďőąăćńïěâ ńĺáâ x á łńîçőň k. č. Delete ãďăńïěâ ğăďăŋŋëľ ńĺáâ x.

ď. Extract-Min ĺğëňăěâ ńĺáâ á ŋăĺňěŋìèĺň łńîçőň. ě. Union őąêěďĺŋïěâ ďćě 2-3-4-łãçĺ ć őďŋã (ĺáåőďŋëě łãçĺ ŕàőŕăďăîâ).

20-2 Ŕőĺáł ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň áńĺćăěňëå łãç

Ć čńăćě 24 ŕàĺćőďïâáï ďćă ăńčőàĺâňă ŕőáâàőěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă. Śěľçăá ňë ãłăęěň ěéñ őďĺŋ áŕőáőą àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ, ĺáŕőńìğãîéĺľ áńĺćăěňëě łãçĺ.

Ŕãáâì G = (V, E) — áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, a w : E →

R — ćěáőćăï äãŋłæĺï, áâăćïéăï ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőňã àěąàã (u, v) ěčő ćěá w(u, v). Ňë åőâĺň ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő čàăäă G, â. ě. ăæĺłńĺçěáłőě ňŋőęěáâćő T ⊆ E, łőâőàőě áőěďĺŋïěâ ćáě ćěàèĺŋë čàăäă, ďńï łőâőàőčő áãňňăàŋëľ ćěá w(T ) = ∑ (u,v)∈T w(u, v) ňĺŋĺňăńěŋ.

Śńěďãîéăï ŕàőčàăňňă (ěñ łőààěłâŋőáâì ďőłăğëćăěâáï á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ňěâőďőć àăğďěńă 24.1) áâàőĺâ ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő T . Ŕàőčàăňňă åàăŋĺâ àăğąĺěŋĺě {V_i} ňŋőęěáâćă ćěàèĺŋ V , ĺ ďńï łăęďőčő ĺğ ňŋőęěáâć V_i åàăŋĺâ ŋěłőâőàőě ňŋőęěáâćő E_i ⊆ {(u, v) : u ∈ V_i ĺńĺ v ∈ V_i} àñąěà, ĺŋæĺďěŋâŋëå ćěàèĺŋăň ĺğ V_i.

MST-Mergeable-Heap(G) 1 T ← ∅ 2 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë v_i ∈ V [G] 3 do V_i ← {v_i} 4 E_i ← {(v_i, v) ∈ E[G]} 5 while (ŕőłă) ĺňěěâáï ąőńěě őďŋőčő ňŋőęěáâćă V_i 6 do ćëąàăâì ńîąőě ňŋőęěáâćő V_i 7 ĺğêïâì ĺğ E_i àěąàő (u, v), ĺňěîéěě ňĺŋĺňăńìŋëľ ćěá 8 (ąãďěň áçĺâăâì, çâő u ∈ V_i ĺ v ∈ V_j ) 9 if i ≠ j 10 then T ← T ∪ {(u, v)} 11 V_i ← V_i ∪ V_j , (V_j ŕàőŕăďăěâ) 12 E_i ← E_i ∪ E_j

Őŕĺèĺâě, łăł àěăńĺğőćăâì íâőâ ăńčőàĺâň á ŕőňőéìî őŕěàăæĺľ áő áńĺćăěňëňĺ łãçăňĺ, ŕěàěçĺáńěŋŋëå ć âăąńĺæě 20.1. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă, ěáńĺ ć łăçěáâćě áńĺćăěňëå łãç ĺáŕőńìğãîâáï ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ.

Ğăňěçăŋĺï

Ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ ąëńĺ ććěďěŋë ć 1978 čőďã Ćĺńńěňĺŋőň [196]. Ŕőďàőąŋő ĺå áćőľáâćă ĺğãçăń Ąàăãŋ [36,37].

21 Ťĺąőŋăççĺěćë łãçĺ

Ć čńăćě 20 ňë ĺğãçăńĺ ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ, á ŕőňőéìî łőâőàëå ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ğă ćàěňï O(lg n) (ć åãďèěň áńãçăě) őŕěàăæĺĺ Insert, Minimum, Extract-Min, Union, ă âăłęě Decrease-Key ĺ Delete. (Śâàãłâãàë ďăŋŋëå, ŕőďďěàęĺćăîéĺě ŕěàćëě çěâëàě ĺğ ŕěàěçĺáńěŋŋëå őŕěàăæĺľ, ŋăğëćăîâáï ”áńĺćăěňëňĺ łãçăňĺ”.) Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ, łőâőàëě ŕőďďěàęĺćăîâ âě ęě èěáâì őŕěàăæĺľ, ŋő ąőńěě íääěłâĺćŋő: őŕěàăæĺĺ, ŋě âàěąãîéĺě ãďăńěŋĺï íńěňěŋâőć, ĺňěîâ ãçñâŋãî áâőĺňőáâì O(1).

Šěőàěâĺçěáłĺ äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ őáőąěŋŋő ŕőńěğŋë, ěáńĺ çĺáńő őŕěàăæĺľ Extract-Min ĺ Delete ňăńő́ ŕő áàăćŋěŋĺî á őáâăńìŋëňĺ őŕěàăæĺïňĺ. Šăłăï áĺâãăæĺï ćőğŋĺłăěâ ćő ňŋőčĺå ŕàĺńőęěŋĺïå. Ŋăŕàĺňěà, ăńčőàĺâň, őąàăąăâëćăîéĺľ čàăä, ňőęěâ ćëğëćăâì ŕàőæěďãàã Decrease-Key ďńï łăęďőčő àěąàă čàăäă. Ďńï ŕńőâŋëå čàăäőć, ĺňěîéĺå ňŋőčő àñąěà, ŕěàěåőď őâ O(lg n) ł O(1) ć őæěŋłě ćàěňěŋĺ àăąőâë ďńï őŕěàăæĺĺ Decrease-Key ňőęěâ ŕàĺćěáâĺ ł ğăňěâŋőňã ãňěŋìèěŋĺî őąéěčő ćàěňěŋĺ àăąőâë. Ŋăĺąőńěě ąëáâàëě ĺğćěáâŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ğăďăç ŕőáâàőěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă (čńăćă 24) ĺńĺ ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë (čńăćă 25) áãéěáâćěŋŋő ĺáŕőńìğãîâ äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ.

Ł áőęăńěŋĺî, áłàëâëě łőŋáâăŋâë ć ăáĺňŕâőâĺçěáłőľ ğăŕĺáĺ ćěńĺłĺ, ĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺě äĺąőŋăççĺěćëå łãç àěďłő őłăğëćăěâáï æěńěáőőąàăğŋëň: őąëçŋëě ďćőĺçŋëě (ĺńĺ k-ĺçŋëě) łãçĺ ŋă ŕàăłâĺłě íääěłâĺćŋěě. Ś ŕàăłâĺçěáłőľ âőçłĺ ğàěŋĺï ąëńő ąë őçěŋì ęěńăâěńìŋő ŕàĺďãňăâì áâàãłâãàã ďăŋŋëå á âěňĺ ęě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺňĺ őæěŋłăňĺ, ŋő á ňěŋìèĺňĺ łőŋáâăŋâăňĺ.

Ĺáŕőńìğãï ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ ďńï åàăŋěŋĺï ŋăąőàă ňŋőęěáâć, ňë åàăŋĺńĺ łăęďőě ĺğ ňŋőęěáâć ŋăąőàă ć ŋěáłőńìłĺå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìïå, áćïğăŋŋëå ć áŕĺáőł. Śěľçăá ňë ąãďěň ŕőáâãŕăâì ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň, ĺáŕőńìğãï äĺąőŋăççĺěćë ďěàěćìï (łőâőàëě ňë ćáłőàě őŕàěďěńĺň) ćňěáâő ąĺŋőňĺăńìŋëå.

Ěáńĺ ňë ŋĺłőčďă ŋě ćëŕőńŋïěň őŕěàăæĺĺ Decrease-Key ĺ Delete, âő ćőğŋĺłăîéĺě äĺąőŋăççĺěćë ďěàěćìï ąãďãâ ĺňěâì âã ęě áâàãłâãàã, çâő ĺ ąĺŋőňĺăńìŋëě ďěàěćìï. Ŋő ć őąéěň áńãçăě äĺąőŋăççĺěćë ďěàěćìï őąńăďăîâ ąőńìèěľ čĺąłőáâìî, çěň ąĺŋőňĺăńìŋëě (ĺğ ŋĺå ňőęŋő ãďăńïâì ŋěłőâőàëě ćěàèĺŋë, őâłńăďëćăï ŕěàěáâàőľłã ďěàěćă ďő ãďőąŋőčő áńãçăï).

Łăł ĺ ďĺŋăňĺçěáłĺě âăąńĺæë àăğďěńă 18.4, äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ ïćńïîâáï ŕàĺňěàőň áâàãłâãàë ďăŋŋëå, àăğàăąőâăŋŋőľ á ãçñâőň ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă (áň. čń. 18, őáőąěŋŋő àăğď. 18.3 ő ňěâőďě ŕőâěŋæĺăńă).

Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćë ŕàőçńĺ ŕàěďëďãéãî čńăćã (ő ąĺŋőňĺăńìŋëå łãçăå). Šăň ąëńă ŕàĺćěďěŋă âăąńĺæă (àĺá. 20.1), čďě ãłăğăŋë őæěŋłĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë àăğńĺçŋëå őŕěàăæĺľ á ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ ĺ äĺąőŋăççĺěćëňĺ łãçăňĺ.

Łăł ĺ ąĺŋőňĺăńìŋëě łãçĺ, äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ ŋě őąěáŕěçĺćăîâ íääěłâĺćŋőčő ćëŕőńŋěŋĺï ŕőĺáłă (Search). Ŕőíâőňã ŕěàěďăćăï ćěàèĺŋã ć łăçěáâćě ŕăàăňěâàă, ňë ãłăğëćăěň ŋě łńîç ćěàèĺŋë, ă ãłăğăâěńì ŋă ŋěñ.

Ć àăğďěńě 21.1 ňë őŕàěďěńĺň äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ, őąáãďĺň ĺå ŕàěďáâăćńěŋĺě ć ŕàőčàăňňě ĺ ććěďñň ŕőâěŋæĺăńìŋãî äãŋłæĺî. Ć àăğďěńě 21.2 ňë ŕőłăęěň, łăł àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺĺ, ŕàĺáãéĺě áńĺćăěňëň łãçăň, á őæěŋłăňĺ ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ, ãłăğăŋŋëňĺ ć âăąńĺæě (àĺá. 20.1). Őáâăćèĺěáï ďćě őŕěàăæĺĺ (Decrease-Key ĺ Delete) őŕĺáăŋë ć àăğďěńě 21.3. Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 21.4 ňë ďőłăğëćăěň ńěňňã, ĺáŕőńìğőćăŋŋãî ŕàĺ ăŋăńĺğě ŕőáâàőěŋŋëå ŕàőæěďãà.

21.1 Śâàőěŋĺě äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ

Ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ äĺąőŋăççĺěćëå łãç ďńï åàăŋěŋĺï ŋăąőàă ňŋőęěáâć łăęďőě ňŋőęěáâćő ğăŋĺňăěâ ŋěáłőńìłő ďěàěćìěć, łőàŋĺ łőâőàëå áćïğăŋë ć áŕĺáőł. Šăłőľ łőŋčńőňěàăâ ňë ąãďěň ŋăğëćăâì äĺąőŋăççĺěćőľ łãçěľ (Fibonacci heap). Šăłĺň őąàăğőň, łăęďăï äĺąőŋăççĺěćă łãçă áőáâőĺâ ĺğ ŋěáłőńìłĺå ďěàěćìěć; ďńï łăęďőčő åàăŋĺňőčő ňŋőęěáâćă őâćőďĺâáï áćőï łãçă.

Ć łăęďőň ĺğ ďěàěćìěć, ćåőďïéĺå ć łãçã, ćëŕőńŋěŋő âăłőě áćőľáâćő: łńîç łăęďőľ ćěàèĺŋë ŋě ąőńìèě łńîçěľ ěñ ďěâěľ. Ďěàěćìï, őďŋăłő, ąőńěě ŋě őąïğăŋë ąëâì ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ. Ŕàĺňěà äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 21.1ă.

Ć ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìïå ŋă ďěâïå ńîąőľ ćěàèĺŋë äĺłáĺàőćăŋ ŕőàïďőł; ć äĺąőŋăççĺěćëå ďěàěćìïå âăłőčő ŕőàïďłă ŋěâ (ďěâĺ ńîąőľ ćěàèĺŋë áćïğăŋë ć łàãčőćőľ ďćãáâőàőŋŋĺľ áŕĺáőł, ŋő ŕőàïďőł ć ŋñň ŋěáãéěáâćěŋ). Łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 21.1ą, łăęďăï ćěàèĺŋă x áőďěàęĺâ ãłăğăâěńì p[x] ŋă áćőěčő àőďĺâěńï ĺ ãłăğăâěńì child[x] ŋă łăłőčő-ŋĺąãďì ĺğ áćőĺå ďěâěľ.

Ďěâĺ ćěàèĺŋë x áćïğăŋë ć ďćãáâőàőŋŋĺľ æĺłńĺçěáłĺľ áŕĺáőł, ŋăğëćăěňëľ áŕĺáłőň ďěâěľ (child list) ćěàèĺŋë x. Łăęďăï ćěàèĺŋă y íâőčő áŕĺáłă ĺňěěâ ŕőńï left[y] ĺ right[y], ãłăğëćăîéĺě ŋă ěñ áőáěďěľ

Śâàőěŋĺě äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ 415

Řĺáãŋőł 21.1 (ă) Ťĺąőŋăççĺěćă łãçă, áőďěàęăéăï 5 ďěàěćìěć ĺ 14 ćěàèĺŋ. Ŕãŋłâĺàŋőľ ńĺŋĺěľ ŕőłăğăŋ łőàŋěćőľ áŕĺáőł. Ňĺŋĺňăńìŋăï ćěàèĺŋă áőďěàęĺâ łńîç 3. Šàĺ őâňěçěŋŋëě ćěàèĺŋë ćëďěńěŋë çñàŋëň æćěâőň. Ŕőâěŋæĺăń íâőľ łãçĺ àăćěŋ 5 + 2 · 3 = 11. (ą) Šă ęě łãçă ćňěáâě áő áâàěńłăňĺ, ŕőłăğëćăîéĺňĺ ğŋăçěŋĺï ŕőńěľ p (áâàěńłĺ ććěàå), child (áâàěńłĺ ćŋĺğ) ĺ left ĺ right (áâàěńłĺ ć áâőàőŋë). Ŋă őáâăńìŋëå àĺáãŋłăå íâőľ čńăćë âăłĺě áâàěńłĺ őŕãéěŋë, âăł łăł őŋĺ ćőááâăŋăćńĺćăîâáï őďŋőğŋăçŋő.

ć áŕĺáłě (ńěćőčő ĺ ŕàăćőčő). Ěáńĺ ćěàèĺŋă y ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëň àěąñŋłőň áćőěčő àőďĺâěńï, âő left[y] = right[y] = y.

Ďćãáâőàőŋŋĺě æĺłńĺçěáłĺě áŕĺáłĺ (áň. àăğď. 11.2) ãďőąŋë ŕő ďćãň ŕàĺçĺŋăň. Ćő-ŕěàćëå, ĺğ âăłőčő áŕĺáłă ňőęŋő ãďăńĺâì ńîąãî ćěàèĺŋã ğă ćàěňï O(1). Ćő-ćâőàëå, ďćă âăłĺå áŕĺáłă ňőęŋő áőěďĺŋĺâì ć őďĺŋ ğă ćàěňï O(1).

Ŕőňĺňő ãłăğăŋŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ, łăęďăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ŕőńě degree[x], čďě åàăŋĺâáï ěñ áâěŕěŋì (çĺáńő ďěâěľ), ă âăłęě ŕőńě mark[x]. Ć íâőň ŕőńě åàăŋĺâáï ąãńěćáłőě ğŋăçěŋĺě. Śňëáń ěčő âăłőć: mark[x] ĺáâĺŋŋő, ěáńĺ ćěàèĺŋă x ŕőâěàïńă àěąñŋłă ŕőáńě âőčő, łăł őŋă ć ŕőáńěďŋĺľ àăğ áďěńăńăáì çìĺň-ńĺąő ŕőâőňłőň. Ňë őąêïáŋĺň ŕőğęě, łăł ĺ łőčďă íâő ŕőńě ĺáŕőńìğãěâáï.

Łőàŋĺ ďěàěćìěć, áőáâăćńïîéĺå äĺąőŋăççĺěćã łãçã, áćïğăŋë á ŕőňőéìî ãłăğăâěńěľ left ĺ right ć ďćãáâőàőŋŋĺľ æĺłńĺçěáłĺľ áŕĺáőł, ŋăğëćăěňëľ łőàŋěćëň áŕĺáłőň (root list).

Ďőáâãŕ ł äĺąőŋăççĺěćőľ łãçě H őáãéěáâćńïěâáï á ŕőňőéìî ăâàĺąãâă min[H], łőâőàëľ ãłăğëćăěâ ŋă ćěàèĺŋã łőàŋěćőčő áŕĺáłă á ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň. İâă ćěàèĺŋă ŋăğëćăěâáï ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ (minimum node) łãçĺ. Ěñ łńîç ąãďěâ ňĺŋĺňăńìŋëň łńîçőň ć łãçě, ŕőáłőńìłã ňĺŋĺňăńìŋëľ łńîç äĺąőŋăççĺěćă ďěàěćă ŋăåőďĺâáï ć ěčő łőàŋě. Ŕőàïďőł ćěàèĺŋ ć łőàŋěćőň áŕĺáłě ğŋăçěŋĺï ŋě ĺňěěâ. Ěáńĺ äĺąőŋăççĺěćă łãçă H ŕãáâă, âő min[H] = nil.

Ŋăłőŋěæ, ăâàĺąãâ n[H] áőďěàęĺâ çĺáńő ćěàèĺŋ ć łãçě H.

Ŕőâěŋæĺăń

Ŕàĺ ăŋăńĺğě ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ ňë ĺáŕőńìğãěň ňěâőď ŕőâěŋæĺăńă (àăğďěń 18.3). Ŕãáâì t(H) — çĺáńő ďěàěćìěć ć łőàŋěćőň áŕĺáłě łãçĺ H, ă m(H) — łőńĺçěáâćő őâňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ. Ŕőâěŋæĺăń őŕàěďěńïěâáï äőàňãńőľ

Φ(H) = t(H) + 2m(H). (21.1)

Ŋăŕàĺňěà, ŕőâěŋæĺăń łãçĺ àĺá. 21.1 àăćěŋ 5 + 2 · 3 = 11. Ć łăęďëľ ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ ć ŕăňïâĺ åàăŋĺâáï ŋěáłőńìłő łãç; őąéĺľ ŕőâěŋæĺăń ŕő őŕàěďěńěŋĺî àăćěŋ áãňňě ŕőâěŋæĺăńőć ćáěå íâĺå łãç. Ć ďăńìŋěľèěň ňë ćëąěàěň ”ěďĺŋĺæã ĺğňěàěŋĺï ŕőâěŋæĺăńă” âăł, çâőąë ěďĺŋĺçŋőčő ĺğňěŋěŋĺï ŕőâěŋæĺăńă åćăâăńő ďńï őŕńăâë O(1) őŕěàăæĺľ (äőàňăńìŋő čőćőàï, ňë ãňŋőęĺň ŕőâěŋæĺăń ŋă ŕőďåőďïéãî łőŋáâăŋâã).

Ć ŋăçăńìŋőň áőáâőïŋĺĺ ŋěâ ŋĺ őďŋőľ łãçĺ, ĺ ŕőâěŋæĺăń àăćěŋ 0. Łăł ĺ ŕőńőęěŋő (áň. àăğď. 18.3), ŕőâěŋæĺăń ćáěčďă ŋěőâàĺæăâěńěŋ.

Ňăłáĺňăńìŋăï áâěŕěŋì

Ňë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì ĺğćěáâŋőľ ŋěłőâőàãî ćěàåŋîî čàăŋĺæã D(n) ďńï áâěŕěŋěľ ćěàèĺŋ ć łãçăå, łőâőàëě ňőčãâ ŕőïćĺâìáï ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŋăèĺå ŕàőæěďãà. (Ăàčãňěŋâőň äãŋłæĺĺ D ïćńïěâáï őąéěě çĺáńő ćáěå ćěàèĺŋ ć łãçě, őąőğŋăçăěňőě çěàěğ n.) Ěáńĺ ňë ĺáŕőńìğãěň âőńìłő őŕěàăæĺĺ, ŕàěďãáňőâàěŋŋëě ďńï áńĺćăěňëå łãç, âő ňőęŋő ŕőńőęĺâì D(n) = ⌊lg n⌋ (ãŕà. 21.2-3). Ć àăğďěńě 21.3 ňë ďőłăęěň (ďńï őąéěčő áńãçăï, łőčďă àăğàěèěŋë âăłęě őŕěàăæĺĺ Decrease-Key ĺ Delete), çâő D(n) = O(lg n).

21.2 Őŕěàăæĺĺ, ŕàěďãáňőâàěŋŋëě ďńï áńĺćăěňëå łãç

Ďńï ŋăçăńă ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ńĺèì őŕěàăæĺĺ Make- Heap, Insert, Minimum, Extract-Min ĺ Union, ŕàěďãáňőâàěŋŋëě ďńï áńĺćăěňëå łãç. Ć íâőň áńãçăě łãçĺ ąãďãâ ŕàěďáâăćńïâì áőąőľ ŋăąőà ”ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć”, łőàŋĺ łőâőàëå áćïğăŋë ć æĺłńĺçěáłĺľ áŕĺáőł.

Ŋěãŕőàïďőçěŋŋőě ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő (unordered binomial tree) ŕőńãçăěâáï ĺğ ãŕőàïďőçěŋŋőčő, ěáńĺ ňë ŕěàěáâăñň őąàăéăâì ćŋĺňăŋĺě ŋă ŕőàïďőł áàěďĺ ćěàèĺŋ, ĺňěîéĺå őąéěčő àőďĺâěńï. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋěãŕőàïďőçěŋŋőě ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő U_0 áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋë, ă ŋěãŕőàïďőçěŋŋőě ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő U_k ŕőńãçăěâáï ĺğ ďćãå íłğěňŕńïàőć ďěàěćìěć U_{k−1}, ěáńĺ łőàěŋì őďŋőčő ďőąăćĺâì ł çĺáńã ďěâěľ łőàŋï ďàãčőčő. (Šăłĺň őąàăğőň, ďěâĺ łőàŋï ć ďěàěćě U_k ïćńïîâáï ćěàèĺŋăňĺ ďěàěćìěć U_0, U_1, . . ., U_{k−1}.) Ńěňňă 20.1 őáâăěâáï ćěàŋőľ ĺ ďńï ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć (ŋăďő âőńìłő ĺáłńîçĺâì ć áćőľáâćě 4 ãŕőňĺŋăŋĺě ő ŕőàïďłě).

Ć çăáâŋőáâĺ, áâěŕěŋĺ ćáěå ćěàèĺŋ ć äĺąőŋăççĺěćőľ łãçě àăğňěàă n, áőáâăćńěŋŋőľ ĺğ ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć, őčàăŋĺçěŋë ćěńĺçĺŋőľ D(n) = lg n.

Ć őâńĺçĺě őâ ąĺŋőňĺăńìŋëå łãç, âěŕěàì áàěďĺ ćåőďïéĺå ć łãçã ďěàěćìěć ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő ďěàěćìěć á őďŋőľ ĺ âőľ ęě áâěŕěŋìî łőàŋï. Ĺå ”łőŋáőńĺďăæĺï” őâłńăďëćăěâáï ďő ňőňěŋâă ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺĺ Extract-Min, łőčďă ďěàěćìï á łőàŋïňĺ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ őąêěďĺŋïîâáï.

Śőğďăŋĺě ŋőćőľ äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ

Ŕàőæěďãàă Make-Fib-Heap áőğďăñâ ĺ ćőğćàăéăěâ őąêěłâ H, ďńï łőâőàőčő n[H] = 0 ĺ min[H] = nil: łőàŋěćőľ áŕĺáőł íâőľ łãçĺ ŕãáâ. Ŕàĺ íâőň t(H) = 0 ĺ m(H) = 0, âăł çâő ŕőâěŋæĺăń łãçĺ àăćěŋ 0, ă áãňňăàŋëľ ŕőâěŋæĺăń ŋě ňěŋïěâáï. Şçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Make-Fib-Heap àăćŋă ěñ äăłâĺçěáłőľ áâőĺňőáâĺ O(1).

Ďőąăćńěŋĺě ćěàèĺŋë

Śńěďãîéăï ŕàőæěďãàă ďőąăćńïěâ ćěàèĺŋã x ć äĺąőŋăççĺěćã łãçã H (ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćěàèĺŋă x ãęě àăğňěéěŋă ć ŕăňïâĺ ĺ ŕőńě łńîçă key[x] ğăŕőńŋěŋő).

Fib-Heap-Insert(H, x) 1 degree[x] ← 0 2 p[x] ← nil 3 child[x] ← nil 4 left[x] ← x 5 right[x] ← x 6 mark[x] ← false 7 áőěďĺŋĺâì ŕőńãçěŋŋëľ łőàŋěćőľ áŕĺáőł

(áőáâőïéĺľ ĺğ ćěàèĺŋë x) á łőàŋěćëň áŕĺáłőň łãçĺ H 8 if min[H] = nil or key[x] < key[min[H]] 9 then min[H] ← x 10 n[H] ← n[H] + 1

Śâàőłĺ 1–6 äőàňĺàãîâ æĺłńĺçěáłĺľ áŕĺáőł ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋë x, ĺ ć áâàőłě 7 íâă ćěàèĺŋă ďőąăćńïěâáï (ğă ćàěňï O(1)) ł łőàŋěćőňã áŕĺáłã łãçĺ H, ć łőâőàőľ ŕőïćńïěâáï ŋőćőě őďŋőíńěňěŋâ-

Řĺáãŋőł 21.2 Ďőąăćńěŋĺě ćěàèĺŋë. (ă) Ťĺąőŋăççĺěćă łãçă H. (ą) Šă ęě łãçă H ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï ćěàèĺŋë á łńîçőň 21. (İâã ćěàèĺŋã áďěńăńĺ őďŋőíńěňěŋâŋëň ďěàěćőň, ă ğăâěň ďőąăćĺńĺ ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł áńěćă őâ ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋë, łőâőàăï ć ďăŋŋőň áńãçăě őáâăńăáì ňĺŋĺňăńìŋőľ.)

ŋőě ďěàěćő. Ćěàèĺŋă x ŋě ĺňěěâ ŕőâőňłőć ĺ ŋě őâňěçěŋă. Ć áâàőłăå 8–9 őąŋőćńïěâáï (ěáńĺ ŋěőąåőďĺňő) ãłăğăâěńì ŋă ňĺŋĺňăńìŋãî ćěàèĺŋã. Ŋăłőŋěæ, áâàőłă 10 ãćěńĺçĺćăěâ ğŋăçěŋĺě n[H].

Ŋă àĺá. 21.2 ŕőłăğăŋő ďőąăćńěŋĺě ćěàèĺŋë á łńîçőň 21 ć äĺąőŋăççĺěćã łãçã àĺá. 21.1.

Ć őâńĺçĺě őâ ŕàőæěďãàë Binomial-Heap-Insert, ŕàőæěďãàă Fib- Heap-Insert ŋě ŕëâăěâáï áőěďĺŋïâì ďěàěćìï á őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋìî ćěàèĺŋë. Ěáńĺ ćëŕőńŋĺâì ŕőďàïď k őŕěàăæĺľ Fib-Heap- Insert, âő ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ąãďãâ ďőąăćńěŋë k ďěàěćìěć ŕő őďŋőľ ćěàèĺŋě ć łăęďőň.

Ŋăľďñň ãçñâŋãî áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Insert. Ěñ äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì ěáâì— O(1), ĺ ãćěńĺçěŋĺě ŕőâěŋæĺăńă âăłęě ěáâì O(1) (ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ďőąăćĺńăáì őďŋă ćěàèĺŋă). Šăłĺň őąàăğőň, ãçñâŋăï áâőĺňőáâì áőáâăćńïěâ O(1).

Ŕőĺáł ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋë

Şłăğăâěńì ŋă ŋěñ åàăŋĺâáï ć min[H], âăł çâő äăłâĺçěáłăï áâőĺňőáâì íâőľ őŕěàăæĺĺ ěáâì O(1). Ŕőâěŋæĺăń ŕàĺ íâőň ŋě ňěŋïěâáï, âăł çâő ĺ ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ěáâì O(1).

Śőěďĺŋěŋĺě ďćãå äĺąőŋăççĺěćëå łãç

Śńěďãîéăï ŕàőæěďãàă ĺğ ďćãå äĺąőŋăççĺěćëå łãç H_1 ĺ H_2, ďěńăěâ őďŋã (ŕàĺ íâőň ĺáåőďŋëě łãçĺ ĺáçěğăîâ).

Fib-Heap-Union(H_1, H_2) 1 H ← Make-Fib-Heap() 2 min[H] ← min[H_1] 3 áőěďĺŋĺâì łőàŋěćőľ áŕĺáőł H_2 c łőàŋěćëň áŕĺáłőň H 4 if (min[H_1] = nil) or (min[H_2] ≠ nil and min[H_2] < min[H_1]) 5 then min[H] ← min[H_2] 6 n[H] ← n[H_1] + n[H_2] 7 őáćőąőďĺâì ŕăňïâì, ğăŋïâãî ŕőď ğăčőńőćłĺ őąêěłâőć H_1 ĺ H_2 8 return H

Śâàőłĺ 1–3 őąêěďĺŋïîâ łőàŋěćëě áŕĺáłĺ łãç H_1 ĺ H_2 ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ŋőćőľ łãçĺ H. Śâàőłĺ 2, 4 ĺ 5 ğăŕőńŋïîâ min[H], ă áâàőłă 6 ãáâăŋăćńĺćăěâ n[H] àăćŋëň áãňňăàŋőňã łőńĺçěáâćã ćěàèĺŋ. Őąêěłâë H_1 ĺ H_2 őáćőąőęďăîâáï ć áâàőłě 7, ă áâàőłă 8 ćőğćàăéăěâ àěğãńìâĺàãîéãî äĺąőŋăççĺěćã łãçã H. Őâňěâĺň, çâő (łăł ĺ ć ŕàőæěďãàě Fib-Heap-Insert) áőěďĺŋěŋĺï ďěàěćìěć ŋě ŕàőĺáåőďĺâ. Ŕőâěŋæĺăń ŋě ňěŋïěâáï (őąéěě çĺáńő ćěàèĺŋ ć łőàŋěćëå áŕĺáłăå ĺ őąéěě çĺáńő ŕőňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ őáâăñâáï âěň ęě). Ŕőíâőňã ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Union àăćŋă ěñ äăłâĺçěáłőľ áâőĺňőáâĺ, â. ě. O(1).

Ĺğêïâĺě ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋë

Ĺňěŋŋő ŕàĺ íâőľ őŕěàăæĺĺ ŕàőĺáåőďĺâ ŕàěőąàăğőćăŋĺě áâàãłâãàë łãçĺ (àăğŋëě ďěàěćìï áőěďĺŋïîâáï ć őďŋő), ŕőíâőňã őŋă áãéěáâćěŋŋő áńőęŋěě ŕàěďëďãéĺå őŕěàăæĺľ íâőčő àăğďěńă. Ŕńăŋ ďěľáâćĺľ âăłőć: ŕőáńě ĺğêïâĺï ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋë âő ďěàěćő, čďě őŋă ąëńă łőàŋěň, àăááëŕăěâáï ć ŋăąőà áćőĺå ŕőďďěàěćìěć, łőâőàëě ďőąăćńïîâáï ł łőàŋěćőňã áŕĺáłã. Ğăâěň ğăŕãáłăěâáï ŕàőæěďãàă Consolidate, áőěďĺŋïîéăï ďěàěćìï, ŕőáńě çěčő ć łőàŋěćőň áŕĺáłě őáâăñâáï ŋě ąőńěě őďŋőčő ďěàěćă łăęďőľ áâěŕěŋĺ.

Ňë áçĺâăěň, çâő ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ ćěàèĺŋë ĺğ áćïğăŋŋőčő áŕĺáłă (áâàőłă 6) ŕőńï left ĺ right íâőľ ćěàèĺŋë őáâăîâáï ŋěĺğňěŋŋëňĺ (ŋő ŕőńï ěñ áőáěďěľ, łőâőàëě ãłăğëćăńĺ ŋă íâã ćěàèĺŋã, őąŋőćńïîâáï).

Fib-Heap-Extract-Min(H) 1 z ← min[H] 2 if z ≠ nil 3 then for (ďńï) łăęďőčő àěąñŋłă x ćěàèĺŋë z 4 do ďőąăćĺâì x ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł H 5 p[x] ← nil 6 ãďăńĺâì z ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă H 7 if z = right[z] 8 then min[H] ← nil 9 else min[H] ← right[z] 10 Consolidate(H) 11 n[H] ← n[H] − 1 12 return z

Ŕàőæěďãàă Fib-Heap-Extract-Min ŕěàěňěéăěâ ćáěå ďěâěľ ãďăńïěňőľ (ňĺŋĺňăńìŋőľ) ćěàèĺŋë ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł łãçĺ H, ă áăňã ňĺŋĺňăńìŋãî ćěàèĺŋã ãďăńïěâ ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă. Ğăâěň ŕàőĺğćőďĺâáï ãŕńőâŋěŋĺě łőàŋěćőčő áŕĺáłă á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Consolidate.

Ć áâàőłě 1 ãłăğăâěńì ŋă ňĺŋĺňăńìŋãî ćěàèĺŋã áőåàăŋïěâáï ć ŕěàěňěŋŋőľ z (íâőâ ãłăğăâěńì ćőğćàăéăěâáï ŕàőæěďãàőľ ć áâàőłě 12). Ěáńĺ z = nil, ĺáåőďŋăï łãçă ŕãáâă, ĺ àăąőâă ğăłăŋçĺćăěâáï. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë ãďăńïěň z ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă H (áâàőłă 6), ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŕőňěáâĺć ć ŋěčő ćáěå ďěâěľ ćěàèĺŋë z (áâàőłĺ 3– 5). Ěáńĺ ŕőáńě íâőčő z = right[z], âő ćěàèĺŋă z ŋě âőńìłő ąëńă ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ ć łőàŋěćőň áŕĺáłě, ŋő ĺ ŋě ĺňěńă ŕőâőňłőć, âăł çâő âěŕěàì őáâăěâáï ńĺèì áďěńăâì łãçã ŕãáâőľ (áâàőłă 8) ĺ ćőğćàăâĺâì z. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë ňěŋïěň ğŋăçěŋĺě ãłăğăâěńï min[H] âăł, çâőąë őŋ ãłăğëćăń ŋă łăłãî-ńĺąő ćěàèĺŋã łőàŋěćőčő áŕĺáłă, őâńĺçŋãî őâ z (ć ďăŋŋőň áńãçăě — ŋă ćěàèĺŋã right[z]). Ŋă àĺá. 21.3ą ŕőłăğăŋő áőáâőïŋĺě łãçĺ àĺá. 21.3ă ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï áâàőłĺ 9.

Őáâăñâáï ćëğćăâì ŕàőæěďãàã Consolidate (ő łőâőàőľ ňë čőćőàĺň ďăńìèě) ďńï ãŕńőâŋěŋĺï (consolidating) łãçĺ. Şŕńőâŋěŋĺě ŕàőĺáåőďĺâ ğă áçñâ âőčő, çâő ďćă ďěàěćă á ćěàèĺŋăňĺ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ áőěďĺŋïîâáï ć őďŋő (ěčő ćěàèĺŋă ąãďěâ ĺňěâì ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèãî áâěŕěŋì). İâă őŕěàăæĺï (ŕàőæěďãàă Fib-Heap-Link) ŕàőĺğćőďĺâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ć łőàŋěćőň áŕĺáłě ŋě őáâăŋěâáï ćěàèĺŋ őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ.

Ŕàĺ áőěďĺŋěŋĺĺ ďćãå ćěàèĺŋ á ŕőňőéìî őŕěàăæĺĺ Fib-Heap- Link ćěàèĺŋă á ąőńìèĺň łńîçőň (ŋăğőćñň ěñ y) áâăŋőćĺâáï àěąñŋłőň ćěàèĺŋë á ňěŋìèĺň łńîçőň (ŋăğőćñň ěñ x). Ŕàĺ íâőň degree[x] ãćěńĺçĺćăěâáï, ă ćěàèĺŋă y ŕěàěáâăñâ ąëâì őâňěçěŋŋőľ (ěáńĺ ąëńă âăłőćőľ).

Ŕàőæěďãàă Consolidate ĺáŕőńìğãěâ ćáŕőňőčăâěńìŋëľ ňăááĺć

A[0 . .D(n[H])]. Ŕőğĺæĺï á ŋőňěàőň i ć íâőň ňăááĺćě ŕàěďŋăğŋăçěŋă ďńï åàăŋěŋĺï ãłăğăâěńï ŋă łőàěŋì äĺąőŋăççĺěćă ďěàěćă áâěŕěŋĺ i. Ćŋăçăńě ňăááĺć ŕãáâ (ćáě ěčő ïçěľłĺ áőďěàęăâ nil). Ŕőáâěŕěŋŋő ć ŋěčő ŕěàěŕĺáëćăîâáï ćěàèĺŋë ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă. Ěáńĺ ŕàĺ íâőň őłăğëćăěâáï, çâő ïçěľłă ďńï ćěàèĺŋë ŋãęŋőľ áâěŕěŋĺ ãęě ğăŋïâă, âő ã ŋăá ěáâì ďćă ďěàěćă íâőľ áâěŕěŋĺ, őŋĺ őąêěďĺŋïîâáï, ĺ ňë ŕëâăěňáï ğăŕĺáăâì őąêěďĺŋñŋŋőě ďěàěćő ć áńěďãîéãî ïçěľłã ňăááĺćă A. Ěáńĺ ĺ őŋă ğăŋïâă, âő ňë áŋőćă ŕàőĺğćőďĺň őŕěàăæĺî őąêěďĺŋěŋĺï, ŕőńãçăěň ďěàěćő ěéñ ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèěľ áâěŕěŋĺ ĺ â. ď.

Consolidate(H) 1 for i ← 0 to D(n[H]) 2 do A[i] ← nil 3 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë w łőàŋěćőčő áŕĺáłă łãçĺ H 4 do x ← w 5 d ← degree[x] 6 while A[d] ≠ nil 7 do y ← A[d] 8 if key[x] > key[y] 9 then őąňěŋ x ↔ y 10 Fib-Heap-Link(H, y, x) 11 A[d] ← nil 12 d ← d + 1 13 A[d] ← x 14 min[H] ← nil 15 for i ← 0 to D(n[H]) 16 do if A[i] ≠ nil 17 then ďőąăćĺâì A[i] ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł H 18 if min[H] = nil or key[A[i]] < key[min[H]] 19 then min[H] ← A[i]

Fib-Heap-Link(H, y, x) 1 ãďăńĺâì y ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă łãçĺ H 2 ćłńîçĺâì y ć áŕĺáőł ďěâěľ ćěàèĺŋë x, ãćěńĺçĺć degree[x] 3 mark[y] ← false

Őŕĺèěň àăąőâã ŕàőæěďãàë Consolidate ąőńěě ŕőďàőąŋő. Ć áâàőłăå 1–2 ňăááĺć A ğăŕőńŋïěâáï ğŋăçěŋĺïňĺ nil. Ć æĺłńě for (áâàőłĺ 3–13) ňë ŕěàěąĺàăěň ćáě łőàŋěćëě ćěàèĺŋë w. Łăęďãî ĺğ ŋĺå ňë ďőąăćńïěň ł ňăááĺćã A (áőěďĺŋïï ěñ á ĺňěîéĺňĺáï âăň ćěàèĺŋăňĺ, ěáńĺ ŋãęŋő). Őąàăąőâłă łăęďőľ ĺğ łőàŋěćëå ćěàèĺŋ w ňőęěâ ŕőâàěąőćăâì ŋěáłőńìłĺå őŕěàăæĺľ Fib-Heap-Link ĺ ğăłăŋçĺćăěâáï áőğďăŋĺěň ďěàěćă, łőàŋěćăï ćěàèĺŋă x łőâőàőčő ňőęěâ áőćŕăďăâì, ă ňőęěâ ĺ ŋě áőćŕăďăâì á w, ŋő ć ńîąőň áńãçăě íâő ďěàěćő áőďěàęĺâ ćěàèĺŋã w. Ŕőáńě íâőčő íńěňěŋâ ňăááĺćă A[degree[x]] ãáâăŋăćńĺćăěâáï âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őŋ ãłăğëćăń ŋă x. Ć ŕàőæěááě íâĺå

Řĺáãŋőł 21.3 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Fib-Heap-Extract-Min. (ă) Ťĺąőŋăççĺěćă łãçă H. (ą) Ňĺŋĺňăńìŋăï ćěàèĺŋă z ãďăńěŋă ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă; ěñ ŕőâőňłĺ ćłńîçěŋë ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł. (ć)–(ď) Ňăááĺć A ĺ ďěàěćìï ŕőáńě łăęďőľ ĺğ ŕěàćëå âàñå ĺâěàăæĺľ æĺłńă for (áâàőłĺ 3–13 ŕàőæěďãàë Consolidate). Łőàŋěćőľ áŕĺáőł ŕàőáňăâàĺćăěâáï áńěćă ŋăŕàăćő ŕő łàãčã, ŋăçĺŋăï á min[H]. (ě)-(ğ) Śńěďãîéăï ĺâěàăæĺï æĺłńă for. Řĺá. (ě) ŕőłăğëćăěâ áőáâőïŋĺě ŕőáńě ŕěàćőčő ĺáŕőńŋěŋĺï âěńă æĺłńă while: ćěàèĺŋă á łńîçőň 23 ŕőďćěèěŋă ł ćěàèĺŋě á łńîçőň 7, ŋă łőâőàãî âěŕěàì ãłăğëćăěâ x. Ğăâěň ćěàèĺŋă á łńîçőň 17 ŕőďćěèĺćăěâáï ł ł ćěàèĺŋě á łńîçőň 7 (ę), ă ŕőâőň ĺ ćěàèĺŋă á łńîçőň 24 ŕőďćěèĺćăěâáï ł ćěàèĺŋě á łńîçőň 7 (ğ). Ŕőáłőńìłã ïçěľłă A[3] ąëńă áćőąőďŋőľ, æĺłń for ğăćěàèăěâáï ĺ A[3] ãłăğëćăěâ ŋă łőàěŋì ŕőńãçěŋŋőčő ďěàěćă. (ĺ)-(ń) Śőáâőïŋĺï ŕőáńě łăęďőľ ĺğ áńěďãîéĺå çěâëàěå ĺâěàăæĺľ æĺłńă while. (ň) Ťĺąőŋăççĺěćă łãçă H ŕőáńě ŕàěőąàăğőćăŋĺï ňăááĺćă A ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ĺ ãáâăŋőćłĺ ŋőćőčő ğŋăçěŋĺï ãłăğăâěńï min[H].

ŕàěőąàăğőćăŋĺľ ćěàèĺŋă w őáâăñâáï ŕőâőňłőň ćěàèĺŋë x.

Ĺŋćăàĺăŋâ æĺłńă while (áâàőłĺ 6–12) âăłőć: ”d = degree[x]; őáâăńőáì ďőąăćĺâì ďěàěćő á łőàŋěň ć x ł ňŋőęěáâćã, ŕàěďáâăćńěŋŋőňã ňăááĺćőň A”. Ěáńĺ ŕàĺ íâőň A[d] = nil, âő ňë ćëŕőńŋïěň íâã őŕěàăæĺî (ďőąăćńěŋĺě) ć áâàőłě 13. Ěáńĺ ęě A[d] ≠ nil, âő ňë ĺňěěň ďćă ďěàěćă áâěŕěŋĺ d á łőàŋïňĺ ć x ĺ y = A[d], ĺ ć áâàőłăå 8–10 áőěďĺŋïěň ĺå ć őďŋő ďěàěćő á łőàŋěň ć x (őďŋőćàěňěŋŋő őçĺéăï ïçěľłã A[d] ĺ áőåàăŋïï ĺŋćăàĺăŋâ).

Řăğńĺçŋëě áâăďĺĺ íâőčő ŕàőæěááă ŕőłăğăŋë ŋă àĺá. 21.3. Ŕőáńě íâőčő őáâăñâáï ŕàěőąàăğőćăâì ňăááĺć A ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł:

ć áâàőłě 14 ňë áőğďăñň ŕãáâőľ áŕĺáőł, ă ć æĺłńě ć áâàőłăå 15–19 ďőąăćńïěň ć ŋěčő ŕő őçěàěďĺ ćáě ćěàèĺŋë, ĺňěîéĺěáï ć ňăááĺćě A. Řěğãńìâăâ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 21.3ň.

Ŋă íâőň ŕàőæěáá ãŕńőâŋěŋĺï ğăłăŋçĺćăěâáï, ĺ ãŕàăćńěŋĺě ćőğćàăéăěâáï ć ŕàőæěďãàã Fib-Heap-Extract-Min, łőâőàăï ãňěŋìèăěâ n[H] ŋă 1 ĺ ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ĺğêïâãî ćěàèĺŋã z (áâàőłĺ 11–12).

Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ ŕěàěď ćëŕőńŋěŋĺěň őŕěàăæĺĺ Fib-Heap- Extract-Min ćáě ďěàěćìï ć H ąëńĺ ŋěãŕőàïďőçěŋŋëňĺ ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ ďěàěćìïňĺ, âő ĺ ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺĺ H ąãďěâ áőáâőïâì ĺğ ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć. Ć áăňőň ďěńě, áőěďĺŋěŋĺě ďćãå ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć á őďĺŋăłőćëňĺ áâěŕěŋïňĺ łőàŋï (ŕàőæěďãàă Fib-Heap-Link) ďăñâ (ŋěãŕőàïďőçěŋŋőě) ąĺŋőňĺăńìŋőě ďěàěćő (áâěŕěŋì ěčő łőàŋï ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèě).

Ŋăň őáâăńőáì ŕőłăğăâì, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì ĺğêïâĺï ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋë ĺğ n-íńěňěŋâŋőľ äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ ěáâì O(D(n)). Ŕőáňőâàĺň, łăłĺě őŕěàăæĺĺ ŋăň ŕàĺèńőáì ćëŕőńŋĺâì. Ŕàěęďě ćáěčő ŋãęŋő O(D(n)) ďěľáâćĺľ, çâőąë ŕőňěáâĺâì ćáěå ŕőâőňłőć ãďăńïěňőľ ćěàèĺŋë z ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł. Ŋăçăńìŋëľ ĺ łőŋěçŋëľ íâăŕë àăąőâë ŕàőæěďãàë Consolidate (áâàőłĺ 1–2 ĺ 15– 19) âăłęě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(D(n)). Őáâăñâáï ãçěáâì ćłńăď æĺłńă for, àăáŕőńőęěŋŋőčő ć áâàőłăå 3–13. İâő çĺáńő őæěŋĺćăěâáï áćěàåã łăł O(D(n)) (àăğňěà ňăááĺćă A) ŕńîá łőŋáâăŋâă, ãňŋőęěŋŋăï ŋă çĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ŕàőæěďãàě Fib-Heap-Link. Ŋő ŕàĺ łăęďőň âăłőň őąàăéěŋĺĺ ďćă ďěàěćă áńĺćăîâáï, çâő ŕàĺćőďĺâ ć ĺâőčě ł ãňěŋìèěŋĺî ďńĺŋë łőàŋěćőčő áŕĺáłă ŋă 1 ĺ ł ãňěŋìèěŋĺî ŕőâěŋæĺăńă ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 1 (çĺáńő őâňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ ňőęěâ ãňěŋìèĺâìáï, ŋő ŋě ãćěńĺçĺâìáï). Šăł çâő ãňŋőęĺć ŕőâěŋæĺăń ŋă ŕőďåőďïéãî łőŋáâăŋâã, ňë ňőęěň áçĺâăâì, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ ãďăńěŋĺï ěáâì O(D(n)).

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, őŕěàăæĺĺ áćïğëćăŋĺï ďěàěćìěć őďĺŋăłőćőľ áâěŕěŋĺ (łőâőàëå ňőęěâ ąëâì ňŋőčő, ěáńĺ łőàŋěćőľ áŕĺáőł ďńĺŋŋëľ) őŕńăçĺćăîâáï łăł àăğ ğă áçñâ ãňěŋìèěŋĺï ďńĺŋë łőàŋěćőčő áŕĺáłă!

Şŕàăęŋěŋĺï

21.2-1 Ŋăàĺáãľâě äĺąőŋăççĺěćã łãçã, łőâőàăï ŕőńãçĺâáï ć àěğãńìâăâě ĺğêïâĺï ňĺŋĺňăńìŋőľ ćěàèĺŋë (á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Fib-Heap-Extract-Min) ĺğ łãçĺ àĺá. 21.3ň.

21.2-2 Ďőłăęĺâě, çâő ńěňňă 20.1 őáâăñâáï ćěàŋőľ ďńï ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ąĺŋőňĺăńìŋëå ďěàěćìěć, ěáńĺ áćőľáâćő 4 ğăňěŋĺâì ŋă áćőľáâćő 4^′: łőàěŋì ŋěãŕőàïďőçěŋŋőčő ąĺŋőňĺăńìŋőčő ďěàěćă U_k ĺňěěâ áâěŕěŋì k, łőâőàăï ïćńïěâáï ňăłáĺňăńìŋőľ áâěŕěŋìî ćěàèĺŋë ć ďěàěćě; ďěâĺ łőàŋï ïćńïîâáï ćěàèĺŋăňĺ ďěàěćìěć U_0, U_1, . . ., U_{k−1} (ć ŋěłőâőàőň ŕőàïďłě).

21.2-3 Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ćëŕőńŋïîâáï ńĺèì őŕěàăæĺĺ, őŕĺáăŋŋëě ć àăğďěńě 21.2, âő ć łãçě á n ćěàèĺŋăňĺ ćáě ćěàèĺŋë ĺňěîâ áâěŕěŋì ŋě ąőńìèě ⌊lg n⌋.

21.2-4 Ŕàőäěááőà ŕàĺďãňăń ŋőćãî áâàãłâãàã ďăŋŋëå, őáŋőćăŋŋãî ŋă äĺąőŋăççĺěćëå łãçăå: őŕěàăæĺĺ ćëŕőńŋïîâáï łăł őŕĺáăŋő ć àăğďěńě 21.2, ŋő âőńìłő ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï ćěàèĺŋë ĺ áőěďĺŋěŋĺï ďćãå łãç áàăğã ęě ŕàőĺğćőďĺâáï ãŕńőâŋěŋĺě łőàŋěćőčő áŕĺáłă. Łăłőćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï àăğńĺçŋëå őŕěàăæĺľ ŋăď âăłĺňĺ łãçăňĺ ć åãďèěň áńãçăě? Ąãďěâ ńĺ âăłăï áâàãłâãàă ďăŋŋëå çěň-âő ŋőćëň?

21.2-5 Ąãďěň áçĺâăâì, çâő łńîçĺ ňőęŋő âőńìłő áàăćŋĺćăâì (ĺå ćŋãâàěŋŋïï áâàãłâãàă ŋăň ŋěďőáâãŕŋă). Ňőęŋő ńĺ âőčďă àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺĺ ŋăď áńĺćăěňëňĺ łãçăňĺ âăł, çâőąë łăęďăï ĺğ ŋĺå ĺňěńă ãçñâŋãî áâőĺňőáâì O(1)? (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě őæěŋłĺ ďńï ćàěňěŋĺ áőàâĺàőćłĺ.)

21.3 Şňěŋìèěŋĺě łńîçă ĺ ãďăńěŋĺě ćěàèĺŋë

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, łăł àěăńĺğőćăâì őŕěàăæĺî ãňěŋìèěŋĺï łńîçă ğăďăŋŋőľ ćěàèĺŋë á ãçñâŋőľ áâőĺňőáâìî O(1), ă âăłęě őŕěàăæĺî ãďăńěŋĺï ćěàèĺŋë ĺğ äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ á ãçñâŋőľ áâőĺňőáâìî O(D(n)) (čďě n — çĺáńő ćěàèĺŋ ć łãçě), ă D(n) — őæěŋłă ďńï ňăłáĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ ćěàèĺŋë.

Ŕőáńě íâĺå őŕěàăæĺľ ćåőďïéĺě ć łãçã ďěàěćìï ŕěàěáâăîâ ąëâì ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ, ŋő ŋě áńĺèłőň ďăńěłő őâłńőŋïîâáï őâ ŋĺå, âăł çâő ňăłáĺňăńìŋăï áâěŕěŋì ćěàèĺŋë őáâăñâáï àăćŋőľ O(lg n). Šăłĺň őąàăğőň, őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Extract-Min ĺ Fib-Heap-Delete ĺňěîâ ãçñâŋãî áâőĺňőáâì O(lg n).

Şňěŋìèěŋĺě łńîçă

Ć áńěďãîéěľ ŕàőæěďãàě ãňěŋìèěŋĺï łńîçă (Fib-Heap- Decrease-Key) ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŕőáńě ĺğêïâĺï ćěàèĺŋë ĺğ áŕĺáłă ááëńłă ŋă ćěàèĺŋã-àěąñŋłă ŋě ňěŋïěâáï (âăł çâő ŕàőæěďãàă Cut ćëàěğăěâ æěńőě ŕőďďěàěćő, áň. ŋĺęě)

Fib-Heap-Decrease-Key(H, x, k) 1 if k > key[x] 2 then error ”ŋőćőě ğŋăçěŋĺě łńîçă ąőńìèě áâăàőčő” 3 key[x] ← k 4 y ← p[x] 5 if y ≠ nil and key[x] < key[y] 6 then Cut(H, x, y) 7 Cascading-Cut(H, y) 8 if key[x] < key[min[H]] 9 then min[H] ← x Cut(H, x, y) 1 ãďăńĺâì x ĺğ áŕĺáłă ďěâěľ ćěàèĺŋë y, ãňěŋìèĺć degree[y] ŋă 1 2 ďőąăćĺâì x ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł łãçĺ H 3 p[x] ← nil 4 mark[x] ← false

Cascading-Cut(H, y) 1 z ← p[y] 2 if z ≠ nil 3 then if mark[y] = false 4 then mark[y] ← true 5 else Cut(H, y, z) 6 Cascading-Cut(H, z)

Ŕàőæěďãàă Fib-Heap-Decrease-Key àăąőâăěâ âăł. Śŋăçăńă (áâàőłĺ 1–3) ŕàőćěàïěâáï, ďěľáâćĺâěńìŋő ńĺ ŋőćőě ğŋăçěŋĺě łńîçă ňěŋìèě áâăàőčő. Ěáńĺ ďă, âő áâăàőě ğŋăçěŋĺě ğăňěŋïěâáï ŋă ŋőćőě. Ćőğňőęŋő, ŋőćőě ğŋăçěŋĺě ŕő-ŕàěęŋěňã ąőńìèě ğŋăçěŋĺï ć ćěàèĺŋě-àőďĺâěńě, âőčďă ćáñ ć ŕőàïďłě. Ěáńĺ ęě ŋěâ, âő ć áâàőłăå 6–7 ŕőďďěàěćő á łőàŋěň x ćëàěğăěâáï ĺ ŕěàěŋőáĺâáï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł á ŕőňőéìî ŕàőæěďãà ”łăáłăďŋőčő ćëàěğăŋĺï”.

Ĺďěï âãâ ŕàőáâă: ňë ŋě åőâĺň ŕőğćőńïâì ćěàèĺŋě ćáŕńëćăâì ďő łőàŋï (ŋăŕőňŋĺň: ŋăň ŋãęŋă őæěŋłă O(1) ďńï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ). Ŕàĺåőďĺâáï ěñ ćëàěğăâì æěńĺłőň ĺ ŕőňěéăâì ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł. Őâ íâőčő àăáâñâ ŕőâěŋæĺăń, ŋő ćáěčő ŋă O(1), âăł çâő íâő ŋě áâàăèŋő. Ŋő ňë ďőńęŋë áńěďĺâì ğă áâàãłâãàőľ ďěàěćă, ŕőáłőńìłã åőâĺň ĺňěâì ńőčăàĺäňĺçěáłãî őæěŋłã ŋă ňăłáĺňăńìŋãî áâěŕěŋì ćěàèĺŋë (D(n) = O(lg n)). Ğăąěčăï ćŕěàñď, őâňěâĺň, çâő ćëáőâă ďěàěćă ŋě őąïğăŋă ąëâì ńőčăàĺäňĺçěáłőľ (áň. ãŕà. 21.4-1).

Ňë ąãďěň áńěďĺâì, çâőąë ã őďŋőľ ĺ âőľ ęě ćěàèĺŋë, ŋě ćåőďïéěľ ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł, ŋě ãďăńïńőáì ŋěáłőńìłő ďěâěľ. Ďńï íâőčő ĺáŕőńìğãîâáï ŕőňěâłĺ (ŕőńě mark): ŕőáńě ãďăńěŋĺï àěąñŋłă (ŕěàěŋěáěŋĺï ěčő ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Cut) ćěàèĺŋă ďěńăěâáï őâňěçěŋŋőľ, ěáńĺ őŋă àăŋěě ŋě ąëńă őâňěçěŋŋőľ ĺ ŋě ąëńă łőàŋěň (áâàőłĺ 3–4 ŕàőæěďãàë Cascading-Cut). Ěáńĺ ęě ćěàèĺŋă, ã łőâőàőľ ãďăńñŋ àěąñŋőł, ãęě ąëńă őâňěçěŋŋőľ, âő őŋă áăňă ŕěàěŋőáĺâáï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł, ă ďńï ěñ àőďĺâěńï ŕőćâőàïěâáï âă ęě ŕàőæěďãàă.

Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ ćëàěğăŋĺï őáâăñâáï âőńìłő áłőààěłâĺàőćăâì ăâàĺąãâ min[H]. Ğăňěâĺň, çâő ňĺŋĺňăńìŋőľ ňőęěâ ąëâì ńĺąő ćěàèĺŋă á ãňěŋìèěŋŋëň łńîçőň, ńĺąő ŕàěęŋïï ňĺŋĺňăńìŋăï ćěàèĺŋă.

Šăłĺň őąàăğőň, ęĺğŋěŋŋëľ æĺłń ćěàèĺŋë ćëčńïďĺâ âăł. Śŋăçăńă őŋă ďőąăćńïěâáï ć ďěàěćő, ŕőŕăďăï ć ěčő łőàŋěćőľ áŕĺáőł. Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺĺ Consolidate ďěàěćìï ć łőàŋěćőň áŕĺáłě őąêěďĺŋïîâáï. Ŕàĺ íâőň ćěàèĺŋă ňőęěâ ńĺąő őáâăâìáï ć łőàŋěćőň áŕĺáłě, ŕàĺőąàěâï ŋőćőčő àěąñŋłă (ěáńĺ ěñ łńîç ňěŋìèě łńîçă ďàãčőľ ćěàèĺŋë, á łőâőàőľ őŋă őąêěďĺŋïěâáï), ńĺąő áâăâì àěąñŋłőň ďàãčőľ ćěàèĺŋë łőàŋěćőčő áŕĺáłă. Ćěàèĺŋă łőàŋěćőčő áŕĺáłă ňőęěâ ŋě âőńìłő ŕàĺőąàěâăâì ďěâěľ, ŋő ĺ âěàïâì ĺå (ŕàőæěďãàă Cut); őâňěâĺň, çâő ŕàĺ íâőň őŋă ŋě áâăŋőćĺâáï ŕőňěçěŋŋőľ (áâàőłă 4 ŕàőæěďãàë Cascading-Cut ćëŕőńŋïěâáï, ńĺèì ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě ć áâàőłě 2).

Ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ćěàèĺŋă ĺáłńîçăěâáï ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă, áâăŋőćïáì àěąñŋłőň ďàãčőľ ćěàèĺŋë ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŕàőæěďãàë Consolidate. Ŕàĺ íâőň ěñ ŕőňěâłă (ěáńĺ őŋă ąëńă) ãďăńïěâáï (áâàőłă 3 ŕàőæěďãàë Fib-Link). Ś íâőčő ňőňěŋâă ŋőćëå ďěâěľ ã ŋěñ ŋě ŕàĺąăćńïěâáï, ŋő ňőęěâ ąëâì ãďăńñŋ őďĺŋ àěąñŋőł, őâçěčő őŋă áâăŋěâ ŕőňěçěŋŋőľ. Ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ ćâőàőčő àěąñŋłă ćěàèĺŋă ćŋőćì ŕěàěňěéăěâáï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł, áâăŋőćïáì ŋěŕőňěçěŋŋőľ. Ďàãčőľ áŕőáőą ćěàŋãâìáï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł — őłăğăâìáï àěąñŋłőň ĺğëňăěňőľ ćěàèĺŋë ŕàĺ őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Extract-Min (ŕàĺ íâőň ŕőňěâłă ŋě ňěŋïěâáï).

Ŕőáńě ćőğćàăéěŋĺï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ł ćěàèĺŋě ćŋőćì ňőčãâ ďőąăćńïâìáï ďěâĺ (ŕàĺ őŕěàăæĺĺ Consolidate). Ďěâĺ ňőčãâ ĺ ãďăńïâìáï (őŕěàăæĺï Cut). Ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ćěàèĺŋă áŋőćă ňőęěâ őłăğăâìáï àěąñŋłőň ďàãčőľ ćěàèĺŋë łőàŋěćőčő áŕĺáłă, ĺ âăł ďăńěě — ďő âěå ŕőà, ŕőłă íâă ćěàèĺŋă ŋě ąãďěâ ĺğêïâă ĺğ ďěàěćă (ĺńĺ ŋě ąãďěâ ãňěŋìèěŋ łńîç).

Ŋă àĺá. 21.4 ŕőłăğăŋë ďćě őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Decrease-Key, ŕěàćăï ĺğ łőâőàëå ŋě ćëğëćăěâ æěŕőçłĺ őŕěàăæĺľ Cut, ă ćâőàăï ćëğëćăěâ.

Ŕőłăęěň, çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Decrease- Key áőáâăćńïěâ O(1). Ŋăçŋěň á őŕàěďěńěŋĺï äăłâĺçěáłőľ áâőĺňőáâĺ. Ŕàőæěďãàë Fib-Heap-Decrease-Key, Cut ĺ Cascading-Cut ŋě áőďěàęăâ æĺłńőć, âăł çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ďńĺŋě æěŕőçłĺ àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć (łőâőàãî ňë őąőğŋăçĺň çěàěğ c).

Łăł ŕàĺ íâőň ňěŋïěâáï ŕőâěŋæĺăń? Űěŕőçłă àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć áőőâćěâáâćãěâ æěŕőçłě ŕőňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ ć ďěàěćě, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ïćńïěâáï àěąñŋłőň áńěďãîéěľ. İâĺ ćěàèĺŋë ŕěàěňěéăîâáï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł ĺ áâăŋőćïâáï ŋěŕőňěçěŋŋëňĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ŕőâěŋæĺăń ãćěńĺçĺćăěâáï ŕàĺňěàŋő ŋă c ğă áçñâ ãćěńĺçěŋĺï çĺáńă ćěàèĺŋ ć łőàŋěćőň áŕĺáłě, ŋő ĺ ãňěŋìèăěâáï ŕàĺňěàŋő ŋă 2c ğă áçñâ âőčő, çâő ãňěŋìèăěâáï çĺáńő ŕőňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ. (Ŕàăćďă, ňőęěâ ŕőïćĺâìáï ŋőćăï ŕőňěçěŋŋăï ćěàèĺŋă, ŋő íâă ŕőŕàăćłă ĺňěěâ ŕőàïďőł O(1).) Ć ĺâőčě ŕőâěŋæĺăń ãňěŋìèăěâáï ŋă c+O(1). (Šěŕěàì ïáŋő, ŕőçěňã ŕàĺ őŕàěďěńěŋĺĺ ŕőâěŋæĺăńă çĺáńő ŕőňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ ãçĺâëćăńőáì áő ćďćőě ąőńìèĺň ćěáőň, çěň çĺáńő ćěàèĺŋ ć łőàŋěćőň áŕĺáłě!)

Şňŋőęăï ŕőâěŋæĺăń ŋă ďőáâăâőçŋãî łőŋáâăŋâã (ćëąĺàăï ąőńìèãî ” ěďĺŋĺæã àăąőâë”), ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ãňěŋìèěŋĺě ŕőâěŋæĺăńă łőňŕěŋáĺàãěâ äăłâĺçěáłãî áâőĺňőáâì æěŕőçłĺ àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć, âăł çâő ãçñâŋăï áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Fib-Heap- Decrease-Key ěáâì O(1).

Řĺáãŋőł 21.4 Ďćă ćëğőćă ŕàőæěďãàë Fib-Heap-Decrease-Key. (ă) Ĺáåőďŋăï äĺąőŋăççĺěćă łãçă. (ą) Łńîç 46 ãňěŋìèăěâáï ďő 15, áőőâćěâáâćãîéăï ćěàèĺŋă áâăŋőćĺâáï łőàŋěćőľ, ă ěñ àőďĺâěńì (á łńîçőň 24) — őâňěçěŋŋëň. (ć)–(ď) Łńîç 35 ãňěŋìèăěâáï ďő 5; ćěàèĺŋă áâăńă łőàŋěćőľ (ć). Ěñ àőďĺâěńì (á łńîçőň 26) ąëń őâňěçěŋ, âăł çâő ěčő ŕàĺåőďĺâáï âăłęě ŕěàěŋěáâĺ ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł (č); ğăâěň âő ęě áăňőě ŕàőĺáåőďĺâ ĺ á łńîçőň 24. Ŋă íâőň łăáłăď ćëàěğăŋĺľ ğăłăŋçĺćăěâáï, âăł łăł ćěàèĺŋă á łńîçőň 7 — łőàŋěćăï. (Ěáńĺ ąë őŋă ŋě ąëńă łőàŋěćőľ, âő őŋă áâăńă ąë őâňěçěŋŋőľ, ĺ łăáłăď ćáñ àăćŋő ğăłőŋçĺńáï ąë.) Ŕőáńě íâőčő őáâăñâáï ŕěàěŋěáâĺ ãłăğăâěńì min[H] ŋă ŋőćãî ňĺŋĺňăńìŋãî ćěàèĺŋã (ď).

Şďăńěŋĺě ćěàèĺŋë

İâă őŕěàăæĺï áćőďĺâáï ł ďćãň àăááňőâàěŋŋëň àăŋěě (ňë áçĺâăěň, çâő łńîç −∞ ňěŋìèě ćáěå łńîçěľ łãçĺ).

Fib-Heap-Delete(H, x) 1 Fib-Heap-Decrease-Key(H, x, −∞) 2 Fib-Heap-Extract-Min(H)

Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňë ŕőáâãŕăńĺ ĺ á ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ ďěàěćìïňĺ. Śŋăçăńă ćěàèĺŋă x ďěńăěâáï ňĺŋĺňăńìŋőľ, ă ğăâěň ãďăńïěâáï. Şçñâŋăï áâőĺňőáâì âăłĺå ďěľáâćĺľ àăćŋă áãňňě ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Decrease-Key (łőâőàăï ěáâì O(1)) ĺ őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Extract-Min (łőâőàăï ěáâì O(D(n))).

Őæěŋłă ňăłáĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ 429

Şŕàăęŋěŋĺï

21.3-1 Łăłĺň őąàăğőň ňőęěâ ŕőïćĺâìáï ŕőňěçěŋŋăï ćěàèĺŋă ć łőàŋěćőň áŕĺáłě?

21.3-2 Ďőłăęĺâě őæěŋłã O(1) ďńï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺĺ Fib-Heap-Decrease-Key, ĺáŕőńìğãï ňěâőď čàãŕŕĺàőćłĺ (àăğďěń 18.1).

21.4 Őæěŋłă ňăłáĺňăńìŋőľ áâěŕěŋĺ

Ďńï ŕőńãçěŋĺï őąěéăŋŋëå őæěŋőł O(lg n) ďńï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ őŕěàăæĺľ Fib-Heap-Extract-Min ĺ Fib-Heap-Delete őáâăńőáì ŕőłăğăâì, çâő ňăłáĺňăńìŋăï áâěŕěŋì D(n), łőâőàãî ňőęěâ ĺňěâì łăłăï-ńĺąő ćěàèĺŋă ć äĺąőŋăççĺěćőľ łãçě á n ćěàèĺŋăňĺ, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ O(lg n).

Łăł ŕőłăğëćăěâ ãŕàăęŋěŋĺě 21.2-3, ěáńĺ ćáě ďěàěćìï ć äĺąőŋăççĺěćőľ łãçě ïćńïîâáï ŋěãŕőàïďőçěŋŋëňĺ ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ ďěàěćìïňĺ, âő D(n) = ⌊lg n⌋. Ŋő őŕěàăæĺĺ ćëàěğăŋĺï, łőâőàëě ŕàőĺáåőďïâ ćő ćàěňï ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Fib-Heap-Decrease-Key, ŕàĺćőďïâ ł âőňã, çâő ďěàěćìï ć äĺąőŋăççĺěćőľ łãçě ąőńěě ŋě ïćńïîâáï ąĺŋőňĺăńìŋëňĺ. Ňë ŕőłăęěň, çâő âěň ŋě ňěŋěě ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕĺáăŋŋëå őŕěàăæĺľ őáâăñâáï ć áĺńě őæěŋłă D(n) = O(lg_2 n). Šőçŋěě, ňë ãáâăŋőćĺň, çâő D(n) ⩽ ⌊log_φ n⌋, čďě φ = (1 + √ 5)/2.

Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ çěàěğ size(x) őąőğŋăçĺň çĺáńő ćěàèĺŋ ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň x, áçĺâăï áăňã ćěàèĺŋã x. (Ćěàèĺŋă x ŋě őąïğăŋă ąëâì łőàŋěćőľ ćěàèĺŋőľ łãçĺ.) Ňë ŕőłăęěň, çâő ćěńĺçĺŋă size(x) íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ degree[x]. (Ŋăŕőňŋĺň, çâő ŕőńě degree[x] ŕőďďěàęĺćăěâáï àăćŋëň áâěŕěŋĺ ćěàèĺŋë x.)

Ńěňňă 21.1. Ŕãáâì x — ŕàőĺğćőńìŋăï ćěàèĺŋă äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ, ĺ ŕãáâì degree[x] = k. Šőčďă áâěŕěŋĺ k ďěâěľ ćěàèĺŋë x ŋě ňěŋìèě 0, 0, 1, 2, 3, . . ., k − 2, ěáńĺ ĺå àăáŕőńőęĺâì ć ŋăďńěęăéěň ŕőàïďłě.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďńï ćěàèĺŋ, ŋě ćåőďïéĺå ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł, őŕàěďěńĺň ” ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋãî áâěŕěŋì”, łőâőàăï ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèě àěăńìŋőľ áâěŕěŋĺ ďńï ŕőňěçěŋŋëå (ĺ áőćŕăďăěâ á ŋěľ ďńï ŋěŕőňěçěŋŋëå). Śňëáń íâőčő âăłőľ: ŕőáłőńìłã ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ àěąñŋłă ã ćěàèĺŋë ďěńăěâáï ŕőňěâłă, âő ěñ ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋăï áâěŕěŋì ŋě ňěŋïěâáï, ă ďőąăćńěŋĺě ďěâěľ ćőğňőęŋő âőńìłő ďńï ćěàèĺŋ ć łőàŋěćőň áŕĺáłě. Šăłĺň őąàăğőň, ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋăï áâěŕěŋì ěáâì áâěŕěŋì ŋă ňőňěŋâ (ŕőáńěďŋěčő) ćëąëâĺï ćěàèĺŋë ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă.

Ŕőáłőńìłã ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋăï áâěŕěŋì őâńĺçăěâáï őâ àěăńìŋőľ ŋě ąőńěě çěň ŋă 1, ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì, çâő ã ćěàèĺŋë (àěăńìŋőľ) áâěŕěŋĺ k ďěâĺ ĺňěîâ ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋãî áâěŕěŋì ŋě ňěŋěě 0, 1, 2, . . ., k − 1. §áŋő, çâő íâő áćőľáâćő áőåàăŋïěâáï ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ őďŋőčő ĺğ ďěâěľ. Łàőňě âőčő, őŋő áőåàăŋïěâáï ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ł ćěàèĺŋě áâěŕěŋĺ k ďàãčőľ ćěàèĺŋë áâěŕěŋĺ k (ŕàĺ ŕőďçĺŋěŋĺĺ őďŋőľ ćěàèĺŋë łőàŋěćőčő áŕĺáłă ďàãčőľ ŕěàćăï ďěńăěâáï ŋěŕőňěçěŋŋőľ, âăł çâő ěñ àěăńìŋăï áâěŕěŋì àăćŋă ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋőľ).

Šěŕěàì őæěŋĺň çĺáńő ŕőâőňłőć ďńï ćěàèĺŋë áâěŕěŋĺ k, ĺáŕőńìğãï çĺáńă Ťĺąőŋăççĺ. Ŋăŕőňŋĺň, çâő k-ě çĺáńő Ťĺąőŋăççĺ F_k őŕàěďěńïěâáï âăł:

F_k =

0 ěáńĺ k = 0, 1 ěáńĺ k = 1, F_{k−1} + F_{k−2} ěáńĺ k ⩾ 2.

Ńěňňă 21.2.

F_{k+2} = 1 + k∑ i=0 F_i ďńï ńîąőčő k ⩾ 0.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàĺ k = 0 íâő ćěàŋő: 1 +

∑_0

i=0 F_i = 1 + F_0 = 1 + 0 = 1 = F_2.

Řăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ŕàěďŕőńăčăěň, çâő F_{k+1} = 1 + ∑_{k−1} i=0 F_i.

Šőčďă

F_{k+2} = F_k + F_{k+1} = F_k + ( 1 + k−1∑ i=0 F_i ) = 1 + k∑ i=0 F_i.

Šěŕěàì ňë ãęě ňőęěň őæěŋĺâì çĺáńő ćěàèĺŋ ć ŕőďďěàěćě, ěáńĺ ĺğćěáâŋă áâěŕěŋì ěčő łőàŋï. Ŋăŕőňŋĺň, çâő F_{k+2} ⩾ φ^k, čďě φ = (1 + √ 5)/2 = 1.61803 . . . — ”ğőńőâőě áěçěŋĺě” (2.14). (İâő ŋěàăćěŋáâćő ďőłăğăŋő ć ãŕà. 2.2-8.)

Ńěňňă 21.3. Ŕãáâì x — ćěàèĺŋă äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ, ĺňěîéăï áâěŕěŋì k ĺńĺ ąőńìèě. Šőčďă size(x) ⩾ F_{k+2} ⩾ φ^k, čďě φ = (1 + √ 5)/2.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕő ńěňňě 21.1 ćěàèĺŋă x ĺňěěâ áàěďĺ áćőĺå ďěâěľ ćěàèĺŋë áâěŕěŋĺ ŋě ňěŋěě 0, 0, 1, 2, 3, . . ., k−2. Řăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ňë ňőęěň áçĺâăâì, çâő ďńï ďěâěľ ďőłăğëćăěňőě ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő. (Ŕàĺ k = 0 çĺáńő F_{k+2} àăćŋő 1 ĺ őæěŋłă őçěćĺďŋă.) Śłńăďëćăï çĺáńő ćěàèĺŋ ć ŕőďďěàěćìïå ĺ ŕàĺąăćńïï áăňã ćěàèĺŋã x,

Ğăďăçĺ ł čńăćě 21 431

ŕőńãçăěň, çâő

size(x) ⩾ (F_2 + F_2 + F_3 + F_4 + . . . + F_k ) + 1 = = (F_0 + F_1 + F_2 + . . . + F_k) + 1 = F_{k+2}

(ňë ĺáŕőńìğãěň àăćěŋáâćő F_0 + F_1 = F_2 ĺ ńěňňã 21.2).

Śńěďáâćĺě 21.4. Ňăłáĺňăńìŋăï áâěŕěŋì D(n) łăłőľ-ńĺąő ćěàèĺŋë ć äĺąőŋăççĺěćőľ łãçě á n ćěàèĺŋăňĺ ěáâì O(lg n).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì x — ŕàőĺğćőńìŋăï ćěàèĺŋă âăłőľ łãçĺ ĺ ŕãáâì k = degree[x]. Ŕő ńěňňě 21.3 ĺňěěň n ⩾ size(x) ⩾ φ^k, őáâăñâáï ćğïâì ńőčăàĺäň ŕő őáŋőćăŋĺî φ.

Şŕàăęŋěŋĺï

21.4-1 Ŕàőäěááőà ãâćěàęďăěâ, çâő ćëáőâă äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ ĺğ n íńěňěŋâőć ŋě ŕàěćëèăěâ O(lg n). Ŕőłăęĺâě, çâő őŋ őèĺąăěâáï ĺ çâő áãéěáâćãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őŕěàăæĺľ àăááňőâàěŋŋëå ŋăňĺ âĺŕőć, łőâőàăï ŕàĺćőďĺâ ł łãçě, áőáâőïéěľ àőćŋő ĺğ őďŋőčő ďěàěćă, ïćńïîéěčőáï ńĺŋěľŋőľ æěŕìî ĺğ n ćěàèĺŋ.

21.4-2 Ĺğňěŋĺň ŕàăćĺńă ĺ ąãďěň áçĺâăâì, çâő ćěàèĺŋă ŕěàěňěéăěâáï ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł, łőčďă őŋă ŕőâěàïńă k áćőĺå ŕőâőňłőć, čďě k — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă (ďő áĺå ŕőà ňë áçĺâăńĺ, çâő k = 2). Ŕàĺ łăłĺå ğŋăçěŋĺïå k ňőęŋő ãâćěàęďăâì, çâő D(n) = O(lg n)?

Ğăďăçĺ

21-1 Ďàãčőľ áŕőáőą ãďăńěŋĺï íńěňěŋâă

Ŕàőäěááőà ŕàěďńőęĺń áńěďãîéĺľ ćăàĺăŋâ ŕàőæěďãàë Fib-Heap- Delete, ãâćěàęďăï, çâő ŋőćăï ŕàőæěďãàă àăąőâăěâ ąëáâàěě ć âőň áńãçăě, łőčďă ãďăńïěňăï ćěàèĺŋă — ŋě ňĺŋĺňăńìŋăï.

New-Delete(H, x) 1 if x = min[H] 2 then Fib-Heap-Extract-Min(H) 3 else y ← p[x] 4 if y ≠ nil 5 then Cut(H, x, y) 6 Cascading-Cut(H, y) 7 ďőąăćĺâì ďěâěľ ćěàèĺŋë x ć łőàŋěćőľ áŕĺáőł łãçĺ H 8 ãďăńĺâì x ĺğ łőàŋěćőčő áŕĺáłă łãçĺ H a. Ŕàőäěááőà čőćőàĺâ, çâő ďăŋŋăï ŕàőæěďãàă àăąőâăěâ ąëáâàő, ŕőáłőńìłã äăłâĺçěáłőě ćàěňï ĺáŕőńŋěŋĺï áâàőłĺ 7 ěáâì O(1). Łăłőě őąáâőïâěńìáâćő őŋ ãŕãáłăěâ ĺğ ćĺďã?

ą. Őæěŋĺâě áćěàåã ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë New-Delete ďńï áńãçăï x ≠ min[H] ć âěàňĺŋăå degree[x] ĺ çĺáńă c ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Cascading-Cut.

ć. Ŕãáâì H^′ — äĺąőŋăççĺěćă łãçă, ŕőńãçăîéăïáï ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë New-Delete(H, x). Ŕàěďŕőńăčăï, çâő ćěàèĺŋă x ŋě ïćńïěâáï łőàŋěň, őæěŋĺâě ŕőâěŋæĺăń łãçĺ H^′ ć âěàňĺŋăå ćěńĺçĺŋ degree[x], c, t[H] (çĺáńő ďěàěćìěć ć łőàŋěćőň áŕĺáłě) ĺ m[H] (çĺáńő őâňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ).

č. Ŕőńãçĺâě őæěŋłã ďńï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ ćëŕőńŋěŋĺï New- Delete ďńï áńãçăï x ≠ min[H]. Ąãďěâ ńĺ őŋă ńãçèě ŕàěęŋěľ?

21-2 Ďőŕőńŋĺâěńìŋëě őŕěàăæĺĺ ŋăď äĺąőŋăççĺěćëňĺ łãçăňĺ Ňë åőâĺň àěăńĺğőćăâì ěéñ ďćě őŕěàăæĺĺ, ŋě ňěŋïï ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ àăŋěě àăááňőâàěŋŋëå őŕěàăæĺľ.

ă. Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋãî àěăńĺğăæĺî őŕěàăæĺĺ Fib-Heap- Change-Key(H, x, k) łőâőàăï ŕàĺáćăĺćăěâ łńîçã ćěàèĺŋë x ŋőćőě ğŋăçěŋĺě k. Őæěŋĺâě ãçñâŋãî áâőĺňőáâì íâőľ őŕěàăæĺĺ (ŕàĺ ćăèěľ àěăńĺğăæĺĺ) ďńï áńãçăěć k < key[x], k = key[x], k > key[x].

ą. Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋãî àěăńĺğăæĺî őŕěàăæĺĺ Fib-Heap- Prune(H, r) łőâőàăï ãďăńïěâ min(r, n[H]) ćěàèĺŋ ĺğ H (ćáñ àăćŋő łăłĺå). Őæěŋĺâě ãçñâŋãî áâőĺňőáâì íâőľ őŕěàăæĺĺ (ďńï ćăèěľ àěăńĺğăæĺĺ). (Şłăğăŋĺě: ňőęěâ ŕőâàěąőćăâìáï ĺğňěŋěŋĺě áâàãłâãàë ďăŋŋëå ĺ ŕőâěŋæĺăńìŋőľ äãŋłæĺĺ.)

Ğăňěçăŋĺï

Ťĺąőŋăççĺěćë łãçĺ ććěńĺ Ťàěďňăŋ ĺ Šăàìïŋ [75]. Ć ĺå áâăâìě őŕĺáăŋë âăłęě ŕàĺńőęěŋĺï äĺąőŋăççĺěćëå łãç ł ğăďăçăň ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë, ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ, ő ŕăàőáőçěâăŋĺïå á ćěáăňĺ ĺ ő ňĺŋĺňăńìŋőň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě.

Ćŕőáńěďáâćĺĺ Ďàĺáłőńń, Śăàŋăł, Śńěăâőà ĺ Šăàìïŋ àăğàăąőâăńĺ áâàãłâãàã ďăŋŋëå, ŋăğëćăěňãî ”relaxed heaps”, łăł ğăňěŋã ďńï äĺąőŋăççĺěćëå łãç. Ěáâì ďćě àăğŋőćĺďŋőáâĺ âăłőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå. Őďŋă ĺğ ŋĺå ďăñâ âě ęě őæěŋłĺ ãçñâŋőľ áâőĺňőáâĺ, çâő ĺ äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ. Ďàãčăï ŕőğćőńïěâ ćëŕőńŋïâì őŕěàăæĺî Decrease- Key ğă ćàěňï O(1) ć åãďèěň áńãçăě (ŋě ãçñâŋőě), ă őŕěàăæĺĺ Extract-Min ĺ Delete — ğă ćàěňï O(lg n) ć åãďèěň áńãçăě. İâă áâàãłâãàă ďăŋŋëå ĺňěěâ âăłęě ŋěłőâőàëě ŕàěĺňãéěáâćă (ŕő áàăć-

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 21 433

ŋěŋĺî á äĺąőŋăççĺěćëňĺ łãçăňĺ) ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ć ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňăå.

22 Śĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć

Ć ŋěłőâőàëå ŕàĺńőęěŋĺïå ŕőńěğŋă áńěďãîéăï áâàãłâãàă ďăŋŋëå: n íńěňěŋâőć àăğąĺâë ć őąêěďĺŋěŋĺě ŋěŕãáâëå ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć, ŕàĺçěň ŕőďďěàęĺćăîâáï őŕěàăæĺĺ ” őąêěďĺŋěŋĺě” (ďćă ďăŋŋëå ňŋőęěáâćă ğăňěŋïîâáï ŋă ĺå őąêěďĺŋěŋĺě) ĺ ”ŋăľâĺ ňŋőęěáâćő” (ŕő ďăŋŋőňã íńěňěŋâã ćëïáŋĺâì, ć łăłőň ĺğ ňŋőęěáâć őŋ ńěęĺâ). Ć íâőľ čńăćě àăááłăğăŋő, łăł ňőęŋő àěăńĺğőćăâì âăłãî áâàãłâãàã ďăŋŋëå.

Ć àăğďěńě 22.1 ňë ďăñň âőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě ĺŋâěàěáãîéěľ ŋăá áâàãłâãàë ďăŋŋëå ĺ ŕàĺćőďĺň ŕàőáâőľ ŕàĺňěà ěě ŕàĺňěŋěŋĺï. Ć àăğďěńě 22.2 őąáãęďăěâáï ŕàőáâěľèăï àěăńĺğăæĺï á ŕőňőéìî áŕĺáłőć. Řăğďěń 22.3 ŕőáćïéñŋ ąőńěě íääěłâĺćŋőľ àěăńĺğăæĺĺ á ŕőňőéìî ńěáă. Ďńï ŋěñ ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï m őŕěàăæĺľ ŋěňŋőčő ŕàěćőáåőďĺâ O(m) — ŋăáâőńìłő ŋěňŋőčő, çâő ďńï ćáěå ŕàăłâĺçěáłĺå æěńěľ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï m őŕěàăæĺľ ěáâì O(m).

Ąőńěě âőçŋő, ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï m őŕěàăæĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ C(m)m, čďě C(m) àăáâñâ á àőáâőň m, ŋő őçěŋì ňěďńěŋŋő: łőíääĺæĺěŋâ C(m) ňőęŋő őæěŋĺâì áćěàåã á ŕőňőéìî âăł ŋăğëćăěňőľ ”őąàăâŋőľ äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă”. Őŕàěďěńěŋĺě őąàăâŋőľ äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă ďăñâáï ć àăğďěńě 22.4. Šăň ęě ďőłăğëćăěâáï ąőńěě áńăąăï (ĺ ąőńěě ŕàőáâő ďőłăğëćăěňăï) ćěàåŋïï őæěŋłă ćàěňěŋĺ àăąőâë.

22.1 Őŕěàăæĺĺ á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï ňŋőęěáâćăňĺ

Śĺáâěňă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (disjoint-set data structure) ěáâì ŋăąőà ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ŋěŕãáâëå ňŋőęěáâć, ć łăęďőň ĺğ łőâőàëå ğăäĺłáĺàőćăŋ őďĺŋ ĺğ íńěňěŋâőć — ŕàěďáâăćĺâěńì (representative). Ŕàĺ íâőň ďőńęŋë ŕőďďěàęĺćăâìáï áńěďãîéĺě őŕěàăæĺĺ:

Make-Set(x) (”áőğďăâì ňŋőęěáâćő”). Śőğďăñâ ŋőćőě ňŋőęěáâćő, ěďĺŋáâćěŋŋëň íńěňěŋâőň (ĺ âěň áăňëň ŕàěďáâăćĺâěńěň) łőâőàőčő ïćńïěâáï x. Ŕőáłőńìłã ňŋőęěáâćă ŋě ďőńęŋë ŕěàěáěłăâìáï, âàěąãěâáï, çâőąë íńěňěŋâ x ŋě ńěęăń ŋĺ ć őďŋőň ĺğ ãęě ĺňěîéĺåáï ňŋőęěáâć.

Őŕěàăæĺĺ á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï ňŋőęěáâćăňĺ 435

Find-Set(x) (”ŋăľâĺ ňŋőęěáâćő”). Ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ŕàěďáâăćĺâěńì (ěďĺŋáâćěŋŋőčő) ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéěčő íńěňěŋâ x. Union(x, y) (”őąêěďĺŋěŋĺě”). Ŕàĺňěŋĺňă, ěáńĺ íńěňěŋâë x ĺ y áőďěàęăâáï ć àăğńĺçŋëå ňŋőęěáâćăå S_x ĺ S_y , ĺ ğăňěŋïěâ íâĺ ňŋőęěáâćă ŋă őąêěďĺŋěŋĺě S_x ∪ S_y; ŕàĺ íâőň ćëąĺàăěâáï ŋěłőâőàëľ ŕàěďáâăćĺâěńì ďńï S_x ∪ S_y . Śăňĺ ňŋőęěáâćă S_x ĺ S_y ŕàĺ íâőň ãďăńïîâáï.

Ć ŋěłőâőàëå ŕàĺńőęěŋĺïå ćëąőà ŕàěďáâăćĺâěńï ć ňŋőęěáâćě ďőńęěŋ ŕőďçĺŋïâìáï łăłĺň-âő ŕàăćĺńăň (ŋăŕàĺňěà, íńěňěŋâë ňőčãâ ąëâì ãŕőàïďőçěŋë ĺ ŕàěďáâăćĺâěńěň ïćńïěâáï ŋăĺňěŋìèĺľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă). Ć ńîąőň áńãçăě áãéěáâćěŋŋő, çâő ŕàěďáâăćĺâěńì ňŋőęěáâćă ŋě ňěŋïěâáï, ŕőłă áăňő ňŋőęěáâćő őáâăěâáï ŋěĺğňěŋŋëň.

Ć íâőľ čńăćě ňë őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë őŕěàăæĺľ ŋăď áĺáâěňăňĺ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć. Ŕăàăňěâàăňĺ ąãďãâ çĺáńő őŕěàăæĺľ Make-Set (âő ěáâì őąéěě çĺáńő íńěňěŋâőć ćő ćáěå ňŋőęěáâćăå), łőâőàőě ňë őąőğŋăçĺň çěàěğ n, ă âăłęě áãňňăàŋőě çĺáńő őŕěàăæĺľ Union, Make-Set ĺ Find-Set, łőâőàőě ňë őąőğŋăçĺň çěàěğ m. Ŕàěęďě ćáěčő ğăňěâĺň, çâő (ŕő őŕàěďěńěŋĺî) m ⩾ n, ă âăłęě çâő çĺáńő őŕěàăæĺľ Union ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n − 1 (ŕőáńě łăęďőľ ĺğ ŋĺå łőńĺçěáâćő ňŋőęěáâć ãňěŋìèăěâáï ŋă ěďĺŋĺæã).

Ŕàĺňěà ĺáŕőńìğőćăŋĺï áĺáâěň ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć Ŕàĺňěŋĺň áĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć ł ğăďăçě ő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâăå ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă (áň. àăğďěń 5.4; ŕàĺňěà čàăäă á çěâëàìňï áćïğŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ ďăŋ ŋă àĺá. 22.1ă).

Ăńčőàĺâň Connected-Components (áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë), ŕàĺćěďñŋŋëľ ŋĺęě, àăğąĺćăěâ ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ čàăäă ŋă ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï ňŋőęěáâćă, áőőâćěâáâćãîéĺě áćïğŋëň łőňŕőŋěŋâăň; ŕőáńě íâőčő ňőęŋő á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Same-Component ćëïáŋĺâì, ńěęăâ ńĺ ďćě ďăŋŋëě ćěàèĺŋë ć őďŋőľ łőňŕőŋěŋâě. Ěáńĺ čàăä ğăďăŋ ğăàăŋěě (”àěęĺň off-line”), ąëáâàěě ŋăľâĺ ěčő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë á ŕőňőéìî ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã (ãŕàăęŋěŋĺě 23.3-9); őďŋăłő ěáńĺ čàăä áâàőĺâáï ŕőáâěŕěŋŋő ĺ ć ńîąőľ ňőňěŋâ ŋăďő ãňěâì őâćěçăâì ŋă ćőŕàőá, łăłőćë ěčő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë (”àěęĺň on-line”), âő ňőęěâ őłăğăâìáï ćëčőďŋěě ŕàĺňěŋĺâì ŋăè ăńčőàĺâň, ă ŋě ŕàőćőďĺâì ğăŋőćő ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï łăęďőčő ĺğ àñąěà.

Ŋĺęě E[G] ĺ V [G] őąőğŋăçăîâ ňŋőęěáâćă áőőâćěâáâćěŋŋő àñąěà ĺ ćěàèĺŋ čàăäă G.

Connected-Components(G)
1 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë v\in V[G]
2 do Make-Set(v)
3 for (ďńï) łăęďőčő àěąàă (u,v) \in E[G]
4 do if Find-Set(u)\ne Find-Set(v)
5 then Union(u,v)

Řĺá. 22.1 (çăáâì (ą) ï ďăęě ą-ň ŋăàĺáőćăń)

őąàăąőâăŋŋőě àěąàő ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï ňŋőęěáâćă ćŋăçăńě {a} {b} {c} {d} {e} {f} {g} {h} {i} {j} (b, d) {a} {b, d} {c} {e} {f} {g} {h} {i} {j} (e, g) {a} {b, d} {c} {e, g} {f} {h} {i} {j} (a, c) {a, c} {b, d} {e, g} {f} {h} {i} {j} (h, i) {a, c} {b, d} {e, g} {f} {h, i} {j} (a, b) {a, b, c, d} {e, g} {f} {h, i} {j} (e, f) {a, b, c, d} {e, f, g} {h, i} {j} (b, c) {a, b, c, d} {e, f, g} {h, i} {j} Řĺáãŋőł 22.1 22.1 ă) Čàăä, áőáâőïéĺľ ĺğ çěâëàěå áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ: {a, b, c, d}, {e, f, g}, {h, i} ĺ {j}. ą) Ŕőáńěďőćăâěńìŋëě áőáâőïŋĺï áĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć ć ŕàőæěááě àăąőâë ăńčőàĺâňă Connected-Components.

Same-Component(u,v)
1 if Find-Set(u)=Find-Set(v)
2 then return true
3 else return false

Ăńčőàĺâň Connected-Components àăąőâăěâ âăł. Śŋăçăńă łăęďăï ćěàèĺŋă àăááňăâàĺćăěâáï łăł őďŋőíńěňěŋâŋőě ŕőďňŋőęěáâćő. Ďăńěě ďńï łăęďőčő àěąàă čàăäă ňë őąêěďĺŋïěň ŕőďňŋőęěáâćă, ć łőâőàëě ŕőŕăńĺ łőŋæë íâőčő àěąàă (àĺá. 22.1ą). Łőčďă ćáě àñąàă őąàăąőâăŋë, ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ àăğąĺćăěâáï ŋă áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë (ãŕà. 22.1-2). Šěŕěàì ŕàőæěďãàă Same-Component őŕàěďěńïěâ, ńěęăâ ńĺ ďćě ďăŋŋëě ćěàèĺŋë ć őďŋőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě, ďćăęďë ćëğćăć ŕàőæěďãàã Find-Set.

Şŕàăęŋěŋĺï 22.1-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 22.1, őŕĺèĺâě ćëŕőńŋěŋĺě ăńčőàĺâňă Connected-Components ďńï čàăäă G, ã łőâőàőčő V [G] = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k} ĺ E[G] = { (d, i), (f, k), (g, i), (b, g), (a, h), (i, j), (d, k), (b, j), (d, f), (g, j), (a, e), (i, d) }. Řñąàă őąàăąăâëćăîâáï ć âőň ŕőàïďłě, ć łőâőàőň őŋĺ ćëŕĺáăŋë.

22.1-2 Ŕőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň Connected-Components ďěľáâćĺâěńìŋő ŋăåőďĺâ áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë čàăäă.

22.1-3 Ăńčőàĺâň Connected-Components ŕàĺňěŋĺńĺ ł čàăäã á v ćěàèĺŋăňĺ ĺ e àěąàăňĺ, áőáâőïéěňã ĺğ k áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ. Śłőńìłő ŕàĺ íâőň ąëńő ćëğőćőć ŕàőæěďãà Find-Set ĺ Union?

Řĺá. 22.2 Ŕőďŕĺáì:

ă) Ŕàěďáâăćńěŋĺě ďćãå ňŋőęěáâć á ŕőňőéìî áŕĺáłőć. Ŕàěďáâăćĺâěńěň ňŋőęěáâćă {b, c, e, h} ïćńïěâáï íńěňěŋâ c, ŕàěďáâăćĺâěńěň {d, f, g} ïćńïěâáï f. Łăęďëľ őąêěłâ ć áŕĺáłě áőďěàęĺâ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă, ãłăğăâěńì ŋă áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ ĺ ãłăğăâěńì ŋă ŕàěďáâăćĺâěńï (âő ěáâì ŋă ŋăçăńő áŕĺáłă). ą) Řěğãńìâăâ ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺĺ Union(e, g). Ŕàěďáâăćĺâěńì őąêěďĺŋěŋĺï ňŋőęěáâć ěáâì f.

22.2 Řěăńĺğăæĺï á ŕőňőéìî áŕĺáłőć

Śăňëľ ŕàőáâőľ ćăàĺăŋâ àěăńĺğăæĺĺ áĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć åàăŋĺâ łăęďőě ňŋőęěáâćő ć ćĺďě áŕĺáłă. Ŕàĺ íâőň ŕàěďáâăćĺâěńěň ňŋőęěáâćă áçĺâăěâáï ŕěàćëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă, ĺ łăęďëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă áőďěàęĺâ ááëńłĺ ŋă áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ áŕĺáłă ĺ ŋă ŕěàćëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă (łőâőàëľ áçĺâăěâáï ŕàěďáâăćĺâěńěň áŕĺáłă). Ďńï łăęďőčő áŕĺáłă ňë åàăŋĺň ãłăğăâěńĺ ŋă ěčő ŕěàćëľ ĺ ŕőáńěďŋĺľ íńěňěŋâë (ćâőàőľ ĺğ ŋĺå ŋãęěŋ ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ íńěňěŋâőć ć łőŋěæ áŕĺáłă). Ŕőàïďőł íńěňěŋâőć ć áŕĺáłě ňőęěâ ąëâì ńîąëň. Ŋă àĺá. 22.2 (a) ĺğőąàăęěŋë ďćă ŕàěďáâăćńěŋŋëå âăłĺň őąàăğőň ňŋőęěáâćă.

Ŕàĺ âăłőľ àěăńĺğăæĺĺ őŕěàăæĺĺ Make-Set ĺ Find-Set âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(1): Make-Set áőğďăñâ áŕĺáőł ĺğ őďŋőčő íńěňěŋâă, ă Find-Set ćőğćàăéăěâ ãłăğăâěńì ŋă ŋăçăńő áŕĺáłă.

Ŕàőáâěľèăï àěăńĺğăæĺï őąêěďĺŋěŋĺï Ŕàĺ ěáâěáâćěŋŋőľ àěăńĺğăæĺĺ őŕěàăæĺï Union őłăğëćăěâáï ďőàőčőáâőïéěľ. Ćëŕőńŋïï Union(x, y), ňë ďőąăćńïěň áŕĺáőł, áőďěàęăéĺľ x, ł łőŋæã áŕĺáłă, áőďěàęăéěčő y (àĺá. 22.2 b). Ŕàěďáâăćĺâěńěň ŋőćőčő ňŋőęěáâćă ŕàĺ íâőň ąãďěâ ŋăçăńő ŋőćőčő áŕĺáłă, âő ěáâì ŕàěďáâăćĺâěńì ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéěčő y. Ŕàĺ íâőň ŋãęŋő ěéñ ãáâăŋőćĺâì ŕàăćĺńìŋëě ãłăğăâěńĺ ŋă ŋăçăńő áŕĺáłă ďńï ćáěå ąëćèĺå íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéěčő x, ĺ ćàěňï ŋă ćëŕőńŋěŋĺě íâőľ őŕěàăæĺĺ ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă ãłăğăŋŋőčő ňŋőęěáâćă.

Ńěčłő ŕàĺćěáâĺ ŕàĺňěà, ć łőâőàőň ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï łćăďàăâĺçŋő ğăćĺáĺâ őâ çĺáńă őŕěàăæĺľ (àĺá. 22.3). Ŕãáâì ďăŋë n íńěňěŋâőć x_1, x_2, . . ., x_n. Ćëŕőńŋĺň őŕěàăæĺĺ Make-Set(x_i) ďńï ćáěå i = 1, 2, . . ., n, ă ğăâěň n − 1 őŕěàăæĺľ Union(x_1, x_2), Union(x_2, x_3), . . . , Union(x_{n−1}, x_n). Ŕőáłőńìłã áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Union(x_i, x_{i+1}) ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋă i, áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì ćëŕőńŋěŋĺï 2n − 1 őŕěàă-

Őŕěàăæĺï Ůĺáńő ğăâàőŋãâëå őąêěłâőć Make-set(x_1) 1 Make-set(x_2) 1 . . . . Make-set(x_n) 1 Union(x_1, x_2) 1 Union(x_2, x_3) 2 Union(x_3, x_4) 3 . . . . Union(x_{n−1}, x_n) n − 1

Řĺáãŋőł 22.2 22.3 Ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï łćăďàăâĺçŋő ğăćĺáĺâ őâ çĺáńă őŕěàăæĺľ.

æĺľ ąãďěâ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋă n + n−1∑ i=1 i = Θ(n^2).

Ćěáőćăï íćàĺáâĺłă Ŕàőáâěľèăï àěăńĺğăæĺï őŕěàăæĺĺ Union àăąőâăěâ ňěďńěŋŋő ĺğğă âőčő, çâő ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ďńĺŋŋőčő áŕĺáłă ł łőàőâłőňã ŕàĺåőďĺâáï ŕàĺáćăĺćăâì ŋőćëě ğŋăçěŋĺï ąőńìèőňã łőńĺçěáâćã ãłăğăâěńěľ. Ďěńă ŕőľďãâ ńãçèě, ěáńĺ ŕőáâãŕĺâì âăł: åàăŋĺâì ćňěáâě á łăęďëň áŕĺáłőň ĺŋäőàňăæĺî ő çĺáńě íńěňěŋâőć ć ŋñň, ă ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺĺ Union ďőąăćńïâì ąőńěě łőàőâłĺľ áŕĺáőł ć łőŋěæ ąőńěě ďńĺŋŋőčő (ěáńĺ ďńĺŋë àăćŋë, ŕőàïďőł ňőęěâ ąëâì ńîąëň). Šăłőľ ŕàĺñň ŋăğëćăěâáï ćěáőćőľ íćàĺáâĺłőľ (weighted-union heuristic). Ěáńĺ őąêěďĺŋïěňëě ňŋőęěáâćă áőďěàęăâ ŕàĺňěàŋő ŕőàőćŋã íńěňěŋâőć, âő ąőńìèőčő ćëĺčàëèă ŋě ąãďěâ, ŋő ć æěńőň, łăł ŕőłăğëćăěâ áńěďãîéăï âěőàěňă, ňë ďőąĺćăěňáï íłőŋőňĺĺ.

Šěőàěňă 22-1 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áĺáâěňă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć àěăńĺğőćăŋă á ŕőňőéìî áŕĺáłőć, ă ć őŕěàăæĺĺ Union ĺáŕőńìğőćăŋă ćěáőćăï íćàĺáâĺłă. Šőčďă áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ m őŕěàăæĺľ Make-Set, Union ĺ Find-Set, áàěďĺ łőâőàëå n őŕěàăæĺľ Make- Set, ěáâì O(m + n lg n) (ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő ŕěàćőŋăçăńìŋő áĺáâěňă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć ąëńă ŕãáâă).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Śâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ Make-Set ĺ Find-Set, ă âăłęě áâőĺňőáâì áàăćŋěŋĺï àăğňěàőć, áőěďĺŋěŋĺï áŕĺáłőć ĺ őąŋőćńěŋĺï ğăŕĺáĺ ő àăğňěàě ňŋőęěáâćă (ćáě íâĺ ďěľáâćĺï ćëŕőńŋïîâáï ŕàĺ őŕěàăæĺĺ Union), ěáâì O(1), âăł çâő áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì ãłăğăŋŋëå ďěľáâćĺľ ěáâì O(m).

Őáâăñâáï őæěŋĺâì áâőĺňőáâì őąŋőćńěŋĺï ãłăğăâěńěľ ŋă ŋăçăńő áŕĺáłă. Ďńï íâőčő ňë ğăäĺłáĺàãěň őďĺŋ ĺğ íńěňěŋâőć (őąőğŋăçĺň ěčő x) ĺ ŕàőáńěďĺň, áłőńìłő àăğ ã ŋěčő íâőâ ãłăğăâěńì ňěŋïńáï.

Ćěáőćăï íćàĺáâĺłă čăàăŋâĺàãěâ, çâő ŕàěďáâăćĺâěńì ňěŋïěâáï, ńĺèì ěáńĺ x ćåőďĺâ ć ňěŋìèěě ĺğ őąêěďĺŋïěňëå ňŋőęěáâć. Ć íâőň áńãçăě çĺáńő íńěňěŋâőć ć ňŋőęěáâćě, áőďěàęăéěň x, ćőğàăáâăěâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě ćďćőě. Ŕőáłőńìłã őłőŋçăâěńìŋëľ àăğňěà ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéěčő x, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n, łőńĺçěáâćő âăłĺå ãďćőěŋĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ⌈lg n⌉. Őąéěě łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć àăćŋő n, âăł çâő áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì őąŋőćńěŋĺï ãłăğăâěńěľ ŋă ŋăçăńő áŕĺáłă ěáâì O(n lg n), ă őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ ěáâì O(m) + O(n lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï 22.2-1 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàë Make-Set, Find-Set ĺ Union, ĺáŕőńìğãï àěăńĺğăæĺî á ŕőňőéìî áŕĺáłőć ĺ ćěáőćãî íćàĺáâĺłã. Śçĺâăľâě, çâő łăęďëľ íńěňěŋâ x ĺňěěâ ŕőńï rep[x] (ãłăğăâěńì ŋă ŕàěďáâăćĺâěńï), ă âăłęě last[x] (ãłăğăâěńì ŋă ŕőáńěďŋĺľ íńěňěŋâ áŕĺáłă) ĺ size[x] (çĺáńő íńěňěŋâőć); ďćă ŕőáńěďŋĺå ŕőńï ćăęŋë âőńìłő ďńï íńěňěŋâă, ïćńïîéěčőáï ŕàěďáâăćĺâěńěň ňŋőęěáâćă.

22.2-2 Ĺğőąàăğĺâě áŕĺáłĺ, ŕőńãçăîéĺěáï ć àěğãńìâăâě àăąőâë ŕàĺćěďñŋŋőľ ŋĺęě ŕàőčàăňňë, ĺ őąêïáŋĺâě, łăłőľ őâćěâ ďăďãâ ćëğőćë Find-Set (ěáńĺ ĺáŕőńìğãěâáï ŕàěďáâăćńěŋĺě ć ćĺďě áŕĺáłőć ĺ ćěáőćăï íćàĺáâĺłă).

1 for i \gets 1 to 16
2 do Make-Set(x_i)
3 for i \gets 1 to 15 by 2
4 do Union(x_i, x_{i+1})
5 for i \gets 1 to 13 by 4
6 do Union(x_i, x_{i+2})
7 Union(x_1, x_5)
8 Union(x_{11}, x_{13})
9 Union(x_1, x_{10})
10 Find-Set(x_2)
11 Find-Set(x_9)

22.2-3 Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć á ŕőňőéìî áŕĺáłőć á ćěáőćőľ íćàĺáâĺłőľ ãçěâŋãî áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ Make-Set ĺ Find-Set ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋőľ O(1), ă ãçñâŋãî áâőĺňőáâì Union ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋőľ O(lg n).

22.2-4 Şłăęĺâě âőçŋãî ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã áâőĺňőáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ àĺá. 22.3 (ěáńĺ ĺáŕőńìğãîâáï áŕĺáłĺ ĺ ćěáőćăï íćàĺáâĺłă).

22.3 Ńěá ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć Ďńï áĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć áãéěáâćãěâ ąőńěě íääěłâĺćŋăï àěăńĺğăæĺï (ŕő áàăćŋěŋĺî á àăááňőâàěŋŋëňĺ). Ĺňěŋŋő,

Řĺá. 22.4

Řĺáãŋőł 22.3 Řĺá. 22.4. Ńěá ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć. ă) Ďěàěćìï, ŕàěďáâăćńïîéĺě ňŋőęěáâćă àĺá. 22.2. Ŕàěďáâăćĺâěńïňĺ ňŋőęěáâć ïćńïîâáï íńěňěŋâë c ĺ f. ą) Řěğãńìâăâ őŕěàăæĺĺ Union(e, g).

ŕàěďáâăćĺň łăęďőě ňŋőęěáâćő łőàŋěćëň ďěàěćőň, ć łőâőàőň ćěàèĺŋăňĺ ïćńïîâáï íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă, ă łőàěŋì ïćńïěâáï ŕàěďáâăćĺâěńěň. Ŕőńãçăěâáï ńěá ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (disjoint-set forest). Łăł ćĺďŋő ĺğ àĺáãŋłă (áň. àĺá. 22.4 (a)), łăęďăï ćěàèĺŋă ãłăğëćăěâ ŋă áćőěčő àőďĺâěńï, ă łőàěŋì ãłăğëćăěâ áăň ŋă áěąï. Ŕàĺ ŋăĺćŋőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ őŕěàăæĺľ Find-Set ĺ Union âăłăï àěăńĺğăæĺï ąãďěâ ŋĺçãâì ŋě ńãçèě áŕĺáőçŋőľ; ěáńĺ, őďŋăłő ĺáŕőńìğőćăâì íćàĺáâĺłĺ ” őąêěďĺŋěŋĺï ŕő àăŋčã” ĺ ”áęăâĺï ŕãâěľ”, âő ŕőńãçĺâáï áăňăï ąëáâàăï (ĺğ ĺğćěáâŋëå ć ŋăáâőïéěě ćàěňï) àěăńĺğăæĺï áĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć.

Ŋăĺćŋëě àěăńĺğăæĺĺ őŕěàăæĺľ ćëčńïďïâ âăł: Make-Set áőğďăěâ ďěàěćő á ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ, Find-Set(x) áőáâőĺâ ć âőň, çâő ňë ĺďěň őâ x ŕő áâàěńłăň (ãłăğëćăîéĺň ŋă àőďĺâěńï), ŕőłă ŋě ďőľďěň ďő łőàŋï (ŕãâì, łőâőàëľ ňë ŕàĺ íâőň ŕàőåőďĺň, ŋăğëćăěâáï ŕãâì ŕőĺáłă, ŕő-ăŋčńĺľáłĺ find path), ă Union áőáâőĺâ ć âőň, çâő ňë ğăáâăćńïěň łőàěŋì őďŋőčő ĺğ ďěàěćìěć ãłăğëćăâì ŋě ŋă áăňőčő áěąï, ă ŋă łőàěŋì ďàãčőčő ďěàěćă (àĺá. 22.4ą).

Ďćě íćàĺáâĺłĺ Ŕőłă çâő ąőńìèĺå ŕàěĺňãéěáâć (ŕő áàăćŋěŋĺî áő áŕĺáőçŋőľ àěăńĺğăæĺěľ) ŋě ćĺďŋő: ŋăŕàĺňěà, ć àěğãńìâăâě n − 1 őŕěàăæĺĺ Union ňőęěâ ŕőńãçĺâìáï ďěàěćő, ïćńïîéěěáï æěŕőçłőľ n ćěàèĺŋ. Őŕĺèěň ďćě íćàĺáâĺłĺ, ŕőğćőńïîéĺå ďőąĺâìáï ŕőçâĺ ńĺŋěľŋőľ őæěŋłĺ ćàěňěŋĺ.

Ŕěàćăï íćàĺáâĺłă, ŋăğëćăěňăï őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčã (union by rank), ŋăŕőňĺŋăěâ ćěáőćãî íćàĺáâĺłã ć áŕĺáőçŋőľ àěăńĺğăæĺĺ: ňë őąêěďĺŋïěň ďěàěćìï ŋě łăł ŕőŕăńő, ă âăł, çâőąë łőàěŋì ” ňěŋìèěčő” ďěàěćă ãłăğëćăń ŋă łőàěŋì ”ąőńìèěčő”. Ćëąőà ”ąőńìèěčő” őŕàěďěńïěâáï ŋě àăğňěàőň ďěàěćă, ă áŕěæĺăńìŋëň ŕăàăňěâàőň –àăŋčőň (rank) ěčő łőàŋï. Řăŋč őŕàěďěńñŋ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë x ďěàěćă ĺ ć ŕěàćőň ŕàĺąńĺęěŋĺĺ ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł čàãąăï őæěŋłă ńőčăàĺäňă çĺáńă ćěàèĺŋ ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň ć x. Šőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě àăŋčă ąãďěâ ďăŋő ć áńěďãîéěň àăğďěńě.

Ćâőàăï íćàĺáâĺłă, ŕàĺňěŋïěňăï ć őŕěàăæĺĺ Find-Set, ŋăğëćăěâáï áęăâĺěň ŕãâěľ (path compression). Őŋă ğăłńîçăěâáï ć áńěďãîéěň: ŕőáńě âőčő, łăł ŕãâì ŕőĺáłă őâ ćěàèĺŋë ł łőàŋî ŕàőľďěŋ, ďěàěćő ŕěàěáâàăĺćăěâáï: ć łăęďőľ ĺğ ćěàèĺŋ ŕãâĺ ãłăğăâěńì ãáâăŋăćńĺćăěâáï ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŋă łőàěŋì (àĺá. 22.5). Ŕàĺ íâőň àăŋčĺ őáâăîâáï ŕàěęŋĺňĺ.

Řĺá. 22.5

Řĺáãŋőł 22.4 Śęăâĺě ŕãâěľ ć ŕàőæěááě őŕěàăæĺĺ Find-Set. ă) Ďěàěćő ŕěàěď ćëŕőńŋěŋĺěň őŕěàăæĺĺ Find-Set(a). Šàěãčőńìŋĺłăňĺ őąőğŋăçěŋë ŕőďďěàěćìï á łőàŋïňĺ ć ĺğőąàăęěŋŋëå ćěàèĺŋăå. ą) Ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï Find-Set(a).

22.2.1 Ŕàőčàăňňë

Ŕàĺćőďĺňëě ŋĺęě ŕàőčàăňňë őŕěàăæĺľ Make-Set, Find-Set ĺ Union ćłńîçăîâ ć áěąï ĺŋďãłâĺćŋőě őŕàěďěńěŋĺě àăŋčă, ŋő ďńï ãďőąáâćă ňë ŕěàěáłăęěň ěčő áńőćěáŋő. Ŕàĺ áőğďăŋĺĺ ňŋőęěáâćă á ŕőňőéìî Make-Set ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋě ďěàěćă ŕàĺáćăĺćăěâáï àăŋč 0. Őŕěàăæĺï Find-Set (áő áęăâĺěň ŕãâěľ) ŋě ňěŋïěâ àăŋčőć. Ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺĺ Union á ďěàěćìïňĺ, àăŋčĺ łőàŋěľ łőâőàëå àăğńĺçŋë, ŕàőćőďĺâáï ŋőćăï áâàěńłă őâ łőàŋï ňěŋìèěčő àăŋčă ł łőàŋî ąőńìèěčő àăŋčă, ă àăŋčĺ őŕïâì-âăłĺ ŋě ňěŋïîâáï. Ěáńĺ, ŋăłőŋěæ, őŕěàăæĺï Union ŕàőćőďĺâáï á ďěàěćìïňĺ, àăŋčĺ łőàŋěľ łőâőàëå àăćŋë, âő őâ őďŋőčő ĺğ łőàŋěľ (ćáě àăćŋő, łăłőčő) ŕàőćőďĺâáï áâàěńłă ł ďàãčőňã, ĺ ŕàĺ íâőň àăŋč łőàŋï őąêěďĺŋñŋŋőčő ďěàěćă ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă ěďĺŋĺæã (őáâăńìŋëě àăŋčĺ ŋě ňěŋïîâáï). Ńěčłő ćĺďěâì, çâő őŕàěďěńñŋŋëľ âăłĺň őąàăğőň àăŋč ćěàèĺŋë ïćńïěâáï ćěàåŋěľ őæěŋłőľ ďńï ćëáőâë ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć íâőľ ćěàèĺŋě.

Ŋĺęě p[x] őąőğŋăçăěâ àőďĺâěńï ćěàèĺŋë x, ă rank[x] — ěě àăŋč; ŕăàăňěâàăňĺ ŕàőæěďãàë Link, ćëğëćăěňőľ ĺğ ŕàőæěďãàë Union, ïćńïîâáï łőàŋĺ ďćãå ďěàěćìěć.

Make-Set(x)
1 p[x] \gets x
2 rank[x] \gets 0

Union(x,y)
1 Link(Find-Set(x),Find-Set(y))

Link(x,y)
1 if rank[x] > rank[y]
2 then p[y] \gets x
3 else p[x] \gets y
4 if rank[x]=rank[y]
5 then rank[y] \gets rank[y]+1

Find-Set(x)
1 if x \ne p[x]
2 then p[x] \gets Find-Set(p[x])
3 return p[x]

Řěłãàáĺćŋăï ŕàőæěďãàă Find-Set àăąőâăěâ ć ďćă ŕàőåőďă: áŋăçăńă őŋă ĺďěâ ł łőàŋî ďěàěćă, ă ğăâěň ŕàőåőďĺâ íâőâ ŕãâì ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě, ”ŕěàěćőďï áâàěńłĺ” ã ćáâàěçăîéĺåáï ćěàèĺŋ ŋă łőàěŋì ďěàěćă. Ěáńĺ x — ŋě łőàěŋì, âő Find-Set ćëğëćăěâ áăňã áěąï, ŋő ãęě á ŕăàăňěâàőň — àőďĺâěńěň x, ŕőáńě çěčő ďěńăěâ àőďĺâěńěň x łőàěŋì ďěàěćă, ŋăľďěŋŋëľ íâĺň ŋőćëň ćëğőćőň Find-Set (áâàőłă 2). Ěáńĺ ęě x — łőàěŋì, âő áâàőłă 2 ŋě ĺáŕőńŋïěâáï, ĺ áàăğã ćőğćàăéăěâáï ãłăğăâěńì ŋă x.

Ůâő ďăîâ íćàĺáâĺłĺ Ďăęě ąãďãçĺ ŕàĺňěŋñŋŋëňĺ ŕő őâďěńìŋőáâĺ, őąêěďĺŋěŋĺě ŕő àăŋčã ĺ áęăâĺě ŕãâěľ ďăîâ ćëĺčàëè ćő ćàěňěŋĺ. Ěáńĺ ŕàĺňěŋĺâì őąêěďĺŋěŋĺě ŕő àăŋčã ąěğ áęăâĺï ŕãâěľ, âő őæěŋłă ćàěňěŋĺ àăąőâë ąãďěâ ŕàĺňěàŋő âăłőľ ęě, łăł ŕàĺ áŕĺáőçŋőľ àěăńĺğăæĺĺ á ćěáőćőľ íćàĺáâĺłőľ, ă ĺňěŋŋő O(m lg n) (m — őąéěě łőńĺçěáâćő őŕěàăæĺľ, n –łőńĺçěáâćő őŕěàăæĺľ Make-Set (ãŕà. 22.4-3). İâă őæěŋłă ŋěãńãçèăěňă (ãŕà. 22.3-3). Ěáńĺ ŕàĺňěŋĺâì áęăâĺě ŕãâěľ ąěğ őąêěďĺŋěŋĺï ŕő àăŋčã, âő ćàěňï ĺáŕőńŋěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ, ćłńîçăîéěľ n őŕěàăæĺľ Make-Set ĺ f őŕěàăæĺľ Find-Set, ěáâì (ć åãďèěň áńãçăě) Θ(f log_{1+f /n} n) ŕàĺ f ⩾ n ĺ Θ(n + f lg n) ŕàĺ f < n (íâĺ őæěŋłĺ ňë ďőłăğëćăâì ŋě ąãďěň).

Ěéě ąő́ńìèăï íłőŋőňĺï ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ŕàĺňěŋĺâì őąě íćàĺáâĺłĺ áőćňěáâŋő. Ŕàĺ íâőň ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě ěáâì O(mα(m, n)), čďě α — çàěğćëçăľŋő ňěďńěŋŋő àăáâãéăï ” őąàăâŋăï äãŋłæĺï Ăłłěàňăŋă”, őŕàěďěńïěňăï ŋĺęě ć àăğďěńě 22.4. Ć ńîąëå ňëáńĺňëå ŕàĺńőęěŋĺïå ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő α(m, n) ⩽ 4, âăł çâő ŋă ŕàăłâĺłě ňőęŋő áçĺâăâì ćàěňï àăąőâë ńĺŋěľŋëň ŕő m. Ć àăğď. 22.4 ňë ďőłăęěň çãâì ąőńěě áńăąãî őæěŋłã O(m lg^∗ n).

Şŕàăęŋěŋĺï 22.3-1 Śďěńăľâě ãŕàăęŋěŋĺě 22.2-2, ŕőńìğãïáì àěăńĺğăæĺěľ á ŕőňőéìî ńěáă áő áęăâĺěň ŕãâěľ ĺ őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň.

22.3-2 Ŋăŕĺèĺâě ŋěàěłãàáĺćŋëľ ćăàĺăŋâ ŕàőæěďãàë Find-Set. 22.3-3 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ m őŕěàăæĺľ Make-Set, Union ĺ Find-Set (ć âőň çĺáńě n őŕěàăæĺľ Make-Set, ďńï łőâőàőľ ćàěňï àăąőâë (ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ őąêěďĺŋěŋĺï ŕő àăŋčã ąěğ áęăâĺï ŕãâěľ) ąãďěâ Ω(m lg n).

22.3-4* Řăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì m őŕěàăæĺľ Make-Set, Link ĺ Find-Set, ć łőâőàőľ ćáě őŕěàăæĺĺ Find-Set ĺďãâ ŕőáńě ćáěå őŕěàăæĺľ Link. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ őąêěďĺŋěŋĺï ŕő àăŋčăň áő áęăâĺěň ŕãâěľ ćàěňï àăąőâë íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ ěáâì O(m). Ůâő ąãďěâ, ěáńĺ ŕőńìğőćăâìáï âőńìłő áęăâĺěň ŕãâěľ?

22.4* Őąêěďĺŋěŋĺě ŕő àăŋčăň áő áęăâĺěň ŕãâěľ: ăŋăńĺğ Ć íâőň àăğďěńě ňë ďăďĺň őŕàěďěńěŋĺě ”őąàăâŋőľ äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă” α(m, n), ćåőďïéěľ ć őæěŋłã O(mα(m, n)) ďńï áâőĺňőáâĺ m őŕěàăæĺľ á áĺáâěňőľ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć, àěăńĺğőćăŋŋőľ á ŕőňőéìî ńěáă á őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň ĺ áęăâĺěň ŕãâěľ

Řĺáãŋőł 22.5 22.6. Ğŋăçěŋĺï A(i, j) ďńï ňăńëå i ĺ j.

Ŕěàěćőďë: row — áâàőłă, column — áâőńąěæ

Řĺáãŋőł 22.6 Řĺá. 22.7. Řőáâ äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă. Ć âăąńĺæě ğŋăçěŋĺľ (àĺá. 22.6) áőěďĺŋěŋë àăćŋëě çĺáńă. Ňăáèâăą ŕő čőàĺğőŋâăńĺ áőąńîáâĺ ŋěćőğňőęŋő (ĺğ-ğă őçěŋì ąëáâàőčő àőáâă).

(ğďěáì n — çĺáńő őŕěàăæĺľ Make-Set). İâã őæěŋłã ňë ďőłăğëćăâì ŋě ąãďěň, őčàăŋĺçĺćèĺáì ąőńěě áńăąőľ őæěŋłőľ O(m lg^∗ n).

Ťãŋłæĺï Ăłłěàňăŋă ĺ őąàăâŋăï ł ŋěľ Ťãŋłæĺěľ Ăłłěàňăŋă (Ackermann’s function) ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺï A(i, j) ďćãå æěńëå ŕőńőęĺâěńìŋëå ŕěàěňěŋŋëå, őŕàěďěńñŋŋăï âăł:

A(1, j) = 2^j , ěáńĺ j ⩾ 1; A(i, 1) = A(i − 1, 2) ěáńĺ i ⩾ 2; A(i, j) = A(i − 1, A(i, j − 1)) ěáńĺ i, j ⩾ 2. Ğŋăçěŋĺï A(i, j) ďńï ňăńëå i ĺ j ĺğőąàăęěŋë ŋă àĺá. 22.6.

Ć âăąńĺæě ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă łăęďăï áńěďãîéăï áâàőłă ěáâì ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàěďëďãéěľ (ŋăçĺŋăîéăïáï áő ćâőàőčő çńěŋă); őâáîďă áńěďãěâ, çâő A(i, j) ãćěńĺçĺćăěâáï ŕàĺ ãćěńĺçě- ŋĺĺ i ĺńĺ j. İâă äãŋłæĺï àăáâñâ őçěŋì ąëáâàő: ãęě ŕěàćăï áâàőłă ć âăąńĺæě ěñ ğŋăçěŋĺľ àăáâñâ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő, ă łăęďăï ŕőáńěďãîéăï áâàőłă ěáâì (ćěáìňă àěďłăï) ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàěďëďãéěľ. Ĺňěŋŋő, ć k + 1-őľ áâàőłě âăąńĺæë ğăŕĺáăŋă ŕőáńěďő- ćăâěńìŋőáâì, łăęďëľ áńěďãîéĺľ çńěŋ łőâőàőľ ŕőńãçăěâáï ĺğ ŕàěďë- ďãéěčő ŕàĺňěŋěŋĺěň äãŋłæĺĺ, ğăŕĺáăŋŋőľ ć k-őľ áâàőłě. Ć çăáâŋőáâĺ, ćő ćâőàőľ áâàőłě łăęďëľ áńěďãîéĺľ çńěŋ ěáâì ďćőľłă, ćőğćěďñŋŋăï ć áâěŕěŋì ŕàěďëďãéěčő çńěŋă.

Ćğăĺňőőâŋőèěŋĺï ňěęďã àăğńĺçŋëňĺ áâàőłăňĺ âăąńĺæë ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă áåěňăâĺçěáłĺ ĺğőąàăęěŋë ŋă àĺá. 22.7.

Őŕàěďěńĺň, ŋăłőŋěæ, őąàăâŋãî äãŋłæĺî Ăłłěàňăŋă α(m, n). Śâàőčő čőćőàï, α ŋě ïćńïěâáï őąàăâŋőľ ł äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă A (âěň ąőńěě çâő ŕőáńěďŋïï ĺňěěâ ďćă ăàčãňěŋâă), ŋő ňőęŋő áłăğăâì, çâő äãŋłæĺï α àăáâěâ áâőńì ęě ňěďńěŋŋő, áłőńì ąëáâàő àăáâěâ A. (Ďěâăńĺ őŕàěďěńěŋĺï α áãéěáâćěŋŋë ďńï ďőłăğăâěńìáâćă őæěŋłĺ O(mα(m, n)), łőâőàőě ćëåőďĺâ ğă àăňłĺ ŋăèěľ łŋĺčĺ.) Ĺâăł, ŕàĺ m ⩾ n ⩾ 1 ŕőńăčăěň: α(m, n) = min { i ⩾ 1 : A(i, ⌊m/n⌋) > lg n } . Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ŕàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň n äãŋłæĺï α(m, n) ňőŋőâőŋŋő ãąëćăěâ á àőáâőň m. İâő áőčńăáãěâáï á (ŋě ďőłăğëćăěňëň ŋăňĺ) ãâćěàęďěŋĺěň ő âőň, çâő áâőĺňőáâì m őŕěàăæĺľ á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï ňŋőęěáâćăňĺ, ćłńîçăîéĺå n őŕěàăæĺľ Make-Set, ěáâì Θ(mα(m, n)). Ć áăňőň ďěńě, íâă őæěŋłă čőćőàĺâ, çâő áâőĺňőáâì ć àăáçñâě ŋă őďŋã őŕěàăæĺî ěáâì α(m, n). Ěáńĺ n äĺłáĺàőćăŋő, ă m àăáâñâ, âő ĺğ-ğă áęăâĺï ŕãâěľ ďěàěćìï á łăęďëň èăčőň ćáñ ąőńěě ” ãŕàőéăîâáï” (ćáñ ąőńìèě áâăŋőćĺâáï ćěàèĺŋ, ŋăŕàïňãî áćïğăŋŋëå á łőàŋěň), âăł çâő áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ ŕăďăěâ.

Ćő ćáěå ŕàăłâĺçěáłĺå ŕàĺńőęěŋĺïå ňőęŋő áçĺâăâì, çâő α(m, n) ⩽ 4. Ć áăňőň ďěńě, ŕőáłőńìłã äãŋłæĺï Ăłłěàňăŋă ïćńïěâáï ćőğàăáâăîéěľ ŕő łăęďőňã ŕěàěňěŋŋőňã ĺ m ⩾ n, ĺňěěň A(4, ⌊m/n⌋) ⩾ A(4, 1) = A(3, 2) = 2^{2..} .2 } 17, çâő ňŋőčő ąőńìèě çĺáńă ăâőňőć ć ŋăąńîďăěňőľ çăáâĺ Ćáěńěŋŋőľ (≈ 10^{80}). Ŕőíâőňã ďńï ćáěå ćáâàěçăîéĺåáï ŋă ŕàăłâĺłě ğŋăçěŋĺľ n ĺňěěň A(4, ⌊m/n⌋) ⩾ lg n ĺ α(m, n) ⩽ 4. Ňë ŋě ďőłăğëćăěň őæěŋłĺ, áćïğăŋŋőľ á äãŋłæĺěľ Ăłłěàňăŋă, ă őčàăŋĺçĺćăěňáï ąőńěě áńăąőľ őæěŋłőľ O(m lg^∗ n). Ćáŕőňŋĺň őŕàěďěńěŋĺě äãŋłæĺĺ lg^∗ (á. ??). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, lg^∗ 1 = 0 ĺ

lg^∗ n = min { i : lg lg . . .lg

i àăğ n ⩽ 1 }

ďńï n > 1. Ŋěàăćěŋáâćő ć őŕàěďěńěŋĺĺ äãŋłæĺĺ lg^∗ ňőęŋő ŕěàěŕĺ-

áăâì âăł: n ⩽ 2^{2..} .2 } j (j — çĺáńő ďćőěł ć äőàňãńě).

Őæěŋłă O(m lg^∗ n), łőâőàãî ňë ďőłăęěň ŋĺęě, áńăąěě, çěň áäőàňãńĺàőćăŋŋăï ąěğ ďőłăğăâěńìáâćă őæěŋłă O(mα(m, n)), ŋő á ŕàăłâĺçěáłőľ âőçłĺ ğàěŋĺï àăğŋĺæă ŋěćěńĺłă. Ć áăňőň ďěńě, lg^∗ 2^{216} = lg^∗ 2^{65536} = 5, âăł çâő ćő ćáěå ŕàăłâĺçěáłĺå ćőŕàőáăå ňőęŋő áçĺâăâì, çâő lg^∗ n ⩽ 5 — ćàïď ńĺ ŋăň ćáâàěâĺâáï ňŋőęěáâćő, ć łőâőàőň ąőńěě 2^{65536} íńěňěŋâőć.

Śćőľáâćă àăŋčőć Ůâőąë ďőłăğăâì őæěŋłã O(m lg^∗ n) ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë á áĺáâěňőľ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć, ŋăň ŕőŋăďőąïâáï ŋěłőâőàëě áćőľáâćă àăŋčőć. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ňë àăąőâăěň á áĺáâěňőľ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć, àěăńĺğőćăŋŋőľ á ŕőňőéìî ńěáă, á őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň ĺ áęăâĺěň ŕãâěľ (áň. àăğď. 22.3); çěàěğ m őąőğŋăçěŋő áãňňăàŋőě çĺáńő őŕěàăæĺľ Make-Set, Find-Set ĺ Union, ă çěàěğ n — çĺáńő őŕěàăæĺľ Make-Set.

Ńěňňă 22.2 Ďńï ćáïłőľ ćěàèĺŋë x, łàőňě łőàŋï, rank[x] < rank[p[x]] (ŋăŕőňŋĺň, çâő ďńï łőàŋï p[x] = x). Ŕàĺ áőğďăŋĺĺ ňŋőęěáâćă {x} ĺňěěň rank[x] = 0, ďăńěě rank[x] ňőęěâ âőńìłő ćőğàăáâăâì ĺ ŕěàěáâăñâ ňěŋïâìáï, łőčďă x ŕěàěáâăñâ ąëâì łőàŋěň ć áćőñň ďěàěćě.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćáñ íâő ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãěâ ĺğ őŕĺáăŋĺï ŕàőæěďãà Make-Set, Union ĺ Find-Set ć àăğďěńě 22.3. Ŕőďàőąŋőáâĺ ňë őáâăćńïěň çĺâăâěńî (ãŕà. 22.4-1).

Ŕãáâì x — ćěàèĺŋă őďŋőčő ĺğ ŋăèĺå ďěàěćìěć. Ůĺáńő ćěàèĺŋ ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň x (ćłńîçăï áăňã x) ŋăğőćěň ěě àăğňěàőň (size) ĺ őąőğŋăçĺň size(x).

Ńěňňă 22.3 Ěáńĺ x — łőàěŋì őďŋőčő ĺğ ďěàěćìěć, âő size(x) ⩾ 2^{rank[x]}. Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì, çâő łăęďăï ĺğ őŕěàăæĺľ Make-Set, Find-Set ĺ Link áőåàăŋïěâ ĺáâĺŋŋőáâì ãâćěàęďěŋĺï ” size(x) ⩾ 2^{rank[x]} ďńï ćáěå łőàŋěľ x”. Őŕěàăæĺï Find-Set ŋě ňěŋïěâ ŋĺ àăğňěàőć łőàŋěľ, ŋĺ àăŋčőć łăłĺå ąë âő ŋĺ ąëńő ćěàèĺŋ. Őŕěàăæĺï Make-Set(x) âăłęě ŋě ŋăàãèăěâ ãâćěàęďěŋĺï ńěňňë: ŋě ňěŋïï àăŋčőć ĺ àăğňěàőć ãęě áãéěáâćãîéĺå ďěàěćìěć, őŋă áőğďăñâ ŋőćőě ďěàěćő á ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ, ďńï łőâőàőľ ŋěàăćěŋáâćő őçěćĺďŋëň őąàăğőň ćëŕőńŋěŋő.

Řăááňőâàĺň őŕěàăæĺî Link(x, y) (ŋě őčàăŋĺçĺćăï őąéŋőáâĺ, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő rank[x] ⩽ rank[y]). Ć àěğãńìâăâě íâőľ őŕěàăæĺĺ àăŋč ĺńĺ àăğňěà ňőęěâ ĺğňěŋĺâìáï âőńìłő ã ćěàèĺŋë y. Ěáńĺ rank[x] < rank[y], âő àăğňěà y ãćěńĺçĺćăěâáï, ă àăŋč ŋě ňěŋïěâáï, âăł çâő ŋěàăćěŋáâćő size(y) ⩾ 2^{rank[y]}, őáâăñâáï ćěàŋëň. Ěáńĺ ęě rank[x] = rank[y], âő, őąőğŋăçăï çěàěğ size^′[y] ĺ rank^′[y] àăğňěà ĺ àăŋč y ŕőáńě őŕěàăæĺĺ Link, ĺňěěň size^′[y] = size[x] + size[y] ĺ rank^′[y] = rank[y] + 1. Őâáîďă size^′[y] = size[x] + size[y] ⩾ 2^{rank[x]} + 2^{rank[y]} = 2^{rank[y]+1} = 2^{rank′[y]}. Ńěňňă 22.4 Ůĺáńő ćěàèĺŋ àăŋčă r ŋě ŕàěćőáåőďĺâ n/2^r (ďńï ńîąőčő æěńőčő r ⩾ 0).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ğăäĺłáĺàãěň çĺáńő r. Ćáïłĺľ àăğ, łőčďă łăłőľ-ńĺąő ćěàèĺŋě y ŕàĺáćăĺćăěâáï àăŋč r (ć áâàőłě 2 ŕàőæěďãàë Make-Set ĺńĺ ć áâàőłě 5 ŕàőæěďãàë Link), ąãďěň ŕàĺćěèĺćăâì ňěâłã łő ćáěň ćěàèĺŋăň ŕőďďěàěćă á ćěàèĺŋőľ y. Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋă y ć íâőâ ňőňěŋâ ïćńïěâáï łőàŋěň őďŋőčő ĺğ ďěàěćìěć, ńěňňă 22.3 ŕőłăğëćăěâ, çâő çĺáńő ŕőňěçăěňëå ćěàèĺŋ ŋě ňěŋìèě 2^r. Ŋăèĺ ŕàőæěďãàë ãáâàőěŋë âăł, çâő łăęďăï ćěàèĺŋă ąãďěâ ŕőňěçěŋă ŋě ąőńěě őďŋőčő àăğă. Śâăńő ąëâì,

n ⩾ (çĺáńő ňěâőł) ⩾ 2^r · (çĺáńő ćěàèĺŋ àăŋčă r),

őâłãďă ćáñ ĺ áńěďãěâ.

Śńěďáâćĺě 22.5 Řăŋč ńîąőľ ćěàèĺŋë ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ⌊lg n⌋. Ďőłăğăâěńìáâćő.

Śň. ńěňňã 22.3 ĺńĺ 22.4 Ďőłăğăâěńìáâćő őæěŋłĺ ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë

Ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě őæěŋłĺ ŋăň ąãďěâ ãďőąŋěě àăąőâăâì á őŕěàăæĺěľ Link, ă ŋě Union. Ŕãáâì ďăŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì S_1, áőáâőïéăï ĺğ m_1 őŕěàăæĺľ Make-Set, Find-Set ĺ Union. Ğăňěŋĺň łăęďãî őŕěàăæĺî Union ŋă ďćě őŕěàăæĺĺ Find-Set ĺ őďŋã őŕěàăæĺî Link; ŕőńãçĺâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì S_2 ĺğ m_2 őŕěàăæĺľ Make-Set, Find-Set ĺ Link.

Ńěňňă 22.6 Ěáńĺ áâőĺňőáâì ćëŕőńŋěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ S_2 ć åãďèěň áńãçăě ěáâì O(m_2 lg^∗ n), âő áâőĺňőáâì ćëŕőńŋěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ S_1 ć åãďèěň áńãçăě ěáâì O(m_1 lg^∗ n), čďě n — çĺáńő őŕěàăæĺľ Make-Set.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŋěňěďńěŋŋő áńěďãěâ ĺğ őçěćĺďŋőčő ŋěàăćěŋáâćă m_1 ⩽ m_2 ⩽ 3m_1. Šěőàěňă 22.7 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋăď áĺáâěňőľ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (ŕěàćőŋăçăńìŋő ŕãáâőľ) ŕàőĺğćěńĺ m őŕěàăæĺľ Make-Set, Find- Set ĺ Link, ĺğ łőâőàëå n őŕěàăæĺľ ąëńĺ őŕěàăæĺïňĺ Make-Set. Šőčďă ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ àěăńĺğăæĺĺ á ŕőňőéìî ńěáă áő áęăâĺěň ŕãâěľ ĺ őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň őąéăï áâőĺňőáâì íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ ěáâì O(m lg^∗ n).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Śâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ Make-Set ĺ Link ěáâì, őçěćĺďŋő, O(1), ă ĺå áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì ěáâì âěň áăňëň O(m). Ğăľňěňáï őŕěàăæĺïňĺ Find-Set. Őçěćĺďŋő, áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Find-Set(x) ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋă ďńĺŋě ŕãâĺ ŕőĺáłă őâ x ł łőàŋî (ďő áęăâĺï). Śâăńő ąëâì, ŋăň ŋăďő őæěŋĺâì áãňňăàŋãî ďńĺŋã ŕãâěľ ŕőĺáłă, ćőğŋĺłăćèĺå ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï ćáěå őŕěàăæĺľ Find-Set ĺ ďőłăğăâì, çâő őŋă ěáâì O(m lg^∗ n).

Ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï łăęďőľ ĺğ őŕěàăæĺľ Find-Set ňë ďćĺčăěňáï ććěàå ŕő őďŋőňã ĺğ ďěàěćìěć, ğăłăŋçĺćăï ŕőĺáł ć ěčő łőàŋě. Ğăňěâĺň, çâő ŋă łăęďőň èăčě àăŋč ćěàèĺŋë áâàőčő ćőğàăáâăěâ: ěáńĺ u — ćěàèĺŋă, ćáâàěâĺćèăïáï ŋă ŕãâĺ ŕőĺáłă, ă v — áńěďãîéăï ćěàèĺŋă, âő ěáâì v = p[u], âő rank[v] > rank[u]. Ćěàèĺŋă u ňőęěâ ŋěőďŋőłàăâŋő ćáâàěçăâìáï ć ŕãâïå ŕőĺáłă ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ àăááňăâàĺćăěňőľ ć âěőàěňě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ. Ŕàĺ íâőň ğă ŋěľ ňőčãâ (ĺ áłőàěě ćáěčő ąãďãâ) ĺďâĺ àăğŋëě ćěàèĺŋë: ěáńĺ ć ŋěłőâőàëľ ňőňěŋâ ğă u áńěďőćăńă ćěàèĺŋă v, łőâőàăï ŋě ąëńă łőàŋěćőľ, âő ŕőáńě áęăâĺï ŕãâěľ ğă u ąãďěâ áńěďőćăâì ãęě ŋě v, ă łőàěŋì ďěàěćă (ŋă ňőňěŋâ ŕěàćőčő ŕőĺáłă), âő ěáâì ćěàèĺŋă ąőńìèěčő àăŋčă, çěň v. (İâő ŕàőáâőě ŋăąńîďěŋĺě ĺčàăěâ ł ďăńìŋěľèěň łńîçěćãî àőńì.)

Ŋăąńîďăï ğă àőáâőň àăŋčă ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ćěàèĺŋë ł ěñ àőďĺâěńî, ňë őâďěńìŋő őæěŋĺâì łőńĺçěáâćő èăčőć, ŕàĺ łőâőàëå àăŋč áĺńìŋő àăáâñâ, ĺ łőńĺçěáâćő èăčőć, łőčďă őŋ àăáâñâ ŋě áĺńìŋő. Ćëąěàěň ć łăçěáâćě čàăŋĺæë ŋěłőâőàãî äãŋłæĺî β(k), őŕàěďěńñŋŋãî ďńï ŋěőâàĺæăâěńìŋëå æěńëå k. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő äãŋłæĺï β ïćńïěâáï ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéěľ ĺ çâő β(k) > k ŕàĺ ćáěå k. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ćěàèĺŋë u ł ěñ àőďĺâěńî v = p[u] àăŋč áĺńìŋő àăáâñâ, ěáńĺ rank[v] ⩾ β(rank[u]). Ŕàĺ íâőň ňë ĺáłńîçăěň ĺğ àăááňőâàěŋĺï áńãçăľ, łőčďă v ïćńïěâáï łőàŋěň — âăłőľ áńãçăľ ćáâàěçăěâáï ŕő àăğã ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ łăęďőľ őŕěàăæĺĺ Find-Set, ĺ ŕőâőňã őąéěě çĺáńő âăłĺå áĺâãăæĺľ ěáâì O(m).

Ŋăçŋñň á őæěŋłĺ çĺáńă èăčőć, ŕàĺ łőâőàëå àăŋč ŋě áĺńìŋő àăáâñâ, ĺ áčàãŕŕĺàãěň ĺå ŕő ćěàèĺŋăň, ĺğ łőâőàëå íâőâ èăč ďěńăěâáï. Ďńï ćěàèĺŋë àăŋčă k àăŋčĺ ěñ ŕàěďłă ňőčãâ ňěŋïâìáï őâ k + 1 ďő β(k) (ŕőáńě íâőčő àăŋč àăáâñâ áĺńìŋő). Ğŋăçĺâ, çĺáńő âăłĺå èăčőć (ĺğ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë àăŋčă k) ğăćěďőňő ŋě ąőńìèě β(k), ŕőáłőńìłã, łăł ňë čőćőàĺńĺ, łăęďëľ ŋőćëľ èăč ćěďñâ ć ćěàèĺŋã ąőńìèěčő àăŋčă, çěň ŕàěďëďãéĺľ. Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋ àăŋčă k ŋě ąőńěě n/2^k, âő őąéěě çĺáńő èăčőć, ŕàĺ łőâőàëå àăŋč ŋě áĺńìŋő àăáâñâ, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ∑ k nβ(k) 2^k

Ěáńĺ ćëąàăâì äãŋłæĺî β âăł, çâőąë àïď ∑ β(k)/2^k áåőďĺńáï, âő őąéěě çĺáńő èăčőć âăłőčő àőďă ěáâì O(n).

Ŕàěęďě çěň ćëąàăâì äãŋłæĺî β, őąêïáŋĺň, łăł őæěŋĺâì çĺáńő èăčőć, ŕàĺ łőâőàëå àăŋč áĺńìŋő àăáâñâ. Šăłĺě èăčĺ ňë áčàãŕŕĺàãěň ŋě ŕő ćěàèĺŋăň, ă ŕő ŕãâïň: ŋă łăęďőň ŕãâĺ ŕőĺáłă âăłĺå èăčőć ňăńő, âăł łăł àăŋč ŋě ňőęěâ ňŋőčőłàăâŋő áĺńìŋő àăáâĺ (őŋ ňěŋïěâáï ćáěčő ńĺèì őâ 0 ďő lg n). Šăłĺň őąàăğőň, ŋă łăęďőň ŕãâĺ çĺáńő èăčőć, ŕàĺ łőâőàőň àăŋč áĺńìŋő àăáâñâ, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ çĺáńă ĺâěàăæĺľ äãŋłæĺĺ β, łőâőàëě ŋãęŋő áďěńăâì, çâőąë ďőľâĺ őâ 0 ďő lg n.

Ţőâěńőáì ąë ŕőńőęĺâì β(k) = 2^k: âőčďă çĺáńő ĺâěàăæĺľ ąãďěâ ŕàĺňěàŋő àăćŋő lg^∗ n. Ł áőęăńěŋĺî, âőčďă ŋăŕĺáăŋŋëľ ćëèě àïď àăáåőďĺâáï. Ŕàĺďñâáï ćğïâì ŋěňŋőčő ňěŋìèãî äãŋłæĺî. Ŋăŕàĺňěà, ŕőńőęĺň β(k) = ⌈1,9^k⌉, âőčďă àïď ∑ ⌈1,9^k⌉/2^k ⩽ ∑ (1,9^k + 1)/2^k áåőďĺâáï. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, çĺáńő ĺâěàăæĺľ äãŋłæĺĺ β, łőâőàëě ŋãęŋő áďěńăâì, çâőąë őâ 0 ďőľâĺ ďő łăłőčő-âő çĺáńă, ćőğàăáâñâ (ŕő áàăćŋěŋĺî á äãŋłæĺěľ k → 2^k) ŋě ąőńěě çěň ćďćőě, ŕőáłőńìłã β(β(k)) ⩾ 2^k, ĺ ŕőâőňã ěáâì O(lg^∗ n). Ĺâăł, çĺáńő èăčőć âăłőčő àőďă ďńï ćáěå m őŕěàăæĺľ ěáâì O(m lg ∗n).

Śłńăďëćăï ćňěáâě ďěľáâćĺï ćáěå ćĺďőć (őŕěàăæĺĺ Make-Set ĺ Link, ŕőáńěďŋĺě èăčĺ ć łăęďőň ŕãâĺ, èăčĺ, ŋă łőâőàëå àăŋč ŋě áĺńìŋő àăáâñâ, ĺ èăčĺ, ŋă łőâőàëå àăŋč áĺńìŋő àăáâñâ), ŕőńãçăěň őąéãî őæěŋłã O(n) + O(m lg^∗ n) = O(m lg^∗ n) (ŋăŕőňŋĺň, çâő m ⩾ n, âăł łăł m — őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ, ă n — çĺáńő őŕěàăæĺľ textscMake-Set), çâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

[Ğăňěçăŋĺě. Ďőłăğăâěńìáâćő íâőľ âěőàěňë áńěčłă ĺğňěŋěŋő ŕő áàăćŋěŋĺî á ăŋčńĺľáłĺň őàĺčĺŋăńőň: ć ŕőáńěďŋěň ĺáŕőńìğãěâáï äãŋłæĺï β(k), àăćŋăï ŋăĺňěŋìèěňã çńěŋã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ

1, 2, 4, 16, 65536, . . ., ąőńìèěňã k (łăęďëľ çńěŋ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ěáâì ďćőľłă ć áâěŕěŋĺ ŕàěďëďãéěčő çńěŋă). Šőčďă ŋă łăęďőň ŕãâĺ ąãďěâ ŋě ąőńěě lg^∗ n èăčőć, ŋă łőâőàëå àăŋč áĺńìŋő àăáâñâ, ă àïď ∑ β(k)/2^k áåőďĺâáï, ŋő ĺňěěâ ďőáâăâőçŋő ňěďńěŋŋő àăáâãéĺě çăáâĺçŋëě áãňňë.]

Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ âěőàěňë ĺ ńěňňë 22.6 ŋěňěďńěŋŋő ćëâěłăěâ Śńěďáâćĺě 22.8 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋăď áĺáâěňőľ ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (ĺğŋăçăńìŋő ŕãáâőľ) ŕàőĺğćěńĺ m őŕěàăæĺľ Make-Set, Find-Set ĺ Union, n ĺğ łőâőàëå — Make-Set. Šőčďă ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ àěăńĺğăæĺĺ á ŕőňőéìî ńěáă áő áęăâĺěň ŕãâěľ ĺ őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň áâőĺňőáâì íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ ěáâì O(m lg^∗ n).

Şŕàăęŋěŋĺï 22.4-1 Ďőłăęĺâě ńěňňã 22.2. 22.4-2 Śłőńìłő ąĺâőć ŋãęŋő, çâőąë åàăŋĺâì size[x] ďńï ãğńă x? Šőâ ęě ćőŕàőá ďńï rank[x].

22.4-3 Ŕőńìğãïáì ńěňňőľ 22.2 ĺ áńěďáâćĺěň 22.5, ďőłăęĺâě, çâő áâőĺňőáâì m őŕěàăæĺľ á ńěáőň ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň őąêěďĺŋěŋĺï ŕő àăŋčăň, ŋő ąěğ áęăâĺï ŕãâěľ, ěáâì O(m lg n), čďě n, łăł őąëçŋő, őąőğŋăçăěâ łőńĺçěáâćő őŕěàăæĺľ Make-Set.

22.4-4* Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ŕőáńěďŋĺě èăčĺ ŕãâěľ âàěąőćăńĺ ć ŋăèěň àăááãęďěŋĺĺ őáőąőčő àăááňőâàěŋĺï (ă ŋă łńăááĺäĺæĺàőćăńĺáì ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ àőáâă àăŋčă, łăł ćáě őáâăńìŋëě): ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà áĺâãăæĺĺ, ć łőâőàőľ ŋěłőâőàăï ćěàèĺŋă x ćåőďĺâ Ω(m) àăğ ć ŕãâì ŕőĺáłă ďńï őŕěàăæĺĺ Find-Set, ŕàĺçñň ŕàĺ ćëåőďě ĺğ ŋěñ àăŋč àăáâñâ ŋě áĺńìŋő. (Łăł ćĺďŋő ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă, íâő ćőğňőęŋő ńĺèì ěáńĺ őŋă ŕő ąőńìèěľ çăáâĺ ïćńïěâáï ŕàěďŕőáńěďŋěľ ćěàèĺŋőľ ŕãâĺ.)

Ğăďăçĺ 22-1 Ŕőĺáł ňĺŋĺňãňă ć àěęĺňě off-line.

Ğăďăçă ő ŕőĺáłě ňĺŋĺňãňă ć àěęĺňě off-line (off-line minimum problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ŕãáâì ĺňěěâáï ďĺŋăňĺçěáłőě ňŋőęěáâćő T , ŕőďďěàęĺćăîéěě őŕěàăæĺĺ Insert(x) (ďőąăćĺâì íńěňěŋâ x) ĺ Extract-Min (ãďăńĺâì ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ). Ŕěàćőŋăçăńìŋő ňŋőęěáâćő T ŕãáâő, ğăâěň ćëŕőńŋïěâáï ŋěłőâőàăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ n őŕěàăæĺľ Insert ĺ m őŕěàăæĺľ Extract- Min, ŕàĺçěň őŕěàăæĺĺ Insert ďőąăćńïîâ ć ňŋőęěáâćő ŕő őďŋőňã àăğã ćáě ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă őâ 1 ďő n (ŋě őąïğăâěńìŋő ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï). Šàěąãěâáï ŕő ďăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ Insert(x) ĺ Extract-Min áőğďăâì ňăááĺć extracted[1..m], ć łőâőàőň extracted[i] — çĺáńő, ćőğćàăéăěňőě i-őľ ŕő áçñâã őŕěàăæĺěľ Extract-Min.

Čőćőàï ő ”àěęĺňě off-line”, ĺňěîâ ć ćĺďã, çâő őâ ŋăá âàěąãěâáï ďăâì őâćěâ ŕőáńě âőčő, łăł ňë ğŋăěň ćáî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì łőňăŋď (ć ŕàőâĺćőŕőńőęŋőáâì íâőňã, ć àěęĺňě ”on-line” őâ ŋăá âàěąőćăńőáì ąë ďăćăâì őâćěâ ŋěňěďńěŋŋő ŕő ŕőáâãŕńěŋĺĺ őçěàěďŋőľ łőňăŋďë, ŋě ďőęĺďăïáì áńěďãîéěľ).

(ă) Ŕãáâì łőňăŋďë ŕőáâãŕăńĺ ć âăłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (ňë ŕĺèěň E ćňěáâő Extract-Min ĺ i ćňěáâő Insert(i)): 4, 8, E, 3, E, 9, 2, 6, E, E, E, 1, 7, E, 5. Łăł ćëčńïďĺâ ňăááĺć extracted?

Ăńčőàĺâň ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő ňĺŋĺňãňě ć àěęĺňě off-line ňőęěâ ćëčńïďěâì áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕãáâì S — ďăŋŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì łőňăŋď. Ŕàěďáâăćĺň ěě ć ćĺďě

I_1, E, I_2, E, I_3, . . ., I_m, E, I_{m+1},

čďě łăęďőě E őąőğŋăçăěâ őŕěàăæĺî Extract-Min, ă łăęďőě I_j őąőğŋăçăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őŕěàăæĺľ Insert (ćőğňőęŋő, ŕãáâãî). Ďńï łăęďőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ I_j áőğďăďĺň ňŋőęěáâćő K_j , áőáâőïéěě ĺğ çĺáěń, ďőąăćńïěňëå ć T ŕàĺ őŕěàăæĺïå Insert ĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ I_j . Ă âěŕěàì áďěńăěň ćőâ çâő:

Off-Line-Minimum(m,n)
1 for i \gets 1 to n
2 do ŋăľâĺ âăłőě $j$, çâő $i\in K_j$
3 if j \ne m+1
4 then extracted[j] \gets i
5 l \gets (ŋăĺňěŋìèěě çĺáńő, ąőńìèěě $j$,

ďńï łőâőàőčő áãéěáâćãěâ ňŋőęěáâćő $K_l$)

6 K_l\gets K_l\cup K_j (ňŋőęěáâćő $K_j$ ĺáçěğăěâ)
7 return extracted

(ą) Ŕőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň Off-Line-Minimum ŕàăćĺńìŋő ğăŕőń- ŋïěâ ňăááĺć extracted. (ć) Řěăńĺğãľâě ăńčőàĺâň Off-Line-Minimum á ŕőňőéìî áĺáâěňë ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć. Ďăľâě ďőáâăâőçŋő âőçŋãî őæěŋłã ćàěňěŋĺ àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě. 22-2 Őŕàěďěńěŋĺě čńãąĺŋë Ć ğăďăçě őŕàěďěńěŋĺï čńãąĺŋë (depth-determination problem) âàěąãěâáï àěăńĺğőćăâì ńěá F, áőáâőïéĺľ ĺğ łőàŋěćëå ďěàěćìěć T_i, ŕőďďěàęĺćăîéĺľ áńěďãîéĺě âàĺ őŕěàăæĺĺ:

Make-Tree(v) Śőğďăěâ ŋőćőě ďěàěćő á ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ v. Find-Depth(v) Ćőğćàăéăěâ čńãąĺŋã (àăááâőïŋĺě ďő łőàŋï) ćěàèĺŋë v.

Graft(r, v) (”ŕàĺćĺćłă”). Ćěàèĺŋă r ďőńęŋă ąëâì łőàŋěň őďŋőčő ĺğ ďěàěćìěć, ćěàèĺŋă v ďőńęŋă ŕàĺŋăďńěęăâì ł łăłőňã-âő ďàãčőňã ďěàěćã; ďěàěćő á łőàŋěň r ”ŕàĺćĺćăěâáï” ł ďěàěćã, áőďěàęăéěňã v, ŕàĺ íâőň v áâăŋőćĺâáï àőďĺâěńěň r.

(ă) Ŕãáâì ňë àěăńĺğőćăńĺ íâã áâàãłâãàã ďăŋŋëå áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ďěàěćìï ŕàěďáâăćńïîâáï łăł ć ńěáě ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (p[v] — àőďĺâěńì ćěàèĺŋë v, ěáńĺ v — ŋě łőàěŋì, ĺ p[v] = v, ěáńĺ v — łőàěŋì), ŕàőæěďãàă Graft(r, v) áőáâőĺâ ć ŕàĺáćăĺćăŋĺĺ p[r] ← v, ŕàőæěďãàă Make-Tree ŋăŕĺáăŋă őçěćĺďŋëň őąàăğőň, ĺ, ŋăłőŋěæ, ďńï ŋăåőęďěŋĺï čńãąĺŋë (Find-Depth(v)) ňë ĺďěň ĺğ v ć łőàěŋì ĺ ŕőďáçĺâëćăěň ďńĺŋã ŕãâĺ. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ íâőň áâőĺňőáâì m őŕěàăæĺľ Make-Tree, Graft ĺ Find-Depth ć åãďèěň áńãçăě ěáâì Θ(m^2).

Ăńčőàĺâň ňőęŋő ãáłőàĺâì, ěáńĺ ćőáŕőńìğőćăâìáï őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň ĺ áęăâĺěň ŕãâěľ. Ğăňěâĺň, çâő áâàãłâãàă ďěàěćă, ŋãęŋőčő ďńï áęăâĺï ŕãâěľ, ŋě őąïğăŋă áőőâćěâáâćőćăâì áâàãłâãàě ĺáåőďŋőčő ďěàěćă — ćăęŋő ńĺèì, çâőąë ňőęŋő ąëńő ćőááâăŋăćńĺćăâì ĺŋäőàňăæĺî ő čńãąĺŋě (àěąàő ŋőćőčő ďěàěćă ďőńęŋő åàăŋĺâì ĺŋäőàňăæĺî ő àăğŋĺæě čńãąĺŋ łőŋæőć àěąàă ć áâăàőň ďěàěćě).

(ą) Řěăńĺğãľâě őŕěàăæĺî Make-Tree.

(ć) Řěăńĺğãľâě őŕěàăæĺî Find-Depth. Ćăè ăńčőàĺâň ďőńęěŋ ĺáŕőńìğőćăâì áęăâĺě ŕãâěľ, ă ěčő ćàěňï àăąőâë ďőńęŋő ąëâì ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ďńĺŋě ŕãâĺ ŕőĺáłă.

(č) Řěăńĺğãľâě őŕěàăæĺî Graft (ďěľáâćãľâě ŕő ăŋăńőčĺĺ á ăńčőàĺâňăňĺ Union ĺ Link; łőàěŋì ć áâàőĺňőň ďěàěćě ŋě őąïğăŋ ąëâì łőàŋěň ć áâăàőň áňëáńě).

(ď) Ďăľâě âőçŋãî őæěŋłã ŋă áâőĺňőáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ m őŕěàăæĺľ Make-Tree, Graft ĺ Find-Depth, n ĺğ łőâőàëå — őŕěàăæĺĺ Make-Tree (ďńï åãďèěčő áńãçăï).

22-3 Ăńčőàĺâň Šăàìïŋă ďńï ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺňěŋìèěčő őąéěčő ŕàěďłă ć àěęĺňě off-line.

Ŋăĺňěŋìèĺľ őąéĺľ ŕàěďőł (least common ancestor, áőłàăéñŋŋő LCA) ćěàèĺŋ u ĺ v łőàŋěćőčő ďěàěćă T ěáâì, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, ćěàèĺŋă ŋăĺąőńìèěľ čńãąĺŋë áàěďĺ ćěàèĺŋ, ïćńïîéĺåáï ŕàěďłăňĺ łăł u, âăł ĺ v. Ğăďăçă ő ŋăåőęďěŋĺĺ ŋăĺňěŋìèĺå őąéĺå ŕàěďłă ć àěęĺňě off-line (off-line least-common-ancestors problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋő łőàŋěćőě ďěàěćő T ĺ ŋěłőâőàőě ňŋőęěáâćő P ŋěãŕőàïďőçěŋŋëå ŕăà ěčő ćěàèĺŋ. Šàěąãěâáï ďńï łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ (u, v) ∈ P ŋăľâĺ ĺå ŋăĺňěŋìèěčő őąéěčő ŕàěďłă.

Ŋĺęě ŕàĺćěďñŋ ăńčőàĺâň LCA, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã (ŋăĺňěŋìèĺě őąéĺě ŕàěďłĺ ćáěå ŕăà (u, v) ∈ P ąãďãâ ŋăŕěçăâăŋë ć àěğãńìâăâě ćëğőćă LCA(root[T ]); ćŋăçăńě ćáě ćěàèĺŋë ďěàěćă — ąěńëě).

LCA(u)
1 Make-Set(u)

2 ancestor[Find-Set(u)] \gets u
3 for (ďńï) łăęďőčő $v$, ïćńïîéěčőáï àěąñŋłőň $u$
4 do LCA(v)
5 Union(u,v)
6 ancestor[Find-Set(u)] \gets u
7 ŕőłàăáĺâì u ć çñàŋëľ æćěâ
8 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë v âăłőľ, çâő $(u,v)\in P$
9 do if ćěàèĺŋă v çñàŋăï
10 then print (‘‘Ŋăĺňěŋìèĺľ őąéĺľ ŕàěďőł ’’ $u$ ‘‘ ĺ ’’ $v$
                     ‘‘ ěáâì ’’ ancestor[Find-Set(v)]

(ă) Ŕőłăęĺâě, çâő áâàőłă 10 ĺáŕőńŋïěâáï ć âőçŋőáâĺ őďĺŋ àăğ ďńï łăęďőľ ŕăàë (u, v) ∈ P .

(ą) Ŕőłăęĺâě, çâő ć àěğãńìâăâě ćëğőćă LCA(root[T ]) łăęďëľ ĺğ ŕőáńěďãîéĺå ćëğőćőć LCA(u) ŕàőĺáåőďĺâ ć âőâ ňőňěŋâ, łőčďă łőńĺçěáâćő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć àăćŋő čńãąĺŋě ćěàèĺŋë u ć ďěàěćě T .

(ć) Ŕőłăęĺâě, çâő ć àěğãńìâăâě ćëğőćă LCA([T ]) ąãďãâ ŋăŕěçăâăŋë ŋăĺňěŋìèĺě őąéĺě ŕàěďłĺ ďńï ćáěå ŕăà (u, v) ∈ P .

(č) Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă LCA ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ, çâő áĺáâěňă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć àěăńĺğőćăŋă á ŕőňőéìî ńěáă á őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčăň ĺ áęăâĺěň ŕãâěľ. Ğăňěçăŋĺï Ňŋőčĺě ćăęŋëě àěğãńìâăâë ő áĺáâěňăå ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć ć âőľ ĺńĺ ĺŋőľ ňěàě ŕàĺŋăďńěęăâ Šăàìïŋã. Ć çăáâŋőáâĺ, ĺňěŋŋő őŋ ãáâăŋőćĺń őæěŋłã O(mα(m, n)) [186, 188]. Ąőńěě áńăąăï őæěŋłă O(m lg^∗ n) ąëńă àăŋěě ŕőńãçěŋă Ţőŕłàőäâőň ĺ Şńìňăŋőň [4, 103]. Ć àăąőâě [190] Šăàìïŋ ĺ ćăŋ Ńěãćěŋ őąáãęďăîâ àăğńĺçŋëě ćăàĺăŋâë áęăâĺï ŕãâěľ, ć âőň çĺáńě ăńčőàĺâňë, àăąőâăîéĺě ”ğă őďĺŋ ŕàőåőď” (ĺŋőčďă őŋĺ àăąőâăîâ ąëáâàěě ”ďćãåŕàőåőďŋëå”). Čăąőć ĺ Šăàìïŋ [76] ŕőłăğăńĺ, çâő ć ŋěłőâőàëå ŕàĺńőęěŋĺïå őŕěàăæĺĺ á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï ňŋőęěáâćăňĺ ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ğă ćàěňï O(m). Ć àăąőâě [187] Šăàìïŋ ŕőłăğăń, çâő ŕàĺ ŋěłőâőàëå ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ãáńőćĺïå áâőĺňőáâì őŕěàăæĺľ á ŋěŕěàěáěłăîéĺňĺáï ňŋőęěáâćăňĺ ŋě ňőęěâ ąëâì ŋĺęě, çěň O(mα(m, n)), łăłãî àěăńĺğăæĺî ňë ąë ŋĺ ĺğąàăńĺ. Ťàěďňăŋ ĺ Śăłá [74] ŕőłăğăńĺ, çâő, łàőňě âőčő, ć åãďèěň áńãçăě íâĺ őŕěàăæĺĺ âàěąãîâ őąàăéěŋĺï ł Ω(mα(m, n)) áńőćăň ďńĺŋőî ć lg n ąĺâőć.

23 Ăńčőàĺâňë ŋă čàăäăå

Ććěďěŋĺě

Čàăäë ćáâàěçăîâáï ć áőâŋïå àăğŋëå ğăďăç, ĺ ăńčőàĺâňë őąàăąőâłĺ čàăäőć őçěŋì ćăęŋë. Ć íâőľ çăáâĺ łŋĺčĺ ňë àăááňőâàĺň ŋěáłőńìłő őáŋőćŋëå ăńčőàĺâňőć őąàăąőâłĺ čàăäőć.

Ć čńăćě 23 àăááňăâàĺćăîâáï áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï čàăäă ć ŕàőčàăňňě, ă âăłęě àăğńĺçŋëě ćăàĺăŋâë őąåőďă čàăäă (ŕőĺáł ć èĺàĺŋã ĺ ć čńãąĺŋã). Ŕàĺćőďïâáï ďćă ŕàĺňěŋěŋĺï ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã: âőŕőńőčĺçěáłăï áőàâĺàőćłă őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ąěğ æĺłńőć ĺ àăğńőęěŋĺě őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ć áãňňã áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ.

Ć čńăćě 24 àăááňăâàĺćăěâáï ğăďăçă ő ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě (ŋăąőàě àñąěà, áćïğëćăîéěň ćáě ćěàèĺŋë čàăäă) ňĺŋĺňăńìŋőčő ćěáă. (Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő łăęďőě àěąàő čàăäă ĺňěěâ ŋěłőâőàëľ ŕőńőęĺâěńìŋëľ ćěá.) Ďńï íâőľ ğăďăçĺ ŕàĺňěŋĺňë ęăďŋëě ăńčőàĺâňë (áň. čńăćã 18).

Ć čńăćăå 25 ĺ 26 àăááňăâàĺćăěâáï ğăďăçă ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå. Ćŋőćì łăęďőňã àěąàã ŕàĺŕĺáăŋő ŋěłőâőàőě çĺáńő, ŋő âěŕěàì őŋő ŋăğëćăěâáï ďńĺŋőľ àěąàă. Šàěąãěâáï ŋăľâĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ćő ćáě őáâăńìŋëě (čńăćă 25) ĺńĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ łăęďőľ ćěàèĺŋë ć łăęďãî (čńăćă 26).

Ŋăłőŋěæ, ć čńăćě 27 àăáňăâàĺćăěâáï ğăďăçě ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ćěéěáâćă çěàěğ áěâì âàãą őčàăŋĺçěŋŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ. Łăęďőě àěąàő àăááňăâàĺćăěâáï łăł âàãąă ŋěłőâőàőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąőáâĺ. Ć ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋě ŋăåőďĺâáï ĺáâőçŋĺł ćěéěáâćă, ă ć ďàãčőľ — ŕőâàěąĺâěńì. Śŕàăèĺćăěâáï, łăłőľ ŕőâőł ćěéěáâćă ňőęŋő ŕěàěďăćăâì őâ ĺáâőçŋĺłă ł ŕőâàěąĺâěńî, ŋě ŕàěćëèăï ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ âàãą. İâă ğăďăçă ćăęŋă, ŕőáłőńìłã ł ŋěľ áćőďĺâáï ňŋőčĺě ĺŋâěàěáŋëě ğăďăçĺ.

Ňë ąãďěň őæěŋĺćăâì ćàěňï őąàăąőâłĺ ğăďăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ çĺáńă ěčő ćěàèĺŋ (|V |) ĺ àñąěà (|E|); ňë ąãďěň ďńï łàăâłőáâĺ ŕĺáăâì V ĺ E ćňěáâő |V | ĺ |E|. Ć ŕàőčàăňňăå ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ čàăä G ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì V [G], ă ňŋőęěáâćő àñąěà — E[G].

23.1 Őáŋőćŋëě ăńčőàĺâňë ŋă čàăäăå

Ć íâőľ čńăćě őŕĺáăŋë őáŋőćŋëě áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï čàăäőć ĺ ăńčőàĺâňë őąåőďă čàăäőć. Őąåőďï čàăä, ňë ďćĺčăěňáï ŕő àñąàăň ĺ ŕàőåőďĺň ćáě ćěàèĺŋë. Ŕàĺ íâőň ŋăłăŕńĺćăěâáï ďőćőńìŋő ňŋőčő ĺŋäőàňăæĺĺ, łőâőàăï ŕőńěğŋă ďńï ďăńìŋěľèěľ őąàăąőâłĺ čàăäă, âăł çâő őąåőď čàăäă ćåőďĺâ łăł áőáâăćŋăï çăáâì ćő ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë.

Ć àăğďěńě 23.1 őąáãęďăîâáï ďćă őáŋőćŋëå áŕőáőąă ŕàěďáâăćńěŋĺï čàăäă ć ŕăňïâĺ łőňŕìîâěàă — á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ ĺ á ŕőňőéìî ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ. Řăğďěń 23.2 őŕĺáëćăěâ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ĺ áőőâćěâáâćãîéěě íâőňã ăńčőàĺâňã ďěàěćő. Ć àăğďěńě 23.3 àăááňăâàĺćăěâáï ďàãčőľ ŕőàïďőł őąåőďă ćěàèĺŋ ĺ ďőłăğëćăîâáï áćőľáâćă áőőâćěâáâćãîéěčő ăńčőàĺâňă (ŋăğëćăěňőčő ŕőĺáłőň ć čńãąĺŋã). Ć àăğďěńě 23.4 ňë ĺáŕőńìğãěň àăğàăąőâăŋŋëě ňěâőďë ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłě őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ąěğ æĺłńőć. Ďàãčőě ŕàĺňěŋěŋĺě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã (őâëáłăŋĺï áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă) őŕĺáăŋő ć àăğďěńě 23.5.

23.1.1 Ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäőć

Ěáâì ďćă áâăŋďăàâŋëå áŕőáőąă ŕàěďáâăćĺâì čàăä G = (V, E) — łăł ŋăąőà áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ ĺńĺ łăł ňăâàĺæã áňěęŋőáâĺ. Ŕěàćëľ őąëçŋő ŕàěďŕőçâĺâěńìŋěě, ĺąő ďăñâ ąőńěě łőňŕăłâŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ďńï àăğàěęěŋŋëå (sparse) čàăäőć — âěå, ã łőâőàëå |E| ňŋőčő ňěŋìèě |V |^2. Ąőńìèĺŋáâćő ĺğďăčăěňëå ŋăňĺ ăńčőàĺâňőć ĺáŕőńìğãîâ ĺňěŋŋő íâő ŕàěďáâăćńěŋĺě. Őďŋăłő ć ŋěłőâőàëå áĺâãăæĺïå ãďőąŋěě ŕőńìğőćăâìáï ňăâàĺæěľ áňěęŋőáâĺ — ŋăŕàĺňěà, ďńï ŕńőâŋëå (dense) čàăäőć, ã łőâőàëå |E| áàăćŋĺňő á |V |^2. Ňăâàĺæă áňěęŋőáâĺ ŕőğćőńïěâ ąëáâàő őŕàěďěńĺâì, áőěďĺŋěŋë ńĺ ďćě ďăŋŋëě ćěàèĺŋë àěąàőň. Ďćă ăńčőàĺâňă őâëáłăŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ, őŕĺáăŋŋëě ć čńăćě 26, ĺáŕőńìğãîâ ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäă á ŕőňőéìî ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ.

Ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäă G = (V, E) ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ (adjancency-list representation) ĺáŕőńìğãěâ ňăááĺć Adj ĺğ |V | áŕĺáłőć — ŕő őďŋőňã ŋă ćěàèĺŋã. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë u ∈ V áŕĺáőł áňěęŋëå ćěàèĺŋ Adj[u] áőďěàęĺâ ć ŕàőĺğćőńìŋőň ŕőàïďłě (ãłăğăâěńĺ ŋă) ćáě áňěęŋëě á ŋěľ ćěàèĺŋë (ćáě ćěàèĺŋë v, ďńï łőâőàëå (u, v) ∈ E). Ŋă àĺá. 23.1 (b) ŕőłăğăŋő ŕàěďáâăćńěŋĺě ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă àĺá. 23.1 (a) á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ. Ăŋăńőčĺçŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă àĺá. 23.2 (a) ĺğőąàăęěŋő ŋă àĺá. 23.2 (b).

Řĺáãŋőł 23.1 23.1 Ďćă ŕàěďáâăćńěŋĺï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă. (a) Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G á 5 ćěàèĺŋăňĺ ĺ 7 àñąàăňĺ. (b) Ŕàěďáâăćńěŋĺě íâőčő čàăäă á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ. (c) Ŕàěďáâăćńěŋĺě íâőčő čàăäă ć ćĺďě ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ.

Řĺáãŋőł 23.2 23.2 Ďćă ŕàěďáâăćńěŋĺï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă. (a) Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G á 6 ćěàèĺŋăňĺ ĺ 8 àñąàăňĺ. (b) Ŕàěďáâăćńěŋĺě íâőčő čàăäă á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ. (c) Ŕàěďáâăćńěŋĺě íâőčő čàăäă ć ćĺďě ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ.

Ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă áãňňă ďńĺŋ ćáěå áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ àăćŋă őąéěňã çĺáńã àñąěà: àěąàã (u, v) áőőâćěâáâćãěâ íńěňěŋâ v áŕĺáłă Adj[u]. Ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă íâă áãňňă àăćŋă ãďćőěŋŋőňã çĺáńã àñąěà, âăł łăł àěąàő (u, v) ŕőàőęďăěâ íńěňěŋâ ć áŕĺáłě áňěęŋëå ćěàèĺŋ łăł ďńï ćěàèĺŋë u, âăł ĺ ďńï v. Ć őąőĺå áńãçăïå łőńĺçěáâćő âàěąãěňőľ ŕăňïâĺ ěáâì O(max(V, E)) = O(V + E). Śŕĺáłĺ áňěęŋëå ćěàèĺŋ ãďőąŋë ďńï åàăŋěŋĺï čàăäőć á ćěáăňĺ (weighted graphs), ć łőâőàëå łăęďőňã àěąàã ŕàĺŕĺáăŋ ŋěłőâőàëľ ćěéěáâćěŋŋëľ ćěá (weight), âő ěáâì ğăďăŋă ćěáőćăï äãŋłæĺï (weight function) w : E → R. Ć íâőň áńãçăě ãďőąŋő åàăŋĺâì ćěá w(u, v) àěąàă (u, v) ∈ E ćňěáâě á ćěàèĺŋőľ v ć áŕĺáłě ćěàèĺŋ, áňěęŋëå á u. Ŕőďőąŋëň őąàăğőň ňőęŋő åàăŋĺâì ĺ ďàãčãî ĺŋäőàňăæĺî, áćïğăŋŋãî á čàăäőň.

Ŋěďőáâăâőł íâőčő ŕàěďáâăćńěŋĺï âăłőć: ěáńĺ ňë åőâĺň ãğŋăâì, ěáâì ńĺ ć čàăäě àěąàő ĺğ u ć v, ŕàĺåőďĺâáï ŕàőáňăâàĺćăâì ćěáì áŕĺáőł Adj[u] ć ŕőĺáłăå v. İâőčő ňőęŋő ĺğąěęăâì, ŕàěďáâăćĺć čàăä ć ćĺďě ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ — ŋő âőčďă ŕőâàěąãěâáï ąőńìèě ŕăňïâĺ.

Ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ ňë ŋãňěàãěň ćěàèĺŋë čàăäă (V, E) çĺáńăňĺ 1, 2, . . . , |V | ĺ àăááňăâàĺćăěň ňăâàĺæã A = (a_{ij} ) àăğňěàă |V | × |V |, ďńï łőâőàőľ a_{ij} = { 1, ěáńĺ (i, j) ∈ E, 0 ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě

Ŋă àĺá. 23.1 (c) ĺ 23.2 (c) ŕőłăğăŋë ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő ĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäőć àĺá. 23.1 (a) ĺ 23.2 (a) áőőâćěâáâćěŋŋő. Ňăâàĺæă áňěęŋőáâĺ âàěąãěâ Θ(V^2) ŕăňïâĺ ŋěğăćĺáĺňő őâ łőńĺçěáâćă àěąěà ć čàăäě.

Ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ňăâàĺæă áňěęŋőáâĺ áĺňňěâàĺçŋă őâŋőáĺâěńìŋő čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ (łăł ŋă àĺá. 3.1(c)), ŕőáłőńìłã (u, v) ĺ (v, u) — íâő őďŋő ĺ âő ęě àěąàő. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňăâàĺæă áňěęŋőáâĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă áőćŕăďăěâ áő áćőěľ âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋőľ (transpose). (Šàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺěň ŋăğëćăěâáï ŕěàěåőď őâ ňăâàĺæë A = (a_{ij} ) ł ňăâàĺæě A^T = (a^T_{ij} ), ďńï łőâőàőľ a^T_{ij} = a_{ji}. Ąńăčőďăàï áĺňňěâàĺĺ ďőáâăâőçŋő åàăŋĺâì âőńìłő çĺáńă ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ ĺ ćëèě ŋěě, âěň áăňëň ňë áőłàăéăěň âàěąãěňãî ŕăňïâì ŕőçâĺ ćďćőě.

Łăł ĺ ďńï áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ, åàăŋěŋĺě ćěáőć ŋě áőáâăćńïěâ ŕàőąńěňë: ćěá w(u, v) àěąàă (u, v) ňőęŋő åàăŋĺâì ć ňăâàĺæě ŋă ŕěàěáěçěŋĺĺ u-âőľ áâàőłĺ ĺ v-čő áâőńąæă. Ďńï őâáãâáâćãîéĺå àñąěà ňőęŋő ğăŕĺáăâì áŕěæĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě NIL (ć ŋěłőâőàëå ğăďăçăå ćňěáâő íâőčő ŕĺèãâ 0 ĺńĺ ∞).

Ďńï ŋěąőńìèĺå čàăäőć, łőčďă ňěáâă ć ŕăňïâĺ ďőáâăâőçŋő, ňăâàĺæă áňěęŋőáâĺ ąëćăěâ ãďőąŋěě — á ŋěľ çăáâő ŕàőéě àăąőâăâì. Łàőňě âőčő, ěáńĺ ŋě ŋăďő åàăŋĺâì ćěáă, âő íńěňěŋâë ňěâàĺæë áňěęŋőáâĺ ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ąĺâë, ĺ ĺå ňőęŋő àăğňěéăâì ŕő ŋěáłőńìłã ć őďŋőň ňăèĺŋŋőň áńőćě, çâő ďăñâ ğăňěâŋãî íłőŋőňĺî ŕăňïâĺ.

Şŕàăęŋěŋĺï 23.1-1 Čàăä åàăŋĺâáï ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋőáâĺ. Śłőńìłő őŕěàăæĺľ ŋãęŋő, çâőąë ŋăľâĺ çĺáńő ćëåőďïéĺå ĺğ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë àñąěà? çĺáńő ćåőďïéĺå ć ďăŋŋãî ćěàèĺŋã àñąěà?

23.1-2 Şłăęĺâě ŕàěďáâăćńěŋĺě ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋőáâĺ ĺ ňăâàĺæã áňěęŋőáâĺ ďńï čàăäă, ïćńïîéěčőáï ŕőńŋëň ďćőĺçŋëň ďěàěćőň á 7 ćěàèĺŋăňĺ (ŕàőŋãňěàőćăŋŋëňĺ őâ 1 ďő 7 łăł ŕàĺ áőàâĺàőćłě á ŕőňőéìî łãçĺ ć čńăćě 7).

23.1-3 Ůâő ŕàőĺğőľďñâ á ňăâàĺæěľ áňěęŋőáâĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă, ěáńĺ őąàăâĺâì ŋăŕàăćńěŋĺï áâàěńőł ŋă ćáěå ěčő àñąàăå, ğăňěŋĺć łăęďőě àěąàő (u, v) ŋă àěąàő (v, u)? Łăł őąàăâĺâì ŋăŕàăńěŋĺï áâàěńőł, ěáńĺ čàăä åàăŋĺâáï ć äőàňě áŕĺáłőć áňěęŋőáâĺ? Őæěŋĺâě âàěąãěňőě ďńï íâőčő çĺáńő őŕěàăæĺľ.

23.1-4 Ňãńìâĺčàăä G = (V, E) ŕàěďáâăćńěŋ ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ. Łăł ğă ćàěňï O(V +E) ŕàěőąàăğőćăâì ěčő ć őąëçŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G^′ = (V, E^′), ğăňěŋĺć łàăâŋëě àñąàă ŋă őąëçŋëě ĺ ãďăńĺć àñąàă-æĺłńë?

23.1-5 Łćăďàăâőň (square) őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï čàăä G^2 = (V, E^2), ŕőáâàőěŋŋëľ âăł: (u, w) ∈ E^2, ěáńĺ áãéěáâćãěâ ćěàèĺŋă v ∈ V , ďńï łőâőàőľ (u, v) ∈ E ĺ (v, w) ∈ E (ďćě ćěàèĺŋë áőěďĺŋïîâáï àěąàőň, ěáńĺ àăŋìèě ąëń ŕãâì ĺğ ďćãå àñąěà). Łăł ŕàěőąàăğőćăâì G ć G^2, ěáńĺ čàăä åàăŋĺâáï ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ? łăł ňăâàĺæă áňěęŋőáâĺ? Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ćăèĺå ăńčőàĺâňőć.

23.1-6 Ŕőçâĺ ńîąőľ ăńčőàĺâň, ĺáŕőńìğãîéĺľ ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ, âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(V^2) (ŕàőáâő ŋă çâěŋĺě íâőľ ňăâàĺæë), ŋő ąëćăîâ ĺ ĺáłńîçěŋĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő ğă ćàěňï O(V ) ŕő ňăâàĺæě áňěęŋőáâĺ ňőęŋő ćëïáŋĺâì, áőďěàęĺâ ńĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ”áâőł” (sink) — ćěàèĺŋã, ć łőâőàãî ćěďãâ àñąàă ĺğ ćáěå ďàãčĺå ćěàèĺŋ ĺ ĺğ łőâőàőľ ŋě ćëåőďĺâ ŋĺ őďŋőčő àěąàă.

23.1-7 Ŋăğőćěň ňăâàĺæěľ ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ (incidence matrix) őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (E, V ) ňăâàĺæã B = (b_{ij} ) àăğňěàă |V | × |E|, ć łőâőàőľ

b_{ij} = −1, ěáńĺ àěąàő j ćëåőďĺâ ĺğ ćěàèĺŋë i, 1, ěáńĺ àěąàő j ćåőďĺâ ć ćěàèĺŋã i, 0 ć őáâăńìŋëå áńãçăïå.

Łăłőć áňëáń íńěňěŋâőć ňăâàĺæë BB^T ? (Ğďěáì B^T — âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋăï ňăâàĺæă.)

23.1.2 Ŕőĺáł ć èĺàĺŋã

Ŕőĺáł ć èĺàĺŋã (breadth-first search) — őďĺŋ ĺğ ąăğĺáŋëå ăńčőàĺâňőć, áőáâăćńïîéĺľ őáŋőćã ňŋőčĺå ďàãčĺå. Ŋăŕàĺňěà, ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë (čńăćă 25) ĺ ăńčőàĺâň Ŕàĺňă ŕőĺáłă ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă (àăğďěń 24.2) ňőčãâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł őąőąéěŋĺï ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã.

Ŕãáâì ğăďăŋ čàăä G = (V, E) ĺ äĺłáĺàőćăŋă ŋăçăńìŋăï ćěàèĺŋă (source vertex) s. Ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ŕěàěçĺáńĺěâ ćáě ďőáâĺęĺňëě ĺğ s (ěáńĺ ĺďâĺ ŕő àñąàăň) ćěàèĺŋë ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï àăááâőïŋĺï őâ s. Řăááâőïŋĺěň áçĺâăěâáï ďńĺŋă ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕãâĺ ĺğ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë. Ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă ĺğ čàăäă ćëďěńïěâáï çăáâì, ŋăğëćăěňăï ”ďěàěćőň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã” á łőàŋěň s. Őŋă áőďěàęĺâ ćáě ďőáâĺęĺňëě ĺğ s ćěàèĺŋë (ĺ âőńìłő ĺå). Ďńï łăęďőľ ĺğ ŋĺå ŕãâì ĺğ łőàŋï ć ďěàěćě ŕőĺáłă ąãďěâ őďŋĺň ĺğ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ (ĺğ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë) ć čàăäě. Ăńčőàĺâň ŕàĺňěŋĺň ĺ ł őàĺěŋâĺàőćăŋŋëň, ĺ ł ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëň čàăäăň.

Ŋăğćăŋĺě őąêïáŋïěâáï âěň, çâő ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă ňë ĺďñň ćèĺàì, ă ŋě ćčńãąì (áŋăçăńă ŕàőáňăâàĺćăěň ćáě áőáěďŋĺě ćěàèĺŋë, ğăâěň áőáěďěľ áőáěďěľ ĺ â.ď.).

Ďńï ŋăčńïďŋőáâĺ ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ć ŕàőæěááě àăąőâë ăńčőàĺâňă ćěàèĺŋë čàăäă ňőčãâ ąëâì ąěńëňĺ, áěàëňĺ ĺ çñàŋëňĺ. Ćŋăçăńě őŋĺ ćáě ąěńëě, ŋő ć åőďě àăąőâë ăńčőàĺâňă ąěńăï ćěàèĺŋă ňőęěâ áâăâì áěàőľ, ă áěàăï — çñàŋőľ (ŋő ŋě ŋăőąőàőâ). Ŕőćáâàěçăć ŋőćãî ćěàèĺŋã, ăńčőàĺâň ŕőĺáłă łàăáĺâ ěñ, âăł çâő őłàăèěŋŋëě (áěàëě ĺńĺ çñàŋëě) ćěàèĺŋë — íâő ć âőçŋőáâĺ âě, łőâőàëě ãęě őąŋăàãęěŋë. Řăğńĺçĺě ňěęďã áěàëňĺ ĺ çñàŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺáŕőńìğãěâáï ăńčőàĺâňőň ďńï ãŕàăćńěŋĺï ŕőàïďłőň őąåőďă: áěàëě ćěàèĺŋë őąàăğãîâ ”ńĺŋĺî äàőŋâă”, ă çñàŋëě — ”âëń”. Ąőńěě âőçŋő, ŕőďďěàęĺćăěâáï âăłőě áćőľáâćő: ěáńĺ (u, v) ∈ E ĺ u çñàŋăï, âő v — áěàăï ĺńĺ çñàŋăï ćěàèĺŋă. Šăłĺň őąàăğőň, âőńìłő áěàëě ćěàèĺŋë ňőčãâ ĺňěâì áňěęŋëě ŋěőąŋăàãęěŋŋëě ćěàèĺŋë.

Ćŋăçăńě ďěàěćő ŕőĺáłă áőáâőĺâ âőńìłő ĺğ łőàŋï — ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë s. Łăł âőńìłő ăńčőàĺâň őąŋăàãęĺćăěâ ŋőćãî ąěńãî ćěàèĺŋã v, áňěęŋãî c àăŋěě ŋăľďěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ u, ćěàèĺŋă v (ćňěáâě á àěąàőň (u, v)) ďőąăćńïěâáï ł ďěàěćã ŕőĺáłă, áâăŋőćïáì àěąñŋłőň (child) ćěàèĺŋë u, ă u áâăŋőćĺâáï àőďĺâěńěň (parent) v. Łăęďăï ćěàèĺŋă őąŋăàãęĺćăěâáï âőńìłő őďŋăęďë, âăł çâő ďćãå àőďĺâěńěľ ã ŋěñ ąëâì ŋě ňőęěâ. Ŕőŋïâĺï ŕàěďłă (ancestor) ĺ ŕőâőňłă (descendant) őŕàěďěńïîâáï łăł őąëçŋő (ŕőâőňłĺ — íâő ďěâĺ, ďěâĺ ďěâěľ, ĺ â.ď.). Ďćĺčăïáì őâ ćěàèĺŋë ł łőàŋî, ňë ŕàőåőďĺň ćáěå ěñ ŕàěďłőć.

Ŕàĺćěďěŋŋăï ŋĺęě ŕàőæěďãàă BFS (breadth-first search — ŕőĺáł ć èĺàĺŋã) ĺáŕőńìğãěâ ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäă G = (V, E) áŕĺáłăňĺ áňěęŋëå ćěàèĺŋ. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë u čàăäă ďőŕőńŋĺâěńìŋő åàăŋïâáï ěñ æćěâ color[u] ĺ ěñ ŕàěďèěáâćěŋŋĺł π[u]. Ěáńĺ ŕàěďèěáâćěŋŋĺłă ŋěâ (ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ u = s ĺńĺ u ěéñ ŋě őąŋăàãęěŋă), π[u] = nil. Łàőňě âőčő, àăááâőïŋĺě őâ s ďő u ğăŕĺáëćăěâáï ć ňăááĺć d[u]. Ŕàőæěďãàă ĺáŕőńìğãěâ âăłęě őçěàěďì Q (FIFO, àăğďěń 11.1) ďńï åàăŋěŋĺï ňŋőęěáâćă áěàëå ćěàèĺŋ.

BFS$(G,s)$

1 for (ďńï) ćáěå ćěàèĺŋ $u\in V[G]-\{s\}$
2 do $color[u] \leftarrow$ ĄĚŃŻĽ
3 $d[u] \leftarrow \infty$
4 $\pi [u] \leftarrow$ NIL
5 $color[s] \leftarrow$ ŚĚŘŻĽ
6 $d[s] \leftarrow 0$
7 $\pi [s] \leftarrow$ NILL
8 $Q\leftarrow \{s\}$
9 while $Q\ne \emptyset$
10 do $u\leftarrow head[Q]$
11 for (ďńï) ćáěå $v\in Adj[u]$
12 do if $color[v]=$ ĄĚŃŻĽ
13 then $color[v]\leftarrow$ ŚĚŘŻĽ
14 $d[v]\leftarrow d[u]+1$
15 $\pi[v]\leftarrow u$
16 Enqueue($Q,v$)
17 Dequeue($Q$)
18 $color[u]\leftarrow$ ŮĚŘŊŻĽ

Ŋă àĺá.~23.3 ŕàĺćěďñŋ ŕàĺňěà ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë

\textsc{BFS}.

\begin{figure}

        \caption{
23.3

Ĺáŕőńŋěŋĺě ŕàőæěďãàë \textsc{BFS} ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă. Řñąàă äőàňĺàãěňőčő ďěàěćă ŕőłăğăŋë áěàëňĺ. Ćŋãâàĺ łăęďőľ ćěàèĺŋë $u$ ãłăğăŋő ğŋăçěŋĺě $d[u]$. Ŕőłăğăŋő áőáâőïŋĺě őçěàěďĺ $Q$ ŕěàěď łăęďëň ŕőćâőàěŋĺěň æĺłńă ć áâàőłăå 9--18. Řïďőň á íńěňěŋâăňĺ őçěàěďĺ ŕőłăğăŋë àăááâőïŋĺï őâ łőàŋï.

        }
\end{figure}

Ć áâàőłăå 1--4 ćáě ćěàèĺŋë áâăŋőćïâáï ąěńëňĺ, ćáě ğŋăçěŋĺï $d$ ąěáłőŋěçŋëňĺ, ĺ àőďĺâěńěň ćáěå ćěàèĺŋ őąêïćńïěâáï \textsc{nil}. Śâàőłĺ 5--8 łàăáïâ ćěàèĺŋã $s$ ć áěàëľ æćěâ ĺ ćëŕőńŋïîâ áćïğăŋŋëě á íâĺň ďěľáâćĺï: ć áâàőłě 6 àăááâőïŋĺě $d[s]$ őąêïćńïěâáï àăćŋëň $0$, ă ć áâàőłě $7$ čőćőàĺâáï, çâő àőďĺâěńï ã

$s$ ŋěâ. Ŋăłőŋěæ, ć áâàőłě $8$ ćěàèĺŋă $s$ ŕőňěéăěâáï ć őçěàěďì
$Q$, ĺ á íâőčő ňőňěŋâă őçěàěďì ąãďěâ áőďěàęăâì ćáě áě-

àëě ćěàèĺŋë ĺ âőńìłő ĺå.

Őáŋőćŋőľ æĺłń ŕàőčàăňňë (áâàőłĺ 9--18) ćëŕőńŋïěâáï, ŕőłă őçěàěďì ŋěŕãáâă, âő ěáâì áãéěáâćãîâ áěàëě ćěàèĺŋë (ćěàèĺŋë, łőâőàëě ãęě őąŋăàãęěŋë, ŋő áŕĺáłĺ áňěęŋőáâĺ łőâőàëå ěéě ŋě ŕàőáňőâàěŋë). Ć áâàőłě 10 ŕěàćăï âăłăï ćěàèĺŋă ŕőňěéăěâáï ć $u$. Űĺłń

\textbf{for} ć áâàőłăå 11--16 ŕàőáňăâàĺćăěâ ćáě áňěę-

ŋëě á ŋěľ ćěàèĺŋë. Őąŋăàãęĺć áàěďĺ ŋĺå ąěńãî ćěàèĺŋã, ňë ďěńăěň ěñ áěàőľ

(áâàőłă 13), őąêïćńïěň $u$ ěñ àőďĺâěńěň (áâàőłă 15) ĺ

ãáâăŋăćńĺćăěň àăááâőïŋĺě àăćŋëň $d[u]+1$ (áâàőłă 14). Ŋăłőŋěæ, íâă ćěàèĺŋă ďőąăćńïěâáï ć åćőáâ őçěàěďĺ $Q$ (áâàőłă 16). Ŕőáńě íâőčő ãęě ňőęŋő ãďăńĺâì ćěàèĺŋã $u$ ĺğ őçěàěďĺ $Q$, ŕěàěłàăáĺć íâã ćěàèĺŋã ć çñàŋëľ æćěâ (áâàőłĺ 17--18).

Ăŋăńĺğ

Ŋăçŋñň á ąőńěě ŕàőáâőčő --- őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë őŕĺáăŋŋőľ ŕàőæěďãàë. Ć ŕàőæěááě àăąőâë ćěàèĺŋë âőńìłő âěňŋěîâ, âăł çâő łăęďăï ćěàèĺŋă łńăďñâáï ć őçěàěďì ŋě ąőńěě őďŋőčő àăğă

(ąńăčőďăàï ŕàőćěàłě ć áâàőłě 12). Śńěďőćăâěńìŋő, ĺ ćëŋãâì ěñ ňőęŋő âőńìłő őďĺŋ àăğ. Łăęďăï őŕěàăæĺï á őçěàěďìî âàěąãěâ $O(1)$ èăčőć, âăł çâő ćáěčő ŋă őŕěàăæĺĺ á őçěàěďìî ãåőďĺâ ćàěňï $O(V)$. Šěŕěàì ğăňěâĺň, çâő áŕĺáőł áňěęŋëå ćěàèĺŋ ŕàőáňăâàĺćăěâáï, ńĺèì łőčďă ćěàèĺŋă ĺğćńěłăěâáï ĺğ őçěàěďĺ, âő ěáâì ŋě ąőńěě őďŋőčő àăğă. Śãňňă ďńĺŋ ćáěå íâĺå áŕĺáłőć àăćŋă $|E|$, ĺ ćáěčő ŋă ĺå őąàăąőâłã ãľďěâ ćàěňï $O(E)$. Ĺŋĺæĺăńĺğăæĺï âàěąãěâ $O(V)$ èăčőć, âăł çâő ćáěčő ŕőńãçăěâáï $O(V+E)$. Šěň áăňëň ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë \textsc{BFS} ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő àăğňěàã ŕàěďáâăćńěŋĺï čàăäă $G$ ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ.

Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ.

Łăł ňë čőćőàĺńĺ, ŕőĺáł ć èĺàĺŋã ŋăåőďĺâ àăááâőïŋĺï őâ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë $s$ ďő łăęďőľ ĺğ ďőáâĺęĺňëå ćěàèĺŋ čàăäă $G=(V,E)$. Ŕőď àăááâőïŋĺěň ňë ŕőŋĺňăěň \emph{ďńĺŋã łàăâçăľèěčő ŕãâĺ}

(shortest-path distance): $\delta (s,v)$ őŕàěďěńïěâáï łăł

ňĺŋĺňăńìŋăï ďńĺŋă ŕãâĺ, ćěďãéěčő ĺğ $s$ ć $v$. (Ďńĺŋă ŕãâĺ -

--

íâő çĺáńő àñąěà ć ŋñň.) Ěáńĺ ŕãâěľ ŋěâ ćőőąéě, àăááâőïŋĺě ąěáłőŋěçŋő. Ŕãâĺ ďńĺŋë $\delta (s,v)$ ĺğ $s$ ć $v$ ŋăğëćăîâáï

\emph{łàăâçăľèĺňĺ ŕãâïňĺ}; ĺå ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő. (Ć čńă-

ćăå 25 ĺ 26 ňë àăááňőâàĺň ąőńěě őąéěě ŕőŋïâĺě łàăâçăľèěčő ŕãâĺ, ãçĺâëćăîéěě ćěáă àñąěà: ďńĺŋă ŕãâĺ ěáâì áãňňă ćěáőć. Śěľçăá ćáě ćěáă àăćŋë ěďĺŋĺæě, âăł çâő ďńĺŋă ěáâì çĺáńő àñąěà.)

Ďőłăęěň ŋěáłőńìłő áćőľáâć őŕàěďěńñŋŋőčő âăłĺň áŕőáőąőň àăááâőïŋĺï.

Ńěňňă 23.1

Ŕãáâì $s$ --- ŕàőĺğćőńìŋăï ćěàèĺŋă čàăäă (őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő ĺńĺ ŋěâ), ă $(u,v)$ --- ěčő àěąàő. Šőčďă $$ \delta (s,v)\le \delta

(s,u)+1.$$

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ěáńĺ $u$ ďőáâĺęĺňă ğă $k$ èăčőć ĺğ $s$, âő ĺ $v$ ďőáâĺęĺňă ŋě ąőńěě çěň ğă $k+1$ èăčőć (ŕàőľďñň ŕő àěąàã $(u,v)$), ŕőíâőňã ŋěàăćěŋáâćő ćëŕőńŋěŋő. Ěáńĺ ęě $u$ ŋěďőáâĺęĺňă ĺğ $s$, âő

$\delta (s,u)=\infty$ ĺ ŋěàăćěŋáâćő âàĺćĺăńìŋő.

% łőŋěæ ďőłăğăâěńìáâćă

% ďăńěě âěłáâ ŕěàěŕĺáăŋ, ĺ ďăęě äőàňãńĺàőćłĺ ńěňň ĺğňěŋěŋë
% (á áőåàăŋěŋĺěň ĺğ őąéěčő çĺáńă ďńï ŕőáńěďãîéěľ ŋãňěàăæĺĺ
% - ŋěćőğňőęŋő ąëńő őáâăćńïâì âăłőě ďńĺŋŋőě ĺ ğăŕãâăŋŋőě
% àăááãęďěŋĺě ŕő âăłőňã ŕàőáâőňã ŕőćőďã...

Ńěňňă 23.2

Ěáńĺ $\delta($s$,$v$)>0$, âő áãéěáâćãěâ ćěàèĺŋă $u$, ďő łőâőàőľ àăááâőïŋĺě ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě ($\delta(s,v)=\delta(s,u)+1$) ĺ ďńï łőâőàőľ $v$ ïćńïěâáï áňěęŋőľ ćěàèĺŋőľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ $s$ ć $v$. Őŋ ąãďěâ ĺňěâì ďńĺŋã $\delta(s,v)$. Ćőğìňñň ćěàèĺŋã $u$, ńěęăéãî ŋă íâőň ŕãâĺ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕěàěď $v$. Ŋăň ŋăďő ãąěďĺâìáï, çâő ďő ŋěñ àăááâőïŋĺě ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě. Ć áăňőň ďěńě, ã ŋăá ěáâì ćěďãéĺľ ć ŋěñ ŕãâì ďńĺŋë $\delta(s,v)-1$ (őâąàőáĺň ŕőáńěďŋěě àěąàő), ă ąőńěě łőàőâłőčő ŕãâĺ ąëâì ŋě ňőęěâ ŕő ŕàěďëďãéěľ ńěňňě.

% łőŋěæ ďőłăğăâěńìáâćă

Ć ãáńőćĺïå ńěňňë ďńï ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ $s$ ć $v$ ďőáâăâőçŋő ŋăľâĺ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ $s$ ć $u$ ĺ ďőąăćĺâì ł ŋěňã àěąàő $(u,v)$.

\medskip

Šěŕěàì ňë ňőęěň ďőłăğăâì, çâő ŕőĺáł ć èĺàĺŋã ŕàăćĺńìŋő ćëçĺáńïěâ ďńĺŋë łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Řăąőâă ŕàőæěďãàë \textsc{BFS} ďěńĺâáï ŋă ŋăçăńìŋëľ íâăŕ

(áâàőłĺ 1--8) ĺ ŕőćâőàěŋĺï æĺłńă ć áâàőłăå 9--18. Ŋăá ąãďěâ

ĺŋâěàěáőćăâì áőáâőïŋĺě ŕěàěňěŋŋëå ŕőáńě ŋěáłőńìłĺå âăłĺå ŕőćâőàěŋĺľ.

Ńěňňă 23.3

Ďńï ćáïłőčő æěńőčő ŋěőâàĺæăâěńìŋőčő $k$ áãéěáâćãěâ ňőňěŋâ ŕőáńě ŋěáłőńìłĺå ŕőćâőàěŋĺľ âěńă æĺłńă (áâàőłĺ 10--18), łőčďă ćëŕőńŋěŋë áńěďãîéĺě ãâćěàęďěŋĺï:

\begin{itemize}
\item

ćěàèĺŋë, ďńï łőâőàëå àăááâőïŋĺě őâ ŋăçăńìŋőľ ňěŋìèě $k$ -

-- çñàŋëě,

àăćŋő $k$ --- áěàëě, ąőńìèě $k$ --- ąěńëě;

\item

ć őçěàěďĺ $Q$ ŋăåőďïâáï áěàëě ćěàèĺŋë ĺ âőńìłő őŋĺ;

\item

ć ňăááĺćě $d$ åàăŋïâáï ŕàăćĺńìŋëě ğŋăçěŋĺï àăááâőïŋĺï őâ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë ďńï çñàŋëå ĺ áěàëå ćěàèĺŋ, ĺ ąěáłőŋěçŋëě ğŋăçěŋĺï ďńï ąěńëå;

\item

ěáńĺ $v$ --- áěàăï ĺńĺ çñàŋăï ćěàèĺŋă, âő

 $\delta(s,\pi(v))=\delta(s,v)-1$ ĺ ć čàăäě ěáâì àěąàő
 $(v,\pi[v])$; ďńï ąěńëå ćěàèĺŋ ğŋăçěŋĺě $\pi$ ěáâì \textsc{nil}.
\end{itemize}

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ĺŋďãłæĺï ŕő $k$.

Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï áâàőł 1--8 ćáě ŕãŋłâë ńěňňë ćëŕőńŋěŋë ďńï

$k=0$: ŋă àăááâőïŋĺĺ $k$ ŋăåőďĺâáï ěďĺŋáâćěŋŋăï ćěàèĺŋă
(ŋăçăńìŋăï), őŋă áěàăï, őáâăńìŋëě ąěńëě, áěàăï ćěàèĺŋă ńě-

ęĺâ ć őçěàěďĺ, ďńï ąěńëå ćěàèĺŋ $d$ ąěáłőŋěçŋő ĺ $\pi$ àăćŋő

\textsc{nil}, ă ďńï áěàőľ ćěàèĺŋë ğŋăçěŋĺï $d$ ĺ $\pi$

ŕàăćĺńìŋë.

Ŕãáâì âěŕěàì ďńï ŋěłőâőàőčő $k$ ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë ćëŕőńŋěŋő, ĺ ŕőáńě ŋěáłőńìłĺå ĺâěàăæĺľ æĺłńă ćáñ âăł, łăł ŋăŕĺáăŋő ć ńěňňě. Ůâő ąãďěâ ŕàőĺáåőďĺâì ŕőáńě íâőčő? Ĺğ őçěàěďĺ ąãďãâ ğăąĺàăâìáï ńěęăéĺě ć ŋěľ ćěàèĺŋë, łőâőàëě ňë ąãďěň ŋăğëćăâì

\textit{ŕàőáňăâàĺćăěňëňĺ}. Ďńï áňěęŋëå á ŋĺňĺ ąěńëå ćěà-

èĺŋ ąãďãâ ćëŕőńŋïâìáï áâàőłĺ 13--16; ć áâàőłě 16 őŋĺ ďőąăćńïîâáï ć łőŋěæ őçěàěďĺ, ĺ ŕőâőňã ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ĺå \emph{ďőąăćńïěňëňĺ}. Ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ őçěàěďĺ ąãďãâ ĺğêïâë ćáě ŋăåőďĺćèĺěáï âăň ĺğŋăçăńìŋő ćěàèĺŋë, âő ěáâì ćáě ćěàèĺŋë, ŋăåőďïéĺěáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k$, ĺ őáâăŋãâáï âőńìłő ćŋőćì ďőąăćńěŋŋëě.

(Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő ğďěáì áãéěáâćěŋŋő ĺáŕőńìğãěâáï

ŕàăćĺńő àăąőâë őçěàěďĺ: ŕěàćëň ŕàĺèñń --- ŕěàćëň ãèñń.) Ć íâőâ ňőňěŋâ ňë ňëáńěŋŋő ŕàěàćñň ćëŕőńŋěŋĺě ŕàőæěďãàë ĺ ãąěďĺňáï, çâő ćëŕőńŋěŋë ćáě ãáńőćĺï ńěňňë ďńï ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèěčő ğŋăçěŋĺï $k$.

Ŕàőáňăâàĺćăěňëě ćěàèĺŋë --- íâő ćěàèĺŋë, łőâőàëě ąëńĺ ć őçěàěďĺ; ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî őŋĺ ŋăåőďïâáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k$.

Ďőąăćńïěňëě ćěàèĺŋë ŋăåőďïâáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k+1$. Ć áăňőň ďěńě, őŋĺ ïćńïîâáï áňěęŋëňĺ á ŕàőáňăâàĺćăěňëňĺ ćěàèĺŋăňĺ, ŋăåőďïéĺňĺáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k$, ĺ ŕőâőňã ŕő ńěňňě 23.1 àăááâőïŋĺě ąãďěâ ŋě ąőńìèě $k+1$. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ďőąăćńïîâáï âőńìłő ąěńëě ćěàèĺŋë, ĺ ŕőâőňã ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłæĺĺ àăááâőïŋĺě ďő ŋĺå ąőńìèě $k$.

Ąãďãâ ďőąăćńěŋë ćáě ćěàèĺŋë, ŋăåőďïéĺěáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k+1$. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ćěàèĺŋă $v$ ŋăåőďĺâáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k+1$, âő ŕő ńěňňě 23.2 áãéěáâćãěâ ćěàèĺŋă $u$ ŋă àăááâőïŋĺĺ $k$, ďńï łőâőàőľ őŋă áňěęŋăï. Ćěàèĺŋă $u$ ďőńęŋă ąëâì áàěďĺ ŕàőáňăâàĺćăěňëå, ĺ ćő ćàěňï ěñ őąàăąőâłĺ ćěàèĺŋă $v$ ąãďěâ ďőąăćńěŋă. Ŋăďő âőńìłő ĺňěâì ć ćĺďã, çâő ćěàèĺŋ $u$ ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő --- ŋő íâő ŋě ňěèăěâ ďěńã, âăł łăł ćő ćàěňï ŕàőáňőâàă ŕěàćőľ ĺğ ŋĺå ćěàèĺŋă $v$ ąãďěâ ďőąăćńěŋă (ŕőáńě çěčő őŋă ąãďěâ áěàőľ ĺ ãáńőćĺě ć áâàőłě 12 ąãďěâ ńőęŋő, âăł çâő ćâőàőľ àăğ ěñ ŋě ďőąăćïâ).

Ŕőíâőňã ć łőŋæě àăááňăâàĺćăňőčő ŋăňĺ íâăŕă ć őçěàěďĺ ąãďãâ ćáě ćěàèĺŋë, ŋăåőďïéĺěáï ŋă àăááâőïŋĺĺ $k+1$. Ŕőáłőńìłã ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ őŋĺ ďěńăîâáï áěàëňĺ, ă ŕőáńě ŕàőáňőâàă ćěàèĺŋă ďěńăěâáï çñàŋőľ, âő ãáńőćĺě ő æćěâăå ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő.

Śâàőłĺ 14 ĺ 15 őąěáŕěçĺćăîâ ćëŕőńŋěŋĺě ŕãŋłâőć ńěňňë ő àăááâőïŋĺĺ ĺ ő ňăááĺćě $\pi$, çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő.

Šěŕěàì ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŕàăćĺńìŋőáâĺ ŕàőæěďãàë \textsc{BFS} ďőáâăâőçŋő ćğïâì ąőńìèőě $k$ (ąőńìèě ňăłáĺňăńìŋőčő àăááâőïŋĺï őâ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë ďő ćáěå ćěàèĺŋ čàăäă). Šőčďă ćěàèĺŋ ŋă àăááâőïŋĺĺ $k$ (áěàëå, őŋĺ ęě ćěàèĺŋë ć őçěàěďĺ) ŋě ąãďěâ, ăńčőàĺâň ğăćěàèĺâ àăąőâã ĺ ćáě ňăááĺćë ąãďãâ ğăŕőńŋěŋë ŕàăćĺńìŋő. Ňë ďőłăğăńĺ âăłãî âěőàěňã:

Šěőàěňă 23.4 (Ăńčőàĺâň \textsc{BFS} ŕàăćĺńěŋ)

Řăąőâăï ŋă čàăäě $G=(V,E)$ (őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň ĺńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň) á ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ $s$, ŕàőæěďãàă

\textsc{BFS} őąŋăàãęĺâ (áďěńăěâ çñàŋëňĺ) ćáě ďőáâĺęĺ-

ňëě ĺğ $s$ ćěàèĺŋë, ĺ ďńï ćáěå $v\in V$ ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő

$d[v]=\delta (s,v)$. Łàőňě âőčő, ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë $v\ne s$,

ďőáâĺęĺňőľ ĺğ $s$, őďĺŋ ĺğ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ $s$ ć $v$ ňőęŋő ŕőńãçĺâì ďőąăćńěŋĺěň àěąàă $(\pi [v],v)$ ł (ńîąőňã) łàăâçăľèěňã ŕãâĺ ĺğ $s$ ć $\pi [v]$. Ďńï ŋěďőáâĺęĺňőľ ĺğ $s$ ćěàèĺŋë ğŋăçěŋĺě $\pi[s]$ àăćŋő \textsc{nil}.

% łőŋěæ ďőłăğăâěńìáâćă

Ďěàěćìï ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã.

Ć åőďě àăąőâë ŕàőæěďãàë \textsc{BFS} ćëďěńïěâáï ŋěłőâőàëľ ŕőďčàăä --- ďěàěćő ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã, ğăďăćăěňőě ŕőńïňĺ $\pi[v]$. Ąőńěě äőàňăńìŋő, ŕàĺňěŋĺň ŕàőæěďãàã

\textsc{BFS} ł čàăäã $G=(V,E)$ á ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ $s$.

Řăááňőâàĺň ŕőďčàăä, ćěàèĺŋăňĺ łőâőàőčő ïćńïîâáï ďőáâĺęĺňëě ĺğ

$s$ ćěàèĺŋë, ă àñąàăňĺ ïćńïîâáï àñąàă $(\pi[v],v)$ ďńï

ćáěå ďőáâĺęĺňëå $v$, łàőňě $s$.

Ńěňňă 23.5.

Ŕőáâàőěŋŋëľ âăłĺň őąàăğőň ŕőďčàăä čàăäă $G$ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ďěàěćő, ć łőâőàőň ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë $v$ ĺňěěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëľ ŕàőáâőľ ŕãâì ĺğ $s$ ć $v$. İâőâ ŕãâì ąãďěâ łàăâçăľèĺň ŕãâñň ĺğ

$s$ ć $v$ ć čàăäě $G$.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Śãéěáâćőćăŋĺě ŕãâĺ ĺğ $s$ ć $v$ (łăł ĺ âő, çâő őŋ ąãďěâ łàăâçăľèĺň) áńěďãěâ ĺğ âěőàěňë 23.4 (ĺŋďãłæĺï ŕő àăááâőïŋĺî őâ $s$ ďő $v$). Ŕőíâőňã čàăä áćïğěŋ. Ŕőáłőńìłã çĺáńő àñąěà ć ŋñň ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě çĺáńă ćěàèĺŋ, âő őŋ ïćńïěâáï ďěàěćőň (âěőàěňă 5.2).

% łőŋěæ ďőłăğăâěńìáâćă

İâő ďěàěćő ŋăğëćăěâáï \emph{ŕőďčàăäőň ŕàěďèěáâćőćăŋĺï}

(predecessor subgraph), ă âăłęě \emph{ďěàěćőň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã}
(breadth-first tree) ďńï ďăŋŋőčő čàăäă ĺ ďăŋŋőľ ŋăçăńìŋőľ

ćěàèĺŋë. (Ğăňěâĺň, çâő ŕőáâàőěŋŋőě ďěàěćő ğăćĺáĺâ őâ âőčő, ć łăłőň ŕőàïďłě ŕàőáňăâàĺćăîâáï ćěàèĺŋë ć áŕĺáłăå áňěęŋëå ćěàèĺŋ.)

Ěáńĺ ğŋăçěŋĺï ć ňăááĺćě $\pi$ ãęě ćëçĺáńěŋë á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë \textsc{BFS}, âő łàăľâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ $s$ ńěčłő ŋăľâĺ: ĺå ŕěçăâăěâ ŕàőæěďãàă \textsc{Print-Path}

\begin{verbatim}

Print-Path$(G,s,v)$

1 if $v=s$
2 then ŋăŕěçăâăâì $s$
3 else if $\pi[v]=NIL$
4 then ŋăŕěçăâăâì "ŕãâĺ ĺğ $s$ ć $v$ ŋěâ"
5 else Print-Path$(G,s,\pi[v])$
6 ŋăŕěçăâăâì $v$

Ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ďńĺŋě ŕěçăâăěňőčő ŕãâĺ (łăęďëľ àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć ãňěŋìèăěâ àăááâőïŋĺě őâ s ŋă ěďĺŋĺæã).

Şŕàăęŋěŋĺï 23.2-1 Ůâő ďăáâ ŕőĺáł ć èĺàĺŋã ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă àĺá. 23.2 (a) ĺ ćěàèĺŋë 3 ć łăçěáâćě ŋăçăńìŋőľ?

23.2-2 Ůâő ďăáâ ŕőĺáł ć èĺàĺŋã ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă àĺá. 23.3 ĺ ćěàèĺŋë u ć łăçěáâćě ŋăçăńìŋőľ?

23.2-3 Śłőńìłő ćàěňěŋĺ ąãďěâ àăąőâăâì ŕàőæěďãàă BFS, ěáńĺ čàăä ŕàěďáâăćńěŋ ć ćĺďě ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ (ĺ ŕàőæěďãàă áőőâćěâáâćěŋŋő ĺğňěŋěŋă)?

23.2-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ŕőĺáłě ć èĺàĺŋã ğŋăçěŋĺě d[u], ďăćăěňőě ăńčőàĺâňőň, ŋě ĺğňěŋĺâáï, ěáńĺ ŕěàěáâăćĺâì íńěňěŋâë ć łăęďőň áŕĺáłě áňěęŋëå ćěàèĺŋ.

23.2-5

Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E), ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë s ∈ V ĺ ŋěłőâőàőčő ňŋőęěáâćă àěąěà E_π ⊆ E, ďńï łőâőàëå ďńï łăęďőľ ďőáâĺęĺňőľ ĺğ s ćěàèĺŋë v ∈ V áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ ŕãâì ĺğ s ć v, ŕàőåőďïéĺľ ŕő àñąàăň ĺğ E_π, ĺ íâőâ ŕãâì ïćńïěâáï łàăâçăľèĺň ć G, ŋő ňŋőęěáâćő àěąěà E_π ŋě áőćŕăďăěâ á ďěàěćőň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã, ďăćăěňëň á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë BFS, łăł ŋĺ ŕěàěáâăćńïľ íńěňěŋâë ć łăęďőň ĺğ áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ.

23.2-6 Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ćëïáŋïîéĺľ, ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ďćãďőńìŋëň.

23.2-7* Ďĺăňěâà (diameter) ďěàěćă T = (V, E) őŕàěďěńïěâáï łăł max u,v∈V δ(u, v) (âő ěáâì łăł ňăłáĺňăńìŋăï ďńĺŋă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ňěęďã ďćãňï ćěàèĺŋăňĺ). Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï ďĺăňěâàă ďěàěćă, ĺ őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

23.2-8 Ŕãáâì G = (V, E) – ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, őâëáłĺćăîéĺľ ğă ćàěňï O(V + E) ŕãâì ć čàăäě, łőâőàëľ ŕàőåőďĺâ łăęďőě àěąàő àőćŋő ŕő őďŋőňã àăğã ć łăęďãî áâőàőŋã. Łăł ŋăľâĺ ćëåőď ĺğ ńăąĺàĺŋâă, ĺňěï á áőąőľ ąőńìèőľ ğăŕăá őďĺŋăłőćëå ňőŋěâ?

23.1.3 Ŕőĺáł ć čńãąĺŋã

Śâàăâěčĺï ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã âăłőćă: ĺďâĺ ”ćčńãąì”, ŕőłă íâő ćőğňőęŋő (ěáâì ŋěŕàőľďěŋŋëě àñąàă), ĺ ćőğćàăéăâìáï ĺ ĺáłăâì ďàãčőľ ŕãâì, łőčďă âăłĺå àñąěà ŋěâ. Šăł ďěńăěâáï, ŕőłă ŋě őąŋăàãęěŋë ćáě ćěàèĺŋë, ďőáâĺęĺňëě ĺğ ĺáåőďŋőľ. Ěáńĺ ŕőáńě íâőčő őáâăîâáï ŋěőąŋăàãęěŋŋëě ćěàèĺŋë, ňőęŋő ćëąàăâì őďŋã ĺğ ŋĺå ĺ ŕőćâőàïâì ŕàőæěáá, ĺ ďěńăâì âăł ďő âěå ŕőà, ŕőłă ňë ŋě őąŋăàãęĺň ćáě ćěàèĺŋë čàăäă.

Łăł ĺ ŕàĺ ŕőĺáłě ć èĺàĺŋã, őąŋăàãęĺć (ćŕěàćëě) ćěàèĺŋã v, áňěęŋãî á u, ňë őâňěçăěň íâő áőąëâĺě, ŕőňěéăï ć ŕőńě π[v] ğŋăçěŋĺě u. Ŕőńãçăěâáï ďěàěćő — ĺńĺ ŋěáłőńìłő ďěàěćìěć, ěáńĺ ŕőĺáł ŕőćâőàïěâáï ĺğ ŋěáłőńìłĺå ćěàèĺŋ. Čőćőàï ďăńìèě ő ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã, ňë ćáěčďă ŕàěďŕőńăčăěň, çâő âăł ĺ ďěńăěâáï (ŕőĺáł ŕőćâőàïěâáï). Ňë ŕőńãçăěň ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï (predecessor subgraph), őŕàěďěńñŋŋëľ âăł: G_π = (V, E_π), čďě E_π = {(π[v], v) : v ∈ V andπ[v] ≠ NIL}

Ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ńěá ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã (depth-first forest), áőáâőïéĺľ ĺğ ďěàěćìěć ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã (deep-first trees).

Ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã âăłęě ĺáŕőńìğãěâ æćěâă ćěàèĺŋ. Łăęďăï ĺğ ćěàèĺŋ ćŋăçăńě ąěńăï. Ąãďãçĺ őąŋăàãęěŋŋőľ (discovered), őŋă áâăŋőćĺâáï áěàőľ; őŋă áâăŋěâ çñàŋőľ, łőčďă ąãďěâ ŕőńŋőáâìî őąàăąőâăŋă, âő ěáâì łőčďă áŕĺáőł áňěęŋëå á ŋěľ ćěàèĺŋ ąãďěâ ŕàőáňőâàěŋ. Łăęďăï ćěàèĺŋă ŕőŕăďăěâ àőćŋő ć őďŋő ďěàěćő ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã, âăł çâő íâĺ ďěàěćìï ŋě ŕěàěáěłăîâáï.

Ŕőňĺňő íâőčő, ŕőĺáł ć čńãąĺŋã áâăćĺâ ŋă ćěàèĺŋăå ňěâłĺ ćàěňěŋĺ (timestamps). Łăęďăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ďćě ňěâłĺ: ć d[v] ğăŕĺáăŋő, łőčďă íâă ćěàèĺŋă ąëńă őąŋăàãęěŋă (ĺ áďěńăŋă áěàőľ), ă ć f[v] — łőčďă ąëńă ğăłőŋçěŋă őąàăąőâłă áŕĺáłă áňěęŋëå á v ćěàèĺŋ (ĺ v áâăńă çñàŋőľ).

İâĺ ňěâłĺ ćàěňěŋĺ ĺáŕőńìğãîâáï ćő ňŋőčĺå ăńčőàĺâňăå ŋă čàăäăå ĺ ŕőńěğŋë ďńï ăŋăńĺğă áćőľáâć ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

Ć ŕàĺćőďĺňőľ ďăńěě ŕàőæěďãàě DFS (Depth-First Search — ŕőĺáł ć čńãąĺŋã) ňěâłĺ ćàěňěŋĺ d[v] ĺ f[v] ïćńïîâáï æěńëňĺ çĺáńăňĺ őâ 1 ďő 2|V |; ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë u ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő d[u] < f[u] (23.1) Ćěàèĺŋă u ąãďěâ ąěńőľ ďő ňőňěŋâă d[u], áěàőľ ňěęďã d[u] ĺ f[u] ĺ çñàŋőľ ŕőáńě f[u].

Ĺáåőďŋëľ čàăä ňőęěâ ąëâì őàĺěŋâĺàőćăŋŋëň ĺńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëň. Ŕěàěňěŋŋăï time — čńőąăńìŋăï ŕěàěňěŋŋăï âěłãéěčő ćàěňěŋĺ, ĺáŕőńìğãěňőčő ďńï ŕőňěâőł.

DFS$(G)$

1 for (ďńï) ćáěå ćěàèĺŋ $u\in V[G]$
2 \hspace{1cm} do $color[u]\leftarrow$ ąěńëľ
3 \hspace{2cm} $\pi[u]\leftarrow NIL$
4 $time\leftarrow 0$
5 for (ďńï) ćáěå ćěàéĺŋ $u\in V[G]$
6 \hspace{1cm} do if $color[u]=$ ąěńëľ
7 \hspace{2cm} then DFS-Visit$(u)$

DFS-Visit(u)
1 $color[u]\leftarrow$ ąěńëľ // ćěàèĺŋă $u$ ąëńă ąěńőľ
2 $d[u]\leftarrow time\leftarrow time+1$
3 \textsc{for} (ďńï) ćáěå $v\in Adj[u]$ // őąàăąőâăâì àě-

ąàő $(u,v)$

4 \hspace{1cm} \textsc{do if} $color[v]=$ ąěńëľ
5 \hspace{2cm} \textsc{then} $\pi[v]\leftarrow u$
6 \hspace{3cm} DFS-Visit$(v)$

Řĺáãŋőł 23.3 23.4 Ĺáŕőńŋěŋĺě ăńčőàĺâňă DFS ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă. Ŕőáńě ŕàőáňőâàă łăęďőě àěąàő áâăŋőćĺâáï ńĺąő áěàëň (ěáńĺ őŋő ćłńîçăěâáï ć ďěàěćő ŕőĺáłă) ĺńĺ ŕãŋłâĺàŋëň (őąàăâŋëě àñąàă ŕőňěçěŋë ąãłćőľ B (back), ŕěàěłàñáâŋëě — ąãłćőľ C (cross), ŕàïňëě — ąãłćőľ F (forward)). Ş łăęďőľ ćěàèĺŋë ŕőłăğăŋë ćàěňěŋă ŋăçăńă ĺ łőŋæă őąàăąőâłĺ.

7 $color[u]\leftarrow$ çñàŋëľ //ćěàèĺŋă őąàăąőâăŋă, ďě-

ńăěň ěñ çěàŋőľ

8 $f[u]\leftarrow time\leftarrow time+1$

Ŋă àĺá. 23.4 ŕőłăğăŋă àăąőâă ŕàőæěďãàë DFS ŋă čàăäě àĺá. 23.2. Ć áâàőłăå 1-3 ćáě ćěàèĺŋë łàăáïâáï ć ąěńëľ æćěâ; ć ŕőńě π ŕőňěéăěâáï nil. Ć áâàőłě 4 ãáâăćńĺćăěâáï ŋăçăńìŋőě (ŋãńěćőě) ćàěňï. Ć áâàőłăå 5–7 ćëğëćăěâáï ŕàőæěďãàă DFS-Visit ďńï ćáěå ćěàèĺŋ (łőâőàëě őáâăńĺáì ąěńëňĺ ł ňőňěŋâã ćëğőćă — ŕàěďëďãéĺě ćëğőćë ŕàőæěďãàë ňőčńĺ áďěńăâì ĺå çñàŋëňĺ). İâĺ ćěàèĺŋë áâăŋőćïâáï łőàŋïňĺ ďěàěćìěć ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

Ć ňőňěŋâ ćëğőćă DFS-Visit(u) ćěàèĺŋă u — ąěńăï. Ć áâàőłě 1 őŋă áâăŋőćĺâáï áěàőľ. Ć áâàőłě 2 ćàěňï ěñ őąŋăàãęěŋĺï ğăŋőáĺâáï ć d[u] (ďő íâőčő áçñâçĺł ćàěňěŋĺ ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă 1). Ć áâàőłăå 3-7 ŕàőáňăâàĺćăîâáï áňěęŋëě á u ćěàèĺŋë; ŕàőæěďãàă DFS-Visit ćëğëćăěâáï ďńï âěå ĺğ ŋĺå, łőâőàëě őłăğëćăîâáï ąěńëňĺ ł ňőňěŋâã ćëğőćă. Ŕőáńě ŕàőáňőâàă ćáěå áňěęŋëå á u ćěàèĺŋ ňë ďěńăěň ćěàèĺŋã u çñàŋőľ ĺ ğăŕĺáëćăěň ć f[u] ćàěňï íâőčő áőąëâĺï.

Ŕőďáçĺâăěň őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŕàőæěďãàë DFS. Űĺłńë ć áâàőłăå 1–3 ĺ 5–7 âàěąãîâ Θ(V ) ćàěňěŋĺ (ŕőňĺňő ćëğőćőć DFS-Visit). Ŕàőæěďãàă DFS-Visit ćëğëćăěâáï àőćŋő őďĺŋ àăğ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë (ěľ ŕěàěďăñâáï ąěńăï ćěàèĺŋă, ĺ őŋă áàăğã ęě ďěńăěâ ěñ áěàőľ). Ćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï DFS-Visit(v) æĺłń ć áâàőłăå 3–6 ćëŕőńŋïěâáï |Adj[v]| àăğ. Ŕőáłőńìłã ∑ v∈V |Adj[v]| = Θ(E), ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï áâàőł 3–6 ŕàőæěďãàë DFS-Visit áőáâăćńïěâ Θ(E). Ć áãňňě ŕőńãçăěâáï ćàěňï Θ(V + E).

Śćőľáâćă ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

Ŕàěęďě ćáěčő őâňěâĺň, çâő ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï (áőáâăćńěŋŋëľ ĺğ ďěàěćìěć ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã) ć âőçŋőáâĺ áőőâćěâáâćãěâ áâàãłâãàě àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕàőæěďãàë DFS-Visit. Ĺňěŋŋő, u = π[v] âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ŕàőĺğőèñń ćëğőć DFS- Visit(v) ćő ćàěňï ŕàőáňőâàă áŕĺáłă áňěęŋëå á u ćěàèĺŋ.

Ďàãčőě ćăęŋőě áćőľáâćő áőáâőĺâ ć âőň, çâő ćàěňěŋă őąŋăàãęěŋĺï ĺ őłőŋçăŋĺï őąàăąőâłĺ őąàăğãîâ ŕàăćĺńìŋãî áłőąőçŋãî áâàãłâãàã (parenthesis structure). Őąőğŋăçăï őąŋăàãęěŋĺě ćěàèĺŋë u őâłàëćăîéĺľáï áłőąłőľ á ŕőňěâłőľ u, ă őłőŋçăŋĺě ěñ őąàăąőâłĺ — ğăłàëćăîéěľáï á âőľ ęě ŕőňěâłőľ, âő ŕěàěçěŋì áőąëâĺľ ąãďěâ

Řĺáãŋőł 23.4 23.5 Śćőľáâćă ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã. (a) Řěğãńìâăâ ŕőĺáłă (ć őąőğŋăçěŋĺïå àĺá. 23.4). (b) Ŕàőňěęãâłĺ ňěęďã őąŋăàãęěŋĺěň ĺ őłőŋçăŋĺěň őąàăąőâłĺ ďńï łăęďőľ ĺğ ćěàèĺŋ, ĺğőąàăęñŋŋëě ć ćĺďě ŕàïňőãčőńìŋĺłőć. Śâàěńłĺ ãłăğëćăîâ áâàãłâãàã ďěàěćìěć ŕőáĺłă ć čńãąĺŋã. (c) Őâňěçěŋë àñąàă ĺáåőďŋőčő čàăäă á ãłăğăŋĺěň ĺå âĺŕőć (àñąàă ďěàěćă ĺ ŕàïňëě àñąàă ćěďãâ ćŋĺğ, őąàăâŋëě ćěďãâ ććěàå).

ŕàăćĺńìŋő ŕőáâàőěŋŋëň ćëàăęěŋĺěň ć âőň áňëáńě (áłőąłĺ á őďĺŋăłőćëňĺ ŕőňěâłăňĺ áçĺâăěň ŕăàŋëňĺ). Ŋăŕàĺňěà, ŕőĺáłã ć čńãąĺŋã ŋă àĺá. 23.5 (a) áőőâćěâáâćãěâ àăááâăŋőćłă áłőąőł, ĺğőąàăęñŋŋăï ŋă àĺáãŋłě 23.5(b).

Ůâőąë ďőłăğăâì íâĺ ĺ ďàãčĺě áćőľáâćă, ňë ďőńęŋë àăááãęďăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ŕàĺ íâőň, ďőłăğëćăï âàěąãěňőě áćőľáâćő àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàë DFS-Visit, ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő àěłãàáĺćŋëě ćëğőćë íâőľ ŕàőæěďãàë őąńăďăîâ ćëąàăŋŋëň áćőľáâćőň.

Şąěďĺňáï ćŋăçăńě, çâő ćëğőć DFS-Visit(u) ďńï ąěńőľ ćěàèĺŋë u ďěńăěâ çñàŋőľ íâã ćěàèĺŋã ĺ ćáě ąěńëě ćěàèĺŋë, ďőáâãŕŋëě ĺğ ŋěñ ŕő ąěńëň ŕãâïň (ć łőâőàëå ćáě ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë âăłęě ąěńëě), ĺ őáâăćńïěâ áěàëě ĺ çñàŋëě ćěàèĺŋë ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ.

Ć áăňőň ďěńě, àěłãàáĺćŋëě ćëğőćë ć áâàőłě 6 ćëŕőńŋïîâáï ńĺèì ďńï ąěńëå ćěàèĺŋ, ïćńïîéĺåáï áňěęŋëňĺ á u. Ěáńĺ łăłăï-âő ćěàèĺŋă w ąëńă ğăłàăèěŋă ć åőďě íâĺå ćëğőćőć, âő (ŕő ĺŋďãłâĺćŋőňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî) őŋă ąëńă ďőáâãŕŋă ŕő ąěńőňã ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ĺğ ąěńëå ćěàèĺŋ, áňěęŋëå á u, ĺ ŕőâőňã ďőáâãŕŋă ŕő ąěńőňã ŕãâĺ ĺğ u. Ŋăŕàőâĺć, ěáńĺ ćěàèĺŋă w ďőáâãŕŋă ŕő ąěńőňã ŕãâĺ ĺğ u, âő íâőâ őŋă ďőáâãŕŋă ŕő ąěńőňã ŕãâĺ ĺğ łăłőľ-âő ąěńőľ ćěàèĺŋë v, áňěęŋőľ á u (ŕőáňőâàĺň ŋă ŕěàćëľ èăč ŕãâĺ). Ąãďěň áçĺâăâì, çâő v — ŕěàćăï ĺğ âăłĺå ćěàèĺŋ (ć ŕőàïďłě ŕàőáňőâàă ć áâàőłě 3). Ć íâőň áńãçăě ćáě ćěàèĺŋë ąěńőčő ŕãâĺ ĺğ v ć w őáâăŋãâáï ąěńëňĺ ł ňőňěŋâã ćëğőćă DFS-Visit(v), ŕőáłőńìłã őŋĺ ŋěďőáâãŕŋë ŕő ąěńëň ŕãâïň ĺğ ŕàěďèěáâćãîéĺå v ćěàèĺŋ (ĺŋăçě w ąëńă ąë âăłęě ďőáâãŕŋă). Ŕő ĺŋďãłâĺćŋőňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî w áâăŋěâ çñàŋőľ ŕőáńě ćëğőćă DFS-Visit(v).

Łàőňě âőčő, áăňă ćěàèĺŋă u áâăŋěâ áŋăçăńă áěàőľ, ă ŕőâőň çñàŋőľ. (Ğăňěâĺň, çâő ňë ňőčńĺ ąë áàăğã áďěńăâì ěñ çñàŋőľ, ŕőáłőńìłã ŕàőčàăňňă ŋĺłăł ŋě àăğńĺçăěâ áěàëě ĺ çñàŋëě ćěàèĺŋë, őďŋăłő íâő àăğńĺçĺě ŋăň ŕàĺčőďĺâáï ć ďăńìŋěľèěň.)

§áŋő âăłęě, çâő æćěâă áěàëå ĺ çñàŋëå ćěàèĺŋ őáâăîâáï ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ (ŕőáłőńìłã íâő ćěàŋő ďńï àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕő ĺŋďãłâĺćŋőňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî).

Ăŋăńőčĺçŋëě àăááãęďěŋĺï ŕő ĺŋďãłæĺĺ ŕőğćőńïîâ ãáâăŋőćĺâì, çâő ćëğőć DFS-Visit(u) ňěŋïěâ ŕőńï π[v] ďńï ćáěå őłàăèĺćăěňëå ćěàèĺŋ v, őâńĺçŋëå őâ u, âěň áăňëň äőàňĺàãï ĺğ ŋĺå ďěàěćő á łőàŋěň ć u, ă âăłęě ďőąăćńïěâ ł őŕĺáăŋŋőňã ćëèě ŕàőâőłőńã ĺğ áłőąőł á ŕőňěâłăňĺ ŕàăćĺńìŋőě áłőąőçŋőě ćëàăęěŋĺě, ćŋěèŋĺě áłőąłĺ łőâőàőčő ĺňěîâ ŕőňěâłã u, ă ćŋãâàĺ ŋăåőďïâáï áłőąłĺ á ŕőňěâłăňĺ, áőőâćěâáâćãîéĺňĺ őłàăèĺćăěňëň ćěàèĺŋăň.

Ŕőďćőďï ĺâőčĺ, ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì âăłĺě ãâćěàęďěŋĺï: Šěőàěňă 23.6 (ő áłőąőçŋőľ áâàãłâãàě).

Ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň ĺńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ďńï ńîąëå ďćãå ćěàèĺŋ u ĺ v ćëŕőńŋïěâáï àőćŋő őďŋő ĺğ áńěďãîéĺå âàñå ãâćěàęďěŋĺľ:

őâàěğłĺ [d[u], f[u]] ĺ [d[v], f[v]] ŋě ŕěàěáěłăîâáï;

őâàěğőł [d[u], f[u]] æěńĺłőň áőďěàęĺâáï ćŋãâàĺ őâàěğłă [d[v], f[v]] ĺ u — ŕőâőňőł v ć ďěàěćě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã;

őâàěğőł [d[v], f[v]] æěńĺłőň áőďěàęĺâáï ćŋãâàĺ őâàěğłă [d[u], f[u]] ĺ v — ŕőâőňőł u ć ďěàěćě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã;

Śńěďáâćĺě 23.7 (ćńőęěŋĺě ĺŋâěàćăńőć ďńï ŕőâőňłőć) Ćěàèĺŋă v ïćńïěâáï (őâńĺçŋëň őâ u) ŕőâőňłőň ćěàèĺŋë u ć ńěáě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ďńï (őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő ĺńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő) čàăäă G, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ d[u] < d[v] < f[v] < f[u]

Šěőàěňă 23.8 (ő ąěńőň ŕãâĺ) Ćěàèĺŋă v ïćńïěâáï ŕőâőňłőň ćěàèĺŋë u ć ńěáě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã (ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő ĺńĺ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E)) ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, ěáńĺ ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ d[u], łőčďă ćěàèĺŋă u őąŋăàãęěŋă, áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ u ć v, áőáâőïéĺľ âőńìłő ĺğ ąěńëå ćěàèĺŋ.

Łńăááĺäĺłăæĺï àñąěà.

Řñąàă čàăäă ďěńïâáï ŋă ŋěáłőńìłő łăâěčőàĺľ ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ĺå àőńĺ ŕàĺ ŕőĺáłě á čńãąĺŋã. İâă łńăááĺäĺłăæĺï őłăğëćăěâáï ŕőńěğŋőľ ć àăğńĺçŋëå ğăďăçăå. Ŋăŕàĺňěà, łăł ňë ãćĺďĺň ć áńěďãîéěň àăğďěńě, őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋě ĺňěěâ æĺłńőć âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ŋě ŋăåőďĺâ ć ŋñň ”őąàăâŋëå” àěąěà (ńěňňă 23.10).

Ĺâăł, ŕãáâì ňë ŕàőćěńĺ ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ŋă čàăäě G ĺ ŕőńãçĺńĺ ńěá G_π.

1. Řñąàă ďěàěćă (tree edges) — íâő àñąàă čàăäă G_π. (Řěąàő (u, v) ąãďěâ àěąàőň ďěàěćă, ěáńĺ ćěàèĺŋă v ąëńă őąŋăàãęěŋă ŕàĺ őąàăąőâłě íâőčő àěąàă.)

2. Őąàăâŋëě àñąàă (back edges) — íâő àěąàă (u, v), áőěďĺŋïîéĺě ćěàèĺŋã u áő ěñ ŕàěďłőň v ć ďěàěćě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã. (Řñąàăæĺłńë, ćőğňőęŋëě ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäăå, áçĺâăîâáï őąàăâŋëňĺ àñąàăňĺ.)

3. Ŕàïňëě àñąàă (forward edges) áőěďĺŋïîâ ćěàèĺŋã á ěñ ŕőâőňłőň, ŋő ŋě ćåőďïâ ć ďěàěćő ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

4. Ŕěàěłàñáâŋëě àñąàă (cross edges) — ćáě őáâăńìŋëě àñąàă čàăäă. Őŋĺ ňőčãâ áőěďĺŋïâì ďćě ćěàèĺŋë őďŋőčő ďěàěćă ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã, ěáńĺ ŋĺ őďŋă ĺğ íâĺå ćěàèĺŋ ŋě ïćńïěâáï ŕàěďłőň ďàãčőľ, ĺńĺ ęě ćěàèĺŋë ĺğ àăğŋëå ďěàěćìěć.

Ŋă àĺáãŋłăå 23.4 ĺ 23.5 àñąàă ŕőňěçěŋë ć áőőâćěâáâćĺĺ áő áćőĺň âĺŕőň. Řĺá. 23.5(c) ŕőłăğëćăěâ čàăä àĺá. 23.5(a), ŋăàĺáőćăŋŋëľ âăł, çâőąë ŕàïňëě àñąàă ĺ àñąàă ďěàěćìěć ćěńĺ ćŋĺğ, ă őąàăâŋëě – ććěàå.

Ăńčőàĺâň DFS ňőęěâ ąëâì ďőŕőńŋěŋ łńăááĺäĺłăæĺěľ àñąěà ŕő ĺå âĺŕăň. Ĺďěï ğďěáì ć âőň, çâő âĺŕ àěąàă (u, v) ňőęŋő őŕàěďěńĺâì ŕő æćěâã ćěàèĺŋë v ć âőâ ňőňěŋâ, łőčďă àěąàő ŕěàćëľ àăğ ĺááńěďãěâáï (ŕàăćďă, ŕàïňëě ĺ ŕěàěłàěáâŋëě àěąàă ŕàĺ íâőň ŋě àăğńĺçăîâáï): ąěńëľ æćěâ őğŋăçăěâ àěąàő ďěàěćă, áěàëľ — őąàăâŋőě àěąàő, çñàŋëľ — ŕàïňőě ĺńĺ ŕěàěłàñáâŋőě àěąàő.

Ůâőąë ãąěďĺâìáï ć íâőň, ŋăďő ğăňěâĺâì, çâő ł ňőňěŋâã ćëğőćă DFS-Visit(v) áěàëňĺ ïćńïîâáï ćěàèĺŋë ŋă ŕãâĺ őâ łőàŋï ďěàěćă ł ćěàèĺŋě v ĺ âőńìłő őŋĺ (ĺŋďãłæĺï ŕő čńãąĺŋě ćńőęěŋŋőáâĺ ćëğőćă). Ůâőąë őâńĺçĺâì ŕàïňëě àñąàă őâ ŕěàěłàñáâŋëå, ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï ŕőńěň d: àěąàő (u, v) őłăğëćăěâáï ŕàïňëň, ěáńĺ d[u] < d[v], ĺ ŕěàěłàñáâŋëň, ěáńĺ d[u] > d[v] (ãŕà. 23.3-4).

Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ âàěąãěâ őáőąőčő àăááňőâàěŋĺï, âăł łăł őďŋő ĺ âő ęě àěąàő (u, v) = (v, u) őąàăąăâëćăěáï ďćăęďë, á ďàãå łőŋæőć, ĺ ňőęěâ ŕőŕăáâì ć àăğŋëě łăâěčőàĺĺ. Ňë ąãďěň őâŋőáĺâì ěčő ć âőľ łăâěčőàĺĺ, łőâőàăï áâőĺâ àăŋìèě ć ŋăèěň ŕěàěçŋě çěâëàñå łăâěčőàĺľ. Šőâ ęě áăňëľ àěğãńìâăâ ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő âĺŕ àěąàă őŕàěďěńïěâáï ŕàĺ ěčő ŕěàćőľ őąàăąőâłě ĺ ŋě ňěŋïěâáï ŕàĺ ćâőàőľ.

Őłăğëćăěâáï, çâő ŕàĺ âăłĺå áőčńăèěŋĺïå ŕàïňëå ĺ ŕěàěłàñáâŋëå àěąěà ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŋě ąãďěâ.

Šěőàěňă 23.9 Ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G ńîąőě àěąàő őłăğëćăěâáï ńĺąő ŕàïňëň, ńĺąő őąàăâŋëň.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕãáâì (u, v) — ŕàőĺğćőńìŋőě àěąàő čàăäă G, ĺ ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, d[u] < d[v]. Šőčďă ćěàèĺŋă v ďőńęŋă ąëâì őąŋăàãęěŋă ĺ őąàăąőâăŋă ŕàěęďě, çěň ğăłőŋçĺâáï őąàăąőâłă ćěàèĺŋë u, âăł łăł v áőďěàęĺâáï ć áŕĺáłě áňěęŋëå á u ćěàèĺŋ. Ěáńĺ àěąàő (u, v) ŕěàćëľ àăğ őąàăąăâëćăěâáï ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ őâ u ł v, âő (u, v) áâăŋőćĺâáï àěąàőň ďěàěćă. Ěáńĺ ęě őŋő ŕěàćëľ àăğ őąàăąăâëćăěâáï ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ őâ v ł u, âő őŋő áâăŋőćĺâáï őąàăâŋëň àěąàőň (łőčďă őŋő ĺááńěďãěâáï, ćěàèĺŋă u — áěàăï).

İâă âěőàěňă ąãďěâ ŋě àăğ ĺáŕőńìğőćăŋă ć áńěďãîéĺå àăğďěńăå. Şŕàăęŋěŋĺï. 23.3-1 Ŋăàĺáãľâě âăąńĺæã 3 × 3, áâàőłĺ ĺ áâőńąæë łőâőàőľ őâňěçěŋë łăł ąěńëľ, áěàëľ ĺ çñàŋëľ. Ć łăęďőľ łńěâłě (i, j) ŕőňěâìâě, ňőęěâ ńĺ ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ŋă őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŋăľâĺáì àěąàő ĺğ ćěàèĺŋë æćěâă i ć ćěàèĺŋã æćěâă j, ĺ łăłőčő âĺŕă ňőęěâ ąëâì âăłőě àěąàő. Śďěńăľâě ăŋăńőčĺçŋãî âăąńĺæã ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć.

23.3-2 Ŕàĺňěŋĺâě ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ďńï čàăäă àĺá. 23.6. Śçĺ-

Řĺáãŋőł 23.5 23.6 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ďńï ãŕà. 23.3-2 ĺ 23.3-3.

âăľâě, çâő æĺłń for ć áâàőłăå 5-7 ŕàőæěďãàë DFS ŕěàěąĺàăěâ ćěàèĺŋë ć ăńäăćĺâŋőň ŕőàïďłě, ĺ çâő ć áŕĺáłăå áňěęŋëå ćěàèĺŋ őŋĺ âőęě ĺďãâ ŕő ăńäăćĺâã. Ŋăľďĺâě ćàěňï őąŋăàãęěŋĺï ĺ őłőŋçăŋĺï őąàăąőâłĺ łăęďőľ ćěàèĺŋë. Şłăęĺâě âĺŕë ćáěå àěąěà.

23.3-3 Ŋăŕĺèĺâě ćëàăęěŋĺě ĺğ áłőąőł, áőőâćěâáâćãîéěě ŕőĺáłã ć čńãąĺŋã ć ŕàěďëďãéěň ãŕàăęŋěŋĺĺ.

23.3-4 Ďőłăęĺâě, çâő àěąàő (u, v) ïćńïěâáï a. àěąàőň ďěàěćă ĺńĺ ŕàïňëň àěąàőň, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ d[u] < d[v] < f[v] < f[u]; b. őąàăâŋëň àěąàőň, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ d[v] < d[u] < f[u] < f[v]; c. ŕěàěłàñáâŋëň àěąàőň, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ d[v] < f[v] < d[u] < f[u]. 23.3-5 Ŕőłăęĺâě çâő ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć ćáñ àăćŋő, őŕàěďěńïěň ńĺ ňë ěčő âĺŕ łăł ŕěàćëľ ĺğ çěâëàñå ćőğňőęŋëå ć ŕěàěçŋě, ĺńĺ łăł ěčő âĺŕ ŕàĺ ŕěàćőľ őąàăąőâłě.

23.3-6 Ŕőáâàőľâě łőŋâàŕàĺňěà ł âăłőľ čĺŕőâěğě: ěáńĺ ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ u ć v, ĺ ěáńĺ d[u] < d[v] ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã ŋă íâőň čàăäě, âő v — ŕőâőňőł u ć ŕőáâàőěŋŋőň ńěáã ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

23.3-7 Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã âăł, çâőąë őŋ ŕěçăâăń łăęďőě àěąàő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ćňěáâě á ěčő âĺŕőň. Łăłĺě ĺğňěŋěŋĺï ŋãęŋë ďńï ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă?

23.3-8 Őąêïáŋĺâě, łăł ćěàèĺŋă ňőęěâ őłăğăâìáï ěďĺŋáâćěŋŋőľ ć ďěàěćě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã, ďăęě ěáńĺ ã ŋěñ ěáâì łăł ćåőďïéĺě, âăł ĺ ĺáåőďïéĺě àěąàă.

23.3-9 Ŕőłăęĺâě, çâő á ŕőňőéìî ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ňőęŋő ŋăľâĺ áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă, ĺ çâő ńěá ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ąãďěâ áőďěàęăâì áâőńìłő ęě ďěàěćìěć, áłőńìłő ěáâì áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ. Ďńï íâőčő ĺğňěŋĺâě ăńčőàĺâň ŕőĺáłă âăł, çâőąë łăęďőľ ćěàèĺŋě v őŋ ŕàĺáćăĺćăń ŋőňěà őâ 1 ďő k (k — çĺáńő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ), ãłăğëćăîéĺľ, ć łăłőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě ŋăåőďĺâáï v. 23.3-10* Čőćőàïâ, çâő őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) őąńăďăěâ áćőľáâćőň ěďĺŋáâćěŋŋőáâĺ ŕãâĺ (is singly connected), ěáńĺ ć ŋñň ŋě áãéěáâćãěâ ďćãå àăğŋëå ŕàőáâëå ŕãâěľ, ĺňěîéĺå őąéěě ŋăçăńő

Ŕěàěćőďë ŋăğëćăŋĺľ: undershorts – âàãáë, pants – èâăŋë, belt – àěňěŋì, shirt – àãąăèłă, tie – čăńáâãł, jacket – ŕĺďęăł, socks – ŋőáłĺ, shoes – ąőâĺŋłĺ, watch – çăáë.

Řĺáãŋőł 23.6 23.7 (a) Ŕàőäěááőà âőŕőńőčĺçěáłĺ áőàâĺàãěâ áćőî őďěęďã ŕő ãâàăň. Řěąàő (u, v) őğŋăçăěâ, çâő u ďőńęŋő ąëâì ŋăďěâő ďő v. Řïďőň á ćěàèĺŋăňĺ ŕőłăğăŋë ćàěňěŋă ŋăçăńă ĺ łőŋæă őąàăąőâłĺ ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã. (b) Čàăä âőŕőńőčĺçěáłĺ őâáőàâĺàőćăŋ (ćěàèĺŋë àăáŕőńőęěŋë ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ćàěňěŋĺ őłőŋçăŋĺï őąàăąőâłĺ). Ćáě àñąàă ĺďãâ áńěćăő ŋăŕàăćő.

ĺ őąéĺľ łőŋěæ. Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ, őąńăďăěâ ńĺ čàăä íâĺň áćőľáâćőň.

23.1.4 Šőŕőńőčĺçěáłăï áőàâĺàőćłă

Ŕãáâì ĺňěěâáï őàĺŋěâĺàőćăŋŋëľ čàăä ąěğ æĺłńőć (directed acyclic graph; íâő ăŋčńĺľáłőě ŋăğćăŋĺě ĺŋőčďă áőłàăéăîâ ďő “dag”). Ğăďăçă ő âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłě (topological sort) íâőčő čàăäă áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ŋăďő ãłăğăâì âăłőľ ńĺŋěľŋëľ ŕőàïďőł ŋă ěčő ćěàèĺŋăå, çâő ńîąőě àěąàő ćěďěâ őâ ňěŋìèěľ ćěàèĺŋë ł ąőńìèěľ (ć áňëáńě íâőčő ŕőàïďłă). Őçěćĺďŋő, çâő ěáńĺ ć čàăäě ěáâì æĺłńë, âăłőčő ŕőàïďłă ŋě áãéěáâćãěâ. Ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì ğăďăçã ő âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłě ĺ âăł: àăáŕőńőęĺâì ćěàèĺŋë čàăäă ŋă čőàĺğőŋâăńìŋőľ ŕàïňőľ âăł, çâőąë ćáě àñąàă èńĺ áńěćă ŋăŕàăćő. (Śńőćő ”áőàâĺàőćłă” ŋě ďőńęŋő ććőďĺâì ć ğăąńãęďěŋĺě: íâă ğăďăçă ćěáìňă őâńĺçăěâáï őâ őąëçŋőľ ğăďăçĺ áőàâĺàőćłĺ, őŕĺáăŋŋőľ ć çăáâĺ II.)

Ćőâ ŕàĺňěà áĺâãăæĺĺ, ć łőâőàőľ ćőğŋĺłăěâ âăłăï ğăďăçă. Řăááěïŋŋëľ ŕàőäěááőà őďěćăěâáï ŕő ãâàăň, ŕàĺçñň łăłĺě-âő ćěéĺ őąïğăâěńìŋő ŋăďő ŋăďěćăâì ďő łăłĺå-âő ďàãčĺå (ŋăŕààĺňěà, ŋőáłĺ — ďő ąăèňăłőć); ć ďàãčĺå áńãçăïå íâő ćáñ àăćŋő (ŋőáłĺ ĺ èâăŋë, ŋăŕàĺňěà). Ŋă àĺá. 23.7 (a) âàěąãěňëě áőőâŋőèěŋĺï ŕőłăğăŋë ć ćĺďě őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă: àěąàő (u, v) őğŋăçăěâ, çâő ŕàěďňěâ u ďőńęěŋ ąëâì ŋăďěâ ďő v. Šőŕőńőčĺçěáłăï áőàâĺàőćłă íâőčő čàăäă, âěň áăňëň, őŕĺáëćăěâ ćőğňőęŋëľ ŕőàïďőł őďěćăŋĺï. Őďĺŋ ĺğ âăłĺå ŕőàïďłőć ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 23.7 (b) (ŋăďő őďěćăâìáï áńěćă ŋăŕàăćő).

Śńěďãîéĺľ ŕàőáâőľ ăńčőàĺâň âőŕőńőčĺçěáłĺ áőàâĺàãěâ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ăæĺłńĺçěáłĺľ čàăä.

Topological-Sort($G$)

1 Ćëğćăâì DFS($G$), ŕàĺ íâőň,
2 ğăćěàèăï őąàăąőâłã ćěàèĺŋë (\textsc{DFS-Visit}, áâàőłă 8),

ďőąăćńïâì ěñ ć ŋăçăńő áŕĺáłă

3 ćěàŋãâì ŕőáâàőěŋŋëľ áŕĺáőł ćěàèĺŋ

Ŋă àĺáãŋłě 23.7 (b) ŕőłăğăŋ àěğãńìâăâ ŕàĺňěŋěŋĺï âăłőčő ăńčőàĺâňă: ğŋăçěŋĺï f[v] ãąëćăîâ áńěćă ŋăŕàăćő.

Šőŕőńőčĺçěáłăï áőàâĺàőćłă ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï Θ(V + E), ŕőâőňã çâő áâőńìłő ćàěňěŋĺ ğăŋĺňăěâ ŕőĺáł ć čńãąĺŋã, ă ďőąăćĺâì łăęďãî ĺğ |V | ćěàèĺŋ ł áŕĺáłã ňőęŋő ğă ćàěňï O(1).

Ŕàăćĺńìŋőáâì íâőčő ăńčőàĺâňă ďőłăğëćăěâáï á ŕőňőéìî âăłőľ ńěňňë:

Ńěňňă 23.10 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋě ĺňěěâ æĺłńőć âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ŋě ŋăåőďĺâ ć ŋñň őąàăâŋëå àñąěà.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

⇒: Őąàăâŋő àěąàő áőěďĺŋïěâ ŕőâőňłă á ŕàěďłőň ĺ ŕőâőňã ğăňëłăěâ æĺłń, őąàăğőćăŋŋëľ àñąàăňĺ ďěàěćă.

⇐: Ŕãáâì ć čàăäě ĺňěěâáï æĺłń c. Ďőłăęěň, çâő ć íâőň áńãçăě ŕőĺáł ć čńãąĺŋã őąïğăâěńìŋő ŋăľďñâ őąàăâŋőě àěąàő. Śàěďĺ ćěàèĺŋ æĺłńă ćëąěàěň ćěàèĺŋã v, łőâőàăï ąãďěâ őąŋăàãęěŋă ŕěàćőľ, ĺ ŕãáâì (u, v) — ćěďãéěě ć ŋěñ àěąàő æĺłńă. Šőčďă ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ d[v] ĺğ v ć u ćěďñâ ŕãâì ĺğ ąěńëå ćěàèĺŋ. Ŕő âěőàěňě ő ąěńőň ŕãâĺ u áâăŋěâ ŕőâőňłőň v ć ńěáě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã, ŕőíâőňã (u, v) ąãďěâ őąàăâŋëň àěąàőň.

Šěőàěňă 23.11 Ŕàőæěďãàă Topological-Sort(G) ŕàăćĺńìŋő ćëŕőńŋïěâ âőŕőńőčĺçěáłãî áőàâĺàőćłã őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G ąěğ æĺłńőć.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŋãęŋő ďőłăğăâì, çâő ďńï ńîąőčő àěąàă (u, v) ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő f[v] < f[u]. Ć ňőňěŋâ őąàăąőâłĺ íâőčő àěąàă ćěàèĺŋă v ŋě ňőęěâ ąëâì áěàőľ (íâő őğŋăçăńő ąë, çâő őŋă ïćńïěâáï ŕàěďłőň u ĺ (u, v) ïćńïěâáï őąàăâŋëň àěąàőň, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ńěňňě 23.10). Ŕőíâőňã v ć íâőâ ňőňěŋâ ďőńęŋă ąëâì ąěńőľ ĺńĺ çñàŋőľ. Ěáńĺ v — ąěńăï, âő őŋă áâăŋőćĺâáï àěąñŋłőň u, âăł çâő f[v] < f[u]. Ěáńĺ őŋă ãęě çñàŋăï, âő âěň ąőńěě f[v] < f[u].

Şŕàăęŋěŋĺï 23.4-1 Ć łăłőň ŕőàïďłě àăáŕőńőęĺâ ćěàèĺŋë čàăäă àĺá. 23.8 ăńčőàĺâň Topological-Sort? (Ŕőàïďőł ŕàőáňőâàă ćěàèĺŋ ăńäăćĺâŋëľ.)

23.4-2 Řěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâňă Topological-Sort ğăćĺáĺâ őâ ŕőàïďłă ŕàőáňőâàă ćěàèĺŋ. Ŕőłăęĺâě, çâő àăğńĺçŋëě ãŕőàïďőçěŋĺï áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ ňőčãâ ŕàĺćěáâĺ ł őďŋőňã ĺ âőňã ęě àěğãńìâăâã.

23.4-3 Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ, ĺňěěâáï ńĺ ć ďăŋŋőň ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) æĺłń. Ňőęŋő ńĺ áďěńăâì íâő ğă ćàěňï O(V ) (á łőŋáâăŋâőľ, ŋě ğăćĺáïéěľ őâ |E|)?

23.4-4 Ćěàŋő ńĺ, çâő ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă á æĺłńăňĺ ăńčőàĺâň Topological-Sort ŋăåőďĺâ ŕőàïďőł, ŕàĺ łőâőàőň çĺáńő ”ŕńőåĺå” àñąěà (ĺďãéĺå ć ŋěŕàăćĺńìŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ) ąãďěâ ňĺŋĺňăńìŋő?

Řĺáãŋőł 23.7 23.9 (a) Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G ĺ ěčő áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë (ŕőłăğăŋë áěàëň). (b) Šàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋëľ čàăä G^T . Ŕőłăğăŋő ďěàěćő ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã, ćëçĺáńïěňőě ć áâàőłě 3 ŕàőæěďãàë Strongly-Connected- Components Řěąàă ďěàěćă őąćěďěŋë áěàëň. Ćěàèĺŋë b, c, g, h, ïćńïîéĺěáï łőàŋïňĺ ďěàěćìěć ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã (ďńï čàăäă G^T ), ćëďěńěŋë çñàŋëň. (c) Ăæĺłńĺçěáłĺľ čàăä, łőâőàëľ ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ áâïŋãâì łăęďãî áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã čàăäă G ć âőçłã.

23.4-5 Ďàãčőľ áŕőáőą âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłĺ áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŋăåőďĺâì ćěàèĺŋë á ćåőďïéěľ áâěŕěŋìî 0, ŕěçăâăâì ĺå ĺ ãďăńïâì ĺğ čàăäă ćňěáâě áő ćáěňĺ ćëåőďïéĺňĺ ĺğ ŋĺå àñąàăňĺ. Łăł àěăńĺğőćăâì íâã ĺďěî, çâőąë ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï áőáâăćĺńő O(V + E)? Ůâő ŕàőĺğőľďñâ, ěáńĺ ć ĺáåőďŋőň čàăäě ěáâì æĺłńë?

23.5 Śĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë.

23.1.5 Śĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë

Łńăááĺçěáłőě ŕàĺňěŋěŋĺě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã — ğăďăçă ő àăğńőęěŋĺĺ čàăäă ŋă áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë. Ňë ŕőłăęěň, łăł íâő ňőęŋő áďěńăâì, ďćăęďë ćëŕőńŋĺć ŕőĺáł ć čńãąĺŋã.

Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë, àăąőâăîéĺě ŋă őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäăå, ŋăçĺŋăîâ á őâëáłăŋĺï áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ: ŕőáńě íâőčő ğăďăçă àěèăěâáï őâďěńìŋő ďńï łăęďőľ łőňŕőŋěŋâë, ă ŕőâőň àěèěŋĺï łőňąĺŋĺàãîâáï ć áőőâćěáâćĺĺ áő áćïğïňĺ ňěęďã łőňŕőŋěŋâăňĺ. İâĺ áćïğĺ ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì ć ćĺďě âăł ŋăğëćăěňőčő ”čàăäă łőňŕőŋěŋâ” (ãŕà. 23.5-4).

Ćáŕőňŋĺň (čńăćă 5), çâő áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâőľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï ňăłáĺňăńìŋőě ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ U ⊂ V á âăłĺň áćőľáâćőň: ńîąëě ďćě ćěàèĺŋë u ĺ v ĺğ U ďőáâĺęĺňë ďàãč ĺğ ďàãčă (u ⇝ v ĺ v ⇝ u).

Ŕàĺňěà čàăäă á ćëďěńěŋŋëňĺ áĺńìŋő áćïğŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 23.9.

Ăńčőàĺâň ŕőĺáłă áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ čàăäă G = (V, E) ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăâì ”âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋëľ” čàăä G^T = (V, E^T ) (ãŕà. 23.1-3), ŕőńãçăěňëľ ĺğ ĺáåőďŋőčő őąàăéěŋĺěň áâàěńőł ŋă àñąàăå: E^T = {(u, v) : (v, u) ∈ E}. Šăłőľ čàăä ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ğă ćàěňï O(V + E) (ňë áçĺâăěň, çâő ĺáåőďŋëľ ĺ âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋëľ čàăäë ğăďăŋë á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ). Ńěčłő ŕőŋïâì, çâő G ĺ G^T ĺňěîâ őďŋĺ ĺ âě ęě áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë (ŕőáłőńìłã v ďőáâĺęĺňő ĺğ u ć G^T , ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ u ďőáâĺęĺňő ĺğ v ć G^T ). Ŋă àĺáãŋłě 23.9 (b) ŕőłăğăŋ âàěğãńìâăâ âàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺï čàăäă àĺá. 23.9 (a).

Śńěďãîéĺľ ăńčőàĺâň ŋăåőďĺâ áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E), ĺáŕőńìğãï ďćă ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã

— ďńï G ĺ ďńï G^T ; ćàěňï àăąőâë ěáâì O(V + E).

Strongly-Connected-Components($G$)
1 á ŕőňőéìî DFS($G$) ŋăľâĺ ćàěňï őłőŋçăŋĺï őąàăąőâłĺ $f[u]$ ďńï

łăęďőľ ćěàèĺŋë $u$

2 ŕőáâàőĺâì $G^T$
3 ćëğćăâì DFS($G^T$), ŕàĺ íâőň ć ěčő ćŋěèŋěň æĺłńě ŕěàěąĺ-

àăâì ćěàèĺŋë ć

ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ćěńĺçŋë $f[u]$ (ćëçĺáńěŋŋőľ ć áâàőłě 1)

4 áĺńìŋő áćïğŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ ąãďãâ ďěàěćìï ŕőĺáłă, ŕőáâàőěŋŋëě

ŋă èăčě 3.

Ś ŕěàćőčő ćğčńïďă íâőâ ăńčőàĺâň łăęěâáï ŋěáłőńìłő ğăčăďőçŋëň. Ěčő ăŋăńĺğ ňë ŋăçŋñň á ďćãå ŕőńěğŋëå ŋăąńîďěŋĺľ, őâŋőáïéĺåáï ł ŕàőĺğćőńìŋőňã őàĺěŋâĺàőćăŋŋőňã čàăäã.

Ńěňňă 23.12 Ěáńĺ ďćě ćěàèĺŋë ŕàĺŋăďńěęăâ őďŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě, ŋĺłăłőľ ŕãâì ňěęďã ŋĺňĺ ŋě ćëåőďĺâ ğă ŕàěďěńë íâőľ łőňŕőŋěŋâë.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕãáâì ćěàèĺŋă w ńěęĺâ ŋă ŕãâĺ ĺğ u ĺ v, ĺ ćěàèĺŋë u ĺ v ŕàĺŋăďńěęăâ őďŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě. Šőčďă u ⇝ w, w ⇝ v ĺ v ⇝ u, őâłãďă ćáñ ĺ áńěďãěâ.

Šěőàěňă 23.13 Ć ŕàőæěááě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ćěàèĺŋë őďŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâë ŕőŕăďăîâ ć őďŋő ĺ âő ęě ďěàěćő.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ďńï ŕàőĺğćőńìŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâë àăááňőâàĺň ěñ ćěàèĺŋã, őąŋăàãęěŋŋãî ŕěàćőľ (őąőğŋăçĺň ěñ r). Ć íâőâ ňőňěŋâ ćáě őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë łőňŕőŋěŋâë ěéñ ąěńëě ĺ ŕőâőňã ďőáâãŕŋë ĺğ r ŕő ąěńëň ŕãâïň (ćěďãéĺě ć ŋĺå ŕãâĺ ŋě ćëåőďïâ ğă ŕàěďěńë łőňŕőŋěŋâë ŕő ńěňňě 23.12). Ŕőíâőňã ŕő âěőàěňě ő ąěńőň ŕãâĺ őŋĺ ąãďãâ ğăłàăèěŋë ŕàĺ ćëğőćě DFS-Visit(r) ĺ ćőľďãâ ć âő ęě ďěàěćő ŕőĺáłă.

Ćőğćàăéăïáì ł ăŋăńĺğã ăńčőàĺâňă Strongly-Connected- Components, ďőčőćőàĺňáï, çâő d[u] ĺ f[u] ąãďãâ őąőğŋăçăâì ćàěňï őąŋăàãęěŋĺï ĺ ćàěňï őłőŋçăŋĺï őąàăąőâłĺ ćěàèĺŋë v, ŋăľďěŋŋëě ć áâàőłě 1 ăńčőàĺâňă, ă ğăŕĺáì u ⇝ v ąãďěâ őğŋăçăâì áãéěáâćőćăŋĺě ŕãâĺ ć G (ă ŋě ć G^T ).

Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë u čàăäă őŕàěďěńĺň ěñ ŕàěďèěáâćěŋŋĺłă (forefather) φ(u) łăł âã ĺğ ćěàèĺŋ w, ďőáâĺęĺňëå ĺğ u, ďńï łőâőàőľ őąàăąőâłă ąëńă ğăćěàèěŋă ŕőğďŋěě ćáěå:

φ(u) = âăłăï ćěàèĺŋă w, çâő u ⇝ w ĺ f[w] ňăłáĺňăńìŋő

Ŕàĺ íâőň ćŕőńŋě ňőęěâ őłăğăâìáï, çâő φ(u) = u.

Šăł łăł ńîąăï ćěàèĺŋă u ďőáâĺęĺňă áăňă ĺğ áěąï, f[u] ⩽ f[φ(u)] (23.2)

Ďőłăęěň âěŕěàì, çâő φ(φ(u)) = φ(u). Ć áăňőň ďěńě, ďńï ńîąëå ďćãå ćěàèĺŋ u, v ∈ V u ⇝ v ⇒ f[φ(v)] ⩽ f[φ(u)], (23.3) ŕőâőňã çâő {w : v ⇝ w} ⊂ {w : u ⇝ w} ĺ ŕàěďèěáâćěŋŋĺł ńîąőľ ćěàèĺŋë ĺňěěâ ňăłáĺňăńìŋőě ćàěňï ğăćěàèěŋĺï őąàăąőâłĺ áàěďĺ ćáěå ďőáâĺęĺňëå ĺğ ŋěñ ćěàèĺŋ. Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋă φ(u) ďőáâĺęĺňă ĺğ u, ĺğ äőàňãńë (23.3) ŕőńãçăěň, çâő f[φ(φ(u))] ⩽ f[φ(u)]. Łàőňě âőčő, ĺğ ŋěàăćěŋáâćă (23.2) ĺňěěň f[φ(u)] ⩽ f[φ(φ(u))]. Śńěďőćăâěńìŋő f[φ(φ(u))] = f[φ(u)] ĺ φ(φ(u)) = φ(u), âăł łăł ďćě ćěàèĺŋë á őďŋĺň ćàěňěŋěň ğăćěàèěŋĺï őąàăąőâłĺ.

Łăł ňë ãćĺďĺň, ć łăęďőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě ěáâì ćěàèĺŋă, ïćńïîéăïáï ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň ćáěå ćěàèĺŋ íâőľ łőňŕőŋěŋâë. Ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã ć G íâă ćěàèĺŋă őąŋăàãęĺćăěâáï ŕěàćőľ ĺ őłăğëćăěâáï őąàăąőâăŋŋőľ ŕőáńěďŋěľ (áàěďĺ ćěàèĺŋ íâőľ łőňŕőŋěŋâë). Ŕàĺ ŕőĺáłě ć G^T őŋă áâăŋőćĺâáï łőàŋěň ďěàěćă ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã. Ďăćăľâě ďőłăęěň íâĺ áćőľáâćă.

Ťĺłáĺàãěň ŋěłőâőàãî áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã S. Řăááňőâàĺň ćěàèĺŋã v íâőľ łőňŕőŋěŋâë, łőâőàăï őąŋăàãęĺćăěâáï (ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã) ŕěàćőľ, âő ěáâì ĺňěěâ ňĺŋĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě d[v] áàěďĺ ćáěå v ∈ S. Ĺğãçĺň áĺâãăæĺî, łőâőàăï ĺňěěâ ňěáâő ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕěàěď ćëğőćőň DFS-Visit(V ).

1. Ć íâőâ ňőňěŋâ ćáě ćěàèĺŋë ĺğ S ąěńëě. (Ěáńĺ íâő ŋě âăł, ćěàèĺŋă v ŋě ïćńïěâáï ŕěàćőľ őąŋăàãęěŋŋőľ ćěàèĺŋőľ ĺğ S.)

2. Ćáě ćěàèĺŋë łőňŕőŋěŋâë S ďőáâĺęĺňë ĺğ v ŕő ąěńëň ŕãâïň. (Ć áăňőň ďěńě, ŕő ńěňňě 23.12 ŕãâĺ ŋě ćëåőďïâ ğă ŕàěďěńë S.)

3. Ŋĺ őďŋă áěàăï ćěàèĺŋă ŋě ďőáâĺęĺňă ĺğ v. (Ć áăňőň ďěńě, ć ňőňěŋâ ćëğőćă DFS-Visit(v) áěàëě ćěàèĺŋë őąàăğãîâ ŕãâì ĺğ łőàŋï ďěàěćă ŕőĺáłă ć v, ŕőíâőňã v ďőáâĺęĺňă ĺğ ńîąőľ áěàőľ ćěàèĺŋë. Ěáńĺ ąë ŋěłőâőàăï áěàăï ćěàèĺŋă ąëńă ďőáâĺęĺňă ĺğ v, âő őŋă ńěęăńă ąë ć őďŋőľ łőňŕőŋěŋâě á v, ă ćáě âăłĺě ćěàèĺŋë ąěńëě.)

4. Ńîąăï ąěńăï ćěàèĺŋă w, ďőáâĺęĺňăï ĺğ v, ďőáâĺęĺňă ŕő ąěńőňã ŕãâĺ. (Ć áăňőň ďěńě, ŋă ŕãâĺ ĺğ v ć w ŋě ňőęěâ ąëâì áěàëå ćěàèĺŋ, ŕőíâőňã ćáě ćěàèĺŋë íâőčő ŕãâĺ ĺńĺ ąěńëě, ĺĺńĺ çñàŋëě. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã ŋĺłőčďă ŋě ćőğŋĺłăěâ àěąàă ĺğ çñàŋőľ ćěàèĺŋë ć ąěńãî, ŕőíâőňã ŋă íâőň ŕãâĺ ŋě ňőęěâ ąëâì çñàŋëå ćěàèĺŋ.)

5. Ćáě ćěàèĺŋë łőňŕőŋěŋâë S ąãďãâ ğăłàăèěŋë ŕàĺ ćëğőćě DFS-Visit(v) ĺ ąãďãâ ŕőâőňłăňĺ v ć ďěàěćě ŕőĺáłă. (Śńěďãěâ ĺğ âěőàěňë ő ąěńőň ŕãâĺ.)

6. Ćáě ćěàèĺŋë, ďőáâĺęĺňëě ĺğ v, ĺňěîâ ňěŋìèěě ćàěňï ğăćěàèěŋĺï őąàăąőâłĺ, çěň áăňă v. (Ć áăňőň ďěńě, ďńï çñàŋëå ćěàèĺŋ íâő őçěćĺďŋő, âăł łăł őŋĺ ãęě ąëńĺ őąàăąőâăŋë ł ňőňěŋâã ŋăçăńă őąàăąőâłĺ v. Ďńï ąěńëå íâő âőęě ćěàŋő, ŕőáłőńìłã őŋĺ ąãďãâ őąàăąőâăŋë ć åőďě ćëğőćă DFS-Visit(v) ďő őłőŋçăŋĺï őąàăąőâłĺ v.)

7. Ćěàèĺŋă v ïćńïěâáï áőąáâćěŋŋëň ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň: φ(v) = v. (Ďàãčăï äőàňãńĺàőćłă ŕàěďëďãéěčő ãâćěàęďěŋĺï.)

8. Ćěàèĺŋă v ïćńïěâáï ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň ńîąőľ ćěàèĺŋë u łőňŕőŋěŋâë S. (Ć áăňőň ďěńě, ĺğ u ďőáâĺęĺňë âě ęě ćěàèĺŋë, çâő ĺğ v, ĺ ŕőâőňã ćěàèĺŋă á ňăłáĺňăńìŋëň ćàěňěŋěň ğăćěàèěŋĺï ąãďěâ âőľ ęě áăňőľ).

Ňë ćĺďĺň, çâő ć łăęďőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě ěáâì ćěàèĺŋă, łőâőàăï őąŋăàãęĺćăěâáï ŕěàćőľ, ğăćěàèăěâ őąàăąăâëćăâìáï ŕőáńěďŋěľ ĺ ïćńïěâáï ŕàěďèěáâćěŋĺłőň ćáěå ćěàèĺŋ íâőľ łőňŕőŋěŋâë.

Šăłĺň őąàăğőň, ňë ďőłăğăńĺ áńěďãîéĺě ãâćěàęďěŋĺï: Šěőàěňă 23.14 Ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ŕàěďèěáâćěŋŋĺł φ(u) ńîąőľ ćěàèĺŋë u ∈ V őłăğëćăěâáï ěñ ŕàěďłőň ć ďěàěćě ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

Śńěďáâćĺě 23.15 Ŕàĺ ńîąőň ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã ŋă őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ćěàèĺŋë u ĺ φ(u) ńěęăâ ć őďŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě ďńï ńîąőľ u ∈ V .

Šěőàěňă 23.16 Ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ďćě ćěàèĺŋë ńěęăâ ć őďŋőľ áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋĺ ĺňěîâ őąéěčő ŕàěďèěáâćěŋŋĺłă ŕàĺ ŕőĺáłě ć čńãąĺŋã.

Ĺâăł, ğăďăçă ő ŋăåőęďěŋĺĺ áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ áćěńăáì ł ğăďěçě őâëáłăŋĺï ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć ćáěå ćěàèĺŋ čàăäă. Ĺňěŋŋő ďńï íâőčő ĺáŕőńìğãěâáï ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ć áâàőłě 3 ăńčőàĺâňă Strongly-Connected-Components.

Ůâőąë ŕőŋïâì, łăł íâő ďěńăěâáï, àăááňőâàĺň áŋăçăńă ćěàèĺŋã r á ňăłáĺňăńìŋëň ğŋăçěŋĺěň f[v] áàěďĺ ćáěå ćěàèĺŋ čàăäă G. (Čőćőàï ő ğŋăçěŋĺïå f[v], ňë ĺňěěň ć ćĺďã ğŋăçěŋĺï, ćëçĺáńěŋŋëě ć áâàőłě 1 ăńčőàĺâňă.) İâő ćěàèĺŋă ąãďěâ ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň ńîąőľ ćěàèĺŋë, ĺğ łőâőàőľ őŋă ďőáâĺęĺňă (ŋĺ őďŋă ćěàèĺŋă čàăäă ŋě ĺňěěâ ąőńìèěčő ğŋăçěŋĺï f[v]). Šăłĺň őąàăğőň, őďŋã áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã ňë ŋăèńĺ — íâő ćěàèĺŋë, ĺğ łőâőàëå ďőáâĺęĺňă r. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, íâő ćěàèĺŋë, ďőáâĺęĺňëě ĺğ v ć âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋőň čàăäě.

Őâąàőáĺć ćáě ćěàèĺŋë ŋăľďěŋŋőľ łőňŕőŋěŋâë, ćőğìňñň áàěďĺ őáâăćèĺåáï ćěàèĺŋã r^′ á ňăłáĺňăńìŋëň ğŋăçěŋĺěň f[v]. Ńîąăï őáâăćèăïáï ćěàèĺŋă u, ĺğ łőâőàőľ ďőáâĺęĺňă r^′, ąãďěâ ĺňěâì r^′ áćőĺň ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň (ŋĺ őďŋă ĺğ őâąàőèěŋŋëå ćěàèĺŋ ŋě ďőáâĺęĺňă ĺğ u, ĺŋăçě ĺ r ąëńă ąë ďőáâĺęĺňă ĺğ u ĺ ćěàèĺŋă u ŕőŕăńă ąë ć çĺáńő őâąàőèěŋŋëå). Šăłĺň őąàăğőň ňë ŋăľďñň ćâőàãî áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã — ć ŋěñ ćåőďïâ âě ĺğ őáâăćèĺåáï ćěàèĺŋ, ĺğ łőâőàëå ďőáâĺęĺňă ćěàèĺŋă r^′ (ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, âě ĺğ őáâăćèĺåáï, łőâőàëě ďőáâĺęĺňë ĺğ r^′ ć âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋőň čàăäě).

Šěŕěàì ŕőŋïâěŋ áňëáń áâàőłĺ 3 ăńčőàĺâňă Strongly- Connected-Components: ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ć âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋőň čàăäě ŕőőçěàñďŋő ”őâáńăĺćăěâ” áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë. Śłăęěň âő ęě áăňőě ąőńěě äőàňăńìŋő:

Šěőàěňă 23.17 Ăńčőàĺâň Strongly-Connected-Components ŕàăćĺńìŋő ŋăåőďĺâ áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ć áâàőłě 3 ăńčőàĺâňă ŕàőĺáåőďĺâ ćëğőć ăńčőàĺâňă DFS ŋă âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋőň čàăäě. İâőâ ăńčőàĺâň ŕàőáňăâàĺćăěâ ćěàèĺŋë ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ŕăàăňěâàă f[v], ćëçĺáńěŋŋőčő ć áâàőłě 1. Ŕàĺ íâőň áâàőïâáï ďěàěćìï ŕőĺáłă, ŕàő łőâőàëě ňë åőâĺň ďőłăğăâì, çâő őŋĺ ąãďãâ áĺńìŋő áćïğŋëňĺ łőňŕőŋěŋâăňĺ.

Ŋă łăęďőň èăčě æĺłńă àăááňăâàĺćăěâáï őçěàěďŋăï (ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ŕăàăňěâàă f) ćěàèĺŋă v. Ćěàèĺŋë ãęě ŕőáâàőěŋŋëå ďěàěćìěć ŕőĺáłă ć íâőâ ňőňěŋâ çñàŋëě, ă őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë — ąěńëě. (Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ íâőň ćáïłăï ćěàèĺŋă, ďőáâĺęĺňăï ć čàăäě G^T ĺğ çñàŋőľ, áăňă ąãďěâ çñàŋőľ.)

Ěáńĺ őçěàěďŋăï ćěàèĺŋă u őłăğëćăěâáï çñàŋőľ, âő ăńčőàĺâň DFS ŋě ďěńăěâ ŋĺçěčő. Ěáńĺ ęě őŋă ąěńăï, âő ćëğőć ŕàőæěďãàë DFS-Visit(u) ć áâàőłě 7 ăńčőàĺâňă DFS áďěńăěâ ěñ ĺ ćáě ďőáâĺęĺňëě ĺğ ŋěñ ć čàăäě G^T ćěàèĺŋë çñàŋëňĺ. Ňë ďőńęŋë ŕőłăğăâì, çâő íâĺ ćěàèĺŋë őąàăğãîâ áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã.

Ěáńĺ łăłăï-âő ąěńăï ćěàèĺŋă v ďőáâĺęĺňă ĺğ u ć čàăäě G^T , âő u ąãďěâ ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň v, ŕőáłőńìłã u ďőáâĺęĺňă ĺğ v ć G, ŋĺłăłĺě çñàŋëě ćěàèĺŋë ŋě ďőáâĺęĺňë ĺğ v ć G ĺ u ĺňěěâ ňăłáĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŕăàăňěâàă f áàěďĺ ćáěå ąěńëå ćěàèĺŋ. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ěáńĺ ąěńăï ćěàèĺŋă v ŋě ďőáâĺęĺňă ĺğ u ć čàăäě G^T , âő őŋă ŋě ňőęěâ ĺňěâì u áćőĺň ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň. Ůñàŋëě ćěàèĺŋë âăłęě ŋě ňőčãâ ĺňěâì u áćőĺň ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň (ĺå ŕàěďèěáâćěŋŋĺłĺ ŋăľďěŋë ŋă ŕàěďëďãéĺå èăčăå). Ŕőíâőňã ňŋőęěáâćő ąěńëå ćěàèĺŋ, ďőáâĺęĺňëå ĺğ u ć čàăäě G^T , áőćŕăďăěâ á ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ, ĺňěîéĺå u áćőĺň ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň, âő ěáâì ïćńïěâáï áĺńìŋő áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâőľ.

Şŕàăęŋěŋĺï 23.5-1 Łăł ňőęěâ ĺğňěŋĺâáï łőńĺçěáâćő áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ čàăäă ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ł ŋěňã őďŋőčő àěąàă?

23.5-2 Ŕàĺňěŋâě ăńčőàĺâň Strongly-Connected-Components ł čàăäã àĺá. 23.6. Ŋăľďĺâě ćàěňěŋă ğăćěàèěŋĺï, ćëçĺáńïěňëě ć áâàőłě 1, ĺ ńěá, áőğďăćăěňëľ áâàőłőľ 7. Śçĺâăľâě, çâő æĺłń ć áâàőłăå 5-7 ăńčőàĺâňă DFS ŕěàěąĺàăěâ ćěàèĺŋë ć ăńäăćĺâŋőň ŕőàïďłě ĺ çâő áŕĺáłĺ áňěęŋëå ćěàèĺŋ âăłęě ãŕőàïďőçěŋë ŕő ăńäăňĺâã.

23.5-3

Ŕàőäěááőà àěèĺń, çâő ăńčőàĺâň ŕőĺáłă áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ ňőęŋő ãŕàőáâĺâì, ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăâì ĺáåőďŋëľ (ă ŋě âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋőëľ) čàăä ŕàĺ ćâőàőň ŕőĺáłě, ŋő ćěàèĺŋë áőàâĺàőćăâì ć ŕőàïďłě ãćěńĺçěŋĺï ćàěňñŋ ğăćěàèěŋĺï. Ŕàăć ńĺ őŋ?

23.5-4 Ŕãáâì G — őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Ěáńĺ áâïŋãâì łăęďãî ěčő áĺńìŋő áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã ć âőçłã, ĺ ŕőáńě íâőčő őâőęďěáâćĺâì àñąàă á őďĺŋăłőćëňĺ ŋăçăńăňĺ ĺ łőŋæăňĺ, ŕőńãçĺâáï čàăä łőňŕőŋěŋâ (component graph) G^{SCC} = (V^{SCC} , E^{SCC} ). Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, íńěňěŋâăňĺ V^{SCC} ïćńïîâáï áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë G, ĺ E^{SCC} áőďěàęĺâ àěąàő (u, v) ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, ěáńĺ ć G ěáâì őàĺěŋâĺàőćăŋŋőě àěąàő, ŋăçăńő łőâőàőčő ŕàĺŋăďńěęĺâ u, ă łőŋěæ — v (áň. ŕàĺňěà ŋă àĺá. 23.9 (c)). Ďőłăęĺâě, çâő čàăä łőňŕőŋěŋâ ŋě ĺňěěâ æĺłńőć.

23.5-5 Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ğă ćàěňï O(E + V ) čàăä łőňŕőŋěŋâ ďăŋŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă. (Ć áâàőĺňőň čàăäě ńîąëě ďćě ćěàèĺŋë ďőńęŋë ąëâì áőěďĺŋěŋë ŋě ąőńěě çěň őďŋĺň àěąàőň.)

23.5-6 Ďăŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E). Łăł ŕőáâàőĺâì łăł ňőęŋő ňěŋìèĺľ čàăä G^′ = (V, E^′), łőâőàëľ ĺňěń ąë âě ęě áăňëě áĺńìŋő áćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë ĺ âőâ ęě čàăä łőňŕőŋěŋâ? Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ.

23.5-7 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ŋăğëćăěâáï G = (V, E) ŋăğëćăěâáï ŕőńãáćïğŋëň (semiconnected), ěáńĺ ďńï ńîąëå ďćãå ěčő ćěàèĺŋ u ĺ v ńĺąő v ďőáâĺęĺňă ĺğ u, ńĺąő u ďőáâĺęĺňă ĺğ v. Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ, ąãďěâ ńĺ čàăä ŕőńãáćïğŋëň. Łăłőćő ćàěňï ěčő àăąőâë?

Ğăďăçĺ 23-1 Łńăááĺäĺłăæĺï àěąěà ŕàĺ ŕőĺáłě ć èĺàĺŋã Łńăááĺäĺæĺàãï àñąàă čàăäă ŕő âĺŕăň, ňë ĺáåőďĺńĺ ĺğ ďěàěćă ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã. Ăŋăńőčĺçŋăï łńăááĺäĺłăĺï ćőğňőęŋő ĺ ďńï ďěàěćă ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã (ďńï àñąěà, ďőáâĺęĺňëå ĺğ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë).

a. Ďőłăęĺâě áńěďãîéĺě áćőľáâćă ďńï áńãçăï ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě:

1. Ŋě ąëćăěâ ŕàïňëå ĺ őąàăâŋëå àñąěà. 2. Ěáńĺ (u, v) — àěąàő ďěàěćă, âő d[v] = d[u] + 1.

3. Ěáńĺ (u, v) — ŕěàěłàñáâŋőě àěąàő, âő d[v] = d[u] ĺńĺ d[v] = d[u] + 1.

b. Ďőłăęĺâě áńěďãîéĺě áćőľáâćă ďńï áńãçăï ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě:

1. Ŋě ąëćăěâ ŕàïňëå àñąěà.

2. Ěáńĺ (u, v) – àěąàő ďěàěćă, âő d[v] = d[u] + 1. 3. Ěáńĺ (u, v) – ŕěàěłàñáâŋőě àěąàő, âő d[v] ⩽ d[u] + 1. 4. Ěáńĺ (u, v) – őąàăâŋőě àěąàő, âő 0 ⩽ d[v] < d[u].

Řĺáãŋőł 23.8 23.10 Šőçłĺ àăğďěńă, ňőáâë ĺ ďćãáćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë áćïğŋőčő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă (ğăďăçă 23-2). Šőçłĺ àăğďěńă ĺ ňőáâë — âñňŋőáěàëě, ďćãáćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë — ŋăąőàë àñąěà ć ŕàěďěńăå őďŋőľ áěàőľ őąńăáâĺ (ćŋãâàĺ łőâőàőľ ãłăğăŋő bcc).

23-2 Šőçłĺ àăğďěńă, ňőáâë ĺ ďćãáćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë Ŕãáâì G = (V, E) – áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Šőçłă àăğďěńă (articulation point) čàăäă G — íâő ćěàèĺŋă, ŕàĺ ãďăńěŋĺĺ łőâőàőľ čàăä G ŕěàěáâăñâ ąëâì áćïğŋëň. Ňőáâ (bridge) — íâő àěąàő á ăŋăńőčĺçŋëň áćőľáâćőň. Ďćãáćïğŋăï łőňŕőŋěŋâă (biconnected component) — íâő ňăłáĺňăńìŋëľ ŋăąőà àñąěà, ńîąëě ďćă àěąàă łőâőàőčő ŕàĺŋăďńěęăâ őąéěňã ŕàőáâőňã æĺłńã (áň. ŕàĺňěà ŋă àĺá. 23.10). Šőçłĺ àăğďěńă, ňőáâë ĺ ďćãáćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë ňőęŋő ŋăľâĺ á ŕőňőéìî ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã.

Ŕãáâì G_π = (V, E_π) — ďěàěćő ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ć čàăäě G. a. Ďőłăęĺâě, çâő łőàěŋì G_π ïćńïěâáï âőçłőľ àăğďěńă, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ ã ŋěčő ąőńěě őďŋőčő áëŋă ć G_π .

b. Ŕãáâì v — őâńĺçŋăï őâ łőàŋï ćěàèĺŋă G_π. Ďőłăęĺâě, çâő v — âőçłă àăğďěńă G, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ ŋě áãéěáâćãěâ őąàăâŋőčő àěąàă (u, w), ďńï łőâőàőčő u — ŕőâőňőł v ĺ w — ŕàěďőł v ć G_π, őâńĺçŋëľ őâ w.

c. Ŕãáâì low[v] — ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő áàěďĺ d[v] ĺ çĺáěń d[w] ďńï ćáěå w, ďńï łőâőàëå ĺňěěâáï őąàăâŋőě àěąàő (u, w) ďńï ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋë u, ïćńïîéěľáï ŕőâőňłőň v. Ŕőłăęĺâě, łăł ňőęŋő ćëçĺáńĺâì low[v] ďńï ćáěå v ∈ V ğă ćàěňï O(V ).

d. Łăł ŋăľâĺ ćáě âőçłĺ àăğďěńă ğă ćàěňï O(E)?

e. Ďőłăęĺâě, çâő àěąàő čàăäă G ïćńïěâáï ňőáâőň ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă őŋő ŋě ćåőďĺâ ŋĺ ć łăłőľ ŕàőáâőľ æĺłń.

f. Łăł ŋăľâĺ ćáě ňőáâë čàăäă G ğă ćàěňï O(E)? g. Ďőłăęĺâě, çâő ďćãáćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë čàăäă áőáâăćńïîâ àăğąĺěŋĺě ňŋőęěáâćă ćáěå àñąěà čàăäă, ŋě ïćńïîéĺåáï ňőáâăňĺ.

h. Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(E) ŕőňěçăěâ łăęďőě àěąàő e čàăäă G ŋěłőâőàëň æěńëň çĺáńőň bcc[e], ŕàĺ íâőň ňěâłĺ ďćãå àñąěà áőćŕăďăîâ, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ àñąàă ŕàĺŋăďńěęăâ őďŋőľ ďćãáćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě.

23-3 İľńěàőć æĺłń İľńěàőćëň æĺłńőň(Euler tour) áćïğŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï æĺłń, ŕàőåőďïéĺľ ŕő łăęďőňã àěąàã G àőćŋő őďĺŋ àăğ (ć őďŋőľ ĺ âőľ ęě ćěàèĺŋě ňőęŋő ąëćăâì ňŋőčőłàăâŋő).

a. Ŕőłăęĺâě, çâő ć G ěáâì íľńěàőć æĺłń âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ćåőďïéăï áâěŕěŋì łăęďőľ ćěàèĺŋë àăćŋă ěě ĺáåőďïéěľ áâěŕěŋĺ.

b. Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(E) ŋăåőďĺâ ć čàăäě íľńěàőć æĺłń (ěáńĺ âăłőćőľ ĺňěěâáï). (Şłăğăŋĺě: őąêěďĺŋïľâě æĺłńë, ã łőâőàëå ŋěâ őąéĺå àñąěà.)

Ğăňěçăŋĺï Ŕàěłàăáŋëě àãłőćőďáâćă ŕő ăńčőàĺâňăň ŋă čàăäăå ŋăŕĺáăńĺ Ĺćěŋ [65] ĺ Šăàìïŋ [188].

Ŕőĺáł ć èĺàĺŋã àăááňőâàěń Ňãà [150] ŕàĺ ĺğãçěŋĺĺ ŕãâěľ ć ńăąĺàĺŋâăå. Ńĺ [134] ŋěğăćĺáĺňő őâłàëń âőâ ęě ăńčőàĺâň ŕàĺňěŋĺâěńìŋő ł áőěďĺŋěŋĺïň łőŋâăłâőć ć íńěłâàőŋŋëå áåěňăå.

Ţőŕłàőäâ ĺ Šăàìïŋ [102] ãłăğăńĺ ŋă ŕőńìğã ŕàěďáâăćńěŋĺï ć ćĺďě áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ ďńï àěďłĺå čàăäőć ĺ őąŋăàãęĺńĺ ćăęŋőáâì ŕőĺáłă ć čńãąĺŋã ďńï ŕőáâàőěŋĺï ăńčőàĺâňőć ŋă čàăäăå. Śăň ŕő áěąě ŕőĺáł ć čńãąĺŋã ŋăçăń ĺáŕőńìğőćăâìáï ŋěğăďőńčő ďő 1960 čőďă, ć ŕàěćãî őçěàěďì ć ŕàőčàăňňăå, áćïğăŋŋëå á ”ĺáłãááâćěŋŋëň ĺŋâěńńěłâőň”.

Šăàìïŋ [185] ŕàĺďãňăń ăńčőàĺâň ŕőĺáłă áĺńìŋő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï. Ăńčőàĺâň àăğďěńă 23.5 ćğïâ ĺğ łŋĺčĺ Ăåő, Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [5], łőâőàëě ááëńăîâáï ŋă Łőáăàăî (S.R. Kosaraju) ĺ Ÿăàĺàă (M. Sharir). Łŋãâ [121] ŕěàćëň ŕőáâàőĺń ăńčőàĺâň âőŕőńĺčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

24 Ňĺŋĺňăńìŋëě ŕőłàëćăîéĺě ďěàěćìï

Ŕãáâì ďăŋë n łőŋâăłâőć ŋă ŕěçăâŋőľ ŕńăâě, łőâőàëě ňë åőâĺň íńěłâàĺçěáłĺ áőěďĺŋĺâì. Ďńï íâőčő ďőáâăâőçŋő ĺáŕőńìğőćăâì n − 1 ŕàőćőďőć, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå áőěďĺŋïěâ ďćă łőŋâăłâă. Ŕàĺ íâőň ňë őąëçŋő áâàěňĺňáï áďěńăâì áãňňăàŋãî ďńĺŋã ŕàőćőďőć łăł ňőęŋő ňěŋìèě.

Şŕàőéăï áĺâãăæĺî, ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì ğăďăçã âăł. Ŕãáâì ĺňěěâáï áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E), ć łőâőàőň V — ňŋőęěáâćő łőŋâăłâőć, ă E — ňŋőęěáâćő ĺå ćőğňőęŋëå ŕőŕăàŋëå áőěďĺŋěŋĺľ. Ďńï łăęďőőčő àěąàă čàăäă (u, v) ğăďăŋ ćěá w(u, v) (ďńĺŋă ŕàőćőďă, ŋěőąåőďĺňőčő ďńï áőěďĺŋěŋĺï u ĺ v). Ğăďăçă áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ ŕőďňŋőęěáâćă T ⊂ E, áćïğëćăîéěčő ćáě ćěàèĺŋë, ďńï łőâőàőčő áãňňăàŋëľ ćěá

w(T ) = ∑ (u,v)∈T w(u, v)

ňĺŋĺňăńěŋ. Šăłőě ŕőďňŋőęěáâćő T ąãďěâ ďěàěćőň (ŕőáłőńìłã ŋě ĺňěěâ æĺłńőć: ć ńîąőň æĺłńě őďĺŋ ĺğ ŕàőćőďőć ňőęŋő ãďăńĺâì, ŋě ŋăàãèăï áćïğŋőáâĺ). Śćïğŋëľ ŕőďčàăä čàăäă G, ïćńïîéĺľáï ďěàěćőň ĺ áőďěàęăéĺľ ćáě ěčő ćěàèĺŋë, ŋăğëćăîâ ŕőłàëćăîéĺň ďěàěćőň (spanning tree) íâőčő čàăäă. (Ĺŋőčďă ĺáŕőńìğãîâ âěàňĺŋ ”őáâőćŋőě ďěàěćő”; ďńï łàăâłőáâĺ ňë ąãďěň čőćőàĺâì ŕàőáâő ”őáâőć”. )

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň ğăďăçã ő ňĺŋĺňăńìŋőň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě (minimum-spanning-tree problem). (Ğďěáì áńőćő ”ňĺŋĺňăńìŋőě” őğŋăçăěâ ”ĺňěîéěě ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋëľ ćěá”.)

Ŋă àĺáãŋłě 24.1 ŕàĺćěďñŋ ŕàĺňěà áćïğŋőčő čàăäă ĺ ěčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă.

[Ćőğćàăéăïáì ł ŕàĺňěàã á ŕàőćőďŋĺłăňĺ ŋă ŕěçăâŋőľ ŕńăâě, őąêïáŋĺň, ŕőçěňã ğăďăçă ő ňĺŋĺňăńìŋőň ďěàěćě ïćńïěâáï ãŕàőéěŋĺěň àěăńìŋőľ áĺâãăæĺĺ. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ áőěďĺŋïěňëě łőŋâăłâë ŋăåőďïâáï ć ćěàèĺŋăå ěďĺŋĺçŋőčő łćăďàăâă, àăğàěèăěâáï áőěďĺŋïâì ěčő ńîąëě ćěàèĺŋë ĺ ćěá áőěďĺŋěŋĺï àăćěŋ ěčő ďńĺŋě, âő ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő ąãďěâ áőáâőïâì ĺğ âàñå áâőàőŋ łćăďàăâă. Ňěęďã âěň ćáě ěčő çěâëàě ćěàèĺŋë ňőęŋő íńěłâàĺçěáłĺ áőěďĺŋĺâì

Řĺáãŋőł 24.1 24.1 Ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő. Ŋă łăęďőň àěąàě čàăäă ãłăğăŋ ćěá. Ćëďěńěŋë àěąàă ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă (áãňňăàŋëľ ćěá 37). Šăłőě ďěàěćő ŋě ěďĺŋáâćěŋŋő: ğăňěŋïï àěąàő (b, c) àěąàőň (a, h), ŕőńãçăěň ďàãčőě ďěàěćő âőčő ęě ćěáă 37.

ďćãňï ŕěàěáěłăîéĺňĺáï ďĺăčőŋăńïňĺ (áãňňăàŋăï ďńĺŋă 2 √ 2 < 3) ĺ ďăęě ěéñ łőàőçě (ććěďï ďćě ŕàőňěęãâőçŋëě âőçłĺ, ć łőâőàëå ŕàőćőďŋĺłĺ áåőďïâáï ŕőď ãčńőň 120^∘.).]

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňőâàĺň ďćă áŕőáőąă àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő ňĺŋĺňăńìŋőň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě: ăńčőàĺâňë Łàãáłăńă ĺ Ŕàĺňă. Łăęďëľ ĺå ŋĺå ńěčłő àěăńĺğőćăâì á ćàěňěŋěň àăąőâë O(E lg V ), ĺáŕőńìğãï őąëçŋëě ďćőĺçŋëě łãçĺ. Ŕàĺňěŋĺć äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ, ňőęŋő áőłàăâĺâì ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă ďő O(E + V lg V ) (çâő ňěŋìèě E + lg V , ěáńĺ |V | ňŋőčő ňěŋìèě |E|).

Őąă ăńčőàĺâňă (Łàãáłăńă ĺ Ŕàĺňă) áńěďãîâ ”ęăďŋőľ” áâàăâěčĺĺ: ŋă łăęďőň èăčě ćëąĺàăěâáï ”ńőłăńìŋő ŋăĺńãçèĺľ” ćăàĺăŋâ. Ŋě ďńï ćáěå ğăďăç âăłőľ ćëąőà ŕàĺćěďñâ ł őŕâĺňăńìŋőňã àěèěŋĺî, ŋő ďńï ğăďăçĺ ő ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě íâő âăł. (Ňë őąáãęďăńĺ íâő ć čńăćě 17; ğăďăçă ő ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě ïćńïěâáï ŕàěćőáåőďŋőľ ĺńńîáâàăæĺěľ ććěďñŋŋëå âăň ŕőŋïâĺľ.)

Ć àăğďěńě 24.1 őŕĺáăŋă őąéăï áåěňă ăńčőàĺâňă ŕőáâàőěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă (ďőąăćńěŋĺě àñąěà őďŋőčő ğă ďàãčĺň). Ć àăğďěńě 24.2 ãłăğăŋë ďćě łőŋłàěâŋëå àěăńĺğăæĺĺ őąéěľ áåěňë. Ŕěàćëľ ăńčőàĺâň, ćőáåőďïéĺľ ł Łàãáłăńã, ăŋăńőčĺçěŋ ăńčőàĺâňã ŕőĺáłă áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ ĺğ àăğďěńă 22.1. Ďàãčőľ (ăńčőàĺâň Ŕàĺňă) ăŋăńőčĺçěŋ ăńčőàĺâňã Ďěľłáâàë ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ (àăğďěń 25.2).

24.1 Ŕőáâàőěŋĺě ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă

Ĺâăł, ŕãáâì ďăŋ áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăäă G = (V, E) ĺ ćěáőćăï äãŋłæĺěľ w : E → R. Ňë åőâĺň ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő (őáâőć), áńěďãï ęăďŋőľ áâàăâěčĺĺ.

Őąéăï áåěňă ćáěå ŋăèĺå ăńčőàĺâňőć ąãďěâ âăłőćă. Ĺáłőňëľ őáâőć áâàőĺâáï ŕőáâěŕěŋŋő: ł ĺğŋăçăńìŋő ŕãáâőňã ňŋőęěáâćã A ŋă łăęďőň èăčě ďőąăćńïěâáï őďŋő àěąàő. Ňŋőęěáâćő A ćáěčďă ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ŋěłőâőàőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă. Řěąàő (u, v), ďőąăćńïěňőě ŋă őçěàěďŋőň èăčě, ćëąĺàăěâáï âăł, çâőąë ŋě ŋăàãèĺâì íâőčő áćőľáâćă: A∪{(u, v)} âőęě ďőńęŋő ąëâì ŕőďňŋőęěáâćőň ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă. Ňë ŋăğëćăěň âăłőě àěąàő ąěğőŕăáŋëň àěąàőň (safe edge) ďńï A.

\textsc{Generic-MST} $(G,w)$
1 $A \leftarrow \emptyset$
2 {\bf while} $A$ ŋě ïćńïěâáï őáâőćőň

Řĺáãŋőł 24.2 24.2 Ďćă ĺğőąàăęěŋĺï őďŋőčő ĺ âőčő ęě àăğàěğă čàăäă á àĺáãŋłă 24.1. (a) Ćěàèĺŋë ňŋőęěáâćă S ĺğőąàăęěŋë ąěńëň æćěâőň, ěčő ďőŕőńŋěŋĺï V \S — çěàŋëň. Řñąàă, ŕěàěáěłăîéĺě àăğàěğ, áőěďĺŋïîâ ąěńëě ćěàèĺŋë á çěàŋëňĺ. Ěďĺŋáâćěŋŋőě ńñčłőě àěąàő, ŕěàěáěłăîéěě àăğàěğ — àěąàő (d, c). Ňŋőęěáâćő A áőáâőĺâ ĺğ ćëďěńěŋŋëå áěàëň æćěâőň ćëďěńěŋő. Řăğàěğ (S, V \ S) áőčńăáőćăŋ á A (ŋĺ őďŋő àěąàő ĺğ A ŋě ŕěàěáěłăěâ àăğàěğ). (b) Ćěàèĺŋë ňŋőęěáâćă S ĺğőąàăęěŋë áńěćă, ćěàèĺŋë V \ S — áŕàăćă. Řěąàő ŕěàěáěłăěâ àăğàěğ, ěáńĺ őŋő ŕěàěáěłăěâ ćěàâĺłăńìŋãî ŕàïňãî.

3 {\bf do} ŋăľâĺ ąěğőŕăáŋőě àěąàő $(u,v)$ ďńï $A$
4 $A \leftarrow A \cup \{(u,v)\}$
5 {\bf return} $A$

Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ąěğőŕăáŋőčő àěąàă æĺłń ŋě ŋăàãèăěâáï áćőľáâćă ” A ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ŋěłőâőàőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă” (ďńï ŕãáâőčő ňŋőęěáâćă íâő áćőľáâćő, őçěćĺďŋő, ćëŕőńŋěŋő), âăł çâő ć áâàőłě 5 ăńčőàĺâň ćëďăñâ ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć. Łőŋěçŋő, čńăćŋëľ ćőŕàőá ć âőň, łăł ĺáłăâì ąěğőŕăáŋőě àěąàő ć áâàőłě 3. Šăłőě àěąàő áãéěáâćãěâ (ěáńĺ A ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă, âő ńîąőě àěąàő íâőčő őáâőćă, ŋě ćåőďïéěě ć A, ïćńïěâáï ąěğőŕăáŋëň).

Ğăňěâĺň, çâő ňŋőęěáâćő A ŋě ňőęěâ áőďěàęăâì æĺłńőć (ŕőáłőńìłã ïćńïěâáï çăáâìî ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă). Ŕőíâőňã ďőąăćńïěňőě ć áâàőłě 4 àěąàő áőěďĺŋïěâ àăğńĺçŋëě łőňŕőŋěŋâë čàăäă G_A = (V, A), ĺ á łăęďőľ ĺâěàăæĺěľ æĺłńă çĺáńő łőňŕőŋěŋâ ãňěŋìèăěâáï ŋă 1. Ćŋăçăńě łăęďăï âőçłă ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őâďěńìŋãî łőňŕőŋěŋâã; ć łőŋæě ćěáì őáâőć — őďŋă łőňŕőŋěŋâă, âăł çâő æĺłń ŕőćâőàïěâáï |V | − 1 àăğ.

Ć őáâăćèěľáï çăáâĺ íâőčő àăğďěńă ňë ŕàĺćěďěň ŕàăćĺńő őâëáłăŋĺï ąěğőŕăáŋëå àěąěà (âěőàěňă 24.1). Ć áńěďãîéěň àăğďěńě ąãďãâ őŕĺáăŋë ďćă ăńčőàĺâňă, ĺáŕőńìğãîéĺå íâő ŕàăćĺńő ďńï íääěłâĺćŋőčő ŕőĺáłă ąěğőŕăáŋëå àěąěà.

Ŋăçŋñň á őŕàěďěńěŋĺľ. Řăğàěğőň(cut) (S, V \ S) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï àăğąĺěŋĺě ňŋőęěáâćă ěčő ćěàèĺŋ ŋă ďćă ŕőďňŋőęěáâćă (àĺá. 24.2).

Čőćőàïâ, çâő àěąàő (u, v) ∈ E ŕěàěáěłăěâ (crosses) àăğàěğ (S, V \ S), ěáńĺ őďĺŋ ĺğ ěčő łőŋæőć ńěęĺâ ć S, ă ďàãčőľ — ć V \ S. Řăğàěğ áőčńăáőćăŋ á ňŋőęěáâćőň àñąěà A (respects the set A), ěáńĺ ŋĺ őďŋő àěąàő ĺğ A ŋě ŕěàěáěłăěâ íâőâ àăğàěğ. Śàěďĺ ŕěàěáěłăîéĺå àăğàěğ àñąěà ćëďěńïîâ àñąàă ŋăĺňěŋìèěčő ćěáă (áàěďĺ ŕěàěáěłăîéĺå íâőâ àăğàěğ), ŋăğëćăï ĺå ńñčłĺňĺ (light edges).

Šěőàěňă 24.1 Ŕãáâì G = (V, E) — áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ łőâőàőčő őŕàěďěńěŋă ćěéěáâćěŋŋăï äãŋłæĺï w. Ŕãáâì A — ňŋőęěáâćő àñąěà, ïćńïîéěěáï ŕőďňŋőęěáâćőň ŋěłőâőàőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă čàăäă G. Ŕãáâì (S, V \ S) — àăğàěğ čàăäă G, áőčńăáőćăŋŋëľ á A, ă (u, v) — ńñčłőě àěąàő ďńï íâőčő àăğàěğă. Šő-

Řĺáãŋőł 24.3 24.3 (ł ďőłăğăâěńìáâćã âěőàěňë 24.1). Ćěàèĺŋë S — çñàŋëě, ćěàèĺŋë V \ S — ąěńëě. Ĺğőąàăęěŋë âőńìłő àñąàă ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă (ŋăğőćñň ěčő T ). Řñąàă ňŋőęěáâćă A ćëďěńěŋë áěàëň æćěâőň; (u, v) — ńñčłőě àěąàő, ŕěàěáěłăîéěě àăğàěğ (S, V \ S); (x, y) — àěąàő ěďĺŋáâćěŋŋőčő ŕãâĺ p őâ u ł v ć T . čďă àěąàő (u, v) ïćńïěâáï ąěğőŕăáŋëň ďńï A.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì T — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć, áőďěàęăéĺľ A. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő T ŋě áőďěàęĺâ àěąàă (u, v), ŕőáłőńìłã ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ďőłăğëćăěňőě ãâćěàęďěŋĺě őçěćĺďŋő. Ŕőłăęěň, çâő ć íâőň áńãçăě áãéěáâćãěâ ďàãčőľ ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć T^′, áőďěàęăéĺľ àěąàő (u, v), âăł çâő íâő àěąàő ïćńïěâáï ąěğőŕăáŋëň.

Őáâőć T áćïğěŋ ĺ ŕőâőňã áőďěàęĺâ ŋěłőâőàëľ ŕãâì p ĺğ u ć v (àĺá. 24.3). Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋë u ĺ v ŕàĺŋăďńěęăâ àăğŋëň çăáâïň àăğàěğă (S, V \ S), ć ŕãâĺ p ěáâì ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďŋő àěąàő (x, y), ŕěàěáěłăîéěě àăğàěğ. İâő àěąàő ŋě ńěęĺâ ć A, âăł łăł àăğàěğ áőčńăáőćăŋ á A. Şďăńěŋĺě ĺğ ďěàěćă T àěąàă (x, y) àăğąĺćăěâ ěčő ŋă ďćě łőňŕőŋěŋâë. Ďőąăćńěŋĺě (u, v) őąêěďĺŋïěâ íâĺ łőňŕőŋěŋâë ć ŋőćëľ őáâőć T^′ = T \ {(x, y)} ∪ {(u, v)}. Ŕőłăęěň, çâő T^′ — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć. Ŕőáłőńìłã (u, v) — ńñčłőě àěąàő, ŕěàěáěłăîéěě àăğàěğ (S, V \ S), ĺğêïâőě ĺğ T àěąàő (x, y) ĺňěěâ ŋě ňěŋìèĺľ ćěá, çěň ďőąăćńěŋŋőě ćňěáâő ŋěčő àěąàő (u, v), âăł çâő ćáě őáâőćă ňőč âőńìłő ãňěŋìèĺâìáï. Ŋő őáâőć ąëń ňĺŋĺňăńìŋëň, ğŋăçĺâ, ćěá ěčő őáâăńáï ŕàěęŋĺň, ĺ ŋőćëľ őáâőć T^′ ąãďěâ ďàãčĺň ňĺŋĺňăńìŋëň őáâőćőň (âőčő ęě ćěáă). Ŕőíâőňã àěąàő (u, v), áőďěàęăéěěáï ć T^′, ïćńïěâáï ąěğőŕăáŋëň.

Śńěďãîéěě áńěďáâćĺě âěőàěňë 24.1 ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăŋő ć àăğďěńě 24.2.

Śńěďáâćĺě 24.2 Ŕãáâì G = (V, E) — áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ĺ ŋă ňŋőęěáâćě E őŕàěďěńěŋă ćěéěáâćěŋŋăï äãŋłæĺï w. Ŕãáâì A — ňŋőęěáâćő àñąěà čàăäă, ïćńïîéěěáï ŕőďňŋőęěáâćőň ŋěłőâőàőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă. Řăááňőâàĺň ńěá G_A = (V, A). Ŕãáâì ďěàěćő C — őďŋă ĺğ áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ ńěáă G_A = (V, A). Řăááňőâàĺň ćáě àñąàă čàăäă, áőěďĺŋïéĺě ćěàèĺŋë ĺğ C á ćěàèĺŋăňĺ ŋě ĺğ C, ĺ ćőğìňñň áàěďĺ ŋĺå àěąàő ŋăĺňěŋìèěčő ćěáă. Šőčďă íâő àěąàő ąěğőŕăáŋő ďńï A. Ďőłăğăâěńìáâćő őçěćĺďŋő: àăğàěğ (C, V \C) áőčńăáőćăŋ á A, ă àěąàő (u, v) — ńñčłőě àěąàő ďńï íâőčő àăğàěğă.

Şŕàăęŋěŋĺï 24.1-1 Ŕãáâì (u, v) — àěąàő ňĺŋĺňăńìŋőčő ćěáă ć čàăäě G. Ŕőłăęĺâě, çâő (u, v) ŕàĺŋăďńěęĺâ ŋěłőâőàőňã ňĺŋĺňăńìŋőňã őáâőćã íâőčő čàăäă.

24.1-2 Ŕàőäěááőà ãâćěàęďăěâ, çâő ćěàŋő áńěďãîéěě őąàăéěŋĺě âěőàěňë 24.1. Ŕãáâì G = (V, E) — áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ĺ ŋă ňŋőęěáâćě E őŕàěďěńěŋă ćěéěáâćěŋŋăï äãŋłæĺï w. Ŕãáâì A — ŕőďňŋőęěáâćő E, ïćńïîéěěáï ŕőďňŋőęěáâćőň ŋěłőâőàőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă G. Ŕãáâì (S, V \ S) — ńîąőľ àăğàěğ G, áőčńăáőćăŋŋëľ á A, ă (u, v) — ąěğőŕăáŋőě àěąàő ďńï A, ŕěàěáěłăîéěě (S, V \S). Šőčďă àěąàő (u, v) ïćńïěâáï ńñčłĺň àěąàőň, ŕěàěáěłăîéĺň íâőâ àăğàěğ. Ŕőáâàőľâě łőŋâàŕàĺňěà ł ãâćěàęďěŋĺî ŕàőäěááőàă.

24.1-3 Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ àěąàő (u, v) áőďěàęĺâáï ć ŋěłőâőàőň ňĺŋĺňăńìŋőň őáâőćě, âő áãéěáâćãěâ ŋěłőâőàëľ àăğàěğ čàăäă, ďńï łőâőàőčő őŋő ïćńïěâáï ńñčłĺň àěąàőň, ŕěàěáěłăîéĺň íâőâ àăğàěğ.

24.1-4 Řăááňőâàĺň ňŋőęěáâćő ćáěå àñąěà, łőâőàëě ïćńïîâáï ńñčłĺňĺ àñąàăňĺ ćáěćőğňőęŋëå àăğàěğőć čàăäă. Ŕàĺćěďĺâě ŕàőáâőľ ŕàĺňěà, łőčďă íâő ňŋőęěáâćő ŋě ïćńïěâáï ňĺŋĺňăńìŋëň őáâőćőň.

24.1-5 Ŕãáâì e — àěąàő ňăłáĺňăńìŋőčő ćěáă ć ŋěłőâőàőň æĺłńě čàăäă G = (V, E). Ďőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G = (V, E \ {e}), łőâőàëľ ïćńïěâáï âăłęě ňĺŋĺňăńìŋëň őáâőćőň čàăäă G.

24.1-6 Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ďńï ńîąőčő àăğàěğă čàăäă áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě ńñčłőě àěąàő, ŕěàěáěłăîéěě íâőâ àăğàěğ, âő ć čàăäě ěáâì âőńìłő őďĺŋ ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć. Ŕőłăęĺâě, çâő őąàăâŋőě ãâćěàęďěŋĺě ŋěćěàŋő.

24.1-7 Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ć čàăäě á ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ àñąěà ńîąőě ŕőďňŋőęěáâćő àñąěà, áćïğëćăîéěě ćáě ćěàèĺŋë ĺ őąńăďăîéěě ňĺŋĺňăńìŋëň áãňňăàŋëň ćěáőň (áàěďĺ âăłĺå ŕőďňŋőęěáâć), ïćńïěâáï ďěàěćőň. Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà, ŕőłăğëćăîéĺľ, çâő íâő ğăłńîçěŋĺě ŕěàěáâăñâ ąëâì ćěàŋëň, ěáńĺ ćěáă àñąěà ňőčãâ ąëâì őâàĺæăâěńìŋëňĺ.

24.1-8 Ŕãáâì T — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G. Śőáâăćĺň ãŕőàïďőçěŋŋëľ áŕĺáőł ćěáőć ćáěå àñąěà őáâőćă T . Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő ďàãčőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă ŕőńãçĺâáï âőâ ęě áăňëľ áŕĺáőł.

24.1-9 Ŕãáâì T — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G = (V, E). Ŕãáâì V^′ — ŕőďňŋőęěáâćő V . Ůěàěğ T^′ őąőğŋăçĺň ŕőďčàăä T , ŕőàőęďñŋŋëľ V^′, ă çěàěğ G^′ — ŕőďčàăä G, ŕőàőęďñŋŋëľ V^′. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ T^′ áćïğěŋ, âő T^′ — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć G^′.

24.2 Ăńčőàĺâňë Łàãáłăńă ĺ Ŕàĺňă

Őąă íâĺå ăńčőàĺâňă áńěďãîâ őŕĺáăŋŋőľ áåěňě, ŋő ŕő-àăğŋőňã ćëąĺàăîâ ąěğőŕăáŋőě àěąàő. Ć ăńčőàĺâňě Łàãáłăńă ňŋőęěáâćő àñąěà A ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ńěá, áőáâőïéĺľ ĺğ ŋěáłőńìłĺå áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ (ďěàěćìěć). Ďőąăćńïěâáï àěąàő ňĺŋĺňăńìŋőčő ćěáă áàěďĺ ćáěå àñąěà, łőŋæë łőâőàëå ńěęăâ ć àăğŋëå łőňŕőŋěŋâăå.

Ć ăńčőàĺâňě Ŕàĺňě ňŋőęěáâćő A ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őďŋő ďěàěćő, Ąěğőŕăáŋőě àěąàő, ďőąăćńïěňőě ł A, ćëąĺàăěâáï łăł àěąàő ŋăĺňěŋìèěčő ćěáă, áőěďĺŋïîéěě íâő ãęě ŕőáâàőěŋŋőě ďěàěćő á ŋěłőâőàőľ ŋőćőľ ćěàèĺŋőľ.

Ăńčőàĺâň Łàãáłăńă Ć ńîąőľ ňőňěŋâ àăąőâë ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă ňŋőęěáâćő A ćëąàăŋŋëå àñąěà (çăáâì ąãďãéěčő őáâőćă) ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć. Őŋő áőěďĺŋïěâ ćěàèĺŋë čàăäă ć ŋěáłőńìłő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ïćńïěâáï ďěàěćőň. Śàěďĺ ćáěå àñàě, áőěďĺŋïîéĺå ćěàèĺŋë ĺğ àăğŋëå łőňŕőŋěŋâ, ąěàñâáï àěąàő ŋăĺňěŋìèěčő ćěáă. Ŋăďő ŕàőćěàĺâì, çâő őŋő ïćńïěâáï ąěğőŕăáŋëň.

Ŕãáâì (u, v) — âăłőě àěąàő, áőěďĺŋïîéěě ćěàèĺŋë ĺğ łőňŕőŋěŋâ C_1 ĺ C_2. İâő àěąàő ïćńïěâáï ńñčłĺň àěąàőň ďńï àăğàěğă C_1, V \C_1, ĺ ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï âěőàěňőľ 24.1 (ĺńĺ ŕàïňő áńěďáâćĺěň 24.2).

Řěăńĺğăæĺï ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă ŋăŕőňĺŋăěâ ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ (àăğď. 22.1) ĺ ĺáŕőńìğãěâ áâàãłâãàë ďăŋŋëå ďńï ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć (čń. 22), İńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâć ïćńïîâáï ćěàèĺŋë čàăäă. Ŋăŕőňŋĺň, çâő Find-Set(u) ćőğćàăéăěâ ŕàěďáâăćĺâěńï ňŋőęěáâćă, áőďěàęăéěčő íńěňěŋâ u. Ďćě ćěàèĺŋë u ĺ v ŕàĺŋăďńěęăâ őďŋőňã ňŋőęěáâćã (łőňŕőŋěŋâě), ěáńĺ Find-Set(u) = Find-Set(v). Őąêěďĺŋěŋĺě ďěàěćìěć ćëŕőńŋïěâáï ŕàőæěďãàőľ Union.

\textsc{MST-Kruskal}$(G,w)$
1 $A \leftarrow \emptyset$
2 {\bf for} $v\in V[G]$
3 {\bf do} \textsc{Make-Set}$(v)$
4 ãŕőàïďőçĺâì àñąàă $E$ ŕő ćěáăň
5 {\bf for} $(u,v)\in E$ (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ćěáă)
6 {\bf do if} \textsc{Find-Set}$(u) \noteq$ \textsc{Find-
Set}$(v)$
7 {\bf then} $A \leftarrow A \cup \{(u,v)\}$
8 \textsc{Union} $(u,v)$
9 {\bf return} $A$

Ŋă àĺáãŋłě 24.4 ŕőłăğă àăąőâă ăńčőàĺâňă. Śŋăçăńă (áâàőłĺ 1–3) ňŋőęěáâćő A ŕãáâő, ĺ ěáâì |V | ďěàěćìěć, łăęďőě ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ ŕő őďŋőľ ćěàèĺŋě. Ć áâàőłě 4 àñąàă ĺğ E ãŕőàïďőçĺćăîâáï ŕő ŋěãąëćăŋĺî ćěáă. Ć æĺłńě (áâàőłĺ 5–8) ňë ŕàőćěàïěň, ńěęăâ ńĺ

Řĺáãŋőł 24.4 24.4 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă ŋă čàăäě àĺá. 24.1. Řñąàă àăáâãéěčő ńěáă (A) ćëďěńěŋë áěàëň æćěâőň. Řñąàă àăááňăâàĺćăîâáï ć ŕőàïďłě ŋěãąëćăŋĺï ćěáőć (âěłãéěě àěąàő ŕőłăğăŋő áâàěńłőľ). Ěáńĺ àěąàő áőěďĺŋïěâ ďćă àăğńĺçŋëå ďěàěćă, őŋő ďőąăćńïěâáï ł ńěáã, ă ďěàěćìï áńĺćăîâáï.

łőŋæë àěąàă ć őďŋőň ďěàěćě. Ěáńĺ ďă, âő àěąàő ŋěńìğï ďőąăćĺâì ł ńěáã (ŋě áőğďăćăï æĺłńă), ĺ őŋő őâąàăáëćăěâáï. Ěáńĺ ŋěâ, âő àěąàő ďőąăćńïěâáï ł A (áâàőłă 7), ĺ ďćă áőěďĺŋñŋŋëå ĺň ďěàěćă őąêěďĺŋïîâáï ć őďŋő (áâàőłă 8).

Ŕőďáçĺâăěň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ďńï åàăŋěŋĺï ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ňŋőęěáâć ĺáŕőńìğãěâáï ňěâőď àăğďěńă 22.3 (á őąêěďĺŋěŋĺěň ŕő àăŋčã ĺ áęăâĺěň ŕãâěľ — áăňëľ ąëáâàëľ ĺğ ĺğćěáâŋëå). Ĺŋĺæĺăńĺğăæĺï ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(V ), ãŕőàïďőçěŋĺě àñąěà ć áâàőłě 4 — O(E lg E). Ďăńěě ŕàőĺğćőďĺâáï O(E) őŕěàăæĺľ, ć áőćőłãŕŋőáâĺ ğăŋĺňăîéĺå ćàěňï O(Eα(E, V )), čďě α — äãŋłæĺï, őąàăâŋăï ł äãŋłæĺĺ Ăłłěàňăŋă (áň. àăğďěń 22.4). Ŕőáłőńìłã α(E, V ) = o(lg E), őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă áőáâăćńïěâ O(E lg E) (őáŋőćŋőě ćàěňï ãåőďĺâ ŋă áőàâĺàőćłã).

Ăńčőàĺâň Ŕàĺňă Łăł ĺ ăńčőàĺâň Łàãáłăńă, ăńčőàĺâň Ŕàĺňă áńěďãěâ őąéěľ áåěňě ăńčőàĺâňă ŕőáâàőěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă ĺğ àăğďěńă 24.1. Őŋ ŕőåőę ŋă ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ŕőĺáłă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ć čàăäě (àăğďěń 25.2). Ć íâőň ăńčőàĺâňě àăáâãéăï çăáâì őáâőćă ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ďěàěćő (ňŋőęěáâćő àñąěà łőâőàőčő ěáâì A). Łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 24.5, äőàňĺàőćăŋĺě ďěàěćă ŋăçĺŋăěâáï á ŕàőĺğćőńìŋőľ łőàŋěćőľ ćěàèĺŋë r. Ŋă łăęďőň èăčě ďőąăćńïěâáï àěąàő ŋăĺňěŋìèěčő ćěáă áàěďĺ àñąěà áőěďĺŋïîéĺå ćěàèĺŋë íâőčő ďěàěćă á ćěàèĺŋăňĺ ŋě ĺğ ďěàěćă. Ŕő áńěďáâćĺî 24.2 âăłĺě àñąàă ïćńïîâáï ąěğőŕăáŋëňĺ ďńï A, âăł çâő ć àěğãńìâăâě ŕőńãçăěâáï ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć.

Ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ćăęŋő ąëáâàő ćëąĺàăâì ńñčłőě àěąàő. Ăńčőàĺâň ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď áćïğŋëľ čàăä G ĺ łőàěŋì r ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă. Ć åőďě ăńčőàĺâňă ćáě ćěàèĺŋë, ěéñ ŋě ŕőŕăćèĺě ć ďěàěćő, åàăŋïâáï ć őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ. Ŕàĺőàĺâěâ ćěàèĺŋë v őŕàěďěńïěâáï ğŋăçěŋĺěň key[v], łőâőàőě àăćŋő ňĺŋĺňăńìŋőňã ćěáã àñąěà, áőěďĺŋïîéĺå v c ćěàèĺŋăňĺ ďěàěćă A. (Ěáńĺ âăłĺå àñąěà ŋěâ, ŕőńăčăěň key[v] = ∞.) Ŕőńě π[v] ďńï ćěàèĺŋ ďěàěćă ãłăğëćăěâ ŋă àőďĺâěńï, ă ďńï ćěàèĺŋë v ∈ Q ãłăğëćăěâ ŋă ćěàèĺŋã ďěàěćă, ć łőâőàãî ćěďñâ àěąàő ćěáă key[v] (őďŋő ĺğ âăłĺå àñąěà, ěáńĺ ĺå ŋěáłőńìłő). Ňë ŋě åàăŋĺň ňŋőęěáâćő A ćěàèĺŋ áâàőĺňőčő ďěàěćă ïćŋő; ěčő ňőęŋő ćőááâăŋőćĺâì łăł A = {(v, π[v]) : v ∈ V \ {r} \ Q}. Ć łőŋěæ àăąőâë ăńčőàĺâňă őçěàěďì Q ŕãáâă, ĺ ňŋőęěáâćő A = {(v, π[v]) : v ∈ V \ {r}}. ěáâì ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă.

Řĺáãŋőł 24.5 24.5 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă ŋă čàăäě àĺá. 24.1 á łőàŋěćőľ ćěàèĺŋőľ a Řñąàă, ćåőďïéĺě ć ďěàěćő A. ćëďěńěŋë áěàëň; ćěàèĺŋë ďěàěćă — çñàŋëň. Ŋă łăęďőň èăčě ł A ďőąăćńïěâáï àěąàő, ŕěàěáěłăîéěě àăğàěğ ňěęďã ďěàěćőň ĺ ěčő ďőŕőńŋěŋĺěň. Ŋăŕàĺňěà, ŋă ćâőàőň èăčě ňőęŋő ąëńő ąë ďőąăćĺâì ńîąőě ĺğ àñąěà (b, c) ĺ (a, h).

\textsc{MST-Prim}$(G,W,r)$
 1 $Q \leftarrow V[G]$
 2 {\bf for} $u\in Q$
 3 {\bf do} $key[u] \gets \infty$
 4 $key[r] \gets 0$
 5 $\pi[r] \gets \textsc{nil}$
 6 {\bf while} $Q \noteq \emptyset$
 7 {\bf do} $u \leftarrow \textsc{Extract-Min}(Q)$
 8 {\bf for} $v\in Adj[u]$
 9 {\bf do if} $v\in Q$ ĺ $w(u,v)<key[v]$
10 {\bf then} $\pi(v) \leftarrow u$
11 $key(v) \leftarrow w(u,v)$

Ŋă àĺá. 24.5 ŕőłăğăŋă àăąőâă ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă. Ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï áâàőł 1–5 ĺ ŕěàćőčő ŕàőåőďă æĺłńă ć áâàőłăå 6 − −11 ďěàěćő áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ ćěàèĺŋë r, ćáě őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë ŋăåőďïâáï ć őçěàěďĺ, ĺ ğŋăçěŋĺě key[v] ďńï ŋĺå àăćŋő ďńĺŋě àěąàă ĺğ r ć v ĺńĺ +∞, ěáńĺ âăłőčő àěąàă ŋěâ (ć ŕěàćőň áńãçăě π[v] = r. Šăłĺň őąàăğőň, ćëŕőńŋěŋ őŕĺáăŋŋëľ ćëèě ĺŋćăàĺăŋâ (ďěàěćő ěáâì çăáâì ŋěłőâőàőčő őáâőćă, ďńï ćěàèĺŋ ďěàěćă ŕőńě π ãłăğëćăěâ ŋă àőďĺâěńï, ă ďńï őáâăńìŋëå ćěàèĺŋ ŋă ”ąńĺęăľèãî” ćěàèĺŋã ďěàěćă — ćěá àěąàă ďő ŋěñ åàăŋĺâáï ć keu[v].

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăł àăćńĺğőćăŋă őçěàěďì Q. Ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăâì ďćőĺçŋãî łãçã (čńăćă 7), ĺŋĺæĺăńĺğăæĺî ć áâàőłăå 1–4 ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë Build-Heap ğă ćàěňï O(V ). Ďăńěě æĺłń ćëŕőńŋïěâáï |V | àăğ, ĺ łăęďăï őŕěàăæĺï Extract-Min ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(lg V ), ćáěčő O(V lg V ). Űĺłń for ć áâàőłăå 8–11 ćëŕőńŋïěâáï ć őąéěľ áńőęŋőáâĺ O(E) àăğ, ŕőáłőńìłã áãňňă áâěŕěŋěľ ćěàèĺŋ čàăäă àăćŋă 2|E|. Ŕàőćěàłã ŕàĺŋăďńěęŋőáâĺ ć áâàőłě 9 ćŋãâàĺ æĺłńă for ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ğă ćàěňï O(1), ěáńĺ åàăŋĺâì áőáâőïŋĺě őçěàěďĺ ěéñ ĺ łăł ąĺâőćëľ ćěłâőà àăğňěàă |V |. Ŕàĺáćăĺćăŋĺě ć áâàőłě 11 ŕőďàăğãňěćăěâ ćëŕőńŋěŋĺě őŕěàăæĺĺ ãňěŋìèěŋĺï łńîçă (Decrease-Key), łőâőàăï ďńï ďćőĺçŋőľ łãçĺ ňőęěâ ąëâì ćëŕőńŋěŋă ğă ćàěňï O(lg V ). Šăłĺň őąàăğőň, ćáěčő ŕőńãçăěň O(V lg V + E lg V ) = O(E lg V ) — âă ęě áăňăï őæěŋłă, çâő ąëńă ďńï ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă.

Őďŋăłő íâă őæěŋłă ňőęěâ ąëâì ãńãçèěŋă, ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăâì ć ăńčőàĺâňě Ŕàĺňă äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ. Łăł ňë ćĺďěńĺ ć čńăćě 21, á ŕőňőéìî äĺąąőŋăçĺěćőľ łãçĺ ňőęŋő ćëŕőńŋïâì őŕěàăæĺî Extract-Min ğă ãçñâŋőě ćàěňï O(lg V ), ă őŕěàăæĺî Decrease-

Key — ğă (ãçñâŋőě) ćàěňï O(1). (Ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ĺňěŋŋő áãňňăàŋőě ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ, âăł çâő ăňőàâĺğĺàőćăŋŋëľ ăŋăńĺğ âãâ ć áăňëľ àăğ.) Ŕőíâőňã ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ äĺąőŋăççĺěćëå łãç ďńï àěăńĺğăæĺĺ őçěàěďĺ ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă áőáâăćĺâ O(E + V lg V ).

Şŕàăęŋěŋĺï 24.2-1 Ďńï őďŋőčő ĺ âőčő ęě čàăäă G ăńčőàĺâň Łàãáłăńă ňőęěâ ďăćăâì àăğŋëě àěğãńìâăâë (ěáńĺ ŕő-àăğŋőňã ãŕőàïďőçĺâì àñąàă őďĺŋăłőćőčő ćěáă). Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï łăęďőčő ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă T čàăäă G áãéěáâćãěâ ãŕőàïďőçěŋĺě àñąěà čàăäă G, ŕàĺ łőâőàőň ăńčőàĺâň Łàãáłăńă ďăáâ łăł àăğ T.

24.2-2 Čàăä (V, E) ğăďăŋ ňăâàĺæěľ áňěęŋőáâĺ. Ŕőáâàőľâě ŕàőáâãî àěăńĺğăæĺî ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă, ćàěňï àăąőâë łőâőàőľ ěáâì O(V^2).

24.2-3 Ĺňěěâáï ńĺ ćëĺčàëè ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ďćőĺçŋëå łãç ł äĺąőŋăççĺěćëň ďńï àăğàěęěŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ďńï łőâőàőčő |E| = Θ(V )? ďńï ŕńőâŋőčő čàăäě, čďě |E| = Θ(V^2)? Ŕàĺ łăłőň áőőâŋőèěŋĺĺ ňěęďã |E| ĺ |V | ŕěàěåőď ł äĺąőŋăççĺěćëň łãçăň ŕàĺćőďĺâ ł ăáĺňŕâőâçěáłőňã ãńãçèěŋĺî íääěłâĺćŋőáâĺ?

24.2-4 Ŕãáâì ćěáă àñąěà čàăäă G = (V, E) — æěńëě çĺáńă ć ĺŋâěàćăńě őâ 1 ďő |V |. Łăłőľ áłőàőáâĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă Łàãáłăńă ňőęŋő ďőąĺâìáï? Ă ěáńĺ ćěáă — æěńëě çĺáńă őâ 1 ďő W (čďě W — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă)?

24.2-5 Ŕãáâì ćěáă àñąěà čàăäă G = (V, E) — æěńëě çĺáńă ć ĺŋâěàćăńě őâ 1 ďő |V |. Łăłőľ áłőàőáâĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă ňőęŋő ďőąĺâìáï? Ă ěáńĺ ćěáă — æěńëě çĺáńă őâ 1 ďő W (čďě W — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă)?

24.2-6 Şłăęĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï âăłőľ ğăďăçĺ: ďńï ďăŋŋőčő čàăäă G ĺ ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ŋăľâĺ ŋăĺńãçèěě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő, ěáńĺ łàĺâěàĺěň ”łăçěáâćă” ďěàěćă áçĺâăâì ŋě áãňňã ćěáőć, ă ćěá áăňőčő âïęñńőčő àěąàă.

24.2-7* Ŕãáâì ĺğćěáâŋő, çâő ćěáă àñąěà čàăäă — ŋěğăćĺáĺňëě áńãçăľŋëě çĺáńă, àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋŋëě ŋă ŕőńãĺŋâěàćăńě [0, 1). Łăł íâő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï ãáłőàěŋĺï àăąőâë őďŋőčő ĺğ ăńčőàĺâňőć (Łàãáłăńă ĺńĺ Ŕàĺňă)?

24.2-8* Ŕãáâì ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G ãęě ŕőáâàőěŋ. Łăł ąëáâàő ňőęŋő ŋăľâĺ ŋőćëľ ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć, ěáńĺ ďőąăćĺâì ł čàăäã G ŋőćãî ćěàèĺŋã ĺ ĺŋæĺďěŋâŋëě ěľ àñąàă?

Ğăďăçĺ

24-1 Ćâőàőľ ŕő ćěńĺçĺŋě őáâőć Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ áćïğŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R, ĺ ŕãáâì |E| ⩾ |V | (çĺáńő àñąěà ąőńìèě ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőčő). Şŕőàïďőçĺň ćáě ŕőłàëćăîéĺě ďěàěćìï ć ŕőàïďłě ŋěãąëćăŋĺï ćěáőć; ŋăá ąãďěâ ĺŋâěàěáőćăâì ćâőàőě ŕő ćěńĺçĺŋě ć íâőň ŕőàïďłě. (Ąãďěň áçĺâăâì ďńï ŕàőáâőâë, çâő ćáě ďěàěćìï ć íâőň áŕĺáłě ĺňěîâ àăğńĺçŋëě áãňňë ćěáőć.)

a. Ŕãáâì T — ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő čàăäă G. Ďőłăęĺâě, çâő ćâőàőě ŕő ćěńĺçĺŋě ďěàěćő ŕőńãçăěâáï ĺğ T ğăňěŋőľ ŋěłőâőàőčő àěąàă (u, v) ∈ T ŋă ďàãčőě àěąàő (x, y) /∈ T .

b. Ŕãáâì T — ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő čàăäă G. Ďńï ńîąëå ďćãå ćěàèĺŋ u, v ∈ V çěàěğ max[u, v] őąőğŋăçĺň àěąàő ňăłáĺňăńìŋőčő ćěáă ŋă ěďĺŋáâćěŋŋőň ŕãâĺ, áőěďĺŋïîéěň u ĺ v ć T . Şłăęĺâě ăńčőàĺâň á ćàěňěŋěň àăąőâë O(V^2), łőâőàëľ łőâőàëľ ďńï ńîąőčő ğăďăŋŋőčő T ŋăåőďĺâ max[u, v] ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ u, v ∈ V .

c. Şłăęĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ćâőàőčő ŕő ćěńĺçĺŋě ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă.

24-2 Ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć ć àăğàěęěŋŋőň čàăäě Ďńï őçěŋì àăğàěęěŋŋőčő áćïğŋőčő čàăäă G = (V, E) ćàěňï àăąőâë O(E + V lg V ) ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă (á äĺąőŋăççĺěćëňĺ łãçăňĺ) ňőęŋő ěéñ áőłàăâĺâì, ěáńĺ ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŕàěőąàăğőćăâì čàăä G, ãňěŋìèĺć çĺáńő ěčő ćěàèĺŋ. Őŕĺáăŋŋăï ŋĺęě ŕàőæěďãàă ŕàěőąàăğőćăŋĺï MST-Reduce ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď čàăä G á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ ĺ ćőğćàăéăěâ ”áęăâãî” ćěàáĺî G^′ čàăäă G, őďŋőćàěňěŋŋő ďőąăćńïï àñąàă ł ąãďãéěňã őáâőćã. İâă ŕàőæěďãàă ĺáŕőńìğãěâ ňăááĺć orig[u, v]; ć ŋăçăńìŋëľ ňőňěŋâ orig[u, v] = (u, v).

Ĺďěï ŕàőáâă: ěáńĺ ďńï ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋë ćğïâì łàăâçăľèěě àěąàő, ĺğ ŋěñ ćëåőďïéěě, âő ňőęŋő ĺáłăâì ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć áàěďĺ őáâőćőć, ćłńîçăîéĺå íâő àěąàő — ă íâă ğăďăçă áćőďĺâáï ł ğăďăçě ŕőĺáłă őáâőćă ďńï ňěŋìèěčő čàăäă (á őâőęďěáâćńñŋŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ). Řñąàă, ŕő łőâőàëň ŕàőćěďěŋă áłńěľłă, ŕőňěéăîâáï ć T , ă ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v), áőěďĺŋïîéěčő ćěàèĺŋë ŋőćőčő čàăäă, åàăŋĺâáï w[u, v] — âő àěąàő ĺáåőďŋőčő čàăäă, ĺğ łőâőàőčő őŋő ŕàőĺğőèńő (ěáńĺ âăłĺå ąëńő ŋěáłőńìłő, âő ąěàñâáï łàăâçăľèěě).

\textsc{MST-Reduce} (G,T)
 1 {\bf for} $v\in V[G]$
 2 {\bf do} $mark[v] \leftarrow \textsc{false}$
 3 \textsc{Make-Set(v)}
 4 {\bf for} $u\in V[G]$
 5 {\bf do if} $mark[u] = \textsc{false}$
 6 {\bf then} ćëąàăâì $v\in Adj[u]$ á ŋăĺňěŋì-

èĺň $w[u,v]$

7 \textsc{Union(u,v)}
8 $T \leftarrow T\cup \{orig[u,v]\}$
9 $mark[u] \leftarrow $mark[v] \leftarrow

                                                   \textsc{true}$
10 $V[G’] \leftarrow \{\textsc{Find-Set(v)} : v\in V[G] \}$
11 $E[G’] \leftarrow \emptyset$
12 {\bf for} $(x,y)\in E[G]$
13 {\bf do} $u \leftarrow \textsc{Find-Set(x)}$
14 $v \leftarrow \textsc{Find-Set(y)}$
15 {\bf if} $(u,v)\notin E[G’]$
16 {\bf then} $E[G’] \leftarrow E[G’]\cup\{(u,v)\}$
17 $orig[u,v] \leftarrow orig[x,y]$
18 $w[u,v] \leftarrow w[x,y]$
19 {\bf else if} $w[x,y] < w[u,v]$
20 {\bf then} $orig[u,v] \leftarrow orig[x,y]$
21 $w[u,v] \leftarrow w[x,y]$
22 ŕőáâàőĺâì áŕĺáłĺ áňěęŋëå ćěàèĺŋ $Adj$ ďńï $G’$
23 {\bf return} $G’$ ĺ $T$

a. Ŕãáâì T — ňŋőęěáâćő àñąěà, ćőğćàăéñŋŋőě ŕàőæěďãàőľ MST- Reduce, ă T^′ — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G^′, ćőğćàăéñŋŋőčő íâőľ ŕàőæěďãàőľ. Ďőłăęĺâě, çâő T ∪ {orig[x, y] : (x, y) ∈ T^′} — ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G.

b. Ŕőłăęĺâě, çâő |V [G^′]| ⩽ |V |/2.

c. Ŕőłăęĺâě, łăł àěăńĺğőćăâì ŕàőæěďãàã MST-Reduce âăł, çâőąë őŋă ĺáŕőńŋïńăáì ğă ćàěňï O(E). (Şłăğăŋĺě. Ĺáŕőńìğãľâě ŋěáńőęŋëě áâàãłâãàë ďăŋŋëå.)

d. Ŕãáâì ňë ŕőďćěàčńĺ čàăä k-łàăâŋőľ őąàăąőâłě á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë MST-Reduce (ćëåőď őďŋőčő èăčă ïćńïěâáï ćåőďőň áńěďãîéěčő). Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã çâő őąéěě ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ćáěå k ĺâěàăæĺľ áőáâăćńïěâ O(kE).

e. Ŕãáâì ŕőáńě k ŕàĺňěŋěŋĺľ ŕàőæěďãàë MST-Reduce ňë ćőáŕőńìğőćăńĺáì ăńčőàĺâňőň Ŕàĺňă ďńï áęăâőčő čàăäă. Ŕàĺ íâőň ňőęŋő ćëąàăâì k âăł, çâőąë őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćĺńő O(E lg lg V ). Ŕőçěňã? Šăłőľ ćëąőà ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ňĺŋĺňĺğĺàãěâ őąéěě ćàěňï àăąőâë. Ŕőçěňã?

f. Ŕàĺ łăłőň áőőâŋőèěŋĺĺ |E| ĺ |V | ăńčőàĺâň Ŕàĺňă á ŕàěďćăàĺâěńìŋëň áęăâĺěň íääěłâĺćŋěě ăńčőàĺâňă Ŕàĺňă ąěğ âăłőčő áęăâĺï?

Ğăňěçăŋĺï Łŋĺčă Šăàìïŋă [188] áőďěàęĺâ őąğőà ğăďăç, áćïğăŋŋëå á ňĺŋĺňăńìŋëňĺ ŕőłàëćăîéĺňĺ ďěàěćìïňĺ, ĺ ďăńìŋěľèãî ĺŋäőàňăæĺî ő ŋĺå. Ĺáâőàĺî ğăďăçĺ ő ňĺŋĺňăńìŋőň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě őŕĺáăńĺ Čàíåěň ĺ Ţěńń [92].

Łăł ãłăğëćăěâ Šăàìïŋ, ćŕěàćëě ăńčőàĺâň ŕőáâàőěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă ŕőïćĺńáï ć áâăâìě Ąőàãćłĺ (O.Boru̇vka). Ăńčőàĺâň Łàãáłăńă őŕãąńĺłőćăŋ ć ěčő áâăâìě 1956 čőďă [131]. Ăńčőàĺâň, ĺğćěáâŋëľ łăł ăńčőàĺâň Ŕàĺňă, ďěľáâćĺâěńìŋő ĺğőąàěâñŋ ĺň ĺ őŕĺáăŋ ć [163], ŋő àăŋěě ěčő ŋăèñń §àŋĺł (V.Jarník, 1930).

Ćőğňőęŋőáâì ĺáŕőńìğőćăŋĺï ęăďŋëå ăńčőàĺâňőć áćïğăŋă á âěň, çâő àñąàă čàăäă őąàăğãîâ ňăâàőĺď, ěáńĺ ŋěğăćĺáĺňëňĺ áçĺâăâì ňŋőęěáâćă àñąěà ąěğ æĺłńőć (àăğďěń 17.4).

Ŋăĺąőńěě ąëáâàëň ĺğ ĺğćěáâŋëå ć ŋăáâőïéĺľ ňőňěŋâ ăńčőàĺâňőć ŕőĺáłă ňĺŋĺňăńìŋőčő őáâőćă (ďńï áńãçăï |E| = Ω(V lg V )) ïćńïěâáï ăńčőàĺâň Ŕàĺňă, àěăńĺğőćăŋŋëľ á ŕőňőéìî äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ. Ďńï ąőńěě àăğàěęěŋŋëå čàăäőć Ťàěďňăŋ ĺ Šăàìïŋ [75] ŕàĺćőďïâ ăńčőàĺâň, ćàěňï àăąőâë łőâőàőčő áőáâăćńïěâ O(Eβ(|E|, |V |)), čďě β(|E|, |V |) = min{i : lg^{(i)} |V | ⩽ |E|/|V |}. Ŕőáłőńìłã |E| ⩾ |V |, ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ěáâì O(E lg^∗ V ).

25 Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë

Ŕěàěď ŋăňĺ — łăàâă ăćâőňőąĺńìŋëå ďőàőč ŚŸĂ á őąőğŋăçěŋŋëňĺ àăááâőïŋĺïňĺ; łăł ćëąàăâì łàăâçăľèĺľ ňăàèàãâ őâ Ůĺłăčő ďő Ąőáâőŋă?

Ňőęŋő, łőŋěçŋő, ŕěàěąàăâì ćáě ćőğňőęŋëě ňăàèàãâë, ŕőďáçĺâăâì ďńï łăęďőčő ĺğ ŋĺå ďńĺŋã ĺ ćëąàăâì ŋăĺňěŋìèãî. Ŋő ďăęě ěáńĺ ŋě ŕàĺŋĺňăâì ćő ćŋĺňăŋĺě ňăàèàãâë, áőďěàęăéĺě æĺłńë, ŕàĺ âăłőň ŕőďåőďě ŕàĺďěâáï ŕěàěąĺàăâì ňĺńńĺőŋë ğăćěďőňő ŋěčőďŋëå ćăàĺăŋâőć (ćàïď ńĺ áâőĺâ ěåăâì ĺğ Ąőáâőŋă ć Ůĺłăčő çěàěğ Ţìîáâőŋ, ńěęăéĺľ ŋă âëáïçã ňĺńì ć áâőàőŋě).

Ć íâőľ ĺ áńěďãîéěľ čńăćăå ňë àăááłăğëćăěň ő âőň, łăł ňőęŋő íääěłâĺćŋő àěèăâì âăłĺě ğăďăçĺ. Ć ğăďăçě ő łàăâçăľèěň ŕãâĺ (shortest-paths problem) ŋăň ďăŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćğćěèěŋŋëľ čàăä G = (V, E) á ćěéěáâćěŋŋőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R. Ćěáőň (weight) ŕãâĺ p = ⟨v_0, v_1, . . ., v_k⟩ ŋăğëćăěâáï áãňňă ćěáőć àñąěà, ćåőďïéĺå ć íâőâ ŕãâì: w(p) = k∑ i=1 w(v_{i−1}, v_i). Ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ (shortest-path weight) ĺğ u ć v àăćěŋ, ŕő őŕàěďěńěŋĺî, δ(u, v) = { min{w(p) : u^p⇝ v}, ěáńĺ áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ u ć v; ∞ ĺŋăçě.

Łàăâçăľèĺľ ŕãâì (shortest path) ĺğ u ć v — íâő ńîąőľ ŕãâì p ĺğ u ć v, ďńï łőâőàőčő w(p) = δ(u, v).

Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě á Ůĺłăčő ĺ Ąőáâőŋőň ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăàâã ďőàőč łăł čàăä, ćěàèĺŋăňĺ łőâőàőčő ïćńïîâáï ŕěàěłàñáâłĺ, ă àñąàăňĺ — ãçăáâłĺ ďőàőč ňěęďã ŋĺňĺ. Ćěá àěąàă — íâő ďńĺŋă ãçăáâłă ďőàőčĺ, ĺ ŋăèă ğăďăçă ňőęěâ áőáâőïâì ć őâëáłăŋĺĺ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ňěęďã ďăŋŋëň ŕěàěłàñáâłőň ć Ůĺłăčő ĺ ďăŋŋëň ŕěàěłàñáâłőň ć Ąőáâőŋě.

Ćěáă ŋě őąïğăŋë ąëâì àăááâőïŋĺïňĺ: ćěáăňĺ ňőčãâ ąëâì ćàěňěŋă, áâőĺňőáâĺ, èâàăäë, ãąëâłĺ, . . . — łőàőçě čőćőàï, ńîąăï ćěńĺçĺŋă, łőâőàãî ňë åőâĺň ňĺŋĺňĺğĺàőćăâì ĺ łőâőàăï őąńăďăěâ áćőľáâćőň ăďďĺâĺćŋőáâĺ.

Ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ŋă čàăäăå (ąěğ ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ), łőâőàëľ ňë àăááňăâàĺćăńĺ ć àăğď. 23.2, ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő łàăâçăľèěň ŕãâĺ ć çăáâŋőň áńãçăě, łőčďă ćěá łăęďőčő àěąàă àăćěŋ ěďĺŋĺæě. Ňŋőčĺě ĺďěĺ, áćïğăŋŋëě á ŕőĺáłőň ć èĺàĺŋã, ąãďãâ ŕőńěğŋë ĺ ďńï őąéěčő áńãçăï, ŕőíâőňã áőćěâãěň ćăň ěéñ àăğ ŕàőáňőâàěâì àăğď. 23.2, ŕàěęďě çěň çĺâăâì ďăńìèě.

Ćăàĺăŋâë ğăďăçĺ ő łàăâçăľèěň ŕãâĺ Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň âőńìłő ğăďăçã ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë (single-source shortest-path problem): ďăŋ ćğćěèěŋŋëľ čàăä G = (V, E) ĺ ŋăçăńìŋăï ćěàèĺŋă v (source vertex); âàěąãěâáï ŋăľâĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ s ćő ćáě ćěàèĺŋë v ∈ V . Ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã, ŕàĺčőďěŋ ĺ ďńï ňŋőčĺå ďàãčĺå ğăďăç, ŋăŕàĺňěà:

Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ć őďŋã ćěàèĺŋã: ďăŋă łőŋěçŋăï ćěàèĺŋă t (destination vertex), âàěąãěâáï ŋăľâĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ć t ĺğ ćáěå ćěàèĺŋ v ∈ V . (Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ őąàăâĺâì ćáě áâàěńłĺ ŋă àñąàăå, íâă ğăďăçă áćěďěâáï ł ğăďăçě ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë.)

Łàăâçăľèĺľ ŕãâì ňěęďã ďăŋŋőľ ŕăàőľ ćěàèĺŋ: ďăŋë ćěàèĺŋë u ĺ v, ŋăľâĺ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ u ć v. Řăğãňěěâáï, ěáńĺ ňë ŋăľďěň ćáě łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ u, âő âěň áăňëň àěèĺň ĺ íâã ğăďăçã; łăł ŋĺ áâàăŋŋő, ąőńěě ąëáâàőčő áŕőáőąă (łőâőàëľ ąë ĺáŕőńìğőćăń âőâ äăłâ, çâő ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ŕãâì ńĺèì ć őďŋã ćěàèĺŋã) ŋě ŋăľďěŋő. Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ: ďńï łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ u ĺ v ŋăľâĺ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ u ć v. Ňőęŋő àěèĺâì íâã ğăďăçã, ŋăåőďï łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë ďńï ćáěå ćěàèĺŋ ŕő őçěàěďĺ. (İâő, ŕàăćďă, ŋě őŕâĺňăńìŋëľ áŕőáőą — ąőńěě íääěłâĺćŋëě ŕőďåőďë ňë àăááňőâàĺň ć áńěďãîéěľ čńăćě.) Řñąàă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă Ć ŋěłőâőàëå ŕàĺńőęěŋĺïå ćěáă àñąěà ňőčãâ ąëâì őâàĺæăâěńìŋëňĺ. Ŕàĺ íâőň ćăęŋő, ěáâì ńĺ æĺłńë őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Ěáńĺ ĺğ ćěàèĺŋë ĺğ s ňőęŋő ďőąàăâìáï ďő æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, âő ŕőâőň ňőęŋő őąåőďĺâì íâőâ æĺłń áłőńì ãčőďŋő ďőńčő, ĺ ćěá ąãďěâ ćáñ ãňěŋìèăâìáï, âăł çâő ďńï ćěàèĺŋ íâőčő æĺłńă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ŋě áãéěáâćãěâ (àĺá. 25.1). Ć âăłőň áńãçăě ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ěáâì −∞.

Ěáńĺ ęě æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ŋěâ, âő ńîąőľ æĺłń ňőęŋő ćëąàőáĺâì, ŋě ãďńĺŋïï ŕãâĺ. Ŕãâěľ ąěğ æĺłńőć łőŋěçŋőě çĺáńő, âăł çâő ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ łőààěłâŋő őŕàěďěńñŋ.

Ćő ňŋőčĺå ğăďăçăå ŋěâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ŋě ňőęěâ ąëâì ãęě ŕőâőňã, çâő ćěáă ćáěå àñąěà ŋěőâàĺæăâěńìŋë. (Šăłőć ŋăè ŕàĺňěà á łăàâőľ ăćâőďőàőč). Ŋěłőâőàëě ăńčőàĺâňë ďńï ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ (ŋăŕàĺňěà, ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë) ĺáŕőńì-

Řĺáãŋőł 25.1 25.1 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á àñąàăňĺ őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Ş łăęďőľ ćěàèĺŋë ãłăğăŋ ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ s ć íâã ćěàèĺŋã. Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋë e ĺ f őąàăğãîâ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëľ ĺğ ćěàèĺŋë s, ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ć łăęďãî ĺğ íâĺå ćěàèĺŋ àăćŋë −∞. Śďěńăć ŋěáłőńìłő æĺłńőć, ňőęŋő ŕőľâĺ ć g, âăł çâő ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ć g âăłęě àăćěŋ −∞. Ćěàèĺŋë h, i ĺ j ŋěďőáâĺęĺňë ĺğ s, âăł çâő (åőâì őŋĺ ĺ ńěęăâ ŋă æĺłńě őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă), ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ć íâĺ ćěàèĺŋë ěáâì ∞.

ğãîâ íâő ĺ ŕàĺňěŋĺňë ńĺèì ďńï čàăäőć á ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ. Ďàãčĺě (ŋăŕàĺňěà, ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă) ďőŕãáłăîâ àñąàă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ĺ ďăęě ďăîâ ćěàŋëľ àěğãńìâăâ, ěáńĺ ĺğ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋë ŋěńìğï ďőľâĺ ďő æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Őąëçŋő ăńčőàĺâň áőőąéăěâ, ěáńĺ âăłőľ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă őąŋăàãęěŋ.

Ŕàěďáâăćńěŋĺě łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ć ăńčőàĺâňě Ůăáâő âàěąãěâáï ŋě ŕàőáâő ŕőďáçĺâăâì ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, ŋő ĺ ŋăľâĺ áăňĺ íâĺ ŕãâĺ. Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ďńï ĺå ŕàěďáâăćńěŋĺï âőâ ęě ŕàĺñň, çâő ĺ ć ďěàěćìïå ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ć àăğď. 23.2. Ĺňěŋŋő, ŕãáâì G = (V, E) — ğăďăŋŋëľ čàăä. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ V ňë ąãďěň ŕőňŋĺâì ěñ ŕàěďèěáâćěŋŋĺłă (predecessor) π[v]. Ŕàěďèěáâćěŋŋĺł ćěàèĺŋë — íâő ńĺąő ďàãčăï ćěàèĺŋă (ãłăğăâěńì ŋă ŋěñ), ńĺąő nil. Ŕő ğăćěàèěŋĺĺ àăąőâë ăńčőàĺâňőć, àăááňăâàĺćăěňëå ć íâőľ čńăćě, æěŕőçłă ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć, ŋăçĺŋăîéăïáï á ŕàőĺğćőńìŋőľ ćěàèĺŋë v, ąãďěâ ŕàěďáâăćńïâì áőąőľ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ s ć v (ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě), âăł çâő, ěáńĺ π[v] ≠ nil, ŕàőæěďãàă Print-Path(G, s, v) ĺğ àăğď. 23.2 ŋăŕěçăâăěâ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ s ć v.

Ć ŕàőæěááě àăąőâë ăńčőàĺâňőć æěŕőçłĺ, ŕőńãçăěňëě ĺâěàăæĺïňĺ π, ŋě őąïğăâěńìŋő ąãďãâ łàăâçăľèĺňĺ ŕãâïňĺ, ŋő ćáñ àăćŋő ňőęŋő àăááňőâàěâì őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï (predecessor subgraph) G_π = (V_π, E_π), őŕàěďěńñŋŋëľ âăł: ćěàèĺŋë G_π — íâő âě ćěàèĺŋë G, ã łőâőàëå ŕàěďèěáâćěŋŋĺł őâńĺçěŋ őâ nil, ŕńîá ĺáåőďŋăï ćěàèĺŋă: V_π = { v ∈ V : π[v] ≠ nil } ∪ {s}. Řñąàă G_π — íâő áâàěńłĺ, ãłăğëćăîéĺě ĺğ π[v] ≠ nil ć v: E_π = { (π[v], v) ∈ E : v ∈ V_π \ {s} }. Ňë ďőłăęěň, çâő ŕő őłőŋçăŋĺĺ àăąőâë ŋăèĺå ăńčőàĺâňőć čàăä G_π ąãďěâ ”ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ” — ďěàěćőň á łőàŋěň s, áőďěàęăéĺň łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ s ćő ćáě ďőáâĺęĺňëě ĺğ s ćěàèĺŋë. Ďěàěćìï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ăŋăńőčĺçŋë ďěàěćìïň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ĺğ àăğď. 23.2, á âőľ àăğŋĺæěľ, çâő ŋă áěľ àăğ łàăâçăľèĺňĺ őąêïćńïîâáï ŕãâĺ á ŋăĺňěŋìèĺň ćěáőň, ă ŋě ŋăĺňěŋìèĺň çĺáńőň àěąěà. Šőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě ćëčńïďĺâ âăł. Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋ-

Řĺáãŋőł 25.2 25.2 (ă) Ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä; ć ćěàèĺŋăå ãłăğăŋë ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ s. (ą) Śěàëě àñąàă őąàăğãîâ ďěàěćő łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á łőàŋěň s. (ć) Ďàãčőě ďěàěćő łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á âěň ęě łőàŋěň.

ŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő G ŋě ĺňěěâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëå ĺğ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋë s, âăł çâő ćáě łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ s łőààěłâŋő őŕàěďěńěŋë. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, ďěàěćő łàăâçăľèĺå ŕãâěľ (shorted-paths tree) á łőàŋěň ć s ěáâì őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ŕőďčàăä G^′ = (V^′, E^′), čďě V^′ ⊆ V ĺ E^′ ⊆ E, ďńï łőâőàőčő:

1. V^′ — ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ, ďőáâĺęĺňëå ĺğ ćěàèĺŋë v; 2. G^′ ïćńïěâáï ďěàěćőň á łőàŋěň s;

3. ďńï łăęďőčő v ∈ V^′ ŕãâì ĺğ s ć v ć čàăäě G^′ ïćńïěâáï łàăâçăľèĺň ŕãâěň ĺğ s ć v ć čàăäě G.

Ŋĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ, ŋĺ ďěàěćìï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ŋě őąïğăŋë ąëâì ěďĺŋáâćěŋŋëňĺ. Ŋă àĺá. 25.2 ĺğőąàăęěŋ ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ĺ ďćă àăğńĺçŋëå ďěàěćă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á őąéĺň łőàŋěň.

Ŕńăŋ čńăćë Ćáě ăńčőàĺâňë ďńï ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, àăááňăâàĺćăěňëě ć íâőľ čńăćě, őáŋőćăŋë ŋă âěåŋĺłě, ĺğćěáâŋőľ ŕőď ŋăğćăŋĺěň àěńăłáăæĺï (relaxation). Ć àăğď. 25.1 ňë àăááňăâàĺćăěň őąéĺě áćőľáâćă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, ă ğăâěň ďőłăğëćăěň àïď ćăęŋëå äăłâőć ŕàő àěńăłáăæĺî. Ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë, àěèăîéĺľ ğăďăçã ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ďńï áńãçăï ŋěőâàĺæăâěńìŋëå ćěáőć, àăğőąàăŋ ć àăğď. 25.2. Řăğď. 25.3 ŕőáćïéěŋ ăńčőàĺâňã Ąěńńňăŋă-Ťőàďă, ŕàĺňěŋĺňőňã ĺ ć âőň áńãçăě, łőčďă àñąàă ňőčãâ ĺňěâì őâàĺæăâěńìŋëľ ćěá. (Ěáńĺ čàăä áőďěàęĺâ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëľ ĺğ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋë, ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă áőőąéăěâ őą íâőň.) Ć àăğď. 25.4 àăááňăâàĺćăěâáï ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ć ăæĺłńĺçěáłĺå čàăäăå, àăąőâăîéĺľ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï. Ŋăłőŋěæ, ć àăğď. 25.5 ňë ŕőłăğëćăěň, łăł ŕàĺňěŋĺâì ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ł àěèěŋĺî őďŋőčő áŕěæĺăńìŋőčő áńãçăï ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

Ŕàĺ àăąőâě á áĺňćőńăňĺ ∞ ĺ −∞ ňë ąãďěň ŕàĺďěàęĺćăâìáï áńěďãîéĺå áőčńăèěŋĺľ. Ěáńĺ a ≠ −∞, âő ąãďěň áçĺâăâì, çâő a + ∞ = ∞+a = ∞; ăŋăńőčĺçŋő, ěáńĺ a ≠ ∞, âő a+(−∞) = (−∞)+a = −∞.

25.1 Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺ àěńăłáăæĺï

Ć íâőň àăğďěńě őŕĺáëćăîâáï áćőľáâćă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺ őąêïáŋïěâáï őąéĺľ ŕàĺñň, ĺáŕőńìğãěňëľ ćáěňĺ ăńčőàĺâňăňĺ íâőľ čńăćë ĺ ŋăğëćăěňëľ ”àěńăłáăæĺěľ”. Őŋ áőáâőĺâ, čàãąő čőćőàï, ć ŕőáâěŕěŋŋőň ãâőçŋěŋĺĺ ćěàåŋěľ őæěŋłĺ ŋă ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ć ďăŋŋãî ćěàèĺŋã — ŕőłă ŋěàăćěŋáâćő ŋě ŕàěćàăâĺâáï ć àăćěŋáâćő.

Ŕàĺ ŕěàćőň çâěŋĺĺ ćë ňőęěâě àăğőąàăâì âőńìłő äőàňãńĺàőćłĺ àěğãńìâăâőć (őąàăâĺâě őáőąőě ćŋĺňăŋĺě ŋă ńěňňã 25.7; ńěňňë 25.8 ĺ 25.9 ŕàĺ ŕěàćőň çâěŋĺĺ ňőęŋő ŕàőŕãáâĺâì), ŕőáńě çěčő ŕěàěľâĺ ł ăńčőàĺâňăň àăğď. 25.2 ĺ 25.3.

Śćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç Ńîąăï çăáâì łàăâçăľèěčő ŕãâĺ áăňă ěáâì łàăâçăľèĺľ ŕãâì. İâő ğŋăçĺâ, çâő ğăďăçă ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå őąńăďăěâ áćőľáâćőň őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç — ŕàĺğŋăł âőčő, çâő ł ŋěľ ňőęěâ ąëâì ŕàĺňěŋĺňő ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě (čńăćă 16) ĺńĺ ęăďŋëľ ăńčőàĺâň (čńăćă 17). Ĺ ďěľáâćĺâěńìŋő, ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ïćńïěâáï ęăďŋëň ăńčőàĺâňőň, ă ăńčőàĺâň Ťńőľďă-Şőàèőńńă ďńï ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ňěęďã ćáěňĺ ŕăàăňĺ ćěàèĺŋ (čńăćă 26) őáŋőćăŋ ŋă ďĺŋăňĺçěáłőň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ. Śńěďãîéăï ńěňňă ĺ ěě áńěďáâćĺě ãâőçŋïîâ, ć çěň łőŋłàěâŋő áőáâőĺâ áćőľáâćő őŕâĺňăńìŋőáâĺ ďńï ŕőďğăďăç ć ğăďăçě ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå.

Ńěňňă 25.1 (Őâàěğłĺ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ïćńïîâáï łàăâçăľèĺňĺ) Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R. Ěáńĺ p = ⟨v_1, v_2, . . ., v_k⟩ — łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ v_1 ć v_k ĺ 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ k, âő p_{ij} = ⟨v_i, v_{i+1}, . . ., v_j⟩ ěáâì łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ v_i ć v_j .

Ďőłăğăâěńìáâćő Ěáńĺ ŕãâì p_{ij} ŋě łàăâçăľèĺľ, âő, ğăňěŋïï ć ŕãâĺ p ãçăáâőł őâ v_i ďő v_j ŋă ąőńěě łőàőâłĺľ ŕãâì ĺğ v_i ć v_j , ňë ãňěŋìèĺň ćěá ŕãâĺ ĺğ p_1 ć p_k — ŕàőâĺćőàěçĺě. (Ğďěáì ” ąőńěě łőàőâłĺľ” őğŋăçăěâ ”á ňěŋìèĺň ćěáőň”.)

Śńěďáâćĺě ĺğ ďőłăğăŋŋőľ ńěňňë őąőąéăěâ ńěňňã 23.1. Śńěďáâćĺě 25.2 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R. Řăááňňőâàĺň łàăâçăľèĺľ ŕãâì p ĺğ s ć v. Ŕãáâì u → v — ŕőáńěďŋěě àěąàő íâőčő ŕãâĺ (p ěáâì s^{p′}⇝ u → v). Šőčďă δ(s, v) = δ(s, u) + w(u, v). Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕő ńěňňě 25.1 ŕãâì p^′ ïćńïěâáï łàăâçăľèĺň, âăł çâő δ(s, v) = w(p^′) + w(u, v) = δ(s, u) + w(u, v). Śńěďãîéăï ńěňňă ŕàőáâă, ŋő ŕőńěğŋă.

Ńěňňă 25.3 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R; ŕãáâì s ∈ V . Šőčďă ďńï ćáïłőčő àěąàă (u, v) ∈ E ĺňěěň δ(s, v) ⩽ δ(s, u) + w(u, v). Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ s ć v ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ćěáă ńîąőčő ŕãâĺ ĺğ s ć v, ć âőň çĺáńě ĺ ŕàőåőďïéěčő ŋă ŕőáńěďŋěň èăčě çěàěğ u.

Řěńăłáăæĺï Šěåŋĺłă àěńăłáăæĺĺ, łőâőàăï ãęě ãŕőňĺŋăńăáì ćëèě, áőáâőĺâ ć

Řĺáãŋőł 25.3 25.3 Řěńăłáăæĺï àěąàă (u, v). Ć ćěàèĺŋăå ãłăğăŋë őæěŋłĺ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ. (ă) Ŕőáłőńìłã ŕěàěď àěńăłáăæĺěľ ąëńő d[v] > d[u] + w(u, v), ć àěğãńìâăâě àěńăłáăæĺĺ d[v] ãňěŋìèăěâáï. (ą) Şęě ďő àěńăłáăæĺĺ ĺňěěň d[v] ⩽ d[u] + w(u, v). Řěńăłáăæĺï ŋĺçěčő ŋě ňěŋïěâ.

áńěďãîéěň. Ďńï łăęďőčő àěąàă v ∈ V ňë åàăŋĺň ŋěłőâőàőě çĺáńő d[v], ïćńïîéěěáï ćěàåŋěľ őæěŋłőľ ćěáă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ s ć v; ďńï łàăâłőáâĺ ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ěčő ŕàőáâő őæěŋłőľ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ (shortest-path estimate). Ŋăçăńìŋőě ğŋăçěŋĺě őæěŋłĺ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ (ĺ ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć) ďăñâáï áńěďãîéěľ ŕàőæěďãàőľ:

Initialize-Single-Source(G,s)
1 for (ďńï) ćáěå ćěàèĺŋ v \in V[G]
2 do d[v] \gets \infty
3 \pi[v] \gets \text{\sc nil}
4 d[s] \gets 0

Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ŕěàćőŋăçăńìŋő π[v] = nil ďńï ćáěå v; ŕàĺ íâőň d[s] = 0 ĺ d[v] = ∞ ďńï őáâăńìŋëå ćěàèĺŋ v.

Řěńăłáăæĺï àěąàă (u, v) ∈ E áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ğŋăçěŋĺě d[v] ãňěŋìèăěâáï ďő d[u] + w(u, v) (ěáńĺ ćâőàőě ğŋăçěŋĺě ňěŋìèě ŕěàćőčő): ŕàĺ íâőň d[v] őáâăñâáï ćěàåŋěľ őæěŋłőľ ć áĺńã ńěňňë 25.3. Ňë åőâĺň, çâőąë π[v] ãłăğëćăńĺ ŋă ŕãâì, ĺáŕőńìğőćăŋŋëľ ŕàĺ ŕőńãçěŋĺĺ íâőľ ćěàåŋěľ őæěŋłĺ, ŕőíâőňã őďŋőćàěňěŋŋő ňë ňěŋïěň ğŋăçěŋĺě π[v]:

Relax(u,v,w)
1 if d[v] > d[u] + w(u,v)
2 then d[v] \gets d[u] + w(u,v)
3 \pi[v] \gets u

Ŋă àĺá. 25.3 ŕàĺćěďěŋë ďćă ŕàĺňěàă àěńăłáăæĺĺ: ć őďŋőň áńãçăě őæěŋłă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ãňěŋìèăěâáï, ć ďàãčőň ŋĺçěčő ŋě ŕàőĺáåőďĺâ.

Ăńčőàĺâňë, őŕĺáëćăěňëě ć íâőľ čńăćě, ãáâàőěŋë âăł: őŋĺ ćëğëćăîâ ŕàőæěďãàã Initialize-Single-Source, ă ğăâěň ŕàőĺğćőďïâ àěńăłáăæĺî àñąěà. Řăğŋëě ăńčőàĺâňë őâńĺçăîâáï ŕőàïďłőň, ć łőâőàőň àñąàă ŕőďćěàčăîâáï àěńăłáăæĺĺ. Ć ăńčőàĺâňě Ďěľłáâàë ĺ ăńčőàĺâňě ďńï ăæĺłńĺçěáłĺå čàăäőć łăęďőě àěąàő ŕőďćěàčăěâáï àěńăłáăæĺĺ ńĺèì ěďĺŋőęďë. Ć ăńčőàĺâňě Ąěńńňăŋă-Ťőàďă àñąàă ŕőďćěàčăîâáï àěńăłáăæĺĺ ŕő ŋěáłőńìłã àăğ.

Śćőľáâćă àěńăłáăæĺĺ Ńěňňë, ďőłăğëćăěňëě ć íâőň ĺ áńěďãîéěň àăğďěńăå, ąãďãâ ĺáŕőńìğőćăŋë ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě ŕàăćĺńìŋőáâĺ ăńčőàĺâňőć ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Śńěďãîéăï ńěňňă őçěćĺďŋă. Ńěňňă 25.4

Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R, ĺ ŕãáâì (u, v) ∈ E. Šőčďă áàăğã ęě ŕőáńě àěńăłáăæĺĺ íâőčő àěąàă (ćëğőćă Relax(u, v, w)) ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő d[v] ⩽ d[u] + w(u, v).

Ńěňňă 25.5 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w; ŕãáâì s ∈ V — ŋăçăńìŋăï ćěàèĺŋă. Šőčďă ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Initialize-Single-Source(G, s), ă ğăâěň ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ àěńăłáăæĺĺ àñąěà, ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ V ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő d[v] ⩾ δ(s, v). Ěáńĺ ŕàĺ íâőň ďńï łăłőľ-âő ĺğ ćěàèĺŋ v íâő ŋěàăćěŋáâćő őąàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő, âő àăćěŋáâćő d[v] = δ(s, v) őáâăŋěâáï ćěàŋëň ĺ ć ďăńìŋěľèěň (ŕàĺ ŕőáńěďãîéĺå àěńăłáăæĺïå àñąěà).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ć áăňőň ďěńě, ŕőáńě ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ ğŋăçěŋĺï d[v] ąěáłőŋěçŋë ŕàĺ v ≠ s (ĺ ŕőâőňã ïćńïîâáï őæěŋłőľ áćěàåã ďńï çěčő ãčőďŋő), ă d[s] = 0 (çâő âőęě ŕàăćĺńìŋő). Ć ŕàőæěááě àěńăłáăæĺĺ ğŋăçěŋĺě d[v] őáâăñâáï ćěàåŋěľ őæěŋłőľ ďńï δ(s, v), ŕőáłőńìłã δ(s, v) ⩽ δ(s, u) + w(u, v) ⩽ d[u] + w(u, v) (ŕěàćőě ŋěàăćěŋáâćő — ŕő ńěňňě 25.3).

Ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë: ŕőáłőńìłã ć ŕàőæěááě àěńăłáăæĺĺ ğŋăçěŋĺï d ňőčãâ âőńìłő ãňěŋìèăîâáï, ă ŕőáńě ďőáâĺęěŋĺï àăćěŋáâćă d[v] = δ(s, v) ďăńìèě ãňěŋìèăâìáï ŋěłãďă.

Śńěďáâćĺě 25.6 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Ŕãáâì ćěàèĺŋă v ∈ V ŋěďőáâĺęĺňă ĺğ s. Šőčďă ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Initialize- Single-Source(G, s) ĺ ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ àěńăłáăæĺľ àěąěà ğŋăçěŋĺě d[v] ąãďěâ őáâăćăâìáï ąěáłőŋěçŋëň (ĺ àăćŋëň δ(s, v)).

Śńěďãîéăï ńěňňă ĺčàăěâ őáŋőćŋãî àőńì ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě ŕàăćĺńìŋőáâĺ ăńčőàĺâňőć ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Ńěňňă 25.7 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Ŕãáâì s ⇝ u → v — łàăâçăľèĺľ ŕãâì á ŕőáńěďŋĺň àěąàőň (u, v) Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ąëńă ĺáŕőńŋěŋă ŕàőæěďãàă Initialize-Single-Source(G, s), ă ğăâěň — ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àěńăłáăæĺľ ŋěłőâőàëå àěąěà, ćłńîçăîéăï àěńăłáăæĺî àěąàă (u, v). Ěáńĺ ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ďő àěńăłáăæĺĺ àěąàă (u, v) ćëŕőńŋïńőáì àăćěŋáâćő d[u] = δ(s, u), âő ć ńîąőľ ňőňěŋâ ŕőáńě àěńăłáăæĺĺ (u, v) ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő d[v] = δ(s, v).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ć áăňőň ďěńě, àăćěŋáâćő d[u] = δ(s, u) áőåàăŋĺâáï ďő ňőňěŋâă àěńăłáăæĺĺ àěąàă (u, v) (łăł, ćŕàőçěň, ĺ ďő ńîąőčő ďăńìŋěľèěčő ňőňěŋâă, áň. ńěňňã 25.5). Ŕőíâőňã áàăğã ŕőáńě àěńăłáăæĺĺ àěąàă

(u, v) ĺňěěň d[v] ⩽ d[u] + w(u, v) = δ(s, u) + w(u, v) = δ(s, v) (ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő — ŕő áńěďáâćĺî 25.2). Ŕőáłőńìłã, á ďàãčőľ áâőàőŋë, d[v] ⩾ δ(s, v) ŕő ńěňňě 25.5, ŕőńãçăěň, çâő d[v] = δ(s, v) áàăğã ŕőáńě àěńăłáăæĺĺ (ă ğŋăçĺâ, ĺ ŕőğęě).

Ďěàěćìï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ Ŕőáňőâàĺň, çâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ ŋăèĺå őŕěàăæĺïå á ŕőďčàăäőň ŕàěďèěáâćőćăŋĺï G_π.

Ńěňňă 25.8 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s, ŕàĺçěň ć čàăäě G ŋěâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëå ĺğ s. Šőčďă ŕőáńě őŕěàăæĺĺ Initialize-Single-Source(G, s), ğă łőâőàőľ áńěďãěâ ŕàőĺğćőńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àěńăłáăæĺľ àñąěà, ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć G_π ïćńïěâáï ďěàěćőň á łőàŋěň s.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŋăŕőňŋĺň, çâő ćěàèĺŋăňĺ čàăäă G_π ïćńïîâáï âě ćěàèĺŋë v ∈ V , ďńï łőâőàëå π[v] ≠ nil, ă âăłęě ćěàèĺŋă s. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ć ŋěčő ćåőďïâ âě ćěàèĺŋë v, ďńï łőâőàëå d[v] łőŋěçŋő (çâőąë ãąěďĺâìáï ć íâőň, ďőáâăâőçŋő ŕőáňőâàěâì ŋă ŕàőæěďãàã àěńăłáăæĺĺ: ŕàĺ ãňěŋìèěŋĺĺ d[v] ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺáćăĺćăŋĺě ŕěàěňěŋŋőľ π[v]). Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v čàăäă G_π ć íâőâ čàăä ćłńîçăěâáï àěąàő á ŋăçăńőň π[v] ĺ łőŋæőň v. Ŕő ŕőáâàőěŋĺî íâő àěąàő ïćńïěâáï àěąàőň ĺáåőďŋőčő čàăäă G.

Śàăğã ŕőáńě ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ čàăä G_π áőáâőĺâ âőńìłő ĺğ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë ĺ âěň áăňëň ïćńïěâáï ďěàěćőň. Ňë ąãďěň ďőłăğëćăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő őŋ őáâăñâáï ďěàěćőň ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őŕěàăæĺľ àěńăłáăæĺĺ.

Łőčďă ć ŋñň ŕőïćńïîâáï ŋőćëě ćěàèĺŋë? İâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őŕěàăæĺĺ àěńăłáăæĺĺ àěąàă (u, v), ďő łőâőàőľ d[v] ąëńő ąěáłőŋěçŋëň (ă áâăńő łőŋěçŋëň — ŕőáńě àěńăłáăæĺĺ ńîąőčő àěąàă (x, y) ğŋăçěŋĺě d[y] őąïğăâěńìŋő łőŋěçŋő). Ć íâőâ ňőňěŋâ π[v] áâăŋőćĺâáï àăćŋëň u, âő ěáâì ł ďěàěćã G_π ďőąăćńïěâáï ńĺáâ. Ŕàĺ íâőň őŋő őáâăñâáï ďěàěćőň.

Őáâăñâáï ŕàőćěàĺâì, çâő čàăä G_π őáâăñâáï ďěàěćőň ĺ ć âőň áńãçăě, łőčďă ŕàĺ àěńăłáăæĺĺ àěąàă (u, v) ğŋăçěŋĺě d[v] ãňěŋìèăěâáï őâ őďŋőčő łőŋěçŋőčő ğŋăçěŋĺï ďő ďàãčőčő. Ďăćăľâě ŕőáňőâàĺň, çâő ŕàőĺáåőďĺâ á G_π ŕàĺ àěńăłáăæĺĺ âăłőčő àěąàă (u, v). Ŕőďďěàěćő á łőàŋěň ć v őâàěğăěâáï (őâ ŕàěęŋěčő àőďĺâěńï ćěàèĺŋë v) ĺ ŕàĺćĺćăěâáï ł ćěàèĺŋě u (π[v] áâăŋőćĺâáï àăćŋëň u). İâő ňőęěâ ŋăàãèĺâì áâàãłâãàã ďěàěćă âőńìłő ć âőň áńãçăě, ěáńĺ ćěàèĺŋă u ąëńă ŕőâőňłőň ćěàèĺŋë v, âő ěáâì ńěęăńă ć ŕőďďěàěćě á łőàŋěň v (ŕàĺ íâőň őąàăğãěâáï æĺłń, áň. àĺá. 25.4)

Ŋăň őáâăñâáï ãąěďĺâìáï, çâő âăłőčő ŕàőĺğőľâĺ ŋě ňőęěâ. Ŕàőćěàĺň, çâő ć íâőň áńãçăě őąàăğãîéĺľáï æĺłń (őâ v ł u ć ďěàěćě

Řĺá.25.4 ŊŐĆŻĽ: íáłĺğ áň. ŋă ŕőńïå łŋĺčĺ

Řĺáãŋőł 25.4 25.4. Ŕńőåőľ áńãçăľ: àěńăłáăæĺï àěąàă (u, v), čďě ćěàèĺŋă u ïćńïěâáï ŕőâőňłőň v ć ďěàěćě ŕàěďèěáâćőćăŋĺï. Ěáńĺ âăłőě ŕàőĺćåőďĺâ, ćőğŋĺłăěâ æĺłń, ĺňěîéĺľ őâàĺæăâěńìŋãî áãňňã ćěáőć.

ŕàěďèěáâćőćăŋĺï, ă ğăâěň ŕő àěąàã (u, v)) ĺňěěâ őâàĺæăâěńìŋãî áãňňã ćěáőć.

Ŕőáłőńìłã àěąàő (u, v) ŕőďćěàčńőáì àěńăłáăæĺĺ, ďő ěñ ćëŕőńŋěŋĺï ĺňěńő ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő d[u] + w(u, v) < d[v], ĺńĺ (d[u] − d[v]) + w(u, v) < 0. Ňë áěľçăá ŕőłăęěň, çâő ćěá ŕãâĺ őâ v ć u ć čàăäě G_π ŋě ŕàěćőáåőďĺâ d[u]−d[v], ĺ âěň áăňëň ŋăľďñň æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ć čàăäě G, ďőáâĺęĺňëľ ĺğ s, łőâőàőčő ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ŋě áãéěáâćãěâ.

Ĺâăł, ŕőçěňã ęě ćěá ŕãâĺ ć G_π őâ ćěàèĺŋë v ł ćěàèĺŋě u ŋě ŕàěćőáåőďĺâ àăğŋĺæë ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ d ć łőŋæě ĺ ŋăçăńě ŕãâĺ? Őçěćĺďŋő, ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì íâő ďńï őďŋőčő àěąàă, âő ěáâì ŕàőćěàĺâì, çâő ěáńĺ àěąàő (p, q) ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ćåőďĺâ ć G_π , âő ć íâőâ ňőňěŋâ w(p, q) ⩽ d[q] − d[p] (25.1) âő ěáâì d[q] ⩾ d[p] + w(p, q). Ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕőáńě àěńăłáăæĺĺ àěąàă (p, q) íâő ŋěàăćěŋáâćő őąàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő. Ğăâěň ćěńĺçĺŋë d[p] ĺ d[q] ňőčãâ ãňěŋìèăâìáï. Ěáńĺ ãňěŋìèăěâáï d[p], âő ŋěàăćěŋáâćő ŋě ŋăàãèăěâáï. Ěáńĺ ãňěŋìèăěâáï d[q], íâő ğŋăçĺâ, çâő ŕàőĺáåőďĺâ àěńăłáăæĺï àěąàă, ćěďãéěčő ć q, ŕàĺ íâőň ňěŋïěâáï ĺ π[q] ĺ ďńï ŋőćőčő àěąàă (π[q], q) ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő (25.1). İâő àăááãęďěŋĺě ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 25.8

Ŕãáâì ć àěğãńìâăâě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ àěńăłáăæĺľ ňë ďőąĺńĺáì âőčő, çâő d[v] = δ(s, v) ďńï ćáěå ćěàèĺŋ v. Ŕőłăęěň, çâő ć íâőň áńãçăě čàăä G_π ïćńïěâáï ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Ńěňňă 25.9 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s, ŕàĺçěň ć čàăäě G ŋěâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëå ĺğ s. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŕőáńě őŕěàăæĺĺ Initialize-Single-Source(G, s), ğă łőâőàőľ áńěďãěâ ŋěłőâőàăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àěńăłáăæĺľ àěąěà, őłăğăńőáì, çâő d[v] = δ(s, v) ďńï ćáěå v ∈ V . Šőčďă ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï G_π ïćńïěâáï ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő Śőčńăáŋő őŕàěďěńěŋĺî, ŋăň ŋăďő ŕàőćěàĺâì, çâő V [G_π] áőćŕăďăěâ áő ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ čàăäă G, ďőáâĺęĺňëå ĺğ s, çâő G_π — ďěàěćő á łőàŋěň s, ĺ çâő ŕãâĺ ć G_π ĺğ s ć ěčő ćěàèĺŋë ïćńïîâáï łàăâçăľèĺňĺ ŕãâïňĺ ć G.

Ćâőàőě ĺğ íâĺå ãâćěàęďěŋĺľ ěáâì ńěňňă 25.8; ĺğ ŋěñ ęě áńěďãěâ, çâő ćáě ćěàèĺŋë G_π ďőáâĺęĺňë ĺğ s (ďăęě ć ŕőďčàăäě G_π); őąàăâŋő, ěáńĺ ćěàèĺŋă v ≠ s ďőáâĺęĺňă ć čàăäě G ĺğ s, âő d[v] = δ(s, v) < ∞, âăł çâő ĺňěńă ňěáâő àěńăłáăæĺï àěąàă á łőŋæőň v ĺ π[v] ≠ nil, âő ěáâì v ∈ V [G_π]. İâĺň ďőłăğăŋő ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě.

Ďőłăęěň âàěâìě ãâćěàęďěŋĺě. Ŋěàăćěŋáâćő (25.1) čăàăŋâĺàãěâ, çâő ďńĺŋă ŕãâĺ őâ s ďő v ć ďěàěćě G_π ŋě ŕàěćőáåőďĺâ d[v] − d[s] = d[v] = δ(s, v), âăł çâő ŕãáâì íâőâ — łàăâçăľèĺľ.

Şŕàăęŋěŋĺï 25.1-1 Şłăęĺâě ěéñ ďćă ďěàěćă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï čàăäă àĺá. 25.2.

25-1.2 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà ćğćěèěŋŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) á ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s, őąńăďăîéěčő áńěďãîéĺň áćőľáâćőň: ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v) ∈ E áãéěáâćãěâ łăł ďěàěćő łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á łőàŋěň s, áőďěàęăéěě àěąàő (u, v), âăł ĺ ďěàěćő łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á łőàŋěň s, ãłăğăŋŋőčő àěąàă ŋě áőďěàęăéěě.

25-1.3 Şąěďĺâěáì, çâő ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 25.3 ŕàőåőďĺâ ĺ ďńï âőčő áńãçăï, łőčďă ćěáă ŕãâěľ àăćŋë ∞ ĺńĺ −∞.

25-1.4 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŕőáńě őŕěàăæĺĺ Initialize-Single-Source(G, s), ğă łőâőàőľ áńěďãěâ ŋěłőâőàăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àěńăłáăæĺľ àěąěà, őłăğăńőáì, çâő π[s] ≠ nil. Ďőłăęĺâě, çâő G áőďěàęĺâ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă.

25-1.5 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ć łőâőàőň ćěáă ćáěå àěąěà ŋěőâàĺæăâěńìŋë. Ćëąěàěň ĺáåőďŋãî ćěàèĺŋã s ∈ V , ă ďńï łăęďőľ v ∈ V \ {s} ćëąěàěň ćěàèĺŋã π[v] ∈ V âăłĺň őąàăğőň, çâőąë π[v] ąëńă ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőň v ŋă ŋěłőâőàőň łàăâçăľèěň ŕãâĺ ĺğ s ć v; ěáńĺ v ŋěďőáâĺęĺňă ĺğ s, ŕőńőęĺň π[v] = nil. Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà čàăäă G ĺ äãŋłæĺĺ π, ãďőćńěâćőàïîéĺå ŕàĺćěďěŋŋëň ćëèě ãáńőćĺïň, ďńï łőâőàëå ŕőďčàăä G_π, ŕőáâàőěŋŋëľ ŕő äãŋłæĺĺ π, áőďěàęĺâ æĺłńë (ć áĺńã ńěňňë 25.8, ĺŋĺæĺăńĺğăæĺï á ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî àěńăłáăæĺľ âăłőľ äãŋłæĺĺ π ďăâì ŋě ňőęěâ).

25-1.6 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ s, ŋě ĺňěîéĺľ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëå ĺğ s. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕőáńě őŕěàăæĺĺ Initialize- Single-Source(G, s), ğă łőâőàőľ áńěďãěâ ŕàőĺğćőńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àěńăłáăæĺľ àñąěà, ćáïłăï ćěàèĺŋă v ∈ V [G_π] ďőáâĺęĺňă ĺğ s ć čàăäě G_π .

25-1.7 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ s, ŋě áőďěàęăéĺľ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Ŕőłăęĺâě, çâő ňőęŋő ŕàőćěáâĺ őŕěàăæĺî Initialize-Single- Source(G, s), ă ğăâěň |V | − 1 àěńăłáăæĺľ àěąěà âăłĺň őąàăğőň, çâő ć àěğãńìâăâě àăćěŋáâćő d[v] = δ(s, v) ąãďěâ ćëŕőńŋïâìáï ďńï ćáěå v ∈ V . 25-1.8 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ĺğ ćěàèĺŋë s ďőáâĺęĺň æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Ŕőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ąěáłőŋěçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àěńăłáăæĺľ, ŕőáńě łăęďőľ ĺğ łőâőàëå äãŋłæĺï

Řĺá. 25.5

Řĺáãŋőł 25.5 Řĺá. 25.5. Ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë. Ĺáåőďŋăï ćěàèĺŋă — łàăľŋïï ńěćăï. Őæěŋłĺ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ãłăğăŋë ć ćěàèĺŋăå. Śěàëň æćěâőň ćëďěńěŋë àñąàă (u, v), ďńï łőâőàëå π[v] = u. Ůñàŋëě ćěàèĺŋë ńěęăâ ć ňŋőęěáâćě S, őáâăńìŋëě ŋăåőďïâáï ć őçěàěďĺ Q = V \ S. (ă) Ŕěàěď ŕěàćőľ ĺâěàăæĺěľ æĺłńă while. Śěàăï ćěàèĺŋă ĺňěěâ ňĺŋĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě d ĺ ćëąĺàăěâáï ć łăçěáâćě ćěàèĺŋë u ć áâàőłě 5 (ą–ě) Ŕőáńěďőćăâěńìŋëě áőáâőïŋĺï ŕőáńě łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă while. Śěàăï ćěàèĺŋă ćëąĺàăěâáï ć łăçěáâćě ćěàèĺŋë u ŕàĺ áńěďãîéěľ ĺâěàăæĺĺ. Ğŋăçěŋĺï d ĺ π ŋă àĺáãŋłě (ě) — őłőŋçăâěńìŋëě.

d ňěŋïěâáï.

Ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë àěèăěâ ğăďăçã ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ďńï ćğćěèěŋŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) á ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s, ć łőâőàőň ćěáă ćáěå àěąěà ŋěőâàĺæăâěńìŋë. (w(u, v) ⩾ 0 ďńï ćáěå (u, v) ∈ E). Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňăâàĺćăěň âőńìłő âăłĺě čàăäë.

Ć ŕàőæěááě àăąőâë ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë ŕőďďěàęĺćăěâáï ňŋőęěáâćő S ⊆ V , áőáâőïéěě ĺğ ćěàèĺŋ v, ďńï łőâőàëå δ(s, v) ãęě ŋăľďěŋő (âő ěáâì d[v] = δ(s, v)). Ăńčőàĺâň ćëąĺàăěâ ćěàèĺŋã u ∈ V \ S á ŋăĺňěŋìèĺň d[u], ďőąăćńïěâ u ł ňŋőęěáâćã S ĺ ŕàőĺğćőďĺâ àěńăłáăæĺî ćáěå àñąěà, ćëåőďïéĺå ĺğ u, ŕőáńě çěčő æĺłń ŕőćâőàïěâáï. Ćěàèĺŋë, ŋě ńěęăéĺě ć S, åàăŋïâáï ć őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ Q, őŕàěďěńïěňëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ äãŋłæĺĺ d. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő čàăä ğăďăŋ á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ.

Dijkstra(G,w,s)
1 Initialize-Single-Source(G,s)
2 S \gets \emptyset
3 Q \gets V[G]
4 while Q \ne \emptyset
5 do u \gets Extract-Min(Q)
6 S \gets S \cup \{u\}
7 for (ďńï) ćáěå ćěàèĺŋ v\in Adj[u]
8 do Relax(u,v,w)

Řăąőâă ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 25.5. Ć áâàőłě 1 ĺŋĺæĺăńĺğĺàãîâáï d ĺ π, ă ć áâàőłăå 2 ĺ 3 ĺŋĺæĺăńĺğĺàãîâáï ňŋőęěáâćő S (łăł ŕãáâőě) ĺ őçěàěďì Q = V \ S = V . Ŕàĺ łăęďőň ĺáŕőńŋěŋĺĺ æĺłńă ć áâàőłăå 4–8 ĺğ őçěàěďĺ Q = V \ S ĺğëňăěâáï ćěàèĺŋă u á ŋăĺňěŋìèĺň ğŋăçěŋĺěň d[u]; őŋă ďőąăćńïěâáï ł ňŋőęěáâćã S (ć ŕěàćëľ àăğ ĺňěěň u = s). Ć áâàőłăå 7–8 łăęďőě àěąàő (u, v), ćëåőďïéěě ĺğ u, ŕőďćěàčăěâáï àěńăłáăæĺĺ (ŕàĺ íâőň ňőčãâ ĺğňěŋĺâìáï őæěŋłă d[v] ĺ ŕàěďèěáâćěŋŋĺł π[v]). Ğăňěâĺň, çâő ć æĺłńě ŋőćëě ćěàèĺŋë ć őçěàěďì Q ŋě ďőąăćńïîâáï ĺ çâő łăęďăï ćěàèĺŋă, ãďăńïěňăï ĺğ Q, ďőąăćńïěâáï ł ňŋőęěáâćã S ńĺèì őďŋăęďë. Śńěďőćăâěńìŋő, çĺáńő ĺâěàăæĺľ æĺłńă while àăćŋő |V |.

Ŕőáłőńìłã ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ćáïłĺľ àăğ ćëąĺàăěâ ďńï őąàăąőâłĺ ćěàèĺŋë á ŋăĺňěŋìèěľ őæěŋłőľ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ, ňőęŋő ć íâőň áńãçăě łăàâĺŋłă őáâăńăáì âőľ ęě, ŋő ŕőďŕĺáì ŕěàěŕĺáăŋă

Řĺáãŋőł 25.6 25.6 Ć ŕãâĺ őâ s ďő u ćëďěńěŋă çăáâì (s–x), ŕàőåőďïéăï æěńĺłőň ćŋãâàĺ S, ĺ ŕěàćăï ćěàèĺŋă y, ńěęăéăï ćŋě S (ćőğňőęŋő, x = s ĺńĺ y = u).

áłăğăâì, çâő őŋ őâŋőáĺâáï ł ęăďŋëň ăńčőàĺâňăň (čń. 17). Ŕőłăęěň, çâő ć ďăŋŋőň áńãçăě ęăďŋăï áâàăâěčĺï ďăñâ ŕàăćĺńìŋëľ àěğãńìâăâ.

Šěőàěňă 25.10 (Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë) Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ŋěőâàĺæăâěńìŋőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Šőčďă ŕőáńě ŕàĺňěŋěŋĺï ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë ł íâőňã čàăäã ďńï ćáěå ćěàèĺŋ u ∈ V ąãďãâ ćëŕőńŋïâìáï àăćěŋáâćă d[u] = δ(s, u).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕàőćěàĺň, çâő ŕőáńě ńîąőčő çĺáńă ĺâěàăæĺľ æĺłńă textbfwhile ćëŕőńŋěŋő áńěďãîéěě áćőľáâćő:

(a) ďńï ćěàèĺŋ v ∈ S ğŋăçěŋĺě d[v] àăćŋő δ(s, v), ŕàĺçñň áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ s ć v ćěáă δ(s, v), ŕàőåőďïéĺľ âőńìłő ŕő ćěàèĺŋăň ĺğ S;

(b) ďńï ćěàèĺŋ v ∈ Q = V \ S ğŋăçěŋĺě d[v] àăćŋő ŋăĺňěŋìèěňã ćěáã ŕãâĺ ĺğ s ć v, ěáńĺ ãçĺâëćăâì âőńìłő âě ŕãâĺ, ć łőâőàëå ćáě ćěàèĺŋë, łàőňě ŕőáńěďŋěľ (v), ńěęăâ ć S (ěáńĺ âăłĺå ŕãâěľ ŋěâ, d[v] = ∞).

Ŕőáńě ŕěàćőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă (łőčďă ć S ńěęĺâ âőńìłő ćěàèĺŋă s ĺ âőńìłő çâő ŕàőćěďěŋë àěńăłáăæĺĺ ćáěå àñąěà, ćěďãéĺå ĺğ s) íâő áćőľáâćő ćëŕőńŋěŋő. Ŕàőćěàĺň, çâő őŋő ŋě ŋăàãèĺâáï ĺ ŋă áńěďãîéĺå ĺâěàăæĺïå.

Ŕãáâì u — ćěàèĺŋă Q á ňĺŋĺňăńìŋëň ğŋăçěŋĺěň d[u]. Ěáńĺ d[u] = ∞, âő ŋě áãéěáâćãěâ ŕãâĺ, ć łőâőàőň ćáě ćěàèĺŋë, łàőňě ŕőáńěďŋěľ, ńěęăâ ć S. Ğŋăçĺâ, ĺğ S ćőőąéě ŋěńìğï ŋĺłăł ćëľâĺ (őąőàćăć ŕãâì ć ňőňěŋâ ćëåőďă, ňë ŕőńãçĺńĺ ąë ŕãâì á ãłăğăŋŋëň áćőľáâćőň). Ŕãáâì âěŕěàì d[u] łőŋěçŋő. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ s ć u ćěáă d[u], ŕàőåőďïéĺľ ŕő ćěàèĺŋăň S ďő ŕőáńěďŋěčő ňőňěŋâă (ďő ćěàèĺŋë u). Ďőłăęěň, çâő őŋ ąãďěâ łàăâçăľèĺň. (Šěň áăňëň ćěàèĺŋã u ňőęŋő ďőąăćĺâì ć S, ŋě ŋăàãèăï ãâćěàęďěŋĺï (a).)

Ŕãáâì ěáâì łăłőľ-âő ďàãčőľ ŕãâì ĺğ s ć u (àĺá. 25.6). Ŕőáňőâàĺň ŋă ŕěàćãî ćěàèĺŋã íâőčő ŕãâĺ, ńěęăéãî ćŋě S; őąőğŋăçĺň ěñ y (ćőğňőęŋő, y = u). Ůăáâì ŕãâĺ őâ s ďő y ŕàőåőďĺâ ŕő S ďő ŕőáńěďŋěčő ňőňěŋâă, ŕőíâőňã ćěá íâőľ çăáâĺ ŋě ňěŋìèě d[y] (ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî (a)). Őáâăńőáì ğăňěâĺâì, çâő ćěá ćáěčő ŕãâĺ ŋě ňěŋìèě ćěáă ěčő çăáâĺ (ćěáắ àñąěà ŋěőâàĺæăâěńìŋë) ĺ çâő d[y] ⩽ d[u], ŕőáłőńìłã ć Q ćěàèĺŋă u ĺňěńă ŋăĺňěŋìèěě ğŋăçěŋĺě d[u].

Ĺâăł, ãáńőćĺě (a) őáâăŋěâáï ćěàŋëň ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï u ł S. Őáâăñâáï ŕàőćěàĺâì ãáńőćĺě (b). Ŕőáłőńìłã S ãćěńĺçĺńőáì ĺ áâăńő àăćŋëň S^′ = S ∪ {u}, ŕãâěľ, ŋě ćëåőďïéĺå ĺğ S ďő ŕőáńěďŋěčő ňőňěŋâă, áâăńő ąőńìèě, ĺ ďńï áőąńîďěŋĺï ãáńőćĺï (b) ğŋăçěŋĺï d[v] ďńï v ∈ Q ŋăďő ãňěŋìèăâì. İâő ĺ ďěńăěâáï ć ŕàőæěááě àěńăłáăæĺĺ.

Ŕàĺ àěńăłáăæĺĺ àěąàă (u, v) ğŋăçěŋĺě d[v] áâăŋőćĺâáï àăćŋëň

d^′[v] = min(d[v], d[u] + w(u, v)) (25.2)

Ňë ğŋăěň, çâő d[v] ěáâì ćěá ŋěłőâőàőčő ŕãâĺ, łőâőàëľ ćěďñâ ĺğ s ć v, őáâăćăïáì ďő ŕőáńěďŋěčő èăčă ć S. Ćâőàőľ çńěŋ d[u] + w(u, v) ěáâì ćěá ŋěłőâőàőčő ŕãâĺ, łőâőàëľ ćěďñâ ĺğ s ć u (őáâăćăïáì ďő ŕőáńěďŋěčő èăčă ć S), ă ğăâěň ĺďñâ ŕő àěąàã (u, v). Šăłĺň őąàăğőň áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ s ć v, łőâőàëľ ďő ŕőáńěďŋěčő èăčă őáâăñâáï ć S^′ ĺ ĺňěěâ ćěá d^′[v]. Ŕőłăęěň, çâő ńîąőľ ŕãâì p ĺğ s ć v, łőâőàëľ ďő ŕőáńěďŋěčő èăčă őáâăñâáï ć S^′, ĺňěěâ ćěá ŋě ňěŋìèě d^′[v]. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ x ∈ S^′ — ěčő ŕàěďŕőáńěďŋïï ćěàèĺŋă, âő ńĺąő x ∈ S, ĺ âőčďă ćěá ŕãâĺ p ŋě ňěŋìèě d[v] ŕő ĺŋďãłâĺćŋőňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî (a), ńĺąő x = u, ĺ âőčďă ćěá ŕãâĺ p ŋě ňěŋìèě d[u] + w(u, v).

Ňë ďőłăğăńĺ, çâő ãáńőćĺï (a) ĺ (b) őáâăîâáï ćěàŋëňĺ ŕőáńě ńîąőčő çĺáńă ĺâěàăæĺľ. Ğŋăçĺâ, őŋĺ ćěàŋë ĺ ŕőáńě ćëåőďă ĺğ æĺłńă; ć íâőâ ňőňěŋâ S = V ĺ ŕőâőňã d[u] = δ(s, u) ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v ∈ V . Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ âěőàěňë ĺ ńěňňë 25.9 ŋěňěďńěŋŋő ćëâěłăěâ Śńěďáâćĺě 25.11 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ŋěőâàĺæăâěńìŋőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Šőčďă ŕőáńě ŕàĺňěŋěŋĺï ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë ł íâőňã čàăäã ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć G_π ąãďěâ ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á łőàŋěň ć s.

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë Śŋăçăńă ŕàěďŕőńőęĺň, çâő őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ Q = V \S àěăńĺğőćăŋă łăł ňăááĺć. Ŕàĺ íâőň áâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Extract-Min ěáâì O(V ); ŕőáłőńìłã ăńčőàĺâň ďěńăěâ V âăłĺå őŕěàăæĺľ, áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì ćáěå ãďăńěŋĺľ ĺğ őçěàěďĺ ěáâì O(V^2). Ůâő ęě ďő áâőĺňőáâĺ őáâăńìŋëå őŕěàăæĺľ, âő łăęďăï ćěàèĺŋă v ∈ V ďőąăćńïěâáï ł ňŋőęěáâćã S âőńìłő őďĺŋ àăğ, ĺ łăęďőě àěąàő ĺğ Adj[v] őąàăąăâëćăěâáï âőęě őďĺŋ àăğ. Őąéěě łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ćő ćáěå áŕĺáłăå áňěęŋëå ćěàèĺŋ ěáâì |E|; áâőĺňőáâì łăęďőľ àěńăłáăæĺĺ ěáâì O(1). Ŕőíâőňã áâőĺňőáâì ŕàőçĺå őŕěàăæĺľ ěáâì O(E), ă őąéăï áâőĺňőáâì ăńčőàĺâňă ěáâì O(V^2 + E).

Ěáńĺ čàăä ïćńïěâáï àăğàěęěŋŋëň, ĺňěěâ áňëáń àěăńĺğőćăâì őçěàěďì á ŕőňőéìî (ďćőĺçŋőľ) łãçĺ (àăğďěń 7.5). Ŕőńãçăěňëľ ăńčőàĺâň ŋăğëćăîâ ĺŋőčďă ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋëň ăńčőàĺâňőň Ďěľłáâàë (modified Dijkstra algorithm). Śâőĺňőáâì őŕěàăæĺĺ Extract-Min ŕàĺ âăłőľ àěăńĺğăæĺĺ őçěàěďĺ ěáâì O(lg V ), ă áâőĺňőáâì ŕőáâàőěŋĺï łãçĺ (áâàőłă 3) ěáâì O(V ). Ŕàĺáćăĺćăŋĺě d[v] ← d[u] + w(u, v) ŕàĺ àěńăłáăæĺĺ àěąàă àěăńĺğãěâáï á ŕőňőéìî ćëğőćă ŕàőæěďãàë Decrease-Key(Q, v, d[u] + w(u, v)), ĺňěîéěčő áâőĺňőáâì O(lg V ) (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 7.5-4). Łőńĺçěáâćő âăłĺå ćëğőćőć ŋě ŕàěćőáåőďĺâ |E|, âăł çâő őąéăï áâőĺňőáâì ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋőčő ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë ěáâì O((V + E) lg V ) (ěáńĺ ćáě ćěàèĺŋë ďőáâĺęĺňë ĺğ ĺáåőďŋőľ, âő čàăä áćïğěŋ, |E| ⩾ |V | − 1 ĺ ŕőáńěďŋîî őæěŋłã ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì łăł O(E lg V )).

Ěáńĺ àěăńĺğőćăâì őçěàěďì Q ć ćĺďě äĺąőŋăççĺěćőľ łãçĺ (áň. čńăćã 21), âő ňőęŋő ďőąĺâìáï áâőĺňőáâĺ O(V lg V +E): ć áăňőň ďěńě, ŕàĺ íâőň ãçñâŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ |V | őŕěàăæĺľ Extract- Min ąãďěâ O(lg V ), ă ãçěâŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ |E| őŕěàăæĺľ Decrease-Key ąãďěâ O(1). Łáâăâĺ, łãçĺ Ťĺąőŋăççĺ ąëńĺ ĺğőąàěâěŋë ĺňěŋŋő ć áćïğĺ á ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋëň ăńčőàĺâňőň Ďěľłáâàë: ŕőáłőńìłã ŕàĺ ěčő ĺáŕőńŋěŋĺĺ ňőęěâ ŕőâàěąőćăâìáï čőàăğďő ąőńìèě ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Decrease-Key, çěň Extract-Min, åőâěńőáì áŋĺğĺâì áâőĺňőáâì Decrease-Key.

Ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ŋăŕőňĺŋăěâ łăł ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã (àăğď. 23.2), âăł ĺ ăńčőàĺâň Ŕàĺňă ŋăåőęďěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă (àăğď. 24.2). Řőńì ňŋőęěáâćă S ć ăńčőàĺâňě Ďěľłáâàë ăŋăńőčĺçŋă àőńĺ ňŋőęěáâćă çěàŋëå ćěàèĺŋ ŕàĺ ŕőĺáłě ć èĺàĺŋã. Śåőďáâćő ăńčőàĺâňőć Ďěľłáâàë ĺ Ŕàĺňă ć âőň, çâő őŋĺ őąă ŕőńìğãîâáï őçěàěďìî á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ęăďŋőľ áâàăâěčĺĺ.

Şŕàăęŋěŋĺï 25.2-1 Ŕàĺňěŋĺâě ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ł čàăäã ŋă àĺá. 25.2, ćëąàăć ğă ĺáåőďŋãî áŋăçăńă ćěàèĺŋã s, ă ğăâěň ćěàèĺŋã y. Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 25.5, ŕőłăęĺâě åőď ĺáŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă.

25-2.2 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà čàăäă (á őâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ àñąěà), ďńï łőâőàőčő ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ďăñâ ŋěćěàŋëľ őâćěâ. Čďě ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 25.10 ĺáŕőńìğãěâáï ŋěőâàĺæăâěńìŋőáâì ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ?

25-2.3 Ěáńĺ ğăňěŋĺâì áâàőłã 4 ć ăńčőàĺâňě Ďěľłáâàë ŋă

4 while |Q| >1

âő çĺáńő ĺâěàăæĺľ æĺłńă while ãňěŋìèĺâáï ŋă 1. Ąãďěâ ńĺ ĺğňěŋñŋŋëľ âăłĺň őąàăğőň ăńčőàĺâň ŕàăćĺńìŋëň?

25-2.4 Ŕãáâì á łăęďëň àěąàőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ăááőæĺĺàőćăŋő ďěľáâćĺâěńìŋőě çĺáńő r(u, v), ŕàĺçñň 0 ⩽ r(u, v) ⩽ 1. Ąãďěň ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì r(u, v) łăł ” ŋăďñęŋőáâì” — ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő áĺčŋăń ãáŕěèŋő ŕàőľďěâ ŕő łăŋăńã ĺğ u ć v. Śçĺâăï, çâő áőąëâĺï ŕàőåőęďěŋĺï áĺčŋăńă ŕő àăğńĺçŋëň łăŋăńăň ŋěğăćĺáĺňë, ŕàěďńőęĺâě ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńěě ŋăďñęŋőčő ŕãâĺ ňěęďã ďćãňï ďăŋŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ.

25-2.5 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → {0, 1, . . ., W − 1}, čďě W > 0 — æěńőě çĺáńő. Ňőďĺäĺæĺàãľâě ďńï ďăŋŋőčő áńãçăï ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë âăł, çâőąë őŋ ĺáłăń łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ ďăŋŋőľ ćěàèĺŋë ğă ćàěňï O(W V + E). 25-2.6 Şáőćěàèěŋáâćãľâě àěèěŋĺě ŕàěďëďãéěčő ãŕàăęŋěŋĺï, áďěńăć ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă àăćŋëň O((V + E) lg W ). (Şłăğăŋĺě: áłőńìłő àăğńĺçŋëå őæěŋőł łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ďńï ćěàèĺŋ ĺğ V \ S ňőęěâ ćáâàěâĺâìáï őďŋőćàěňěŋŋő?)

25.2 Ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă

Ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă (Bellman-Ford algorithm) àěèăěâ ğăďăçã ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ďńï áńãçăï, łőčďă ćěáăň àěąěà àăğàěèěŋő ąëâì őâàĺæăâěńìŋëňĺ. İâőâ ăńčőàĺâň ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě true, ěáńĺ ć čàăäě ŋěâ æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňőčő ĺğ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋë, ĺ false, ěáńĺ âăłőćőľ æĺłń ĺňěěâáï. Ć ŕěàćőň áńãçăě ăńčőàĺâň ŋăåőďĺâ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺ ĺå ćěáă; ćő ćâőàőň áńãçăě ğăďăçă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ (ŕő łàăľŋěľ ňěàě ďńï ŋěłőâőàëå ćěàèĺŋ) ŋě áãéěáâćãěâ.

Ŕőďőąŋő ăńčőàĺâňã Ďěľłáâàë, ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ŕàőĺğćőďĺâ àěńăłáăæĺî àñąěà, ŕőłă ćáě ğŋăçěŋĺï d[v] ŋě áàăćŋïîâáï á δ(s, v) (ěáńĺ ćáě δ(s, v) őŕàěďěńěŋë).

Bellman-Ford(G,w,s)
1 Initialize-Single-Source(G,s)
2 for i \gets 1 to |V[G]|-1
3 do for (ďńï) łăęďőčő àěąàă (u,v) \in E[G]
4 do Relax(u,v,w)
5 for (ďńï) łăęďőčő àěąàă (u,v) \in E[G]
6 do if d[v]>d[u]+w(u,v)
7 then return \textsc{false}
8 return \textsc{true}

Ŋă àĺá. 25.7 ŕőłăğăŋă àăąőâă ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ďńï čàăäă á ŕïâìî ćěàèĺŋăňĺ. Ŕőáńě ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ (áâàőłă 1) ăńčőàĺâň |V | − 1 àăğ ďěńăěâ őďŋő ĺ âő ęě: ŕěàěąĺàăěâ ŕő àăğã ćáě àñąàă čàăäă ĺ ŕőďćěàčăěâ łăęďőě ĺğ ŋĺå àěńăłáăæĺĺ (áâàőłĺ 2–4). Ŕőáńě íâőčő ăńčőàĺâň ŕàőćěàïěâ, ŋěâ ńĺ æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňőčő ĺğ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë s (áâàőłĺ 5–8; ćáłőàě ňë ãćĺďĺň, ŕőçěňã íâă ŕàőćěàłă ŕőğćőńïěâ ćëïćĺâì âăłőľ æĺłń).

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ěáâì O(V E), ŕőáłőńìłã őąéěě çĺáńő àěńăłáăæĺľ ěáâì O(V E), áâőĺňőáâì ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ ć áâàőłě 1 ěáâì O(V ), ă áâőĺňőáâì æĺłńă ć áâàőłăå 5–8 ěáâì O(E).

Ďőłăęěň, çâő ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă àăąőâăěâ ŕàăćĺńìŋő. Ńěňňă 25.12 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáő-

Ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă 509

Řĺáãŋőł 25.7 25.7 Ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă. Ĺáåőďŋăï ćěàèĺŋă — łàăľŋïï ńěćăï (z). Őæěŋłĺ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ãłăğăŋë ć ćěàèĺŋăå. Śěàëň æćěâőň ćëďěńěŋë àñąàă (u, v), ďńï łőâőàëå π[v] = u. Ć ďăŋŋőň ŕàĺňěàě ŕàĺ łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă ć áâàőłăå 2–4 àñąàă ŕőďćěàčăîâáï àěńăłáăæĺĺ ć ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőň ŕőàïďłě: (u, v), (u, x), (u, y), (v, u), (x, v), (x, y), (y, v), (y, z), (z, u), (z, x). (ă) Ŕěàěď ŕěàćëň őąåőďőň àñąěà. (ą–ď) Ŕőáńěďőćăâěńìŋëě áőáâőïŋĺï ŕőáńě łăęďőľ őąàăąőâłĺ ćáěå àñąěà. Ğŋăçěŋĺï d ŋă àĺáãŋłě (ď) — őłőŋçăâěńìŋëě. Ć ďăŋŋőň áńãçăě ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě true.

ćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s, ŋě áőďěàęăéĺľ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëå ĺğ s. Šőčďă ŕő őłőŋçăŋĺĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Bellman-Ford àăćěŋáâćő d[v] = δ(s, v) ąãďěâ ćëŕőńŋïâìáï ďńï ćáěå ćěàèĺŋ v, ďőáâĺęĺňëå ĺğ s.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì p = ⟨s = v_0, v_1, . . ., v_k = v⟩ — łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ s ć v. Ňőęŋő áçĺâăâì, çâő íâőâ ŕãâì ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć (őŋĺ âőńìłő ãćěńĺçĺćăîâ ćěá ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî), ŕőíâőňã k ⩽ |V | − 1. Ďőłăęěň ĺŋďãłæĺěľ ŕő i, çâő ŕőáńě i-őľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă (ć áâàőłăå 2–4) ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő d[v_i] = δ(s, v_i): ŕőáłőńìłã ćáěčő ďěńăěâáï |V | − 1 ĺâěàăæĺľ, ńěňňă ąãďěâ áńěďőćăâì ĺğ íâőčő ãâćěàęďěŋĺï ĺ ńěňňë 25.5.

Ŕàĺ i = 0 íâő őçěćĺďŋő, âăł łăł d[s] = δ(s, s) = 0 ŕàĺ ćåőďě ć æĺłń. Ŕãáâì ŕőáńě i − 1-őľ ĺâěàăæĺĺ ąëńő d[v_{i−1}] = δ(s, v_{i−1}). Ŕàĺ i-őľ ĺâěàăæĺĺ ŕàőĺğőľďěâ àěńăłáăæĺï àěąàă (v_{i−1}, v_i), ŕőáńě çěčő ŕő ńěňňě 25.7 ãáâăŋőćĺâáï àăćěŋáâćő d[v_i] = δ(s, v_i). (Ďàãčĺě àěńăłáăæĺĺ ňőčãâ âăłęě ãňěŋìèăâì d[v_i], ŋő ŋě ňőčãâ áďěńăâì ěčő ňěŋìèě δ(s, v_i).) Śńěďáâćĺě 25.13 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Šőčďă ćěàèĺŋă v ∈ V ďőáâĺęĺňă ĺğ s ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă ŕő őłőŋçăŋĺĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Bellman-Ford, ŕàĺňěŋñŋŋőľ ł íâőňã čàăäã, őłăğëćăěâáï, çâő d[v] < ∞.

Ďőłăğăâěńìáâćő őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî (ãŕà. 25.3-2). Šěőàěňă 25.14 (Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă) Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ĺ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s. Ěáńĺ ŕàőæěďãàă Bellman- Ford, ŕàĺňěŋěŋŋăï ł íâőňã čàăäã, ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě true, âő ć àěğãńìâăâě ěñ àăąőâë ďńï ćáěå v ∈ V ąãďãâ ćëŕőńŋěŋë àăćěŋáâćă d[v] = δ(s, v) ĺ ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć G_π ąãďěâ ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á łőàŋěň s. Ěáńĺ ęě ŕàőæěďãàă Bellman-Ford ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě false, âő ć čàăäě ěáâì æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëľ ĺğ ćěàèĺŋë s.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ěáńĺ æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňőčő ĺğ ćěàèĺŋë s, ć čàăäě ŋěâ, âő ć àěğãńìâăâě àăąőâë ŕàőæěďãàë Bellman-Ford ąãďěň ĺňěâì d[v] = δ(s, v) ďńï ćáěå v ∈ V (ńěňňă 25.12 ĺ áńěďáâćĺě 25.13); áńěďőćăâěńìŋő, čàăä G_π ąãďěâ ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á ćěàèĺŋőľ s (ńěňňă 25.9). Łőńì áłőàő d[v] = δ(s, v) ďńï ćáěå v ∈ V , ĺğ ńěňňë 25.3 áńěďãěâ, çâő ďńï ćáïłőčő àěąàă (u, v) ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő d[v] ⩽ d[u] + w(u, v). Ğŋăçĺâ, ŋĺ őďŋő ĺğ ãáńőćĺľ ć áâàőłě 6 ăńčőàĺâňă ćëŕőńŋěŋő ŋě ąãďěâ, ĺ ăńčőàĺâň ćőğćàăâĺâ ğŋăçěŋĺě true.

Ŕãáâì âěŕěàì ć čàăäě ěáâì æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ⟨v_0, v_1, . . ., v_k = v_0⟩, ďőáâĺęĺňëľ ĺğ ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋë; ŋăň ŋăďő ŕőłăğăâì, çâő ăńčőàĺâň ćőğćàăâĺâ ğŋăçěŋĺě false. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ d[v_i] ⩽ d[v_{i−1}] + w(v_{i−1}, v_i) ďńï ćáěå i = 1, 2, . . ., k, âő, áłńăďëćăï íâĺ k ŋěàăćěŋáâć ĺ áőłàăéăï ∑ d[v_i] ć őąěĺå çăáâïå, ŕőńãçĺň 0 ⩽ ∑_k i=1 w(v_{i−1}, v_i), çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã æĺłńă. Ğŋăçĺâ, ďńï ŋěłőâőàőčő i ĺňěěň d[v_i] > d[v_{i−1}] + w(v_{i−1}, v_i), ĺ ăńčőàĺâň ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě false.

Şŕàăęŋěŋĺï 25.3-1 Ŕàĺňěŋĺâě ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ł őàĺěŋâĺàőćăŋŋőňã čàăäã àĺá. 25.7, ćëąàăć y ć łăçěáâćě ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋë. Řñąàă őąàăąăâëćăľâě ć ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőň ŕőàïďłě; ĺğőąàăğĺâě íâăŕë ćëŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă łăł ŋă àĺá. 25.7. Ğăňěŋĺâě ćěá àěąàă (y, v) ŋă 4 ĺ ŕàőďěńăľâě âő ęě áăňőě, ćëąàăć ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ z.

25.3-2 Ďőłăęĺâě áńěďáâćĺě 25.13.

25-3.3 Ŕãáâì ćő ćğćěèěŋŋőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŋěâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Őŕàěďěńĺň çĺáńő m áńěďãîéĺň őąàăğőň: ďńï łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ u, v ∈ V , ďńï łőâőàőľ áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ u ć v, ŋăľďěň ňĺŋĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő àěąěà ć ŕãâïå ňĺŋĺňăńìŋőčő ćěáă, ĺďãéĺå ĺğ u ć v; ğăâñň ćőğìňěň ňăłáĺňãň íâĺå çĺáěń ŕő ćáěň âăłĺň ŕăàăň — íâő ĺ ěáâì m. Ŕőłăęĺâě, çâő ć ăńčőàĺâňě Ąěńńňăŋă- Ťőàďă ďőáâăâőçŋő ćëŕőńŋïâì æĺłń ć áâàőłăå 2–4 m àăğ.

25.3-4 Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ĺ ďńï ćěàèĺŋ v, ã łőâőàëå δ(s, v) = −∞ (łăł ňë ŕőňŋĺň, âăłőě ąëćăěâ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ s ć v, ğăďěćăîéĺľ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă), ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă ąëńő ãáâăŋőćńěŋő ŕàăćĺńìŋőě ğŋăçěŋĺě d[v] = δ(s, v) = −∞. 25.3-5 Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä.

Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O(V E) ĺ ŋăåőďïéĺľ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ V ğŋăçěŋĺě δ^∗(v) = min_{u∈V} {δ(u, v)}. (Ć čàăäě ňőčãâ ąëâì àñąàă á őâàĺæăâěńìŋëň ćěáőň.)

25-3.6 Ŕãáâì ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) ĺňěěâ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, ŕěçăâăîéĺľ ćěàèĺŋë âăłőčő æĺłńă (åőâï ąë őďŋőčő).

Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě 511

Řĺá. 25.8 (ć őàĺčĺŋăńě ć ŕőďŕĺáĺ ąëńă őŕěçăâłă: v, âőčďă łăł ŋăďő u).

Řĺáãŋőł 25.8 25.8. Ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě. Ćěàèĺŋë âőŕőńőčĺçěáłĺ őâáőàâĺàőćăŋë (ŋă àĺáãŋłě áńěćă ŋăŕàăćő). Ĺáåőďŋăï ćěàèĺŋă — s. Ć ćěàèĺŋăå ğăŕĺáăŋë ğŋăçěŋĺï äãŋłæĺĺ d; ďńï áěàëå àñąěà (u, v) ĺňěěň π[v] = u. (ă) Ŕěàěď ŕěàćőľ ĺâěàăæĺěľ æĺłńă ć áâàőłăå 3–5. (ą–ę) Ŕőáńěďőćăâěńìŋëě áőáâőïŋĺï ŕőáńě łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă ć áâàőłăå 3–5. Ŋă łăęďőň ĺğ íâĺå àĺáãŋłőć ŕàĺąăćńïěâáï ŕő őďŋőľ çñàŋőľ ćěàèĺŋě (łőâőàăï ąëńă ćěàèĺŋőľ u ćő ćàěňï áőőâćěâáâćãîéěľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă). Ğŋăçěŋĺï d ŋă àĺáãŋłě (ę) — őłőŋçăâěńìŋëě.

25.3 Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě

Ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ňőęŋő ŋăľâĺ ğă ćàěňï O(V + E), ěáńĺ ŕàőćőďĺâì àěńăłáăæĺî àěąěà ć ŕőàïďłě, ğăďăŋŋőň âőŕőńőčĺçěáłĺň ãŕőàïďőçěŋĺěň ćěàèĺŋ. Ğăňěâĺň, çâő ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ćáěčďă őŕàěďěńěŋë, ŕőáłőńìłã æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă (ĺ ćőőąéě æĺłńőć) ŋěâ.

Ć àăğďěńě 23.4 ňë àăááňăâàĺćăńĺ ăńčőàĺâň âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłĺ ćěàèĺŋ ăæĺłńĺçěáłőčő čàăäă. Őŋ àăáŕőńăčăěâ ĺå ć âăłőň ŕőàïďłě, çâőąë ćáě àñąàă čàăäă ćěńĺ őâ ”ňěŋìèĺå” ćěàèĺŋ ł ”ąőńìèĺň” (ć áňëáńě íâőčő ŕőàïďłă). Ŕőáńě íâőčő ňë ŕàőáňăâàĺćăěň ćěàèĺŋë ć íâőň ŕőàïďłě ĺ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ŕőďćěàčăěň àěńăłáăæĺĺ ćáě ćëåőďïéĺě ĺğ ŋěñ àñąàă.

Dag-Shortest-Paths(G,w,s)
1 âőŕőńőčĺçěáłĺ őâáőàâĺàőćăâì ćěàèĺŋë G
2 Initialize-Single-Source(G,s)
3 for (ďńï) ćáěå ćěàèĺŋ u (ć ŋăľďěŋŋőň ŕőàïďłě)
4 do for (ďńï) ćáěå ćěàèĺŋ v \in Adj[u]
5 do Relax(u,v,w)

Ŕàĺňěà àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 25.8. Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Dag-Shortest-Paths. Łăł ňë ćĺďěńĺ ć àăğď. 23.4, áâőĺňőáâì âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłĺ (áâàőłă 1) ěáâì Θ(V + E), ă áâőĺňőáâì ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ ć áâàőłě 2 ěáâì O(V ). Ć æĺłńě ć áâàőłăå 3–5 łăęďőě àěąàő őąàăąăâëćăěâáï, łăł ĺ ć ăńčőàĺâňě Ďěľłáâàë, àőćŋő őďĺŋ àăğ, ŋő, ć őâńĺçĺě őâ ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë, áâőĺňőáâì âăłőľ őąàăąőâłĺ ěáâì O(1). Śâăńő ąëâì, ŋăè ăńčőàĺâň ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï Θ(V + E), ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋőě őąêěňã ŕăňïâĺ, ŋěőąåőďĺňőňã ŋă ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäă á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ.

Ŕőłăęěň, çâő ăńčőàĺâň Dag-Shortest-Paths ŕàăćĺńěŋ. Šěőàěňă 25.15 Ŕãáâì ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) á ĺáåőďŋőľ ćěàèĺŋőľ s ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć. Šőčďă ŕő őłőŋçăŋĺĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Dag-Shortest-Paths ďńï ćáěå v ∈ V ąãďãâ ćëŕőńŋěŋë àăćěŋáâćă d[v] = δ(s, v), ă ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćěŋŋĺłőć G_π ąãďěâ ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő Śőčńăáŋő ńěňňě 25.9, ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì àăćěŋáâćă d[v] = δ(s, v). Ěáńĺ ćěàèĺŋă v ŋěďőáâĺęĺňă ĺğ s, âő d[v] = δ(s, v) = ∞ ŕő áńěďáâćĺî 25.6. Ŕãáâì âěŕěàì ćěàèĺŋă v ďőáâĺęĺňă ĺğ s ĺ p = ⟨s = v_0, v_1, . . ., v_k = v⟩ — łàăâçăľèĺľ ŕãâì. Ŕőáńě âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłĺ ćěàèĺŋë íâőčő ŕãâĺ àăáŕőńőęěŋë łăł àăğ ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě, âăł çâő àěąàő, (v_0, v_1) ŕőďćěàčăńőáì àěńăłáăæĺĺ ďő àěąàă (v_1, v_2), łőâőàőě ŕàěďèěáâćőćăńő àěąàã (v_2, v_3) ĺ â.ď. Ĺŋďãłæĺï ŕő i á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ńěňňë 25.7 (łăł ć ďőłăğăâěńìáâćě łőààěłâŋőáâĺ ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă) ŕőłăğëćăěâ âěŕěàì, çâő d[v_i] = δ(s, v_i) ďńï ćáěå i, çâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

Ĺŋâěàěáŋőě ŕàĺńőęěŋĺě őŕĺáăŋŋőčő ăńčőàĺâňă — ŋăåőęďěŋĺě łàĺâĺçěáłĺå ŕãâěľ ć áňëáńě âăł ŋăğëćăěňőľ ”âěåŋőńőčĺĺ PERT” (program evaluation and review technique). Ć íâőň ŕàĺńőęěŋĺĺ łăęďőě àěąàő ăæĺłńĺçěáłőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă őąőğŋăçăěâ łăłőě-âő ďěńő, ă ćěá àěąàă ěáâì ćàěňï, ŋěőąåőďĺňőě ŋă ěčő ćëŕőńŋěŋĺě. Ěáńĺ ĺňěîâáï àñąàă (u, v) ĺ (v, x), âő àăąőâă, áőőâćěâáâćãîéăï àěąàã (u, v), ďőńęŋă ąëâì ćëŕőńŋěŋă ďő ŋăçăńă àăąőâë, áőőâćěâáâćãîéěľ àěąàã (v, x). Łàĺâĺçěáłĺľ ŕãâì (critical path) — íâő ďńĺŋŋěľèĺľ ŕãâì ć čàăäě; ěčő ćěá àăćěŋ ćàěňěŋĺ, łőâőàőě ąãďěâ ğăâàăçěŋő ŋă ćëŕőńŋěŋĺě ćáěå àăąőâ, ěáńĺ ňë ŕő ňăłáĺňãňã ĺáŕőńìğãěň ćőğňőęŋőáâì ćëŕőńŋïâì ŋěłőâőàëě àăąőâë ŕăàăńńěńìŋő. Ůâőąë ŋăľâĺ łàĺâĺçěáłĺľ ŕãâì, ňőęŋő ŕőňěŋïâì ğŋăł ã ćáěå ćěáőć ŋă ŕàőâĺćőŕőńőęŋëľ ĺ ğăŕãáâĺâì ăńčőàĺâň Dag-Shortest-Paths.

Şŕàăęŋěŋĺï 25-4.1 Ŕàĺňěŋĺâě ăńčőàĺâň Dag-Shortest-Paths ł čàăäã àĺá. 25.8, ćëąàăć ćěàèĺŋã r ć łăçěáâćě ĺáåőďŋőľ.

25-4.2 Ďőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň Dag-Shortest-Paths őáâăŋěâáï ŕàăćĺńìŋëň, ěáńĺ őąàăąăâëćăâì âőńìłő ŕěàćëě |V | − 1 ćěàèĺŋ.

25-4.3 Ć ğăďăçě ő ŕńăŋĺàőćăŋĺĺ àăąőâ ŕő âěåŋőńőčĺĺ PERT ňőęŋő àĺáőćăâì čàăä ĺŋăçě, áçĺâăï, çâő àăąőâë áőőâćěâáâćãîâ ŋě àñąàăň, ă ćěàèĺŋăň čàăäă. Ŕàĺ íâőň łăęďőľ ćěàèĺŋě ŕàĺáćőěŋ ćěá (âàěąãěňőě ćàěňï), ă áâàěńłĺ ãłăğëćăîâ őŕàěďěńïńĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àăąőâ (àěąàő (u, v) âàěąãěâ ğăćěàèĺâì àăąőâã u ďő ŋăçăńă àăąőâë v). Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Dag-Shortest-Paths âăł, çâőąë őŋ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ŋăåőďĺń ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ŕãâì á ňăłáĺňăńìŋőľ áãňňőľ ćěáőć ćěàèĺŋ.

25-4.4 Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŕőďáçĺâëćăîéĺľ őąéěě çĺáńő ŕãâěľ ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě, ĺ őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

25.4 Őčàăŋĺçěŋĺï ŋă àăğŋőáâĺ ĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ

Őąéăï ğăďăçă ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï áőáâőĺâ ć őâëáłăŋĺĺ íłáâàěňãňă ńĺŋěľŋőľ äãŋłæĺĺ ŋă ňŋőęěáâćě, ğăďăŋŋőň áĺáâěňőľ ńĺŋěľŋëå ŋěàăćěŋáâć. Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň áŕěæĺăńìŋëľ áńãçăľ ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, áćőďïéĺľáï ł ŋăåőęďěŋĺî łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë. Šăłĺň őąàăğőň, àăááňăâàĺćăěňëľ çăáâŋëľ áńãçăľ ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ňőęěâ ąëâì àěèñŋ á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă.

Ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě Őąéăï ğăďăçă ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (linear-programming problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋë m × n-ňăâàĺæă A, m-ćěłâőà b ĺ n-ćěłâőà c. Šàěąãěâáï ŋăľâĺ n-ćěłâőà x, ïćńïîéĺľáï âőçłőľ ňăłáĺňãňă æěńěćőľ äãŋłæĺĺ (objective function) ∑_n i=1 c_ix_i ŋă ňŋőęěáâćě, ğăďăŋŋőň m ŋěàăćěŋáâćăňĺ, łőâőàëě ňë ňőęěň ğăŕĺáăâì łăł Ax ⩽ b. Ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï çăáâő ćőğŋĺłăîâ ć ŕàĺńőęěŋĺïå, ŕőíâőňã ĺňĺ ňŋőčő ğăŋĺňăńĺáì. Ŋă ŕàăłâĺłě ğăďăçĺ ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ąëáâàő àěèăîâáï á ŕőňőéìî áĺňŕńěłá-ňěâőďă (simplex algorithm). Śĺňŕńěłá-ňěâőď őáŋőćăŋ ŋă ŕàőáňőâàě ćěàèĺŋ ňŋőčőčàăŋŋĺłă, ğăďăćăěňőčő ŋěàăćěŋáâćăňĺőčàăŋĺçěŋĺïňĺ Ax ⩽ b, ŕàĺ łőâőàőň ğŋăçěŋĺě æěńěćőľ äãŋłæĺĺ ãćěńĺçĺćăěâáï. (Śĺňŕńěłá-ňěâőď ŕőďàőąŋő őŕĺáăŋ ć łŋĺčě Ďăŋæĺčă [53].)

Ňőęŋő, őďŋăłő, ŕőáâàőĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ğăďăç ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, ďńï łőâőàőľ áĺňŕńěłá-ňěâőď ąãďěâ âàěąőćăâì íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőčő (őâ àăğňěàă ćåőďă) ćàěňěŋĺ. Ňěâőď íńńĺŕáőĺďőć (ellipsoid algorithm) àěèăěâ ńîąãî ğăďăçã ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, ŋő ŋă ŕàăłâĺłě àăąőâăěâ ňěďńěŋŋő. Śãéěáâćãěâ âăłęě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň Łăàňăàłăàă (Karmarkar’s algoritm), áàăćŋĺňëľ ŕő ŕàăłâĺçěáłőľ íääěłâĺćŋőáâĺ á áĺňŕńěłá-ňěâőďőň.

Ňë ŋě ąãďěň ğăŋĺňăâìáï ăńčőàĺâňăňĺ ďńï àěèěŋĺï őąéĺå ğăďăç ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (çâő âàěąőćăńő ąë ąőńìèěčő ğŋăłőňáâćă á ńĺŋěľŋőľ ăńčěąàőľ, çěň őáâăńìŋőľ ňăâěàĺăń łŋĺčĺ), ă áďěńăěň âőńìłő ďćă ğăňěçăŋĺï. Ćő-ŕěàćëå, ěáńĺ ğăďăçã ňőęŋő áćěáâĺ ł ğăďăçě ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï á ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő àăğňěàă, âő íâă ğăďăçă ğăćěďőňő ňőęěâ ąëâì àěèěŋă á ŕőňőéìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő ăńčőàĺâňă. Ćő-ćâőàëå, ďńï ňŋőčĺå áŕěæĺăńìŋëå ğăďăç ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï áãéěáâćãîâ ăńčőàĺâňë, ŕàĺćőďïéĺě ł æěńĺ ąëáâàěě, çěň ăńčőàĺâňë ďńï őąéěčő áńãçăï. Őďĺŋ ŕàĺňěà âăłőčő àőďă ďőáâăćńïěâ ğăďăçă, àăğąĺàăěňăï ć íâőň àăğďěńě; ďàãčĺě ŕàĺňěàë — áćőďïéĺěáï ł ğăďăçăň ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ğăďăçă ő łàăâçăľèěň ŕãâĺ ňěęďã ďăŋŋőľ ŕăàőľ ćěàèĺŋ (ãŕàăęŋěŋĺě 25.5-4) ĺ ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě (ãŕàăęŋěŋĺě 27.1-8).

Ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå æěńěćăï äãŋłæĺï ŋăá ŋě ĺŋâěàěáãěâ, ă âàěąãěâáï ŋăľâĺ åőâï ąë őďŋő ďőŕãáâĺňőě àěèěŋĺě (feasible solution), âő ěáâì àěèěŋĺě áĺáâěňë ŋěàăćěŋáâć Ax ⩽ b (ĺńĺ ďőłăğăâì, çâő âăłőćëå ŋěâ). Ňë ğăľňěňáï ĺňěŋŋő ğăďăçěľ âăłőčő âĺŕă.

Śĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ Śĺáâěňă őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ (system of difference constraints) — íâő áĺáâěňă ńĺŋěľŋëå ŋěàăćěŋáâć Ax ⩽ b, ďńï łőâőàőľ ć łăęďőľ áâàőłě ňăâàĺæë A ŕàĺáãâáâćãîâ àőćŋő ďćă ŋěŋãńěćëå íńěňěŋâă, őďĺŋ ĺğ łőâőàëå àăćěŋ 1, ă ďàãčőľ −1. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ćáě ŋěàăćěŋáâćă ĺňěîâ ćĺď x_i − x_j ⩽ b_k, čďě 1 ⩽ i, j ⩽ n ĺ 1 ⩽ k ⩽ m. Ŋăŕàĺňěà, ğăďăçă ŋăåőęďěŋĺï 5-ćěłâőàă x = (x_i), ãďőćńěâćőàïîéěčő ãáńőćĺî

1 −1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 1 0 0 −1 −1 0 1 0 0 −1 0 0 1 0 0 0 −1 1 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 −1 1 x_1 x_2 x_3 x_4 x_5 ⩽

0 −1 1 5 4 −1 −3 −3

,

àăćŋőáĺńìŋă áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ŋěàăćěŋáâć

x_1 − x_2 ⩽ 0, x_1 − x_5 ⩽ −1, x_2 − x_5 ⩽ 1, x_3 − x_1 ⩽ 5, x_4 − x_1 ⩽ 4, x_4 − x_3 ⩽ −1, x_5 − x_3 ⩽ −3, x_5 − x_4 ⩽ −3.

(25.4)

Őďŋő ĺğ àěèěŋĺľ íâőľ áĺáâěňë ěáâì x = (−5, −3, 0, −1, −4). Ěáńĺ łő ćáěň łőňŕőŋěŋâăň ćěłâőàă x ŕàĺąăćĺâì őďŋő ĺ âő ęě çĺáńő, ŕőńãçĺâáï ďàãčőě àěèěŋĺě:

Ńěňňă 25.16 Ěáńĺ x = (x_1, . . ., x_n) — àěèěŋĺě áĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ ĺ d — łőŋáâăŋâă, âő x^′ = (x_1 + d, . . ., x_n + d) — àěèěŋĺě âőľ ęě áĺáâěňë.

Řĺáãŋőł 25.9 Čàăä őčàăŋĺçěŋĺľ, áőőâćěâáâćãîéĺľ áĺáâěňě (25.4). Ć łăęďőľ ćěàèĺŋě vi ŋăŕĺáăŋő çĺáńő δ(v0, vi). Ćěłâőà x = (−5, −3, 0, −1, −4) ïćńïěâáï őďŋĺň ĺğ àěèěŋĺľ áĺáâěňë (25.4).

Śĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ ćőğŋĺłăîâ ćő ňŋőčĺå ŕàĺńőęěŋĺïå. Ŋăŕàĺňěà, x_i ňőčãâ ąëâì áàőłăňĺ ŋăçăńă àăğńĺçŋëå àăąőâ ŕàĺ áâàőĺâěńìáâćě ďőňă. Ěáńĺ x_1 — áàőł ŋăçăńă àëâìï łőâńőćăŋă ŕőď äãŋďăňěŋâ, ă x_2 — áàőł ŋăçăńă ğăńĺćłĺ äãŋďăňěŋâă, ĺ ěáńĺ àëâìě łőâńőćăŋă ğăŋĺňăěâ 3 ďŋï, âő x_1 − x_2 ⩽ −3.

Čàăäë őčàăŋĺçěŋĺľ Ěáńĺ áĺáâěňă őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ ŕàěďáâăćńěŋă ć ćĺďě Ax ⩽ b, čďě A — m × n-ňăâàĺæă, ãďőąŋő àăááňőâàěâì őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ďńï łőâőàőčő A ąãďěâ ňăâàĺæěľ ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 23.1-7). Šőçŋěě čőćőàï, ňë áďěńăěň ŋě áőćáěň íâő, ă áćïęěň á áĺáâěňőľ ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E), ć łőâőàőň V = {v_0, v_1, . . ., v_n} (ŕő őďŋőľ ćěàèĺŋě ŋă łăęďőě ŋěĺğćěáâŋőě ŕńîá ćěàèĺŋă v_0), ă łăęďőňã ŋěàăćěŋáâćã x_j − x_i ⩽ b_k áőőâćěâáâćãěâ àěąàő (v_i, v_j ) á ćěáőň b_k (ŋěáłőńìłő ŋěàăćěŋáâć á őďĺŋăłőćőľ ńěćőľ çăáâìî ňőęŋő ğăňěŋĺâì őďŋĺň, ćğïć ňĺŋĺňãň ĺå ŕàăćëå çăáâěľ). Łàőňě âőčő, ć čàăäě ĺňěîâáï n àěąěà (v_0, v_1), (v_0, v_2), . . ., (v_0, v_n) (łăęďőě — ćěáă 0). Ŋă àĺá. 25.9 ĺğőąàăęěŋ čàăä, áőőâćěâáâćãîéĺľ áĺáâěňě (25.4).

Śńěďãîéăï âěőàěňă ŕőłăğëćăěâ, çâő àěèěŋĺï áĺáâěň àăğŋőáâŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ ňőęŋő ŋăåőďĺâì á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňőć ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

Šěőàěňă 25.17 Ŕãáâì G = (V, E) — čàăä, áőőâćěâáâćãîéĺľ áĺáâěňě àăğŋőáâŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ á n ŋěĺğćěáâŋëňĺ. Ěáńĺ őŋ ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, âő ćěłâőà

x = (δ(v_0, v_1), δ(v_0, v_2), . . ., δ(v_0, v_n)) (25.5)

ïćńïěâáï àěèěŋĺěň áĺáâěňë. Ěáńĺ G áőďěàęĺâ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, âő áĺáâěňă àăğŋőáâŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ ŋěáőćňěáâŋă.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ěáńĺ æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ŋěâ, âő ćáě δ(v_0, v_j ) ïćïńîâáï (łőŋěçŋëňĺ) çĺáńăňĺ ĺ ńěňňă 25.3 čăàăŋâĺàãěâ, çâő çĺáńă x_i ãďőćńěâćőàïîâ ćáěň ŋěàăćěŋáâćăň.

Ěáńĺ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ěáâì, âő őŋ ŋě áőďěàęĺâ ćěàèĺŋë v_0, ŕőáłőńìłã ŋĺ őďŋő àěąàő ć íâã ćěàèĺŋã ŋě ćåőďĺâ, âăł çâő ćáě àěąàă æĺłńă áőőâćěâáâćãîâ łăłĺň-âő ŋěàăćěŋáâćăň áĺáâěňë. Śłńăďëćăï ŋěàăćěŋáâćă, áőőâćěâáâćãîéĺě àěąàăň æĺłńă, ŕőńãçĺň (ŕőáłőńìłã ńěćëě çăáâĺ ŋěàăćěŋáâć æĺłńă áőłàăéăîâáï) ŋěàăćěŋáâćő ćĺďă 0 ⩽ b, čďě b < 0 — ćěá æĺłńă. Śńěďőćăâěńìŋő, áĺáâěňă ŋěáőćňěáâŋă.

Řěèěŋĺě áĺáâěň őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ

Šěőàěňă 25.17 ŕőłăğëćăěâ, çâő ŋăľâĺ åőâï ąë őďŋő àěèěŋĺě áĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ ňőęŋő á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă. Ğăňěâĺň, çâő æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ěáńĺ őŋ ěáâì, őąïğăâěńìŋő ďőáâĺęĺň ĺğ ćěàèĺŋë v_0 (ŕőáłőńìłã ĺğ v_0 ĺďãâ áâàěńłĺ ćő ćáě őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë), âăł çâő áĺáâěňă ŋěáőćňěáâŋă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě false.

Śĺáâěňă m àăğŋőáâŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ á n ŋěĺğćěáâŋëňĺ ŕőàőęďăěâ čàăä á n+1 ćěàèĺŋőľ ĺ ŋě ąőńěě çěň n+m àěąàăňĺ. Ŕőíâőňã ŋăľâĺ åőâï ąë őďŋő àěèěŋĺě ňőęŋő ğă ćàěňï O((n + 1)(n + m)) = O(n^2 + mn). Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 25.5-5 ňë ŕőŕàőáĺň ćăá ďőłăğăâì, çâő ňőęŋő ňőďĺäĺæĺàőćăâì íâőâ ăńčőàĺâň âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őŋ ŋăåőďĺń àěèěŋĺě ĺńĺ ãáâăŋăćńĺćăń ŋěáőćňěáâŋőáâì áĺáâěňë ğă ćàěňï O(mn). Şŕàăęŋěŋĺï 25.5-1 Ŋăľďĺâě åőâï ąë őďŋő àěèěŋĺě ĺńĺ ãáâăŋőćĺâě ŋěáőćňěáâŋőáâì áńěďãîéěľ áĺáâěňë ŋěàăćěŋáâć: x_1 − x_2 ⩽ 1, x_1 − x_4 ⩽ −4, x_2 − x_3 ⩽ 2, x_2 − x_5 ⩽ 7, x_2 − x_6 ⩽ 5, x_3 − x_6 ⩽ 10, x_4 − x_2 ⩽ 2, x_5 − x_1 ⩽ −1, x_5 − x_4 ⩽ 3, x_6 − x_3 ⩽ −8.

25.5-2 Šő ęě ğăďăŋĺě, çâő ć ŕàěďëďãéěň ãŕàăęŋěŋĺĺ, ďńï áĺáâěňë x_1 − x_2 ⩽ 4, x_1 − x_5 ⩽ 5, x_2 − x_4 ⩽ −6, x_3 − x_2 ⩽ 1, x_4 − x_1 ⩽ 3, x_4 − x_3 ⩽ 5, x_4 − x_5 ⩽ 10, x_5 − x_3 ⩽ −4, x_5 − x_4 ⩽ −8.

25.5-3 Ňőęěâ ńĺ ć čàăäě őčàăŋĺçěŋĺľ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ v_0 ć łăłãî-âő ćěàèĺŋã ĺňěâì ŕőńőęĺâěńìŋëľ ćěá?

25.5-4 Śćěďĺâě ğăďăçã ő łàăâçăľèěň ŕãâĺ ňěęďã ŕăàőľ ćěàèĺŋ ł ğăďăçě ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

25.5-5 Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ŕàĺ àěèěŋĺĺ áĺáâěňë m őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ á n ŋěĺğćěáâŋëňĺ őŋ àăąőâăń ğă ćàěňï O(mn).

25.5-6 Łăł á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă, ăŋăńőčĺçŋőčő ăńčőàĺâňã Ąěńńňăŋă-Ťőàďă, àěèĺâì áĺáâěňã őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ, ŕőńìğãïáì čàăäőň őčàăŋĺçěŋĺľ ąěğ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ćěàèĺŋë v_0?

25.5-7* Ŕőłăęĺâě, çâő àěèěŋĺě áĺáâěňë àăğŋőáâŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ á n ŋěĺğćěáâŋëňĺ, ŋăåőďĺňőě ăńčőàĺâňőň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă, ĺňěěâ (áàěďĺ ćáěå àěèěŋĺľ íâőľ áĺáâěňë, ć łőâőàëå ćáě ŕěàěňěŋŋëě ŋěŕőńőęĺâěńìŋë) ňăłáĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě áãňňë x_1 + x_2 + . . . + x_n.

25.5-8* Ŕőłăęĺâě, çâő àěèěŋĺě áĺáâěňë àăğŋőáâŋëå őčàăŋĺçěŋĺľ Ax ⩽ b á n ŋěĺğćěáâŋëňĺ, ŋăåőďĺňőě ăńčőàĺâňőň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă, ĺňěěâ ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě ğŋăçěŋĺě ćěńĺçĺŋë max{x_i}−min{x_i} áàěďĺ ćáěå őěéěŋĺľ íâőľ áĺáâěňë. Ůěň ŕőńěğŋő íâő őąáâőïâěńìáâćő ŕàĺ ŕńăŋĺàőćăŋĺĺ áâàőĺâěńìáâćă?

25.5-9 Řăááňőâàĺň áĺáâěňã ŋěàăćěŋáâć, ć łőâőàőľ łăęďőě ŋěàăćěŋáâćő ïćńïěâáï ńĺąő őčàăŋĺçěŋĺěň ŋă àăğŋőáâĺ, ńĺąő ŋěàăćěŋáâćőň ćĺďă x_i ⩽ a, ńĺąő ŋěàăćěŋáâćőň ćĺďă x_j ⩾ a. Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őŋ ŋăåőďĺń åőâï ąë őďŋő àěèěŋĺě ĺńĺ ãáâăŋăćńĺćăń ŋěáőćňěáâŋőáâì âăłĺå áĺáâěň.

25.5-10 Ŕãáâì ł áĺáâěňě őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ ďőąăćńěŋő ŋěłőâőàőě łőńĺçěáâćő ãàăćŋěŋĺľ ćĺďă x_i = x_j + b_k. Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă âăłĺň őąàăğőň, çâőąë őŋ ňőč ŋăåőďĺâì àěèěŋĺï âăłĺå áĺáâěň.

25.5-11 Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï àěèěŋĺï áĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ, ć łőâőàőň ćáě ŋěĺğćěáâŋëě ïćńïîâáï æěńëňĺ çĺáńăňĺ (łőŋáâăŋâë ć őčàăŋĺçěŋĺïå ŋě őąïğăŋë ąëâì æěńëňĺ, ŋő ĺå ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋă ĺå æěńëě çăáâĺ).

25.5-12* Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï àěèěŋĺï áĺáâěňë őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă àăğŋőáâĺ, ěáńĺ ćáě ŕěàěňěŋŋëě àăğąĺâë ŋă ďćě čàãŕŕë: æěńëě (ďńï łőâőàëå ďőŕãáâĺňë âőńìłő æěńëě ğŋăçěŋĺï) ĺ ćěéěáâćěŋŋëě (ďńï łőâőàëå âăłőčő őčàăŋĺçěŋĺï ŋěâ).

Ğăďăçĺ 25-1 Ňőďĺäĺłăæĺï ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ŕő Ľěŋã Ćëąěàěň ŕőàïďőł, ć łőâőàőň őąàăąăâëćăîâáï àñąàă ć ăńčőàĺâňě Ąěńńňăŋă-Ťőàďă, áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕàőŋãňěàãěň łăłĺň-ńĺąő őąàăğőň ćěàèĺŋë čàăäă ĺ àăğőąìěň ňŋőęěáâćő E ćěàèĺŋ čàăäă ŋă ďćă ŕőďňŋőęěáâćă: E_f , áőáâőïéěě ĺğ áâàěńőł, ĺďãéĺå ĺğ ćěàèĺŋë á ňěŋìèĺň ŋőňěàőň ć ćěàèĺŋã á ąő́ńìèĺň ŋőňěàőň, ĺ E_b, áőáâőïéěě ĺğ áâàěńőł, ĺďãéĺå ĺğ ćěàèĺŋë á ąő́ńìèĺň ŋőňěàőň ć ćěàèĺŋã á ňěŋìèĺň ŋőňěàőň. Ŕãáâì G_f = (V, E_f) ĺ G_b = (V, E_b) (çěàěğ V őąőğŋăçěŋő ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ čàăäă). Ŋăçŋñň á âăłőčő őçěćĺďŋőčő ŋăąńîďěŋĺï:

(ă) Ŕőłăęĺâě, çâő čàăäë G_f ĺ G_b ăæĺłńĺçŋë, ŕàĺçñň àăáŕőńőęěŋĺě ćěàèĺŋ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï (ãąëćăŋĺï) ŋőňěàőć ğăďăěâ âőŕőńőčĺçěáłőě ãŕőàïďőçěŋĺě ŋă čàăäě G_f (G_b).

Ąãďěň âěŕěàì ŕàőćőďĺâì àěńăłáăæĺî àěąěà ŕàĺ łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă ć ăńčőàĺâňě Ąěńńňăŋă-Ťőàďă ć áńěďãîéěň ŕőàïďłě: áŋăçăńă ŕěàěąĺàăěň ćěàèĺŋë ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ŋőňěàőć ĺ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ŕőďćěàčăěň àěńăłáăæĺĺ ćáě ćëåőďïéĺě ĺğ ŋěě àěąàă čàăäă E_f ; ğăâěň ŕěàěąĺàăěň ćáě ćěàèĺŋë ć ŕőàïďłě ãąëćăŋĺï ŋőňěàőć ĺ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë ŕőďćěàčăěň àěńăłáăæĺĺ ćáě ćëåőďïéĺě ĺğ ŋěě àěąàă čàăäă E_b.

(ą) Ŕãáâì G ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ďőáâĺęĺňëå ĺğ ćěàèĺŋë s; ďőłăęĺâě, çâő ŕőáńě ⌈|V |/2⌉ ĺâěàăæĺľ æĺłńă àăćěŋáâćă d[v] = δ(s, v) ąãďãâ ćëŕőńŋïâìáï ďńï ćáěå v ∈ V .

(ć) Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë őŕĺáăŋŋőľ ňőďĺäĺłăæĺĺ ăńčőàĺâňă Ąěńńňăŋă-Ťőàďă.

25-2 Ćńőęěŋŋëě ïéĺłĺ Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő d-ňěàŋëľ ïéĺł àăğňěàőć (x_1, x_2, . . ., x_d) ćłńăďëćăěâáï (nests) ć ïéĺł àăğňěàőć (y_1, y_2, . . ., y_d), ěáńĺ ã ňŋőęěáâćă { 1, 2, . . ., d } áãéěáâćãěâ âăłăï ŕěàěáâăŋőćłă π, çâő x_{π(1)} < y_1, x_{π(2)} < y_2, . . ., x_{π(d)} < y_d.

(ă) Ŕőłăęĺâě, çâő őâŋőèěŋĺě ”ćłńăďëćăâìáï” âàăŋğĺâĺćŋő. (ą) Őŕĺèĺâě íääěłâĺćŋëľ áŕőáőą ŕàőćěàĺâì, ćłńăďëćăěâáï ńĺ őďĺŋ d-ňěàŋëľ ïéĺł ć ďàãčőľ.

(ć) Ďăŋë n àăğńĺçŋëå d-ňěàŋëå ïéĺłőć. Šàěąãěâáï ãğŋăâì, łăłőě ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő ĺğ ŋĺå ňőęŋő ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćńőęĺâì ďàãč ć ďàãčă (ŕěàćëľ ćő ćâőàőľ, ćâőàőľ ć âàěâĺľ ĺ â.ď.). Şłăęĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ ĺ őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

25-3 Ăàąĺâàăęŋëě őŕěàăæĺĺ Ăàąĺâàăęŋëňĺ őŕěàăæĺïňĺ (arbitrage) ŋăğëćăěâáï áńěďãîéĺľ áŕőáőą ĺğćńěłăâì ŕàĺąëńì ĺğ ŋěáőčńăáőćăŋŋőáâĺ łãàáőć őąňěŋă ćăńîâ. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő őďĺŋ ďőńńăà ňőęŋő őąňěŋïâì ŋă 0,7 äãŋâă áâěàńĺŋčőć, őďĺŋ äãŋâ áâěàńĺŋčőć — ŋă 9,5 äàăŋłőć, ĺ őďĺŋ äàăŋł — ŋă 0,16 ďőńńăàă. Šőčďă, őąňěŋĺćăï 1 ďőńńăà ć ãłăğăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ć àěğãńìâăâě ňőęŋő ŕőńãçĺâì 1,064 ďőńńăàă ĺ âěň áăňëň őáâăâìáï á ŕàĺąëńìî 6,4%.

Ŕãáâì ĺňěîâáï n ćăńîâ (ŕàőŋãňěàőćăŋŋëå őâ 1 ďő n) ĺ ňăááĺć R[1..n, 1..n], ć łőâőàőň ğăŕĺáăŋë łãàáë őąňěŋă (ěďĺŋĺæã ćăńîâë i ňőęŋő őąňěŋïâì ŋă R[i, j] ěďĺŋĺæ ćăńîâë j).

(ă) Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŕőğćőńïîéĺľ ćëïáŋĺâì, áãéěáâćãěâ ńĺ âăłăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (i_1, i_2, . . ., i_k), çâő

R[i_1, i_2] · R[i_2, i_3] · · · · · R[i_{k−1}, i_k] · R[i_k, i_1] > 1.

Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ćăèěčő ăńčőàĺâňă.

(ą) Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŕěçăâăîéĺľ âăłãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, ěáńĺ őŋă áãéěáâćãěâ. Őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

25-4 Ăńčőàĺâň Čăąőã ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á ŕőňőéìî ňăáèâăąĺàőćăŋĺï

Ŕãáâì ŋăň ďăŋ ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E), ć łőâőàőň ćěáă ćáěå àěąěà ïćńïîâáï æěńëňĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ çĺáńăňĺ, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺňĺ W . Ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ŋăľâĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ğă ćàěňï O(E lg W ).

Ŕãáâì k = ⌈lg(W + 1)⌉ — łőńĺçěáâćő ąĺâőć ć ďćőĺçŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ çĺáńă W . Ďńï i = 1, 2, . . ., k ŕőńőęĺň w_i(u, v) = ⌊w(u, v)/2^{k−i}⌋ (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, w_i(u, v) ŕőńãçăěâáï ĺğ w(u, v) őâąàăáëćăŋĺěň k − i ňńăďèĺå ąĺâőć ć ďćőĺçŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ çĺáńă w(u, v)). Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ k = 5 ĺ w(u, v) = 25 = ⟨11001⟩, âő w_3(u, v) = ⟨110⟩ = 6. Ć çăáâŋőáâĺ, w_1 ŕàĺŋĺňăěâ âőńìłő ğŋăçěŋĺï 0 ĺ 1, őŕàěďěńïěňëě áâăàèĺň àăğàïďőň, ă w_k = w.

Ŕãáâì δ_i(u, v) — ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ u ć v őâŋőáĺâěńìŋő ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ w_i (ć çăáâŋőáâĺ, δ_k (u, v) = δ(u, v)). Ăńčőàĺâň, ő łőâőàőň ŕőľďñâ àěçì ć íâőľ ğăďăçě, ŋăľďñâ áŋăçăńă ćáě δ_1(s, v) (s — ĺáåőďŋăï ćěàèĺŋă), ğăâěň ćáě δ_2(s, v), ĺ âăł ďăńěě, ŕőłă ŋě ďőľďñâ ďő δ_k(s, v) = δ(s, v). Ďăńěě ňë ŕőńăčăěň, çâő |E| ⩾ |V | − 1; łăł ňë ãćĺďĺň, áâőĺňőáâì ŋăåőęďěŋĺï δ_i ŕàĺ ĺğćěáâŋőň δ_{i−1} ěáâì O(E), âăł çâő ăńčőàĺâň ąãďěâ àăąőâăâì ğă ćàěňï O(kE) = O(E lg W ).

Šăłőľ ŕńăŋ àěèěŋĺï ğăďăçĺ — ğăňěŋă ĺáåőďŋëå ďăŋŋëå ĺå ďćőĺçŋëňĺ ŕàĺąńĺęěŋĺïňĺ á ŕőáńěďőćăâěńìŋëň ãâőçŋěŋĺěň — ŋăğëćăěâáï ňăáèâăąĺàőćăŋĺěň (scaling)

(ă) Ŕãáâì δ(s, v) ⩽ |E| ďńï ćáěå ćěàèĺŋ v ∈ V (ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő |E| ⩾ |V | − 1 ĺ ćěáă ïćńïîâáï æěńëňĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ çĺáńăňĺ). Ŕőłăęĺâě, çâő ňőęŋő ŋăľâĺ δ(s, v) ďńï ćáěå v ∈ V ğă ćàěňï O(E). (ą) Ŕőłăęĺâě, çâő ňőęŋő ŕőďáçĺâăâì δ_1(s, v) ďńï ćáěå v ∈ V ğă ćàěňï O(E).

Šěŕěàì ğăľňěňáï ćëçĺáńěŋĺěň δ_i ĺáåőďï ĺğ δ_{i−1}.

(ć) Ďőłăęĺâě, çâő (ŕàĺ i = 2, 3, . . ., k) ńĺąő w_i(u, v) = 2w_{i−1}(u, v), ńĺąő w_i(u, v) = 2w_{i−1}(u, v) + 1. Ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő 2δ_{i−1}(u, v) ⩽ δ_i(u, v) ⩽ 2δ_{i−1}(u, v) + |V | − 1 ďńï ćáěå v ∈ V .

(č) Ďńï i = 2, 3, . . ., k ĺ (u, v) ∈ E ŕőńőęĺň ŵ_i(u, v) = w_i(u, v) + 2δ_{i−1}(s, u) − 2δ_{i−1}(s, v). Ŕőłăęĺâě, çâő ŵ_i(u, v) ⩾ 0.

(ď) Ŕãáâì δ̂_i(s, v) — ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ őâŋőáĺâěńìŋő ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ ŵ_i. Ŕőłăęĺâě, çâő δ_i(s, v) = δ̂_i(s, v) + 2δ_{i−1}(s, v) ĺ çâő δ̂_i(s, v) ⩽ |E|.

(ě) Őąêïáŋĺâě, łăł ğă ćàěňï O(E) ćëçĺáńĺâì ćáě ğŋăçěŋĺï δ_i(s, v), ğŋăï δ_{i−1}(s, v). Łăł ćëçĺáńĺâì δ(s, v) (ďńï ćáěå v ∈ V ) ğă ćàěňï O(E lg W )?

25-5 Ăńčőàĺâň Łăàŕă ďńï őâëáłăŋĺï æĺłńă á ňĺŋĺňăńìŋëň áàěďŋĺň ćěáőň

Ŕãáâì G = (V, E) — őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R, ĺ ŕãáâì n = |V |. Śàěďŋĺň ćěáőň (mean weight) æĺłńă c = ⟨e_1, e_2, . . ., e_k⟩, čďě e_j — àěąàă čàăäă, ŋăğőćěň çĺáńő μ(c) = 1 k k∑ i=1 w(e_i). Ŕãáâì μ^∗ = min_c μ(c), čďě c ŕàőąěčăěâ ćáě (őàĺěŋâĺàőćăŋŋëě) æĺłńë. Ć íâőľ ğăďăçě ňë őŕĺèěň íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ćëçĺáńěŋĺï μ^∗.

Ŋě őčàăŋĺçĺćăï őąéŋőáâĺ, ąãďěň áçĺâăâì, çâő łăęďăï ćěàèĺŋă v ∈ V ďőáâĺęĺňă ĺğ ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋë s. Ůěàěğ δ(s, v) őąőğŋăçĺň ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ s ć v; ŕãáâì δ_k(s, v) — ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ s ć v, áőáâőïéěčő ć âőçŋőáâĺ ĺğ k àñąěà (ěáńĺ âăłőčő ŕãâĺ ŋěâ, ŕőńăčăěň δ_k (s, v) = ∞).

(ă) Ŕãáâì μ^∗ = 0. Ŕőłăęĺâě, çâő G ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ĺ çâő δ(s, v) = min_{0⩽k⩽n−1} δ_k(s, v) ďńï ćáěå v ∈ V .

(ą) Ŕãáâì μ^∗ = 0. Ŕőłăęĺâě, çâő max 0⩽k⩽n−1 δ_n(s, v) − δ_k(s, v) n − k ⩾ 0 ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v ∈ V (Şłăğăŋĺě: ćőáŕőńìğãľâěáì ďćãňï ãâćěàęďěŋĺïňĺ ŕàěďëďãéěčő ŕãŋłâă.)

(ć) Ŕãáâì u ĺ v — ďćě ćěàèĺŋë, ńěęăéĺě ŋă æĺłńě ŋãńěćőčő ćěáă. Ŕãáâì ćěá ãçăáâłă íâőčő æĺłńă őâ u ďő v àăćěŋ x. Ŕőłăęĺâě, çâő δ(s, v) = δ(s, u) + x (Şłăğăŋĺě: ćěá ãçăáâłă őâ v ďő u àăćěŋ −x).

(č) Ŕãáâì μ^∗ = 0. Ŕőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ćěàèĺŋă v, ńěęăéăï ŋă æĺłńě á ňĺŋĺňăńìŋëň áàěďŋĺň ćěáőň, âăłăï, çâő max 0⩽k⩽n−1 δ_n(s, v) − δ_k(s, v) n − k = 0 (Şłăğăŋĺě: ŕőłăęĺâě, çâő łàăâçăľèĺľ ŕãâì őâ s ďő ćěàèĺŋë, ńěęăéěľ ŋă æĺłńě á ŋãńěćëň ćěáőň, ňőęŋő ŕàőďőńęĺâì ćďőńì íâőčő æĺłńă âăł, çâő őŋ őáâăŋěâáï łàăâçăľèĺň.)

(ď) Ŕãáâì μ^∗ = 0. Ŕőłăęĺâě, çâő

min_{v∈V} max 0⩽k⩽n−1 δ_n(s, v) − δ_k(s, v) n − k = 0.

(ě) Ŕőłăęĺâě, çâő

μ^∗ = min_{v∈V} max 0⩽k⩽n−1 δ_n(s, v) − δ_k(s, v) n − k

(Şłăğăŋĺě: ěáńĺ ŕàĺąăćĺâì łőŋáâăŋâã t ł ćěáăň ćáěå àěąěà, âő μ^∗ ãćěńĺçĺâáï ŋă t.)

(ę) Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ μ^∗ ğă ćàěňï O(V E). Ğăňěçăŋĺï Ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë [55] ŕőïćĺńáï ć 1959 čőďã (ąěğ ãŕőňĺŋăŋĺï őçěàěďěľ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ). Ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă őáŋőćăŋ ŋă ďćãå őâďěńìŋëå ăńčőàĺâňăå, ĺğőąàěâñŋŋëå Ąěńńňăŋőň [22] ĺ Ťőàďőň [71]. Śćïğì łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á őčàăŋĺçěŋĺïňĺ ŋă àăğŋőáâĺ őŕĺáăŋă Ąěńńňăŋőň. Ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ć ăæĺłńĺçěáłőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï őŕĺáăŋ Ńőãńěàőň [132] (łăł ”äőńìłńőàŋëľ”).

Ěáńĺ ćěáă àñąěà — ŋěąőńìèĺě æěńëě çĺáńă, âő ďńï ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ĺ ąőńěě íääěłâĺćŋëě ňěâőďë. Ăåãďęă, Ňěńìåőàŋ, Őàńĺŋ ĺ Šăàìïŋ [6] őŕĺáëćăîâ ăńčőàĺâň, àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O(E + V √ lg W ) ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ, çâő ćěáă — æěńëě ŋěőâàĺæăâěńìŋëě çĺáńă, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺě W . Őŋĺ ęě ŕàĺćőďïâ ŕàőáâőľ ăńčőàĺâň, àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O(E +V lg W ). Ďńï áńãçăï, łőčďă ćěáă ňőčãâ ąëâì őâàĺæăâěńìŋëňĺ (æěńëňĺ) çĺáńăňĺ, ěáâì ăńčőàĺâň Čăąőã ĺ Šăàìïŋă [77], àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O( √ V E lg(V W )), čďě W — ňăłáĺňãň ăąáőńîâŋëå ćěńĺçĺŋ ćěáőć.

Ţőàőèĺľ őąğőà àăğńĺçŋëå ăńčőàĺâňőć, áćïğăŋŋëå á ńĺŋěľŋëň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺěň (ć çăáâŋőáâĺ, áĺňŕńěłá-ňěâőďă ĺ ňěâőďă íńńĺŕáőĺďőć), ďăîâ Ŕăŕăďĺňĺâàĺã ĺ Śâăľčńĺæ [154]. Śĺňŕńěłá-ňěâőď ąëń ĺğőąàěâñŋ Ďăŋæĺčőň (G. Dantzig) ć 1947 čőďã, ĺ àăğńĺçŋëě ćăàĺăŋâë íâőčő ňěâőďă ďő áĺå ŕőà őáâăîâáï ŋăĺąőńěě ŕőŕãńïàŋëňĺ áŕőáőąăňĺ àěèěŋĺï ğăďăç ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï. Ňěâőď íńńĺŕáőĺďőć ŕàěďńőęĺń Ń.Č.Ţăçĺïŋ, őáŋőćëćăïáì ŋă àăąőâăå Ŋ.Ğ. Ÿőàă, Ď.Ą. đďĺŋă ĺ Ă.Ś. Ŋěňĺàőćáłőčő. Łăàňăàłăà őŕĺáëćăěâ áćőľ ăńčőàĺâň ć [115].

26 Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ

Ć íâőľ čńăćě ňë ğăľňñňáï ğăďăçěľ ő ŋăåőęďěŋĺĺ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ čàăäă. Šăąńĺæă àăááâőïŋĺľ ňěęďã ćáěćőğňőęŋëňĺ ŕăàăňĺ čőàőďőć ć ăâńăáě ďőàőč ŕőńãçăěâáï ć àěğãńìâăâě àěèěŋĺï ĺňěŋŋő âăłőľ ğăďăçĺ. Łăł ĺ ć čńăćě 25, ąãďěň àăááňăâàĺćăâì őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćğćěèěŋŋëľ čàăä G = (V, E) á ćěéěáâćěŋŋőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R. Ďńï łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ u, v ∈ V ňë ďőńęŋë ŋăľâĺ łàăâçăľèĺľ ŕãâì u ć v, âőçŋěě, ŕãâì ŋăĺňěŋìèěľ ďńĺŋë (ďńĺŋă ŕãâĺ őŕàěďěńïěâáï łăł áãňňă ćěáőć ćáěå ěčő àñąěà). Šăłĺň őąàăğőň, őâćěâőň ć ğăďăçě ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ňőęŋő áçĺâăâì âăąńĺæã, ć łőâőàőľ ŋă ŕěàěáěçěŋĺĺ áâàőłĺ u ĺ áâőńąæă v łőâőàőľ ŋăåőďĺâáï ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ u ć v (ďőŕőńŋěŋŋãî ŋěłőâőàőľ ĺŋäőàňăæĺěľ ő áăňĺå íâĺå ŕãâïå, áň. ŋĺęě).

Řăğãňěěâáï, ňőęŋő àěèĺâì íâã ğăďăçã, ěáńĺ |V | àăğ ŕàĺňěŋĺâì ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë (łő ćáěň ćěàèĺŋăň čàăäă ŕő őçěàěďĺ). Ěáńĺ ćáě àěąàă čàăäă ĺňěîâ ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ćěáă, âő àăğãňŋő ĺáŕőńìğőćăâì ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë; ŕàĺ ŕàőáâőľ àěăńĺğăæĺĺ őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ á ŕőňőéìî ňăááĺćă őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőáâăćĺâ O(V^3 + V E) = O(V^3).

Ěáńĺ őçěàěďì àěăńĺğőćăâì á ŕőňőéìî ďćőĺçŋőľ łãçĺ, âő őąéăï áâőĺňőáâì áőáâăćĺâ O(V E lg V ), çâő ďăñâ ćëĺčàëè ďńï àăğàěęěŋŋëå čàăäőć. Őąě íâĺ őæěŋłĺ ňőęŋő ãńãçèĺâì, ĺáŕőńìğőćăć äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ, ďńï łőâőàëå őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ěáâì ăńčőàĺâňă ąãďěâ O(V^2 lg V + V E).

Ěáńĺ ć čàăäě ěáâì àñąàă á őâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ, âő ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ŕàĺňěŋĺâì ŋěńìğï. Ěáńĺ ćňěáâő ŋěčő ĺáŕőńìğőćăâì ąőńěě ňěďńěŋŋëľ ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă, ćëŕőńŋïï ěčő ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë čàăäă, őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćĺâ O(V^2E) — ďńï ŕńőâŋëå čàăäăå íâő ąãďěâ O(V^4). Ăńčőàĺâňë, őŕĺáăŋŋëě ŋĺęě, àăąőâăîâ ąëáâàěě. Łàőňě âőčő, ć íâőľ čńăćě ňë ãáâăŋőćĺň áćïğì ňěęďã ğăďăçěľ ő ŋăåőęďěŋĺĺ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ čàăäă ĺ ãňŋőęěŋĺěň ňăâàĺæ, ă âăłęě ĺááńěďãěň ěě ăńčěąàăĺçěáłãî áâàãłâãàã.

Ć ąőńìèĺŋáâćě ăńčőàĺâňőć íâőľ čńăćë čàăäë ŕàěďáâăćńïîâáï ňăâàĺæăňĺ áňěęŋőáâĺ. Ĺáłńîçěŋĺěň ïćńïěâáï ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ďńï àăğàěęěŋŋëå čàăäőć, łőâőàëľ (łăł ĺ ăńčőàĺâňë ŕőĺáłă ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë) ĺáŕőńìğãěâ áŕĺáłĺ áňěęŋőáâĺ. Ěáâěáâćěŋŋő áőçěâăâì áćěďěŋĺï ő ŋăńĺçĺĺ àěąàă ĺ ő ěčő ćěáě ć őďŋőľ ňăâàĺæě, ŕőńăčăï ćěáă őâáãâáâćãîéĺå àñąěà ąěáłőŋěçŋëňĺ.

Šăłĺň őąàăğőň, ŕàĺ őąàăąőâłě ćğćěèěŋŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ăńčőàĺâňã ďăñâáï ňăâàĺæă W = (w_{ij}), čďě

w_{ij} = 0 ěáńĺ i = j, ćěá (őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő) àěąàă (i, j) ěáńĺ i ≠ j ĺ (i, j) ∈ E, ∞ ěáńĺ i ≠ j ĺ (i, j) ∉ E. (26.1) Řěąàă ňőčãâ ĺňěâì őâàĺæăâěńìŋëľ ćěá. Ňë ąãďěň, őďŋăłő, ŕàěďŕőńăčăâì, çâő æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ć čàăäě ŋěâ.

Ŕàěďáâăćńěŋŋëě ć ďăŋŋőľ čńăćě ăńčőàĺâňë ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ ąãďãâ ćëçĺáńïâì ňăâàĺæã D = (d_{ij} ) àăğňěàőň n × n, íńěňěŋâ d_{ij} łőâőàőľ áőďěàęĺâ ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j, âő ěáâì àăćěŋ δ(i, j) ć őąőğŋăçěŋĺïå ŕàěďëďãéěľ čńăćë.

Řěèěŋĺě ğăďăçĺ ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ ďőńęŋő ćłńîçăâì ć áěąï ŋě âőńìłő ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, ŋő ĺ ňăâàĺæã ŕàěďèěáâćőćăŋĺï (predecessor matrix) Π = (π_{ij} ), ć łőâőàőľ π_{ij} ïćńïěâáï ćěàèĺŋőľ, ŕàěďèěáâćãîéěľ j ŋă őďŋőň ĺğ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ i ć j. (ňë ŕőńăčăěň π_{ij} = nil, ěáńĺ i = j ĺńĺ ŕãâěľ ĺğ i ć j ŋě áãéěáâćãěâ). Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë i ∈ V ňőęŋő őŕàěďěńĺâì ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï (predecessor subgraph) G_{π,i} = (V_{π,i}, E_{π,i}), čďě V_{π,i} = {j ∈ V : π_{ij} ≠ nil} ∪ {i}, ĺ E_{π,i} = {(π_{ij}, j) : j ∈ V_{π,i} ĺ π_{ij} ≠ nil}. Ňë ąãďěň âàěąőćăâì, çâőąë ďńï łăęďőčő i ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï G_{π,i} ąëń ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ ćěàèĺŋë i (ć áňëáńě čńăćë 25). Ć íâőň áńãçăě áńěďãîéăï ŕàőæěďãàă ŕěçăâăěâ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j.

{\sc Print-All-Pairs-Shortest-Path}$(\Pi,i,j)$\\
1 if $i=j$
2 then print $i$
3 else if $\pi_{ij}=\mbox{\sc nil}$
4 then print ‘‘Ŕãâĺ ĺğ’’ $i$ ‘‘ć’’ $j$ ‘‘ŋěâ’’
5 else {\sc Print-All-Pairs-Shortest-Path}$(\Pi,i,\pi_{ij})$
6 print $j$

Ňë ŋě ąãďěň ŕőďàőąŋő čőćőàĺâì ő ŕőáâàőěŋĺĺ ňăâàĺæë ŕàěďèěáâćőćăŋĺï (ěñ áćőľáâćăň ŕőáćïéěŋő ŋěáłőńìłő ãŕàăęŋěŋĺľ).

Ŕńăŋ čńăćë

Ć àăğďěńě 26.1 àăááňăâàĺćăěâáï ăńčőàĺâň àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő łàăâçăľèĺå àăááâőïŋĺïå ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ, ć őáŋőćě łőâőàőčő ńěęĺâ ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ. Ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă — Θ(V^3 lg V ); őŋ ćëçĺáńïěâ áâěŕěŋì ňăâàĺæë, ňŋőčőłàăâŋő ćőğćőďï ěñ ć łćăďàăâ.

Ąőńěě ąëáâàëľ (O(V^3)) ăńčőàĺâň Ťńőľďă–Şőàèőńńă, âăłęě ĺáŕőńìğãîéĺľ âěåŋĺłã ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï, ĺğńăčăěâáï ć àăğďěńě 26.2. Ć íâőň ęě àăğďěńě àăááňăâàĺćăěâáï ğăďăçă ő âàăŋğĺâĺćŋőň ğăňëłăŋĺĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă, łőâőàăï őłăğëćăěâáï âěáŋő áćïğăŋŋőľ á ğăďăçěľ ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ.

Ć àăğďěńě 26.3 ĺğńăčăěâáï ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă. Ć őâńĺçĺě őâ ďàãčĺå ăńčőàĺâňőć íâőľ čńăćë, őŋ ĺáŕőńìğãěâ ć áćőěľ àăąőâě áŕĺáłĺ áňěęŋëå ćěàèĺŋ, ă ŋě ňăâàĺæã áňěęŋőáâĺ. Ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ěáâì O(V^2 lg V + V E); âăłĺň őąàăğőň, őŋ íääěłâĺćěŋ ďńï àăğàěęěŋŋëå čàăäőć.

Ć ŕőáńěďŋěň àăğďěńě (26.4) ňë ĺááńěďãěň ăńčěąàăĺçěáłãî áâàãłâãàã (ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő), ŕőğćőńïîéãî ŕàĺňěŋĺâì ăńčőàĺâňë ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï àěèěŋĺï ďàãčĺå ğăďăç á čàăäăňĺ, ć łőâőàëå âăłęě âàěąãěâáï őŕàěďěńĺâì çâő-ńĺąő ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ.

Ćáîďã ć íâőľ čńăćě ňë àăááňăâàĺćăěň čàăä G = (V, E) á n , ćěàèĺŋăňĺ, âăł çâő |V | = n. Ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ňăâàĺæë ąőńìèĺňĺ ąãłćăňĺ (ŋăŕàĺňěà, W ĺńĺ D) ă őâďěńìŋëě íńěňěŋâë ňăâàĺæ áőőâćěâáâćãîéĺňĺ ňăńěŋìłĺňĺ ąãłćăňĺ (w_{ij}, d_{ij} ). Łàőňě âőčő, ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ćěàåŋĺľ ĺŋďěłá ć áłőąłăå (ŋăŕàőďőąĺě D^{(m)} = (d^{(m)}_{ij} )), àőńì łőâőàőčő ąãďěâ ăŋăńőčĺçŋă áâěŕěŋĺ ňăâàĺæë (áň. ŋĺęě). Ŋăłőŋěæ, àăğňěà n łćăďàăâŋőľ n × n-ňăâàĺæë A ňë ąãďěň ĺŋőčďă ğăŕĺáëćăâì łăł rows[A] (rows — áâàőłĺ).

26.1 Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺ ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ăńčőàĺâň ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E). Ŋă łăęďőň èăčě őŋ ąãďěâ ŕőçâĺ çâő ãňŋőęăâì ňăâàĺæë — âőńìłő ŋě ćŕőńŋě őąëçŋëň őąàăğőň. Śŋăçăńă ňë ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň áő áńőęŋőáâìî (ćàěňěŋěň àăąőâë) Θ(V^4), ă ğăâěň ãńãçèĺň ěčő, ŕőńãçĺć őæěŋłã Θ(V^3 lg V ). Ŋăèě ĺğńőęěŋĺě ąãďěâ áńěďőćăâì áåěňě ăńčőàĺâňă ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (čńăćă 16)

Śâàãłâãàă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ Şąěďĺňáï, çâő çăáâĺ àěèěŋĺï ïćńïîñâáï àěèěŋĺïňĺ ăŋăńőčĺçŋëå ŕőďğăďăç. Ć ŋăèěň áńãçăě íâő őğŋăçăěâ, çâő őâàěğłĺ łàăâçăľèěčő ŕãâĺ áăňĺ ïćńïîâáï łàăâçăľèĺňĺ ŕãâïňĺ ňěęďã áőőâćěâáâćãîéĺňĺ ćěàèĺŋăňĺ (ńěňňă 25.1).

Řěłãàáĺćŋăï äőàňãńă ďńï ďńĺŋë łàăâçăľèěčő ŕãâĺ Ŕãáâì d^{(m)}_{ij} őąőğŋăçăěâ ňĺŋĺňăńìŋëľ ćěá ŕãâĺ ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j, ěáńĺ àăááňăâàĺćăâì ŕãâĺ á ŋě ąőńěě çěň m àñąàăňĺ.

Ŕàĺ m = 0 ďőŕãáâĺňë ńĺèì ”ŕãâĺ” ćőćáě ąěğ àñąěà, âő ěáâì

d^{(0)}_{ij} = { 0 ěáńĺ i = j, ∞ ěáńĺ i ≠ j.

Ěáńĺ ęě m ⩾ 1, âő ňĺŋĺňãň d^{(m)}_{ij} ďőáâĺčăěâáï ńĺąő ŋă ŕãâĺ ĺğ ŋě

ąőńěě çěň m − 1 àěąàă (ĺ âőčďă àăćěŋ d^{(m−1)}_{ij} ), ńĺąő ęě ŋă ŕãâĺ ĺğ m àěąěà. Ć ŕőáńěďŋěň áńãçăě íâőâ ŕãâì ňőęŋő àăğąĺâì ŋă ŋăçăńìŋëľ őâàěğőł ĺğ m − 1 àñąěà, ćěďãéĺľ ĺğ ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋë i ć ŋěłőâőàãî ćěàèĺŋã k, ĺ ŋă ŕőáńěďŋěě àěąàő (k, j). Ňë ŕàĺåőďĺň ł äőàňãńě

d^{(m)}_{ij} = min(d^{(m−1)}_{ij} , min_{1⩽k⩽n}{d^{(m−1)}_{ik} + w_{kj} }) = = min_{1⩽k⩽n}{d^{(m−1)}_{ik} + w_{kj} } (Ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő ĺáŕőńìğãěâ àăćěŋáâćő w_{jj} = 0.)

Ěáńĺ čàăä ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć á őâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ, łàăâçăľèĺľ ŕãâì ňőęŋő ćëąàăâì ąěğ æĺłńőć; âăłőľ ŕãâì áőďěàęĺâ ŋě ąőńěě n − 1 àñąěà. Śńěďőćăâěńìŋő,

δ(i, j) = d^{(n−1)}_{ij} = d^{(n)}_{ij} = d^{(n+1)}_{ij} = · · ·. (26.3)

Ćëçĺáńěŋĺě łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ”áŋĺğã ććěàå” Ŕő ğăďăŋŋőľ ňăâàĺæě ćěáőć W = (w_{ij} ) ňë ąãďěň ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćëçĺáńïâì ňăâàĺæë D^{(1)}, D^{(2)}, . . . , D^{(n−1)}, čďě D^{(m)} = (d^{(m)}_{ij} ). Łăł ňë ćĺďěńĺ, ŕőáńěďŋïï ňăâàĺæă D^{(n−1)} ąãďěâ áőďěàęăâì ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ. Ğăňěâĺň, çâő ňăâàĺæă D^{(1)} (ćěáă ŕãâěľ ĺğ őďŋőčő àěąàă) áőćŕăďăěâ á W .

Ÿăč ăńčőàĺâňă áőáâőĺâ ć ćëçĺáńěŋĺĺ D^{(m)} ŕő D^{(m−1)} ĺ W .

{\sc Extend-Shortest-Paths}$(D,W)$\\
\verb|1 |$n \leftarrow rows[D]$\\
\verb|2 |ŕãáâì $D’=(d’_{ij})$ --- $n\times n$-ňăâàĺæă
\verb|3 |for $i \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|4 |do for $j \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|5 |do $d’_{ij} \leftarrow \infty$\\
\verb|6 |for $k \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|7 |do $d’_{ij} \leftarrow \min(d’_{ij},\,d_{ik}+w_{kj})$\\
\verb|8 |return $D’$\\

İâă ŕàőæěďãàă ćëçĺáńïěâ ňăâàĺæã D^′ ć áőőâćěâáâćĺĺ á äőàňãńőľ (26.2) ŕàĺ íâőň àőńì ňăâàĺæ D ĺ D^′ ĺčàăîâ ňăâàĺæë D^{(m−1}) ĺ D^{(m)}. Ŕàőæěďãàă áőďěàęĺâ âàĺ ćńőęěŋŋëå æĺłńă, âăł çâő ćàěňï ěñ àăąőâë ěáâì Θ(n^3).

Ůâőąë ãćĺďěâì ăŋăńőčĺî íâőľ ŕàőæěďãàë á ŕàőæěááőň ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ, ğăŕĺèěň ŕàőæěďãàã ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ A ĺ B àăğňěàőň n × n ŕő äőàňãńě c_{ij} = n∑ k=1 a_{ik} · b_{kj} (26.4)

{\sc Matrix-Multiply}$(A,B)$\\
\verb|1 |$n \leftarrow rows[A]$\\
\verb|2 |ŕãáâì $C=(c_{ij})$ --- $n\times n$-ňăâàĺæă
\verb|3 |for $i \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|4 |do for $j \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|5 |do $c_{ij} \leftarrow 0$\\
\verb|6 |for $k \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|7 |do $c_{ij} \leftarrow c_{ij}+a_{ik}\cdot
b_{kj}$\\
\verb|8 |return $C$

Ćĺďŋő, çâő íâă ŕàőæěďãàă ŕőńãçăěâáï ĺğ ŕàěďëďãéěľ ğăňěŋăňĺ d^{(m−1)} → a, w → b, d^{(m)} → c, min → +, + → · Ŕàĺ íâőň áĺňćőńã ∞, ïćńïîéěňãáï ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň ďńï őŕěàăæĺĺ min (ć âőň áňëáńě, çâő min(∞, a) = a, áőőâćěâáâćãěâ çĺáńő 0, ïćńïîéěěáï ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőć ďńï őŕěàăæĺĺ + (0+a = a). Ś âőçłĺ ğàěŋĺï íâőľ ăŋăńőčĺĺ, ňë łăł ąë ćëçĺáńïěň ” ŕàőĺğćěďěŋĺě” n−1 íłğěňŕńïàőć ňăâàĺæë W á ŕőňőéìî ŕőáńěďőćăâěńìŋëå ãňŋőęěŋĺľ:

D^{(1)} = D^{(0)} · W = W , D^{(2)} = D^{(1)} · W = W^2, D^{(3)} = D^{(2)} · W = W^3, . . D^{(n−1)} = D^{(n−2)} · W = W^{n−1}.

Řěğãńìâăâ íâĺå ”ãňŋőęěŋĺľ”, ňăâàĺæă D^{(n−1)} = W^{n−1} áőďěàęĺâ ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ. Őäőàňĺň őŕĺáăŋŋőě ćëçĺáńěŋĺě ć ćĺďě ŕàőæěďãàë (á ćàěňěŋěň àăąőâë Θ(n^4)):

{\sc Slow-All-Paths-Shortest-Paths}$(W)$\\
\verb|1 |$n \leftarrow rows[W]$\\
\verb|2 |$D^{(1)} \leftarrow W$\\

D^{(1)} =

0 3 8 ∞ −4 ∞ 0 ∞ 1 7 ∞ 4 0 ∞ ∞ 2 ∞ −5 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 6 0 D^{(2)} =

0 3 8 2 −4 3 0 −4 1 7 ∞ 4 0 5 11 2 −1 −5 0 −2 8 ∞ 1 6 0

D^{(3)} =

0 3 −3 2 −4 3 0 −4 1 −1 7 4 0 5 11 2 −1 −5 0 −2 8 5 1 6 0

D^{(4)} =

0 1 −3 2 −4 3 0 −4 1 −1 7 4 0 5 3 2 −1 −5 0 −2 8 5 1 6 0

Řĺáãŋőł 26.1 26.1 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G ĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňăâàĺæ D^{(m)}. Ňőęŋő ãąěďĺâìáï, çâő ňăâàĺæă D^{(5)} = D^{(4)} · W (ă ğŋăçĺâ, ĺ ćáě ŕőáńěďãîéĺě) ąãďěâ àăćŋă D^{(4)}.

\verb|3 |for $m \leftarrow 2$ to $n-1$\\
\verb|4 |do $D^{(m)} \leftarrow \mbox{\sc Extend-
Shortest-Paths}(D^{(m-1)},W
)$\\
\verb|5 |return $D^{(n-1)}$\\

Ŋă àĺá. 26.1 ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà čàăäă ĺ áőőâćěâáâćãîéĺå ěňã ňăâàĺæ D^{(m)}.

Ąőńěě ąëáâàëľ áŕőáőą Ğăňěâĺň, çâő ňë ćëçĺáńïěň ćáě ňăâàĺæë D^{(m)}, åőâï ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ńĺèì ňăâàĺæă D^{(n−1)} ĺńĺ ńîąăï ĺğ áńěďãîéĺå ğă ŋěľ (ŕàĺ őâáãâáâćĺĺ æĺłńőć á őâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ ćáě őŋĺ àăćŋë). Ŕàőďőńęĺň ăŋăńőčĺî á ãňŋőęěŋĺěň: áâěŕěŋì çĺáńă a ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ąëáâàěě, ěáńĺ ŋě ďőňŋőęăâì ćáñ ćàěňï ŋă a, ă ćőğćőďĺâì ć łćăďàăâ (âăłőľ ňěâőď ğăćěďőňő ŕàĺňěŋĺň, ěáńĺ ŕőłăğăâěńì áâěŕěŋĺ ěáâì 2, 4, 8, . . .).

Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňë ňë ňőęěň őŕàěďěńĺâì D^{(n−1)}, ćëŕőńŋĺć ćáěčő ⌈lg(n − 1)⌉ ãňŋőęěŋĺľ ňăâàĺæ, ćëçĺáńïï ňăâàĺæë ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ

D^{(1)} = W D^{(2)} = W^2 = W · W , D^{(4)} = W^4 = W^2 · W^2, D^{(8)} = W^8 = W^4 · W^4,

âő âěå ŕőà, ŕőłă ŕőłăğăâěńì áâěŕěŋĺ áâăŋěâ ąőńìèĺň ĺńĺ àăćŋëň n − 1 (ŕàĺ íâőň őŋ ąãďěâ àăćěŋ 2^{⌈lg(n−1)⌉}, łăł ńěčłő ćĺďěâì).

Řěăńĺğãěň íâőâ ňěâőď ŕőćâőàŋőčő ćőğćěďěŋĺï ć łćăďàăâ (repeated squaring) ć ćĺďě ŕàőæěďãàë:

{\sc Faster-All-Pairs-Shortest-Paths}$(W)$\\

Řĺáãŋőł 26.2 26.2 Ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ĺáŕőńìğãěňëľ ć ãŕà. 26.1-1, 26.2-1 ĺ 26.3-1.

\verb|1 |$n \leftarrow rows[W]$\\
\verb|2 |$D^{(1)} \leftarrow W$\\
\verb|3 |$m \leftarrow 1$\\
\verb|4 |while $n-1 > m$\\
\verb|5 |do $D^{(2m)} \leftarrow \mbox{\sc Extend-
Shortest-Paths}(D^{(m)},
D^{(m)})$\\
\verb|6 |$m \leftarrow 2m$\\
\verb|7 |return $D^{(m)}$

Ŋă łăęďőň èăčě æĺłńă while ć áâàőłăå 4-6 ćëçĺáńïěâáï D^{(2m)} = (D^{(m)})^2 ĺ ğŋăçěŋĺě m ãďćăĺćăěâáï, ŕőłă m ŋě áâăŋěâ ąőńìèĺň ĺńĺ àăćŋëň n − 1.

Ćàěňï àăąőâë âăłőľ ŕàőæěďãàë áőáâăćńïěâ Θ(n^3 lg n), â.ł. ćáěčő ćëŕőńŋïěâáï ⌈lg(n − 1)⌉ ”ãňŋőęěŋĺľ” ňăâàĺæ, łăęďőě ĺğ łőâőàëå âàěąãěâ Θ(n^3) ďěľáâćĺľ. Ăńčőàĺâň ďőćőńìŋő ŕàőáâ, ĺ ňőęŋő ŋăďěïâìáï, çâő łőŋáâăŋâă, áłàëâăï ć Θ-őąőğŋăçěŋĺ, ąãďěâ ŋěąőńìèőľ.

[Ğăňěâĺň, çâő ňë ŋěïćŋő ĺáŕőńìğőćăńĺ ăááőæĺăâĺćŋőáâì ŋăèěčő ” ãňŋőęěŋĺï” ňăâàĺæ, ŕěàěåőďï ł ďàãčőňã áŕőáőąã ćëçĺáńěŋĺï áâěŕěŋěľ. Ěñ ňőęŋő ŕàőćěàĺâì ŕő ăŋăńőčĺĺ á ďőłăğăâěńìáâćőň ăááőæĺăâĺćŋőáâĺ ďńï őąëçŋőčő ãňŋőęěŋĺï — ńĺąő ğăňěŋĺâì ááëńłã ŋă ăááőæĺăâĺćŋőáâì ŕàïňëň ďőłăğăâěńìáâćőň âőčő, çâő D^{(2m)} ěáâì ŕàőĺğćěďěŋĺě D^{(m)} ŋă D^{(m)}, łőâőàőě ńěčłő ŕàőćěáâĺ, àăááňăâàĺćăï ďćě ŕőńőćĺŋë ŕãâĺ ďńĺŋë 2m.]

Şŕàăęŋěŋĺï 26.1-1 Ŕàőáńěďĺâě ğă ĺáŕőńŋěŋĺěň ăńčőàĺâňőć Slow-All-Pairs- Shortest-Paths ĺ Faster-All-Pairs-Shortest-Paths ŋă čàăäě àĺá. 26.2. Ćëçĺáńĺâě ćáě ćőğŋĺłăîéĺě ŕàĺ íâőň ňăâàĺæë.

26.1-2 Čďě ĺáŕőńìğãěâáï, çâő w_{ii} = 0 ŕàĺ ćáěå i? 26.1-3 Ůâő áőőâćěâáâćãěâ ňăâàĺæě

D^{(0)} = 0 ∞ ∞ . . . ∞ ∞ 0 ∞ . . . ∞ ∞ ∞ 0 . . . ∞ . . . . . . ... . . ∞ ∞ ∞ . . . 0 ěáńĺ ŕàőďőńęĺâì ăŋăńőčĺî á őąëçŋëň ãňŋőęěŋĺěň ňăâàĺæ?

26.1-4 Ŕàěďáâăćìâě ğăďăçã ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë łăł ğăďăçã őâëáłăŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺľ ĺ ćěłâőàă. Łăł ć íâĺå âěàňĺŋăå ćëčńïďĺâ ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă (áň. àăğďěń 25.3)?

26.1-5 Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï ňăâàĺæë ŕàěďèěáâćőćăŋĺï Π ŕő ãęě ĺňěîéěľáï ňăâàĺæě D ćěáőć łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ğă ćàěňï O(n^3).

26.1-6 Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ňăâàĺæë ŕàěďèěáâćőćăŋĺï ňőčãâ ćëçĺáńïâìáï ŕăàăńńěńìŋő á ćëçĺáńěŋĺěň ćěáőć. Ąãďěň ąàăâì ć łăçěáâćě π^{(m)}_{ij} ŕàěďèěáâćãîéãî j ćěàèĺŋã ŋă łăłőň-ŋĺąãďì łàăâçăľèěň ŕãâĺ ĺğ i ć j, áőáâőïéěň ŋě ąőńěě çěň ĺğ m àěąěà. Ĺğňěŋĺâě ŕàőæěďãàë Extend-Shortest-Paths ĺ Slow-All-Pairs- Shortest-Paths âăł, çâőąë őŋĺ ć ďőŕőńŋěŋĺě ł D^{(1)}, D^{(2)}, . . . , D^{(n−1)} ćëçĺáńïńĺ ěéñ ĺ ňăâàĺæë Π^{(1)}, Π^{(2)}, . . . , Π^{(n−1)}.

26.1-7 Ŕàőæěďãàă Faster-All-Pairs-Shortest-Paths (ć ěñ ŋëŋěèŋěň ćĺďě) ĺáŕőńìğãěâ ⌈lg(n − 1)⌉ ňăâàĺæ (ňăááĺćőć) àăğňěàőň n × n. Őąéĺľ őąêěň ŕăňïâĺ, âăłĺň őąàăğőň, áőáâăćńïěâ Θ(n^2 lg n). Ĺğňěŋĺâě ěñ âăł, çâőąë ĺáŕőńìğőćăâì ćáěčő ďćă ňăááĺćă àăğňěàőň n × n (âěň áăňëň ãňěŋìèĺć őąêñň ŕăňïâĺ ďő Θ(n^2)).

26.7-8 Ĺğňěŋĺâě ăńčőàĺâň Faster-All-Pairs-Shortest-Paths âăł, çâőąë őŋ őąŋăàãęĺćăń ŋăńĺçĺě ć čàăäě æĺłńă á őâàĺæăâěńìŋëň ćěáőň.

26.1-9 Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň őŕàěďěńěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő çĺáńă àñąěà ć æĺłńě őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă (ďńï ďăŋŋőčő čàăäă; ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő âăłőľ æĺłń áãéěáâćãěâ).

26.1 Ăńčőàĺâň Ťńőľďă-Şőàèőńńă

Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ďàãčőľ áŕőáőą àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő ćğćěèěŋŋőčő čàăäă, âăłęě őáŋőćăŋŋëľ ŋă âěåŋĺłě ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï. İâőâ áŕőáőą (ăńčőàĺâň Ťńőľďă–Şőàèőńńă) àăąőâăěâ ğă ćàěňï Θ(V^3). Ňë ŕő-ŕàěęŋěňã ďőŕãáłăěň àñąàă á őâàĺæăâěńìŋëň ćěáőň, ŋő ğăŕàěéăěň æĺłńë őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă.

Łàőňě âőčő, ňë àăááňőâàĺň ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï čàăäă, őáŋőćăŋŋëľ ŋă âőľ ęě ĺďěě.

Śâàőěŋĺě łàăâçăľèěčő ŕãâĺ Ăńčőàĺâňë ŕàěďëďãéěčő àăğďěńă ćëďěńïńĺ ŕőáńěďŋěě àěąàő ŕãâĺ. Ăńčőàĺâň Ťńőľďă–Şőàèăńńă ďěľáâćãěâ ĺŋăçě: ďńï ŋěčő ćăęŋő, łăłĺě ćěàèĺŋë ĺáŕőńìğãîâáï ć łăçěáâćě ŕàőňěęãâőçŋëå, ĺ őáőąãî àőńì ĺčàăîâ ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë á ňăłáĺňăńìŋëň ŋőňěàőň (ć ŋěłőâőàőľ ŋãňěàăæĺĺ ćěàèĺŋ). Ŕàőňěęãâőçŋőľ (intermediate) ćěàèĺŋőľ ŕàőáâőčő ŕãâĺ p = ⟨v_1, v_2, . . . v_l⟩ ąãďěň ŋăğëćăâì ńîąãî ĺğ ćěàèĺŋ v_2, v_3, . . . , v_{l−1}.

Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ćěàèĺŋăňĺ čàăäă G ïćńïîâáï çĺáńă 1, 2, . . . , n. Řăááňőâàĺň ŕàőĺğćőńìŋőě k ⩽ n. Ďńï ďăŋŋőľ ŕăàë ćěàèĺŋ i, j ∈ V àăááňőâàĺň ćáě ŕãâĺ ĺğ i ć j, ã łőâőàëå ćáě ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë ŕàĺŋăďńěęăâ ňŋőęěáâćã {1, 2, . . . , k}. Ŕãáâì p — ŕãâì ňĺŋĺňăńìŋőčő ćěáă áàěďĺ ćáěå âăłĺå ŕãâěľ. Őŋ ąãďěâ ŕàőáâëň, âăł łăł ć čàăäě ŋěâ æĺłńőć á őâàĺæăâěńìŋëň ćěáőň. Łăł ŋăľâĺ ćěá íâőčő ŕãâĺ, ğŋăï ćěáă ćáěå âăłĺå ŕãâěľ (ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ) ďńï ňěŋìèĺå k?

Ďńï ŕãâĺ p ěáâì ďćě ćőğňőęŋőáâĺ.

Ěáńĺ k ŋě ćåőďĺâ ć p, ćáě ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë ŕãâĺ p áőďěàęăâáï ć ňŋőęěáâćě {1, 2, . . . , k − 1}. Šőčďă ŕãâì p ïćńïěâáï łàăâçăľèĺň ŕãâñň ĺğ i ć j, ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë łőâőàőčő ŕàĺŋăďńěęăâ ňŋőęěáâćã {1, 2, . . . , k − 1}.

Ěáńĺ k ïćńïěâáï ŕàőňěęãâőçŋőľ ćěàèĺŋőľ ŕãâĺ p, őŋă àăğąĺćăěâ ěčő ŋă ďćă ãçăáâłă p_1 ĺ p_2 (ćěàèĺŋă k ćáâàěçăěâáï ńĺèì őďŋăęďë, âăł łăł p — ŕàőáâőľ ŕãâì), áň. àĺá. 26.3. Ŕő ńěňňě 25.1 ŕãâì p_1 ąãďěâ łàăâçăľèĺň ŕãâñň ĺğ i ć k á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k −1}. Ŕãâì p_2 ïćńïěâáï łàăâçăľèĺň ŕãâñň ĺğ k ć j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k − 1}.

Řěłãàěŋâŋăï äőàňãńă ďńï ďńĺŋ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ İâĺ àăááãęďěŋĺï ŕőğćőńïîâ ŋăŕĺáăâì ďàãčãî (ŕő áàăćŋěŋĺî á ŕàĺćěďñŋŋőľ ć àăğďěńě 26.1) àěłãàěŋâŋãî äőàňãńã ďńï ďńĺŋ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ. Őąőğŋăçĺň çěàěğ d^{(k)}_{ij} ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k}. Ŕàĺ k = 0 ŕàőňěęãâőçŋëå ćěàèĺŋ ŋěâ ćőćáě, ŕőíâőňã d^{(0)}_{ij} = w_{ij} . Ć őąéěň áńãçăě

d^{(k)}_{ij} = { w_{ij} ěáńĺ k = 0, min(d^{(k−1)}_{ij} , d^{(k−1)}_{ik} + d^{(k−1)}_{kj} ) ěáńĺ k ⩾ 1.

(26.5)

Ňăâàĺæă D^{(n)} = (d^{(n)}_{ij} ) áőďěàęĺâ ĺáłőňőě àěèěŋĺě. Ďàãčĺňĺ áńő-

ćăňĺ, d^{(n)}_{ij} = δ(i, j) ďńï ćáěå i, j ∈ V , ŕőáłőńìłã àăğàěèěŋë ńîąëě ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë.

Ćëçĺáńěŋĺě łàăâçăľèĺå ŕãâěľ áŋĺğã ććěàå Ŋăŕĺèěň ŕàőæěďãàã, łőâőàăï ćëçĺáńïěâ ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŋăåőďï ğŋăçěŋĺï d^{(k)}_{ij} ďńï k = 1, 2, . . . , n. Ěñ ćåőďň ïćńïěâáï ňăâàĺæă W àăğňěàőň n × n (ćěáă àñąěà čàăäă), àěğãńìâăâőň ïćńïěâáï ňăâàĺæă D^{(n)} ćěáőć łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

{\sc Floyd-Warshall}$(W)$\\
\verb|1 |$n \leftarrow rows[W]$\\
\verb|2 |$D^{(0)} \leftarrow W$\\
\verb|3 |for $k \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|4 |do for $i \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|5 |do for $j \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|6 |$d^{(k)}_{ij} \leftarrow \min(d^{(k-
1)}_{ij},
d^{(k-1)}_{ik}+d^{(k-1)}_{kj})$\\
\verb|7 |return $D^{(n)}$

Ŋă àĺáãŋłě 26.4 ŕőłăğăŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ àăä ĺ ňăâàĺæë D^{(k)}, ćëçĺáńïěňëě íâĺň ăńčőàĺâňőň.

D^{(0)} =

0 3 8 ∞ −4 ∞ 0 ∞ 1 7 ∞ 4 0 ∞ ∞ 2 ∞ −5 0 ∞ ∞ ∞ ∞ 6 0 Π^{(0)} = nil 1 1 nil 1 nil nil nil 2 2 nil 3 nil nil nil 4 nil 4 nil nil nil nil nil 5 nil

D^{(1)} =

0 3 8 ∞ −4 ∞ 0 ∞ 1 7 ∞ 4 0 ∞ ∞ 2 5 −5 0 −2 ∞ ∞ ∞ 6 0 Π^{(1)} = nil 1 1 nil 1 nil nil nil 2 2 nil 3 nil nil nil 4 1 4 nil 1 nil nil nil 5 nil

D^{(2)} =

0 3 8 4 −4 ∞ 0 ∞ 1 7 ∞ 4 0 5 11 2 5 −5 0 −2 ∞ ∞ ∞ 6 0 Π^{(2)} = nil 1 1 2 1 nil nil nil 2 2 nil 3 nil 2 2 4 1 4 nil 1 nil nil nil 5 nil

D^{(3)} =

0 3 8 4 −4 ∞ 0 ∞ 1 7 ∞ 4 0 5 11 2 −1 −5 0 −2 ∞ ∞ ∞ 6 0 Π^{(3)} = nil 1 1 2 1 nil nil nil 2 2 nil 3 nil 2 2 4 3 4 nil 1 nil nil nil 5 nil

D^{(4)} =

0 3 −1 4 −4 3 0 −4 1 −1 7 4 0 5 3 2 −1 −5 0 −2 8 5 1 6 0

Π^{(4)} = nil 1 4 2 1 4 nil 4 2 1 4 3 nil 2 1 4 3 4 nil 1 4 3 4 5 nil

D^{(5)} =

0 1 −3 2 −4 3 0 −4 1 −1 7 4 0 5 3 2 −1 −5 0 −2 8 5 1 6 0

Π^{(5)} = nil 3 4 5 1 4 nil 4 2 1 4 3 nil 2 1 4 3 4 nil 1 4 3 4 5 nil

Řĺáãŋőł 26.3 26.4 Ňăâàĺæë Π^{(k)} ĺ D^{(k)}, ćëçĺáńïěňëě ăńčőàĺâňőň Ťńőľďă– Şőàèőńńă ďńï čàăäă àĺá. 26.1.

Ăńčőàĺâň Ťńőľďă-Şőàèőńńă áőďěàęĺâ âàĺ ćńőęěŋŋëå æĺłńă (áâàőłĺ 3–6); ćàěňï ěčő àăąőâë ěáâì Θ(n^3). Łőŋáâăŋâă, áłàëâăï ć Θőąőğŋăçěŋĺĺ, ŋěćěńĺłă, ŕőáłőńìłã ăńčőàĺâň ŕàőáâ ĺ ŋě ĺáŕőńìğãěâ áńőęŋëå áâàãłâãà ďăŋŋëå, âăł çâő őŋ ŕàĺňěŋĺň ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå čàăäőć.

Ŕőáâàőěŋĺě łàăâçăľèĺå ŕãâěľ Ŕőňĺňő ćěáőć łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, ŋăá ĺŋâěàěáãîâ ĺ áăňĺ ŕãâĺ.

Őďĺŋ ĺğ áŕőáőąőć ĺå ŕőáâàőěŋĺï âăłőć: ćëçĺáńĺë ćëçĺáńěŋĺĺ ňăâàĺæã D ĺå ćěáőć, ňőęŋő ğăâěň ŕőáâàőĺâì ŕő ŋěľ ňăâàĺæã ŕàěďèěáâćőćăŋĺï Π ğă ćàěňï O(n^3) ćàěňěŋĺ (ãŕà. 26.1-5). Ğăâěň ŕàĺ ŕőňőéĺ äãŋłæĺĺ Print-All-Pairs-Shortest-Path ňőęŋő ŋăŕěçăâăâì łàăâçăľèĺľ ŕãâì ďńï ńîąőľ ŕăàë ćěàèĺŋ.

Ďàãčőľ áŕőáőą áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ćëçĺáńïâì ňăâàĺæã ŕàěďèěáâćőćăŋĺï ŕăàăńńěńìŋő á ĺáŕőńŋěŋĺěň ăńčőàĺâňă Ťńőľďă– Şőàèőńńă. Ŕàĺ íâőň ňë ćëçĺáńïěň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňăâàĺæ Π^{(0)}, Π^{(1)}, . . . , Π^{(n)}, čďě Π = Π^{(n)}, ă π^{(k)}_{ij} őŕàěďěńïěâáï łăł ćěàèĺŋă, ŕàěďèěáâćãîéăï ćěàèĺŋě j ŋă łàăâçăľèěň ŕãâĺ ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k}. Ŋăŕĺèěň àěłãàěŋâŋãî äőàňãńã ďńï π^{(k)}_{ij} . Ěáńĺ k = 0, âő ŕàőňěęãâőçŋëå ćěàèĺŋ ŋěâ, ŕőíâőňã

π^{(0)}_{ij} = { nil ěáńĺ i = j ĺńĺ w_{ij} = ∞, i ěáńĺ i ≠ j ĺ w_{ij} < ∞. (26.6)

Ŕãáâì âěŕěàì k ⩾ 1. Ěáńĺ łàăâçăľèĺľ ŕãâĺ ĺğ i ć j ŕàőåőďĺâ çěàěğ ćěàèĺŋã k, âő ŕàěďŕőáńěďŋěľ ěčő ćěàèĺŋőľ ąãďěâ âă ęě áăňăï ćěàèĺŋă, łőâőàăï ąãďěâ ŕàěďŕőáńěďŋěľ ŋă łàăâçăľèěň ŕãâĺ ĺğ k ć j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k − 1}. Ěáńĺ ęě ŕãâì ŋě ŕàőåőďĺâ çěàěğ k, âő őŋ áőćŕăďăěâ á łàăâçăľèĺň ŕãâěň ĺğ i ć j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k − 1}. Šăłĺň őąàăğőň,

π^{(k)}_{ij} = { π^{(k−1)} ij ěáńĺ d^{(k−1)}_{ij} ⩽ d^{(k−1)}_{ik} + d^{(k−1)}_{kj} , π^{(k−1)} kj ěáńĺ d^{(k−1)}_{ij} > d^{(k−1)}_{ik} + d^{(k−1)}_{kj} .

(26.7)

Ćëçĺáńěŋĺï ŕő íâĺň äőàňãńăň ńěčłő ďőąăćĺâì ł ăńčőàĺâňã Ťńőľďă–Şőàèőńńă (ãŕà. 26.2-3). Ŋă àĺá. 26.4 ŕőłăğăŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňăâàĺæ Π^{(k)}, ŕőńãçăîéăïáï ć ŕàőæěááě ćëçĺáńěŋĺľ. Ć âőň ęě ãŕàăęŋěŋĺĺ ŕàěďńăčăěâáï ďőłăğăâì, çâő ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï G_{π,i} ïćńïěâáï ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ ćěàèĺŋë i. Ďàãčőľ áŕőáőą ŕőáâàőěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ãłăğăŋ ć ãŕà. 26.2-6.

Šàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă Ğăďăçă ő âàăŋğĺâĺćŋőň ğăňëłăŋĺĺ áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) á ćěàèĺŋăňĺ 1, 2, . . . , n. Šàěąãěâáï őŕàěďěńĺâì ďńï ńîąőľ ŕăàë ěčő ćěàèĺŋ i, j ∈ V , áãéěáâćãěâ ńĺ ć čàăäě ŕãâì ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j. Šàăŋğĺâĺćŋëň ğăňëłăŋĺěň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G ŋăğëćăěâáï čàăä G^∗ = (V, E^∗), čďě E^∗ = {(i, j) : ć čàăäě G áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ i ć j}.

Šàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě čàăäă ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ğă ćàěňï Θ(n^3) ŕàĺ ŕőňőéĺ ăńčőàĺâňă Ťńőľďă–Şőàèőńńă, áçĺâăï, çâő ćáě àñąàă čàăäă ĺňěîâ ćěá 1: ěáńĺ áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ ćěàèĺŋë i ć ćěàèĺŋã j, âő d_{ij} ąãďěâ ňěŋìěè n, ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě d_{ij} = ∞.

Ŋă ŕàăłâĺłě ąőńěě ćëčőďŋő (ć áňëáńě ćàěňěŋĺ ĺ ŕăňïâĺ) ŕőńìğőćăâìáï ŋěáłőńìłő ďàãčĺň áŕőáőąőň ćëçĺáńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï ğă ćàěňï Θ(n^3). Ğăňěŋĺň ć ăńčőàĺâňě Ťńőľďă–Şőàèőńńă ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ min ĺ + ŋă ńőčĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ ∨ ĺ ∧. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŕőńőęĺň t^{(k)}_{ij} àăćŋëň 1, ěáńĺ ć čàăäě G áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ i ć j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k}, ĺ àăćŋëň 0, ěáńĺ âăłőčő ŕãâĺ ŋěâ. Řěąàő (i, j) ŕàĺŋăďńěęĺâ âàăŋğĺâĺćŋőňã ğăňëłăŋĺî G^∗ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă t^{(n)}_{ij} = 1. Ŕő ăŋăńőčĺĺ á äőàňãńőľ (26.5) ŋăŕĺèěň áőőâŋőèěŋĺï ďńï

t^{(k)}_{ij} :

t^{(0)}_{ij} = { 0 ěáńĺ i ≠ j ĺ (i, j) ∉ E, 1 ěáńĺ i = j ĺńĺ (i, j) ∈ E,

ĺ (ŕàĺ k ⩾ 1) t^{(k)}_{ij} = t^{(k−1)}_{ij} ∨ (t^{(k−1)}_{ik} ∧ t^{(k−1)}_{kj} ). (26.8)

Őáŋőćăŋŋëľ ŋă íâőň áőőâŋőèěŋĺĺ ăńčőàĺâň ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćëçĺáńïěâ ňăâàĺæë T^{(k)} = (t^{(k)}_{ij} ) ďńï k = 1, 2, . . . , n:

{\sc Transitive-Clusure}$(G)$\\
\verb|1 |$n \leftarrow |V[G]|$\\
\verb|2 |for $i\leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|3 |do for $j\leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|4 |do if $i=j$ or $(i,j)\in E[G]$\\
\verb|5 |then $t^{(0)}_{ij} \leftarrow 1$\\
\verb|6 |else $t^{(0)}_{ij} \leftarrow 0$\\
\verb|7 |for $k\leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|8 |do for $i\leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|9 |do for $j\leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|10 |do $t^{(k)}_{ij}\leftarrow t^{(k-
1)}_{ij}\vee
(t^{(k-1)}_{ik}\wedge t^{(k-1)}_{kj})$\\
\verb|11 |return $T^{(n)}$

Ŋă àĺá. 26.5 ŕàĺćěďñŋ ŕàĺňěà čàăäă ĺ ňăâàĺæ T^{(k)}, ćëçĺáńěŋŋëå ŕàőæěďãàőľ Transitive-Clusure.

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Transitive-Clusure áőáâăćńïěâ Θ(n^3), łăł ĺ ã ăńčőàĺâňă Ťńőľďă–Şőàèőńńă. Őďŋăłő ŋă ňŋőčĺå

T^{(0)} =

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1

T^{(1)} =

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1

T^{(2)} =

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1

T^{(3)} =

1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1

T^{(4)} =

1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Řĺáãŋőł 26.4 26.5 Őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ĺ ňăâàĺæë T^{(k)} , ćëçĺáńěŋŋëě ăńčőàĺâňőň ŕőáâàőěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï.

łőňŕìîâěàăå ńőčĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ ćëŕőńŋïîâáï ąëáâàěě, çěň ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ á æěńëňĺ çĺáńăňĺ, ŕőíâőňã ŕàőæěďãàă Transitive-Clusure íääěłâĺćŋěě ăńčőàĺâňă Ťńőľďă-Şőàèőńńă. Łàőňě âőčő, ĺáŕőńìğőćăŋĺě ąãńěćáłĺå ŕěàěňěŋŋëå ćňěáâő æěńëå áőłàăéăěâ őąêñň ĺáŕőńìğãěňőľ ŕăňïâĺ.

Ć àăğďěńě 26.4 ňë ãćĺďĺň, çâő ăŋăńőčĺï ňěęďã ăńčőàĺâňăňĺ Ťńőľďă–Şőàèőńńă ĺ ŕőáâàőěŋĺěň âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï ŋě áńãçăľŋă: őąă ăńčőàĺâňă őáŋőćăŋë ŋă ăńčěąàăĺçěáłőľ áâàãłâãàě, ŋăğëćăěňőľ ”ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő”.

Şŕàăęŋěŋĺï 26.2-1 Ĺáŕőńŋĺâě ăńčőàĺâň Ťńőľďă-Şőàèőńńă ďńï ćğćěèěŋŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă àĺá. 26.2, ŋăľďï ćáě ňăâàĺæë D^{(k)}.

26.2-2 Ć ŕàĺćěďñŋŋőň ŋăňĺ ćĺďě ăńčőàĺâň Ťńőľďă-Şőàèőńńă âàěąãěâ Θ(n^3) ŕăňïâĺ ďńï åàăŋěŋĺï ňăâàĺæ D^{(k)} = (d^{(k)}_{ij} ). Łőŋěçŋő, ňőęŋő áíłőŋőňĺâì ňěáâő, ěáńĺ åàăŋĺâì âőńìłő ďćě áőáěďŋĺě ňăâàĺæë. Őłăğëćăěâáï, ňőęŋő ŕőľâĺ ěéñ ďăńìèě: ďőłăğĺâě, çâő ěáńĺ ć ŕàőæěďãàě Floyd-Warshall ãąàăâì ćěàåŋĺě ĺŋďěłáë, âő őŋă ŕőŕàěęŋěňã ąãďěâ ćëçĺáńïâì ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ.

{\sc Floyd-Warshall’}$(W)$\\
\verb|1 |$n \leftarrow rows[W]$\\
\verb|2 |$D \leftarrow W$\\
\verb|3 |for $k \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|4 |do for $i \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|5 |do for $j \leftarrow 1$ to $n$\\
\verb|6 |$d_{ij} \leftarrow \min(d_{ij},
d_{ik}+d_{kj})$\\
\verb|7 |return $D$

Šěň áăňëň ňë áőłàăâĺńĺ őąêñň âàěąãěňőľ ŕăňïâĺ ďő Θ(n^2).

26.2-3 Ďőąăćìâě ć ŕàőæěďãàã Floyd-Warshall ćëçĺáńěŋĺě ňăâàĺæ ŕàěďèěáâćőćăŋĺï Π^{(k)} ŕő äőàňãńăň (26.6) ĺ (26.7). Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë i ∈ V ŕőďčàăä ŕàěďèěáâćőćăŋĺï G_{π,i} ïćńïěâáï ďěàěćőň łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ĺğ ćěàèĺŋë i.

26.2-4 Ąãďěâ ńĺ ŕàăćĺńìŋő ćëçĺáńěŋă ňăâàĺæă ŕàěďèěáâćőćăŋĺï

Π, ěáńĺ ĺğňěŋĺâì äőàňãńã (26.7) âăł:

π^{(k)}_{ij} = { π^{(k−1)} ij ěáńĺ d^{(k−1)}_{ij} < d^{(k−1)}_{ik} + d^{(k−1)}_{kj} , π^{(k−1)} kj ěáńĺ d^{(k−1)}_{ij} ⩾ d^{(k−1)}_{ik} + d^{(k−1)}_{kj} .

26.2-5 Łăł ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì àěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâň Ťńőľďă–Şőàèőńńă, çâőąë ãğŋăâì, ěáâì ńĺ ć čàăäě æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă?

26.2-6 Ěéě őďĺŋ áŕőáőą ŕőáâàőěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ć ăńčőàĺâňě Ťńőľďă-Şőàèőńńă âăłőć. Ŕãáâì φ^{(k)}_{ij} (i, j, k = 1, 2, . . . , n) ěáâì ŕàőňěęãâőçŋăï ćěàèĺŋă á ňăłáĺňăńìŋëň ŋőňěàőň ŋă łàăâçăľèěň ŕãâĺ ĺğ i ć j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, . . . , k}. Ŋăŕĺèĺâě àěłãàěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ďńï φ^{(k)}_{ij} ĺ ďőŕő-

ŋĺâě ŕàőæěďãàã Floyd-Warshall ćëçĺáńěŋĺěň ğŋăçěŋĺľ φ^{(k)}_{ij} .

Ŋăłőŋěæ, ĺğňěŋĺâě äãŋłæĺî Print-All-Pairs-ShortestPaths âăł, çâőąë ćåőďőň ďńï ŋěñ áńãęĺńă ňăâàĺæă Φ = (φ^{(n)}_{ij} ). Őąêïáŋĺâě ăŋăńőčĺî ňěęďã ňăâàĺæěľ Φ ĺ âăąńĺæěľ s ć ğăďăçĺ őą őŕâĺňăńìŋőľ àăááâăŋőćłě áłőąőł ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ ňăâàĺæ (àăğďěń 16.1).

26.2-7 Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) á ćàěňěŋěň àăąőâë O(V E).

26.2-8 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő âàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő ăæĺłńĺçěáłőčő čàăäă ňőęěâ ąëâì ŕőáâàőěŋő ğă ćàěňï f(V, E), čďě f(V, E) = Ω(V + E) ĺ f — ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï äãŋłæĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő âőčďă âàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě ŕàőĺğćőńìŋőčő őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ňőęěâ ąëâì ŕőáâàőěŋő ğă ćàěňï O(f(V, E)).

Ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ďńï àăğàěęěŋŋëå čàăäőć Ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ŋăåőďĺâ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ ğă ćàěňï O(V^2 lg V +V E), ĺ ŕőíâőňã ďńï ďőáâăâőçŋő àăğàěęěŋŋëå čàăäőć íääěłâĺćŋěě ŕőćâőàŋőčő ćőğćěďěŋĺï ć łćăďàăâ ňăâàĺæë áňěęŋőáâĺ čàăäă ĺ ăńčőàĺâňă Ťńőľďă-Şőàèőńńă.

Ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ńĺąő ćőğćàăéăěâ ňăâàĺæã ćěáőć łàăâçăľèĺå ŕãâěľ, ńĺąő áőőąéăěâ, çâő ć čàăäě ĺňěěâáï æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. İâőâ ăńčőàĺâň áőďěàęĺâ ćëğőćë őŕĺáăŋŋëå ć čńăćě 25 ăńčőàĺâňőć Ďěľłáâàë ĺ Ąěńńňăŋă-Ťőàďă.

Ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă őáŋőćăŋ ŋă ĺďěě ĺğňěŋěŋĺï ćěáőć (reweighting). Ěáńĺ ćěáă ćáěå àñąěà čàăäă ŋěőâàĺæăâěńìŋë, âő ňőęŋő ŋăľâĺ łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ňěęďã ćáěňĺ ŕăàăňĺ ćěàèĺŋ, ŕàĺňěŋĺć ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ł łăęďőľ ćěàèĺŋě. Ĺáŕőńìğãï äĺąőŋăççĺěćë łãçĺ, ňë ňőęěň áďěńăâì íâő ğă ćàěňï O(V^2 lg V + V E). Ěáńĺ ęě ć čàăäě ĺňěîâáï àěąàă á őâàĺæăâěńìŋëň ćěáőň, âő ňőęŋő ŕőŕëâăâìáï áćěáâĺ ğăďăçã ł áńãçăî ŋěőâàĺæăâěńìŋëå ćěáőć, ĺğňěŋĺć ćěáőćãî äãŋłæĺî. Ŕàĺ íâőň ďőńęŋë ćëŕőńŋïâìáï âăłĺě áćőľáâćă:

1. Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ŋě ĺğňěŋĺńĺáì: ďńï ńîąőľ ŕăàë ćěàèĺŋ u, v ∈ V , łàăâçăľèĺľ ŕãâì ĺğ u ć v á âőçłĺ ğàěŋĺï ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ïćńïěâáï âăłęě łàăâçăľèĺň ŕãâñň á âőçłĺ ğàěŋĺï ŵ ĺ ŋăőąőàőâ.

2. Ćáě ŋőćëě ćěáă ŵ(u, v) ŋěőâàĺæăâěńìŋë.

Łăł ňë ãćĺďĺň, ŋőćăï ćěáőćăï äãŋłæĺï ŵ á âăłĺňĺ áćőľáâćăňĺ ňőęěâ ąëâì ŕőáâàőěŋă ğă ćàěňï O(V E).

Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ áőåàăŋïîâáï Śńěďãîéăï ńěňňă ãłăğëćăěâ ŕàőáâőľ őąéĺľ áŕőáőą ĺğňěŋĺâì ćěáőćãî äãŋłæĺî, ŋě ňěŋïï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ. Ć ěñ äőàňãńĺàőćłě ďńĺŋë łàăâçăľèĺå ŕãâěľ á ćěáőćëňĺ äãŋłæĺïňĺ w ĺ ŵ őąőğŋăçăîâáï çěàěğ δ ĺ δ̂ áőőâćěâáâćěŋŋő.

Ńěňňă 26.1 (Ĺğňěŋěŋĺě ćěáőć ŋě ňěŋïěâ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ) Ŕãáâì G = (V, E) — ćğćěèěŋŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w : E → R. Ŕãáâì h : V → R — ŕàőĺğćőńìŋăï äãŋłæĺï á ćěéěáâćěŋŋëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă ćěàèĺŋăå čàăäă. Řăááňőâàĺň ŋőćãî ćěáőćãî äãŋłæĺî ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v). (26.9) Šőčďă (a) ŕàőĺğćőńìŋëľ ŕãâì p = ⟨v_0, v_1, . . . , v_k⟩ ïćńïěâáï łàăâçăľèĺň őâŋőáĺâěńìŋő w âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋ ąãďěââ łàăâçăľèĺň őâŋőáĺâěńìŋő ŵ; (b) čàăä G áőďěàęĺâ æĺłń á őâàĺæăâěńìŋëň w-ćěáőň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋ áőďěàęĺâ æĺłń á őâàĺæăâěńìŋëň ŵ-ćěáőň.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őąă ãâćěàęďěŋĺï ńěňňë áńěďãîâ ĺğ àăćěŋáâćă

ŵ(p) = w(p) + h(v_0) − h(v_k). (26.10)

Ć áăňőň ďěńě, ĺğ ŋěčő áńěďãěâ, çâő ďńï ŕãâěľ á äĺłáĺàőćăŋŋëňĺ ŋăçăńőň ĺ łőŋæőň àăğŋĺæă ňěęďã áâăàëň ĺ ŋőćëň ćěáőň ŕőáâőïŋŋă (âěň áăňëň őďĺŋ ĺ âőâ ęě ŕãâì ąãďěâ łàăâçăľèĺň). Łàőňě âőčő, ćĺďŋő, çâő ďńï æĺłńőć áãňňăàŋëľ ćěá ć áâăàőň ĺ ŋőćőň áňëáńě őďĺŋăłőć, âăł łăł àăğŋĺæă h(v_0) − h(v_k ) őąàăéăěâáï ć 0.

Řăćěŋáâćő (26.10) ŕàőćěàĺâì ńěčłő. Ďńï łăęďőčő àěąàă ŕãâĺ ĺňěěň ŵ(v_i, v_{i+1}) = w(v_i, v_{i+1}) + h(v_i) − h(v_{i+1}).

Ěáńĺ ňë âěŕěàì áńőęĺň íâĺ àăćěŋáâćă ďńï ćáěå àñąěà, âő ŕàőňěęãâőçŋëě çńěŋë áőłàăâïâáï, ĺ ŕőńãçĺâáï àăćěŋáâćő (26.10).

Łăł ŕőńãçĺâì ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ćěáă?

Šěŕěàì ŋăďő ŕőďőąàăâì äãŋłæĺî h âăł, çâő ąë ĺğňěŋñŋŋëě ćěáă ŵ(u, v) ąëńĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋë. İâő ňőęŋő áďěńăâì áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕő ďăŋŋőňã őàĺěŋâĺàőćăŋŋőňã ćğćěèěŋŋőňã čàăäã G = (V, E) á ćěáőćőľ äãŋłæĺěľ w ŕőáâàőĺň ŋőćëľ čàăä G^′ = (V^′, E^′) á őďŋőľ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ćěàèĺŋőľ s (ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, V^′ = V ∪ {s}), ĺğ łőâőàőľ ĺďãâ àñąàă ŋãńěćőčő ćěáă ćő ćáě ćěàèĺŋë čàăäă V (E^′ = E ∪ {(s, v) : v ∈ V } ĺ w(s, v) = 0 ďńï ćáěå v ∈ V ). Ğăňěâĺň, çâő ćěàèĺŋă s ňőęěâ ąëâì ńĺèì ŋăçăńìŋőľ ćěàèĺŋőľ ć ŕãâĺ (ćåőďïéĺå ć s àñąěà ŋěâ). Őçěćĺďŋő, çâő ŋőćëľ čàăä G^′ áőďěàęĺâ æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, âăłőľ æĺłń ěáâì ć ĺáåőďŋőň čàăäě G.

Ŋă àĺá. 26.6 (a) ŕőłăğăŋ čàăä G^′, áőőâćěâáâćãîéĺľ čàăäã G àĺá. 26.1.

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő čàăä G (ă ŕőâőňã ĺ G^′) ŋě áőďěàęĺâ æĺłńă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă. Ŕőńőęĺň h(v) = δ(s, v) ďńï ∀v ∈ V^′. Śőčńăáŋő ńěňňě 25.3, ďńï ćáěå àñąěà (u, v) ∈ E^′ ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő h(v) ⩽ h(u) + w(u, v), łőâőàőě ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì łăł w(u, v) + h(u) − h(v) ⩾ 0. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋőćăï ćěáőćăï äãŋłæĺï, őŕàěďěńñŋŋăï äőàňãńőľ (26.9), ŋěőâàĺæăâěńìŋă. Ŋă àĺá. 26.6(b) ŕőłăğăŋë ŋőćëě ćěáă àñąěà čàăäă G^′ àĺá. 26.6(a).

Ćëçĺáńěŋĺě łàăâçăľèĺå ŕãâěľ Łăł ňë ćĺďĺň, őâëáłăŋĺě łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő čàăäă ąěğ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ňőęŋő áďěńăâì ć ďćă ŕàĺñňă: áŋăçăńă ňë ĺéěň łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë s (ďńï çěčő čőďĺâáï ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă–Ťőàďă), ă ŕőáńě íâőčő ĺğňěŋïěň ćěáă ĺ ŕőńãçăěň čàăä á ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ, ć łőâőàőň ĺéěň łàăâçăľèĺě ŕãâĺ á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë, ŕàĺňěŋñŋŋőčő ŕőáńěďőćăâěńìŋő łő ćáěň ćěàèĺŋăň.

Ğăŕĺèěň áőőâćěâáâćãîéãî ŕàőæěďãàã. Ňë áçĺâăěň, çâő čàăä ğăďăŋ á ŕőňőéìî áŕĺáłőć áňěęŋëå ćěàèĺŋ. Ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ ňăâàĺæã D = (d_{ij}) àăğňěàă |V | × |V |, čďě d_{ij} = δ_{ij} , ĺńĺ ęě áőőąéăěâ ő ŋăńĺçĺĺ ć čàăäě æĺłńőć á őâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ. (Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćěàèĺŋë čàăäă G ŕàőŋãňěàőćăŋë őâ 1 ďő |V |.)

{\sc Johnson}$(G)$\\
\verb|1 |áőğďăâì čàăä $G’$, ďńï łőâőàőčő $V[G’]=V[G]\cup\{s\}$ ĺ\\
\verb| |$E[G’]=E[G]\cup\{(s,v):\ v\in V[G]\}$\\
\verb|2 |if {\sc Bellmann-Ford}$(G’,w,s)=${\sc false}\\
\verb|3 |then print ‘‘ĺňěěâáï æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă’’\\
\verb|4 |else for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë $v\in V[G’]$\\
\verb|5 |do $h(v)\leftarrow\delta(s,v)$,\\
\verb| |(ğŋăçěŋĺě $\delta(s,v)$ ćëçĺ-

áńěŋő ăńčőàĺâňőň Ąěńńňăŋă--Ťőàďă)\\

\verb|6 |for (ďńï) łăęďőčő àěąàă $(u,v)\in E[G’]$\\
\verb|7 |do $\hat w(u,v)\leftarrow w(u,v)+h(u)-
h(v)$\\
\verb|8 |for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë $u\in V[G]$\\
\verb|9 |do {\sc Dijkstra}$(G,\hat w,u)$\\
\verb| |(ćëçĺáńěŋĺě $\hat\delta(u,v)$

ďńï ćáěå $v\in V[G])$\\

\verb|10 |for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë $v\in V[G]$\\
\verb|11 |do $d_{uv}\leftarrow\hat\delta(u,v)+h(v)-
h(u)$\\
\verb|12 |return $D$

Řĺáãŋőł 26.5 26.6 Ăńčőàĺâňă Ďęőŋáőŋă ć ŕàĺňěŋěŋĺĺ ł čàăäã àĺá. 26.1. (a) Čàăä G^′ á ĺáåőďŋőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺľ w. Ćáŕőňőčăâěńìŋăï ćěàèĺŋă s — çñàŋăï. Ćŋãâàĺ łăęďőľ ćěàèĺŋë v ğăŕĺáăŋő ğŋăçěŋĺě h(v) = δ(s, v). (b) Łăęďőňã àěąàã (u, v) ŕàĺŕĺáăŋ ŋőćëľ ćěá ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v). (c)–(g) Řěğãńìâăâë àăąőâë ăńčőàĺâňă Ďěľłáâàë ďńï ćáěå ćěàèĺŋ čàăäă G á ćěáőćőľ äãŋłæĺtq ŵ. Ć łăęďőň áńãçăě ŋăçăńìŋăï ćěàèĺŋă ćëďěńěŋă çñàŋëň. Ćŋãâàĺ łăęďőľ ćěàèĺŋë ğăŕĺáăŋë ćěńĺçĺŋë δ̂(u, v)/δ(u, v). Ćěá łàăâçăľèěčő ŕãâĺ duv = δ(u, v) àăćěŋ δ̂(u, v) + h(v) − h(u). İâă ŕàőæěďãàă áńěďãěâ őŕĺáăŋŋőľ áåěňě. Ć áâàőłě 1 äőàňĺàãěâáï čàăä G^′, ğăâěň ć áâàőłě 2 ł ŋěňã ŕàĺňěŋïěâáï ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă- Ťőàďă (ŕàĺ íâőň ĺáŕőńìğãěâáï ćěáőćăï äãŋłæĺï w). Ěáńĺ ć G^′ (ă ğŋăçĺâ, ĺ ć G) ěáâì æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, âő őą íâőň áőőąéăěâáï ć áâàőłě 3. Śâàőłĺ 4–11 ćëŕőńŋïîâáï, ěáńĺ ć čàăäě âăłőčő æĺłńă ŋěâ. Ć áâàőłăå 4–5 ćëçĺáńïîâáï ğŋăçěŋĺï äãŋłæĺĺ h(v) ďńï ćáěå ćěàèĺŋ v ∈ V^′ (ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ δ(s, v), ŋăľďěŋŋëě ăńčőàĺâňőň Ąěńńňăŋă-Ťőàďă). Ć áâàőłăå 6–7 ćëçĺáńïîâáï ŋőćëě ćěáă àñąěà. Ć áâàőłăå 8–11 ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë u ∈ V [G] ćëğëćăěâáï ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë ĺ őŕàěďěńïîâáï ćěáă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ δ̂(u, v) ĺğ íâőľ ćěàèĺŋë, ă ğăâěň őŋĺ ŕěàěáçĺâëćăîâáï ć δ(u, v) ŕő äőàňãńě (26.10), ĺ őâćěâ ŕőňěéăěâáï ć ňăááĺćě D.

Ŋă àĺá. 26.6 ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà ćëŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă Ďęőŋáőŋă. Ŋěâàãďŋő ŕőďáçĺâăâì, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ďęőŋáőŋă áőáâăćĺâ O(V^2 lg V +V E), ěáńĺâ ĺáŕőńìğőćăâì äĺąőŋăççĺěćã łãçĺ ďńï åàăŋěŋĺï őçěàěďĺ á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ć ć ăńčőàĺâňě Ďěľłáâàë. Ŕàĺ ąőńěě ŕàőáâőľ àěăńĺğăæĺĺ őçěàěďĺ ć ćĺďě ďćőĺçŋőľ łãçĺ őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćĺâ O(V E lg V ), çâő ňěŋìèě, çěň őæěŋłă O(V^3) ďńï ăńčőàĺâňă Ťńőľďă-Şőàèőńńă, ěáńĺ âőńìłő čàăä ďőáâăâőçŋő àăğàěęěŋ.

Şŕàăęŋěŋĺï 26.3-1 Ŕàĺňěŋĺâě ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ł čàăäã àĺá. 26.2, ŋăľďï ğŋăçěŋĺï h ĺ ŵ.

26.3-2 Łăłĺň őąàăğőň ĺáŕőńìğãěâáï ćáŕőňőčăâěńìŋăï ćěàèĺŋă ć ć ăńčőàĺâňě Ďęőŋáőŋă?

26.3-3 Ŕàĺňěŋĺň ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ł čàăäã, ć łőâőàőň ĺáåőďŋăï ćěáőćăï äãŋłæĺï áăňă ŋěőâàĺæăâěńìŋă. Ůâő ňőęŋő áłăğăâì ő ŋőćőľ ćěáőćőľ äãŋłæĺĺ ć íâőň áńãçăě?

26.4* Ğăňłŋãâëě ŕőńãłőńìæă: őąéăï áåěňă ďńï ğăďăç ő ŕãâïå Ć íâőň àăğďěńě ňë ććěďñň ŕőŋïâĺï ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă ĺ ďăďĺň őąéãî áåěňã àěèěŋĺï ğăďăç ő ŕãâïå ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäăå. Ŕàĺ íâőň ăńčőàĺâň Ťńőľďă–Şőàèőńńă ĺ ăńčőàĺâň ŕőáâàőěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï čàăäă őłăęãâáï çăáâŋëňĺ áńãçăïňĺ íâőľ őąéěľ áåěňë.

Őŕàěďěńěŋĺě ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă Ğăňłŋãâëň ŕőńãłőńìæőň (S, ⊕, ⊙, ¯0, ¯1) (ŕő-ăŋčńĺľáłĺ closed semiring) ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő S á őŕàěďěńñŋŋëňĺ ŋă ŋěň ąĺŋăàŋëňĺ őŕěàăæĺïňĺ áńőęěŋĺï ⊕ ĺ ãňŋőęěŋĺï ⊙ (ć ăŋčńĺľáłőň őàĺčĺŋăńě ĺáŕőńìğãîâáï âěàňĺŋë summary ĺ extension), ă âăłęě íńěňěŋâăňĺ ¯0, ¯1 ∈ S, ďńï łőâőàőčő ćëŕőńŋěŋë âăłĺě áćőľáâćă:

1. (S, ⊕, ¯0) ïćńïěâáï ňőŋőĺďőň (monoid):

• S ğăňłŋãâő (is closed) őâŋőáĺâěńìŋő ⊕, âő ěáâì a ⊕ b ∈ S ďńï ćáěå a, b ∈ S; • őŕěàăæĺï ⊕ ăááőæĺăâĺćŋă (is associative): a ⊕ (b ⊕ c) = (a ⊕ b) ⊕ c ďńï ćáěå a, b, c ∈ S; • ¯0 — ŋěľâàăńìŋëľ íńěňěŋâ (is an identity) ďńï ⊕, âő ěáâì a ⊕ ¯0 = ¯0 ⊕ a = a ďńï ćáěå a ∈ S;

(S, ⊙, ¯1) âăłęě ïćńïěâáï ňőŋőĺďőň;

2. İńěňěŋâ ¯0 — ăŋŋãńïâőà (annihilator): a ⊙ ¯0 = ¯0 ⊙ a = ¯0 ďńï ćáěå a ∈ S;

3. Őŕěàăæĺï ⊕ łőňňãâăâĺćŋă (is commutative): a ⊕ b = b ⊕ a ďńï ćáěå a, b ∈ S. 4. Őŕěàăæĺï ⊕ ĺďěňŕőâěŋâŋă (is idempotent): a ⊕ a = a; 5. Őŕěàăæĺï ⊙ ďĺáâàĺąãâĺćŋă őâŋőáĺâěńìŋő ⊕ (distributes over ⊕): a ⊙ (b ⊕ c) = (a ⊙ b) ⊕ (a ⊙ c) ĺ (b ⊕ c) ⊙ a = (b ⊙ a) ⊕ (c ⊙ a) ďńï ćáěå a, b, c. 6. Ňőęŋő ŕàőďőńęĺâì őŕěàăæĺî ⊕ ŋă ąěáłőŋěçŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ğăďăç ďńï ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ a_1, a_2, a_3, . . . íńěňěŋâőć S ěñ áãňňã a_1 ⊕ a_2 ⊕ a_3 ⊕ · · · ∈ S. Ŕàĺ íâőň ŋãńĺ (íńěňěŋâë ¯0) ć ąěáłőŋěçŋőľ áãňňě ňőęŋő ćëłĺďëćăâì; ěáńĺ ŕàĺ íâőň őŋă ŕàěćàăéăěâáï łőŋěçŋãî, âő ďőńęŋă áőćŕăďăâì á áãňňőľ ć ŕàěęŋěň áňëáńě.

7. Őŕěàăæĺï ąěáłőŋěçŋőčő áãňňĺàőćăŋĺï őąńăďăěâ áćőľáâćăňĺ ăááőæĺăâĺćŋőáâĺ, łőňňãâăâĺćŋőáâĺ ĺ ĺďěňŕőâěŋâŋőáâĺ. (Šěň áăňëň, ć ńîąőľ ąěáłőŋěçŋőľ áãňňě ňőęŋő ŕàőĺğćőńìŋő ňěŋïâì ŕőàïďőł áńăčăěňëå ĺ ãďăńïâì ŕőćâőàïîéĺěáï íńěňěŋâë, ąěğ ĺğňěŋěŋĺï àěğãńìâăâă.)

8. Őŕěàăæĺï ⊙ ďĺáâàĺąãâĺćŋă őâŋőáĺâěńìŋő ąěáłőŋěçŋëå áãňň: a ⊙ (b_1 ⊕ b_2 ⊕ b_3 ⊕ . . .) = (a ⊙ b_1) ⊕ (a ⊙ b_2) ⊕ (a ⊙ b_3) ⊕ . . . ĺ (a_1 ⊕ a_2 ⊕ a_3 ⊕ · · ·) ⊙ b = (a_1 ⊙ b) ⊕ (a_2 ⊙ b) ⊕ (a_3 ⊙ b) ⊕ · · ·.

Ĺáçĺáńěŋĺě ŕãâěľ ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäăå Ğăňłŋãâëě ŕőńãłőńìæă, ŋěáňőâàï ŋă áâőńì ăąáâàăłâŋőě őŕàěďěńěŋĺě, âěáŋő áćïğăŋë á ŕãâïňĺ ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäăå. Řăááňőâàĺň őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) á ğăďăŋŋőľ ŋă ŋñň äãŋłæĺěľ àăğňěâłĺ (labeling function) λ : V ×V → S. Ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő íâă äãŋłæĺï ğăďăŋă ŋě âőńìłő ŋă àñąàăå, ŋő ĺ ŋă ńîąëå ŕăàăå ćěàèĺŋ, ŕőńăčăï, çâő ďńï ŕăà (u, v), ŋě ïćńïîéĺåáï àñąàăňĺ, ğŋăçěŋĺě λ(u, v) àăćŋő ¯0, âăł çâő ŕő áãéěáâćã äãŋłæĺï ğăďăñâáï ňěâłăňĺ ŋă àñąàăå (labels of edges)

Őŕàěďěńĺň âěŕěàì ŕőŋïâĺě ňěâłĺ ŕãâĺ (path label). Ĺňěŋŋő, ďńï ńîąőčő ŕãâĺ p = ⟨v_1, v_2, . . . , v_k⟩ ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ěčő ňěâłőľ λ(p) ŕàőĺğćěďěŋĺě

λ(p) = λ(v_1, v_2) ⊙ λ(v_2, v_3) ⊙ · · · ⊙ λ(v_{k−1}, v_k).

Ěďĺŋĺçŋëľ íńěňěŋâ ¯1 ďńï ãňŋőęěŋĺï ąãďěâ ňěâłőľ ŕãáâőčő ŕãâĺ (ďńĺŋë 0). Ěáńĺ ŕãâì p ŋě ïćńïěâáï ŕãâñň ć čàăäě (âő ěáâì ŕàĺ ŋěłőâőàőň i ŕăàă (v_i, v_{i+1}) ŋě ïćńïěâáï àěąàőň), âő ć ćëàăęěŋĺĺ ďńï λ(p) őďĺŋ ĺğ ňŋőęĺâěńěľ ĺ ŕőâőňã ćáñ ŕàőĺğćěďěŋĺě (áň. ŕãŋłâ 2 őŕàěďěńěŋĺï ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă) àăćŋë ¯0.

Ňë ąãďěň ĺńńîáâàĺàőćăâì ŕàĺňěŋěŋĺě ğăňłŋãâëå ŕőńãłőńěæ ŋă ŕàĺňěàě ğăďăçĺ ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå (ďńï áńãçăï ŋěőâàĺæăâěńìŋëå ćěáőć). Ć łăçěáâćě S ćőğìňñň ňŋőęěáâćő S = R^{⩾0} ∪{∞} (ňŋőęěáâćő ŋěőâàĺæăâěńìŋëå ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń á ďőąăćńěŋŋőľ (ŕńîá) ąěáłőŋěçŋőáâìî). Šőčďă ćěáă ćáěå àñąěà ąãďãâ íńěňěŋâăňĺ S. Őŕěàăæĺěľ ”ãňŋőęěŋĺï” ⊙ ąãďěâ őąëçŋőě áńőęěŋĺě; çâőąë ŋě ğăŕãâăâìáï, őâŋëŋě ňë ąãďěň ąàăâì ć łăćëçłĺ áńőćă ”ŕàőĺğćěďěŋĺě”, ”áãňňă” ĺ â.ŕ., ěáńĺ őŋĺ őâŋőáïâáï ł őŕěàăĺïň ć ŕőńãłőńìæě. Šőčďă ” ŕàőĺğćěďěŋĺěň” ňěâőł ŋă àñąàăå ćďőńì ŕãâĺ ąãďěâ áãňňă ćěáőć àñąěà, âő ěáâì ćěá ŕãâĺ. ” Ěďĺŋĺæěľ” ŕőńãłőńìæă ąãďěâ ŋěľâàăńìŋëľ íńěňěŋâ őâŋőáĺâěńìŋő áńőęěŋĺï, âő ěáâì 0: ňőęŋő ŋăŕĺáăâì ¯1 = 0. Ňěâłă ŕãáâőčő ŕãâĺ (őąőğŋăçĺň ěčő ε) ąãďěâ àăćŋă ŋãńî: λ(ε) = w(ε) = 0 = ¯1.

Ćőğćàăéăïáì ł őąéěľ áĺâãăæĺĺ, őŕàěďěńĺň áőěďĺŋěŋĺě, ĺńĺ łőŋłăâěŋăæĺî (concatenation) ďćãå ŕãâěľ p_1 = ⟨v_1, v_2, . . . , v_k⟩ ĺ p_2 = ⟨v_k, v_{k+1}, . . . , v_l⟩ łăł ŕãâì p_1 ∘ p_2 = ⟨v_1, v_2, . . . , v_k, v_{k+1}, . . . , v_l⟩, (áőěďĺŋěŋĺě ĺňěěâ áňëáń, ěáńĺ łőŋěæ ŕěàćőčő ŕãâĺ áőćŕăďăěâ á ŋăçăńőň ćâőàőčő). Ăááőæĺăâĺćŋőáâì ”ãňŋőęěŋĺï” čăàăŋâĺàãěâ ŋăň, çâő ňěâłă áőěďĺŋěŋĺï ŕãâěľ àăćŋă ”ŕàőĺğćěďěŋĺî” ĺå ňěâőł:

λ(p_1 ∘ p_2) = λ(v_1, v_2) ⊙ λ(v_2, v_3) ⊙ · · · ⊙ λ(v_{k−1}, v_k)⊙ λ(v_k, v_{k+1}) ⊙ λ(v_{k+1}, v_{k+2}) ⊙ · · · ⊙ λ(v_{l−1}, v_l) = (λ(v_1, v_2) ⊙ λ(v_2, v_3) ⊙ · · · ⊙ λ(v_{k−1}, v_k))⊙ (λ(v_k, v_{k+1}) ⊙ λ(v_{k+1}, v_{k+2}) ⊙ · · · ⊙ λ(v_{l−1}, v_l)) = λ(p_1) ⊙ λ(p_2) .

Łăł ňë ãćĺďĺň, àăğńĺçŋëě ğăďăçĺ ő ŕãâïå ňőčãâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł çăáâŋëě áńãçăĺ âăłőľ őąéěľ ğăďăçĺ. Ďăŋő ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő ĺ čàăä á ňěâłăňĺ ŋă àñàăå; ŋăľâĺ (ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ i, j ∈ V ) áãňňë ňěâőł ŕő ćáěň ćőğňőęŋëň ŕãâïň ĺğ i ć j: l_{ij} = ⨂ i^p⇝j λ(p). (26.11)

İâă ”áãňňă” ňőęěâ ąëâì ąěáłőŋěçŋőľ (ŕãâěľ ĺğ i ć j ňőęěâ ąëâì ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő). Ŕàĺ ěñ ćëçĺáńěŋĺĺ ňőęŋő ćłńîçăâì ĺ

Řĺáãŋőł 26.6 26.7 Śãňňã ňěâőł ŕãâěľ p1 ∘ p2 ĺ p1 ∘ p3 ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł (λ(p1 ) ⊙ λ(p2 )) ⊕ (λ(p1 ) ⊙ λ(p3 )). Ŕő áćőľáâćã ďĺáâàĺąãâĺćŋőáâĺ íâő ćëàăęěŋĺě àăćŋő λ(p1) ⊙ (λ(p2 ) ⊕ λ(p3 )).

Řĺáãŋőł 26.7 26.8 Ąńăčőďăàï æĺłńã c ĺňěěâáï ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő ŕãâěľ ĺğ ćěàèĺŋë v ć ćěàèĺŋã x, ă ĺňěŋŋő, p1 ∘ p2, p1 ∘ c ∘ p2 , p1 ∘ c ∘ c ∘ p2 ĺ â.ď.

ŕãâĺ, ŕàőåőďïéĺě ŕő őâáãâáâćãîéĺň ć čàăäě àñąàăň: łăł ňë ďőčőćőàĺńĺáì, ňěâłĺ âăłĺå àñąěà àăćŋë ¯0, ŕőíâőňã ĺ ňěâłĺ íâĺå ŕãâěľ àăćŋë 0 ĺ ŕő ŋăèěňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî (áćőľáâćő 6) ŋă ”áãňňã” âăłĺě ŕãâĺ ŋě ćńĺïîâ. Łőňňãâăâĺćŋőáâì ĺ ăááőæĺăâĺćŋőáâì őŕěàăâőàă ⊕ (áćőľáâćő 7) ŕőğćőńïîâ ŋăň ŋě ãłăğëćăâì ŕőàïďőł ŕãâěľ ŕàĺ áãňňĺàőćăŋĺĺ.

Ćěàŋñňáï ł ŋăèěňã ŕàĺňěàã, ć łőâőàőň íńěňěŋâăňĺ S ąëńĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋëě ďěľáâćĺâěńìŋëě çĺáńă ĺ áĺňćőń ∞, ă ”ãňŋőęěŋĺěň” ąëńő őąëçŋőě áńőęěŋĺě. Ěáńĺ ňë âěŕěàì őŕàěďěńĺň ”áńőęěŋĺě” łăł ćğïâĺě ňĺŋĺňãňă (âőçŋěě, âőçŋőľ ŋĺęŋěľ čàăŋĺ, âăł łăł ňë ďőńęŋë őŕàěďěńĺâì ěčő ĺ ďńï ąěáłőŋěçŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ), âő ŕőńãçĺň ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő (áćőľáâćă 1–8 ńěčłő ŕàőćěàĺâì). Őâňěâĺň, çâő íńěňěŋâ ¯0=∞ ïćńïěâáï ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň ďńï ”áńőęěŋĺï”: min(a, ∞) = a.

Ěáńĺ áçĺâăâì ňěâłőľ àěąàă ěčő ćěá, âő ňěâłőľ ŕãâĺ ąãďěâ âăłęě ěčő ćěá (áãňňă ćěáőć àñąěà), ă ãàăćŋěŋĺě (26.11) őŕàěďěńïěâ l_{ij} łăł âőçŋãî ŋĺęŋîî čàăŋì ćěáőć ćáěå ŕãâěľ ĺğ i ć j.

Ŕőŋïâĺě ŕőńãłőńìæă ŕőğćőńïěâ ćëŕőńŋïâì ăńčěąàăĺçěáłĺě ŕàěőąàăğőćăŋĺï á ňěâłăňĺ ŕãâěľ. Ŕàĺňěà âăłőčő àőďă ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 26.7.

Ć ąőńěě áńőęŋëå áńãçăïå çĺáńő ŕãâěľ ňőęěâ ąëâì ąěáłőŋěçŋő. Šăłőľ ŕàĺňěà ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 26.8. Ğďěáì (áçĺâăěň, çâő ďàãčĺå ŕãâěľ ĺğ u ć x ŋěâ) äőàňãńă (26.11) ŕàĺćőďĺâ ł ”áãňňě”

λ(p_1) ⊙ λ(p_2) ⊕ λ(p_1) ⊙ λ(c) ⊙ λ(p_2) ⊕ λ(p_1) ⊙ λ(c) ⊙ λ(c)⊙ λ(p_2) ⊕ . . . =

= λ(p_1) ⊙ (¯ 1 ⊕ λ(c) ⊕ λ(c) ⊙ λ(c) ⊕ . . . ) ⊙ λ(p_2)

Ďńï łàăâłőľ ğăŕĺáĺ âăłőľ ”áãňňë” ććěďñň áńěďãîéěě őŕàěďěńěŋĺě. Ŕãáâì a — ŕàőĺğćőńìŋëľ íńěňěŋâ ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă S. Ğăňëłăŋĺěň (closure) íńěňěŋâă a ŋăğőćñň ćëàăęěŋĺě a^∗ = ¯1 ⊕ a ⊕ (a · a) ⊕ (a · a · a) ⊕ . . . Šőčďă ŕàěďëďãéěě ćëàăęěŋĺě (ďńï àĺá. 26.8) ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł λ(p_1) · (λ(c))^∗ · λ(p_2).

Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě ŕőńãłőńìæă (áőőâćěâáâćãîéěčő ğăďăçě ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå) ĺňěěň a^∗ = min{ka|k = 0, 1, 2, . . .} = 0 ďńï ńîąőčő íńěňěŋâă a ⩾ 0. Ůâő ĺ ŋě ãďĺćĺâěńìŋő: ěáńĺ æĺłń ĺňěěâ ŋěőâàĺæăâěńìŋëľ ćěá, âő ĺďâĺ ŕő ŋěňã ŋěâ áňëáńă.

Ŕàĺňěàë ğăňłŋãâëå ŕőńãłőńěæ Őďĺŋ âăłőľ ŕàĺňěà ňë ãęě àăáňőâàěńĺ: ŕőńãłőńìæő S_1 = {R^{⩾0} ∪ {∞}, min, +, ∞, 0}. Ňë ňőęěň àăáèĺàĺâì íâő ŕőńãłőńìæő, àăğàěèĺć őâàĺæăâěńìŋëě íńěňěŋâë, ă âăłęě íńěňěŋâ −∞. Ŕőńãçĺâáï ŕőńãłőńìæő S_2 = {R ∪ {+∞} ∪ {−∞}, min, +, +∞, 0} (ãŕà. 26.4-3). İâő ŕőńãłőńìæő ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě ŕàăćĺńìŋőáâĺ ăńčőàĺâňă Ťńőľďă–Şőàèăńńă ďńï áńãçăï őâàĺæææăâěńìŋëå ćěáőć. Őâňěâĺň, çâő âěŕěàì

a^∗ = { 0,ěáńĺ a ⩾ 0, −∞,ěáńĺ a < 0. Ćâőàőľ áńãçăľ (a < 0) čőćőàĺâ ŋăň, çâő æĺłń őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ňőęŋő ŕàőåőďĺâì ňŋőčőłàăâŋő, ĺ ćěáă ąãďãâ áâàěňĺâìáï ł −∞. Ğăďăçě ő âàăŋğĺâĺćŋőň ğăňëłăŋĺĺ áőőâćěâáâćãěâ ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő S_3 = ({0, 1}, ∨, ∧, 0, 1). Ŕàĺ íâőň ćáě àñąàă ĺáåőďŋőčő čàăäă ĺňěîâ ŕőňěâłã 1 (ă őâáãâáâćãîéĺň áőőâćěâáâćãěâ ğŋăçěŋĺě ¯0 = 0, łăł ňë čőćőàĺńĺ). Ć íâőň ŕőńãłőńìæě ğŋăçěŋĺě l_{ij} , ćëçĺáńěŋŋőě ŕő äőàňãńě (26.11), àăćŋő 1, ěáńĺ ŕăàă (i, j) ŕàĺŋăďńěęĺâ âàăŋğĺâĺćŋőňã ğăňëłăŋĺî (âő ěáâì ěáâì ŕãâì ĺğ i ć j), ĺ àăćŋő 0 ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě. Őâňěâĺň, çâő ďńï íâőčő łőńìæă 1^∗ = 0^∗ = 1.

Ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ĺ áãňňă ňěâőł ŕő ŕãâïň Ŕőłăęěň, łăł ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ćëàăęěŋĺě (26.11) á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă, ăŋăńőčĺçŋőčő ăńčőàĺâňã Ťńőľďă–Şőàèăńńă ĺ ăńčőàĺâňã ćëçĺáńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï.

Ŋăŕőňŋĺň, çâő ŋăň ďăŋő ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő S ĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä (G, V ), àñąàă łőâőàőčő ŕőňěçěŋë íńěňěŋâăňĺ S. Ňë åőâĺň ďńï łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ i, j ćëçĺáńĺâì ” áãňňã” (ć áňëáńě ŕőńãłőńìæă) l_{ij} = ⨁ λ(p) čďě ”áãňňĺàőćăŋĺě” ŕàőĺáåőďĺâ ŕő ćáěň ŕãâïň ĺğ i ć j, ă λ(p) ěáâì ňěâłă ŕãâĺ p, âő ěáâì ”ŕàőĺğćěďěŋĺě” ňěâőł ŋă ěčő àñąàăå.

Řăááňőâàĺň ćěńĺçĺŋã l^{(k)}_{ij} , łőâőàăï ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ őčàăŋĺçĺâì áãňňĺàőćăŋĺě âőńìłő âěňĺ ŕãâïňĺ, ć łőâőàëå ćáě ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë ńěęăâ ć ňŋőęěáâćě {1, 2, . . . , k}. Ďńï l^{(k)}_{ij} ňőęŋő ŋăŕĺáăâì àěłãàěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě:

l^{(k)}_{ij} = l^{(k−1)}_{ij} ⊕ (l^{(k−1)}_{ik} ⊙ (l^{(k−1)}_{kk} )^∗ ⊙ l^{(k−1)}_{kj} ). (26.12)

İâő äőàňãńă ŋăŕőňĺŋăěâ àěłãàěŋâŋëě áőőâŋőèěŋĺï (26.5) ĺ (26.8); àăğŋĺæă ć âőň, çâő ć ŋěľ ěáâì ”ňŋőęĺâěńì” (l^{(k−1)}_{kk} )^∗, áőőâćěâáâćãîéĺľ ”áãňňě” ňěâőł ćáěå æĺłńőć, ŋăçĺŋăîéĺåáï ĺ łőŋçăîéĺåáï ć k. (Ŕőçěňã ŋě ąëńő âăłőčő ňŋőęĺâěńï ć ăńčőàĺâňě Ťńőľďă–Şőàèăńńă á ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ ćěáăňĺ ĺ ć ăńčőàĺâňě ćëçĺáńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï? Ďěńő ć âőň, çâő ć őąőĺå áńãçăå a^∗ = ¯1 ĺ ŕőíâőňã íâőâ ” ňŋőęĺâěńì” ňőęŋő ąëńő őŕãáâĺâì.)

Ŋăçăńìŋëě ğŋăçěŋĺï ďńï àěłãààěŋâŋőčő áőőâŋőèěŋĺï (26.12) âăłőćë: l^{(0)}_{ij} = { λ(i, j) ěáńĺ i ≠ j, ¯1 ⊕ λ(i, j) ěáńĺ i = j. Ć áăňőň ďěńě, ŕãâì ĺğ őďŋőčő àěąàă ĺňěěâ ňěâłã, àăćŋãî ňěâłã íâőčő àěąàă, ă ŕãáâőľ ŕãâì ĺňěěâ ňěâłã ¯1 ć áőőâćěâáâćĺĺ á ŋăèĺň áőčńăèěŋĺěň; íâőâ ŕãâì ŋăďő ãçěáâì ŕàĺ i = j.

Ňë ŕàĺåőďĺň ł ăńčőàĺâňã, ĺáŕőńìğãîéěňã ňěâőď ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ďńï ŕőáńěďőćăâěńìŋőčő őâëáłăŋĺï ćěńĺçĺŋ l^{(k)}_{ij} ŕàĺ k = 0, 1, 2 . . . , n; ěčő őâćěâőň ïćńïěâáï ňăâàĺæă

L^{(n)} = (l^{(n)}_{ij} ) (áőőâćěâáâćãîéăï ” áãňňĺàőćăŋĺî” ŕő ćáěň ŕãâïň ąěğ őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă ŕàőňěęãâőçŋëě ćěàèĺŋë).

{\sc Compute-Summaries}$(\lambda,V)$\\
\verb|1 |$n\leftarrow|V|$\\
\verb|2 |for $i\leftarrow1$ to $n$\\
\verb|3 |do for $j\leftarrow1$ to $n$\\
\verb|4 |do if $i=j$\\
\verb|5 |then $l^{(0)}_{ij}\leftarrow\bar1\oplus\lambda(i,j)$\\
\verb|6 |else $l^{(0)}_{ij}\leftarrow\lambda(i,j)$\\
\verb|7 |for $k\leftarrow1$ to $n$\\
\verb|8 |do for $i\leftarrow1$ to $n$\\
\verb|9 |do for $j\leftarrow1$ to $n$\\
\verb|10 |do $l^{(k)}_{ij}=l^{(k-1)}_{ij}\oplus(l^{(k-
1)}_{ik}\
odot(l^{(k-1)}_{kk})^{\ast}\odot l^{(k-1)}_{kj})$\\
\verb|11 |return $L^{(n)}$

Ćàěňï àăąőâë ďăŋŋőčő ăńčőàĺâňă ğăćĺáĺâ őâ ćàěňěŋĺ ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ ⊙, ⊕ ĺ^∗. Őąőğŋăçĺć ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï őŕěàăæĺľ çěàěğ T_⊙, T_⊕, T_∗, őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Compute- Summaries ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł Θ(n^3)(T_⊙ +T_⊕ +T_∗)), çâő ŕàěćàăéăěâáï ć Θ(n^3), ěáńĺ ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ńîąőľ ĺğ âàñå őŕěàăæĺľ áőáâăćńïěâ O(1).

Şŕàăęŋěŋĺï 26.4-1 Ŕàőćěàìâě, çâő S_1 = (R^{⩾0} ∪ {∞}, min, +, ∞, 0) ĺ S_3 = ({0, 1}, ∨, ∧, 0, 1}) ïćńïîâáï ğăňłŋãâëňĺ ŕőńãłőńìæăňĺ.

26.4-2 Ŕàőćěàìâě, çâő S_2 = (R∪{−∞, +∞}, min, +, +∞, 0) ïćńïěâáï ğăłŋãâëň ŕőńãłőńìæőň. Ůěňã àăćŋő ğŋăçěŋĺě a + (−∞) ďńï a ∈ R? Ůâő ňőęŋő áłăğăâì ő ğŋăçěŋĺĺ (−∞) + (+∞)?

26.4-3 Ğăŕĺèĺâě ăńčőàĺâň Compute-Summaries ďńï áńãçăï ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă S_2, ăŋăńőčĺçŋëľ ăńčőàĺâňã Ťńőľďă- Şőàèőńńă. Ůěňã ďőńęŋő ąëâì àăćŋő ğŋăçěŋĺě −∞ + ∞, çâőąë ăńčőàĺâň ŕàăćĺńìŋő ĺáłăď ďńĺŋë łàăâçăľèĺå ŕãâěľ?

26.4-4 §ćńïěâáï ńĺ S_4 = (R, +, ·, 0, 1) ğăňłŋãâëň ŕőńãłőńìæőň? (Šőçŋěě áńěďőćăńő ąë áŕàőáĺâì âăł: ňőęŋő ńĺ ěčő ŕàěćàăâĺâì ć ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő, őŕàěďěńĺć łăłĺň-ńĺąő őąàăğőň áãňňã ńîąőčő ąěáłőŋěçŋőčő àïďă?)

26.4-5 Ňőęěň ńĺ ňë őąőąéĺâì ŋă áńãçăľ ŕàőĺćğőńìŋőčő ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă ăńčőàĺâň Ďěľłáâàë? Ăńčőàĺâň Ąěńńňăŋă- Ťőàďă? Ŕàőæěďãàã Faster-All-Pairs-Shortest-Paths?

26.4-6 Ňë åőâĺň ãğŋăâì, łăłőľ ŋăĺąőńěě âïęñńëľ čàãğőćĺł ňőęěâ ŕàőěåăâì ĺğ Čőàîŋĺŋă ć Ŕàőáâőłćăèĺŋő, ĺňěï łăàâã ďőàőč ňěęďã íâĺňĺ áñńăňĺ, ć łőâőàőľ ďńï łăęďőľ ďőàőčĺ ãłăğăŋ ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋëľ ćěá čàãğőćĺłă. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň ďńï àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ, ĺáŕőńìğãîéĺľ ŕőďåőďïéěě ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő.

Ğăďăçĺ 26-1 Šàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě àăáâãéěčő čàăäă Ňë åőâĺň ćëçĺáńïâì âàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E), ňŋőęěáâćő àñąěà łőâőàőčő àăáâñâ. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë åőâĺň őąŋőćńïâì âàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï ć čàăä ěéñ őďŋőčő àěąàă. Ňë áçĺâăěň, çâő ĺğŋăçăńìŋő čàăä G ŋě ĺňěń àñąěà ćőćáě. Šàăŋğĺâĺćŋőě ğăňëłăŋĺě ďőńęŋő åàăŋĺâìáï ć ąãńěćőľ ňăâàĺæě.

a. Ŕőłăęĺâě, łăł ğă ćàěňï O(V^2) ňőęŋő ŕàőĺğćěáâĺ őąŋőćńěŋĺě âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï ć čàăä G ŋőćőčő àěąàă.

b. Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąőľ ăńčőàĺâň őąŋőćńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï (åàăŋïéĺľ ěčő ć ąãńěćőľ ňăâàĺæě) ňőęěâ ŕőâàěąőćăâì ćàěňěŋĺ O(V^2) ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï őďŋőčő àěąàă.

c. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň őąŋőćńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï čàăäă ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï àñąěà, ďńï łőâőàőčő áãňňăàŋőě ćàěňï àăąőâë ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ńîąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ àñąěà ŋě ŕàěćőáåőďĺâ O(V^3).

26-2 Łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ć ε-ŕńőâŋëå čàăäăå Čàăä G = (V, E) ŋăğëćăěâáï ε-ŕńőâŋëň, ěáńĺ |E| = Θ(V^{1+ε}) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë ε, ńěęăéěľ ć ďĺăŕăğőŋě 0 < ε ⩽ 1. Ĺáŕőńìğőćăŋĺě d-ĺçŋëå łãç (cň. ğăďăçã 7-2) ć ăńčőàĺâňě ŕőĺáłă łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ŋă ε-ŕńőâŋëå čàăäăå ŕőğćőńïěâ ĺğąăćĺâìáï őâ ĺáŕőńìğőćăŋĺï äĺąőŋăççĺěćëå łãç (ďőćőńìŋő áńőęŋőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå), áőåàăŋĺć âã ęě ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã ćàěňěŋĺ àăąőâë.

a. Őŕàěďěńĺâě ăáĺňŕâőâĺłã ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãà Insert, Extract-Min ĺ Decrease-Key łăł äãŋłæĺî őâ d ĺ n (ğďěáì n — çĺáńő íńěňěŋâőć d-ĺçŋőľ łãçĺ). Ůâő ŕőńãçăěâáï ŕàĺ d = Θ(n^α), čďě 0 < α ⩽ 1 — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă. Śàăćŋĺâě íâĺ ćàěňěŋă á ãçñâŋëňĺ ćàěňěŋăňĺ íâĺå őŕěàăæĺľ ďńï äĺąőŋŋăçĺěćëå łãç.

b. Ŕàĺďãňăľâě áŕőáőą ćëçĺáńĺâì łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ć ε-ŕńőâŋőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ąěğ àñąěà őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă ğă ćàěňï O(E). (Şłăğăŋĺě: ćëąěàĺâě ŕőďåőďïéěě d łăł äãŋłæĺî ε.)

c. Ŕőłăęĺâě, çâő ňőęŋő ćëçĺáńĺâì łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ ć ε-ŕńőâŋőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ąěğ àñąěà őâàĺæĺâěńìŋőčő ćěáă ğă ćàěňï O(V E).

d. Ŕőłăęĺâě, çâő ğă ćàěňï O(V E) ňőęŋő ćëçĺáńĺâì łàăâçăľèĺě ŕãâĺ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ ć ε-ŕńőâŋőň őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E), łőâőàëľ ňőęěâ ĺňěâì àñąàă őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă, ŋő ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć őâàĺæăâěńìŋőčő ćěáă.

26-3 Ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć ĺ ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő Ŕãáâì G = (V, E) — áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä á ćěáőćőľ äãŋłæĺľ w : E → R, ćěàèĺŋăňĺ łőâőàőčő ïćńïîâáï çĺáńă őâ 1 ďő n. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćěáă w(i, j) ćáěå àñąěà àăğńĺçŋë. Ŕãáâì T — ěďĺŋáâćěŋŋëľ (áň. ãŕà. 24.1-6) ňĺŋĺňăńìŋëľ őáâőć čàăäă G. Ňăčá (B.M.Maggs) ĺ Ś.Ă.Ŕńőâłĺŋ ŕàěďńőęĺńĺ ĺáŕőńìğőćăâì ğăňłŋãâőě ŕőńãłőńìæő ďńï őâëáłăŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă. Ďńï łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ őŕàěďěńĺň ňĺŋĺňăłáŋëľ ćěá (minimax weight) m_{ij} ćğïć ňĺŋĺňãň ŕő ćáěň ŕãâïň ňăłáĺňãňőć ćěáőć àñąěà ŋă łăęďőň ŕãâĺ.

a. Ŕőłăęĺâě, çâő S = (R ∪ {−∞, ∞}, min, max, ∞, −∞) ïćńïěâáï ğăňłŋãâëň ŕőńãłőńìæőň.

Šăłĺň őąàăğőň, ňë ňőęěň ĺáŕőńìğőćăâì ŕàőæěďãàã Compute- Summaries ďńï ćëçĺáńěŋĺï ňĺŋĺňăłáŋëå ćěáőć m_{ij} ć čàăäě G. Őąőğŋăçĺň çěàěğ m^{(k)}_{ij} ňĺŋĺňăłáŋëľ ćěá ďńï ćáěå ŕãâěľ ĺğ i ć j á ŕàőňěęãâőçŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {1, 2, · · · , k}.

b. Ŋăŕĺèĺâě àěłãààěŋâŋãî äőàňãńã ďńï m^{(k)}_{ij} ŕàĺ k ⩾ 0. c. Ŕãáâì T_m = {(i, j) ∈ E : w(i, j) = m_{ij} }. Ďőłăęĺâě, çâő àěąàă ĺğ T_m őąàăğãîâ ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő ďńï čàăäă G.

d. Ŕőłăęĺâě, çâő íâő ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő ąãďěâ ňĺŋĺňăńìŋëň. (Şłăğăŋĺě. Ŕőáňőâàĺâě, çâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ àěąàă (i, j) ć T ĺ őďŋőćàěňěŋŋőň ãďăńěŋĺĺ ĺğ T łăłőčő-ŋĺąãďì àěąàă, ńěęăéěčő ŋă ŕãâĺ ĺğ i ć j. Ŕőáňőâàĺâě âăłęě, çâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ ğăňěŋě àěąàă (i, j) ĺğ T ŋă ďàãčőě àěąàő.)

Ğăňěçăŋĺï Ńőãńěà [132] ŕőďàőąŋő àăááňăâàĺćăěâ ğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ďńï ćáěå ŕăà ćěàèĺŋ, åőâï ĺ ŋě ćëďěńïěâ őâďěńìŋő áńãçăľ àăğàěęěŋŋëå čàăäőć (ŕàĺ íâőň áćïğì ğăďăçĺ ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå á ãňŋőęěŋĺěň ňăâàĺæ őâŋőáĺâáï ł äőńìłńőàã). Ăńčőàĺâň Ťńőľďă–Şőàèőńńă őŕĺáăŋ ć àăąőâě Ťńőľďă [68], łőâőàëľ őŕĺàăěâáï àěğãńìâăâ Şőàèőńńă [198] (ő âàăŋğĺâĺćŋëň ğăňëłăŋĺĺ ąãńěćëå ňăâàĺæ). Ŕőŋïâĺě ğăňłŋãâőčő ŕőńãłőńìæă ŕőïćĺńőáì ć łŋĺčě Ăåő, Ţőŕłőäâă ĺ Şńìňăŋă [4]. Ăńčőàĺâň Ďęőŋáőŋă ćğïâ ĺğ [114].

27 Ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł

Řăááňőâàĺň őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ěčő łăł áěâì âàãą, ŕő łőâőàëň ŋěłőâőàőě ćěéěáâćő ďćĺęěâáï őâ ĺáâőłă (čďě őŋő ŕàőĺğćőďĺâáï á ŋěłőâőàőľ ŕőáâőïŋŋőľ áłőàőáâìî) ł áâőłã (čďě őŋő ŕőâàěąńïěâáï — á âőľ ęě áłőàőáâìî). Ćňěáâő ŕőâőłőć ćěéěáâćă ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì ďćĺęěŋĺě âőłă ŕő ŕàőćőďăň, ďěâăńěľ ŕő łőŋćěľěàã, ĺŋäőàňăæĺĺ ŕő ńĺŋĺïň áćïğĺ ĺńĺ âőćăàőć őâ ŕàőĺğćőďĺâěńï ł ŕőâàěąĺâěńî.

Łăł ĺ ć ğăďăçě ő łàăâçăľèĺå ŕãâïå, ŋă łăęďőň àěąàě čàăäă ňë ŕĺèěň çĺáńő. Ŋő ěáńĺ âăň íâő çĺáńő őğŋăçăńő ďńĺŋã ŕãâĺ, âő âěŕěàì íâő áłőàěě èĺàĺŋă ďőàőčĺ, ĺńĺ ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì âàãąë — ňăłáĺňăńìŋăï áłőàőáâì ŕőâőłă ć íâőľ âàãąě. Ŋăŕàĺňěà, őŋă ňőęěâ ąëâì 200 ńĺâàőć ć çăá, ĺńĺ 20 ăňŕěà (ěáńĺ àěçì ĺďñâ őą íńěłâàĺçěáâćě).

Ňë áçĺâăěň, çâő ć ćěàèĺŋăå ćěéěáâćő ŋě ŋăłăŕńĺćăěâáï — áłőńìłő ŕàĺåőďĺâ, áâőńìłő ĺ ãåőďĺâ (ěáńĺ ćěàèĺŋă ŋě ïćńïěâáï ĺáâőłőň ĺńĺ áâőłőň). İâő áćőľáâćő ŋăğëćăěâáï ”ğăłőŋőň áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă” (flow conservation). Ďńï íńěłâàĺçěáłőčő âőłă íâő áćőľáâćő ŋăğëćăěâáï ŕěàćëň ŕàăćĺńőň Łĺàåčőäă.

Ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ďńï ďăŋŋőľ áěâĺ áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋãî áłőàőáâì ŕàőĺğćőďáâćă (ĺ ŕőâàěąńěŋĺï) ćěéěáâćă, ŕàĺ łőâőàőľ ěčő ěéñ ňőęŋő ďőáâăćĺâì őâ ĺáâőłă ł áâőłã ŕàĺ ďăŋŋëå ŕàőŕãáłŋëå áŕőáőąŋőáâïå âàãą. Ć íâőľ čńăćě ŕőáńě âőçŋőľ äőàňãńĺàőćłĺ íâőľ ğăďăçĺ (àăğďěń 27.1) őŕĺáăŋë ďćă ňěâőďă ěñ àěèěŋĺï. Ć àăğďěńě 27.2 àăğőąàăŋ łńăááĺçěáłĺľ ňěâőď Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă. Ěčő ĺáŕőńìğőćăŋĺě ďńï ŕőĺáł ňăłáĺňăńìŋőčő ŕăàőáőçěâăŋĺï ć ďćãďőńìŋőň ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě őŕĺáăŋő ć àăğďěńě 27.3. Řăğďěń 27.4 ĺğńăčăěâ áåěňã ” ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă” łőâőàăï ĺáŕőńìğãěâáï ćő ňŋőčĺå áőćàěňěŋŋëå ăńčőàĺâňăå ďńï àěèěŋĺï ğăďăç ő ŕőâőłăå ć áěâïå. Őďĺŋ ĺğ âăłĺå ăńčőàĺâňőć őŕĺáăŋ ć àăğďěńě 27.5. Ţőâï őŋ ĺ ŋě áăňëľ ąëáâàëľ ĺğ ĺğćěáâŋëå (ćàěňï àăąőâë O(V^3)), ŋő őŋ ĺáŕőńìğãěâ âě ęě ĺďěĺ, çâő ĺ áăňëě ąëáâàëě ăńčőàĺâňë, ĺ ďőáâăâőçŋő íääěłâĺćěŋ ŋă ŕàăłâĺłě.

27.1 Ŕőâőłĺ ć áěâïå

Ć íâőň àăğďěńě ňë ďăďĺň âőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě áěâěľ ĺ ŕőâőłőć ć ŋĺå, őąáãďĺň ĺå áćőľáâćă, áäőàňãńĺàãěň ğăďăçã ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ććěďñň ŋěłőâőàëě ŕőńěğŋëě őąőğŋăçěŋĺï.

Śěâĺ ĺ ŕőâőłĺ Hăğőćěň áěâìî (flow network) őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E), łăęďőňã àěąàã (u, v) ∈ E łőâőàőčő ŕőáâăćńěŋő ć áőőâćěâáâćĺě çĺáńő c(u, v) ⩾ 0, ŋăğëćăěňőě ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî (capacity) àěąàă. Ć áńãçăě (u, v) /∈ E ňë ŕőńăčăěň c(u, v) = 0. Ć čàăäě ćëďěńěŋë ďćě ćěàèĺŋë: ĺáâőł (source) s ĺ áâőł (sink) t. Ďńï ãďőąáâćă ňë ŕàěďŕőńčăěň, çâő ć čàăäě ŋěâ ”ąěáŕőńěğŋëå” ćěàèĺŋ (łăęďăï ćěàèĺŋă v ∈ V ńěęĺâ ŋă łăłőň-âő ŕãâĺ s ⇝ v ⇝ t ĺğ ĺáâőłă ć áâőł). (Ć âăłőň áńãçăě čàăä áćïğěŋ ĺ |E| ⩾ |V | − 1.) Ŕàĺňěà áěâĺ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá.27.1.

Šěŕěàì ďăďĺň őŕàěďěńěŋĺě ŕőâőłă. Ŕãáâì ďăŋă áěâì G = (V, E), ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì łőâőàőľ ğăďăñâáï äãŋłæĺěľ c. Śěâì ĺňěěâ ĺáâőł s ĺ áâőł t. Ŕőâőłőň (flow) ć áěâĺ G ŋăğőćñň äãŋłæĺî f : V × V → R, ãďőćńěâćőàïîéãî âàñň áćőľáâćăň:

Őčàăŋĺçěŋĺě, áćïğăŋŋőě á ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî (capacity constraint): f(u, v) ⩽ c(u, v). ďńï ćáěå u, v ĺğ V .

Łőáőáĺňňěâàĺçŋőáâì (skew symmetry): f(u, v) = −f(v, u) ďńï ćáěå u, v ĺğ V .

Śőåàăŋěŋĺě ŕőâőłă (flow conservation): ∑ v∈V f(u, v) = 0. ďńï ćáěå u ĺğ V − {s, t}.

Ćěńĺçĺŋă f(u, v) ňőęěâ ąëâì łăł ŕőńőęĺâěńìŋőľ, âăł ĺ őâàĺæăâěńìŋőľ. Őŋă őŕàěďěńïěâ, áłőńìłő ćěéěáâćă ďćĺęěâáï ĺğ ćěàèĺŋë u ć ćěàèĺŋã v (őâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï áőőâćěâáâćãîâ ďćĺęěŋĺî ć őąàăâŋãî áâőàőŋã).

Ćěńĺçĺŋă (value) ŕőâőłă f őŕàěďěńïěâáï łăł áãňňă ∑ v∈V f(s, v). (27.1) (áłńăďëćăěň ŕőâőłĺ ŕő ćáěň àñąàăň, ćëåőďïéĺň ĺğ ĺáâőłă). Őŋă őąőğŋăçăěâáï |f| (ŋě áŕãâăľâě á ăąáőńîâŋőľ ćěńĺçĺŋőľ çĺáńă!). Ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě (maximum-flow problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ďńï ďăŋŋőľ áěâĺ G á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t ŋăľâĺ ŕőâőł ňăłáĺňăńìŋőľ ćěńĺçĺŋë.

Ŕőïáŋĺň áňëáń âàñå ŋăèĺå áćőľáâć. Ŕěàćőě őğŋăçăěâ, çâő ŕőâőł ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë ć ďàãčãî ŋě ŕàěćëèăěâ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ àěąàă. Ćâőàőě ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áőčńăèěŋĺě ő âőň,

Řĺáãŋőł 27.1 27.1. (ă) Śěâì G = (V, E), őŕĺáëćăîéĺě ćőğňőęŋőáâĺ ŕěàěćőğőł ŕàőďãłæĺĺ äĺàňë ”Łńěŋőćëě ńĺáâìï”. Ĺáâőł s — äăąàĺłă ć Ćăŋłãćěàě, áâőł t — áłńăď ć Ćĺŋŋĺŕěčě. Ŋă łăęďőň àěąàě ŋăŕĺáăŋő ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő ïéĺłőć, łőâőàëě ňőęŋő őâŕàăćĺâì ć ďěŋì. (b) Ŕàĺňěà ŕőâőłă f ć áěâĺ G ćěńĺçĺŋë 19. Ŕőłăğăŋë âőńìłő ŕőńőęĺâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï f(u, v) > 0 (ŕőáńě łőáőľ çěàâë áâőĺâ ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì c(u, v).

çâő őâàĺæăâěńìŋëě çĺáńă áőőâćěâáâćãîâ ŕőâőłã ć őąàăâŋãî áâőàőŋã. Ĺğ ŋěčő áńěďãěâ âăłęě, çâő f(u, u) = 0 ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë u (ŕőńőęĺň u = v). Šàěâìě áćőľáâćő őğŋăçăěâ, çâő ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë u (łàőňě áâőłă ĺ ĺáâőłă) áãňňă ŕőâőłőć ćő ćáě ďàãčĺě ćěàèĺŋë àăćŋă ŋãńî. Şçĺâëćăï łőáőáĺňňěâàĺçŋőáâì, íâő áćőľáâćő ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì łăł ∑ u∈V f(u, v) = 0 (âěŕěàì ŕěàěňěŋŋăï áãňňĺàőćăŋĺï őąőğŋăçěŋă u) ĺ ŕàőçěáâì âăł: ”áãňňă ćáěå ŕőâőłőć ĺğ ďàãčĺå ćěàèĺŋ àăćŋă ŋãńî”.

Ğăňěâĺň âăłęě, çâő ěáńĺ ćěàèĺŋë u ĺ v ŋě áőěďĺŋěŋë àěąàőň, âő ŕőâőł ňěęďã ŋĺňĺ, âő ěáâì f(u, v), àăćěŋ ŋãńî. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ (u, v) /∈ E ĺ (v, u) /∈ E, âő c(u, v) = c(v, u) = 0. Šőčďă ĺğ ŕěàćőčő áćőľáâćă áńěďãěâ, çâő f(u, v) ⩽ 0 ĺ f(v, u) ⩽ 0. Ćáŕőňĺŋăï, çâő f(u, v) = −f(v, u) (łőáőáĺňňěâàĺçŋőáâì), ňë ćĺďĺň, çâő f(u, v) = f(v, u) = 0.

Řăğďěńĺň ćěéěáâćő, ŕőáâãŕăîéěě ć ďăŋŋãî ćěàèĺŋã v ĺ ćěéěáâćő, ĺğ ŋěñ ćëåőďïéěě (âő ěáâì ŕőńőęĺâěńìŋëě ĺ őâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï f(u, v)). Śãňňã ∑ u∈V f (u,v)>0 f(u, v). (27.2)

ŋăğőćñň ćåőďïéĺň (ć ćěàèĺŋã v) ŕőâőłőň. Ćëåőďïéĺľ ŕőâőł őŕàěďěńïěâáï áĺňňěâàĺçŋő. Šěŕěàì ğăłőŋ áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì âăł: ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë, łàőňě ĺáâőłă ĺ áâőłă, ćåőďïéĺľ ŕőâőł àăćěŋ ĺáåőďïéěňã.

Ŕàĺňěà áěâĺ Řăááňőâàĺň ŕàĺňěà ŋă àĺá. 27.1 (ă). Łőňŕăŋĺï ”Łńěŋőćëě ńĺáâìï” ŕàőĺğćőďĺâ åőłłěľŋëě èăľąë ŋă äăąàĺłě ć Ćăŋłãćěàě (ĺáâőł s) ĺ áłńăďĺàãěâ ĺå ć Ćĺŋŋĺŕěčě (áâőł t). Őŋă ăàěŋďãěâ ňěáâő ć čàãğőćĺłăå ďàãčőľ äĺàňë, ĺ ňěáâő íâő őčàăŋĺçěŋő: ĺğ čőàőďă u ć čőàőď v ňőęŋő ďőáâăćĺâì ŋě ąőńěě c(u, v) ïéĺłőć ć ďěŋì. Őčàăŋĺçěŋĺï c(u, v) ŕőłăğăŋë ŋă àĺáãŋłě. Ğăďăçă áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŕěàěćőğĺâì ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě łőńĺçěáâćő èăľą ĺğ Ćăŋłãćěàă ć Ćĺŋŋĺŕěč ěęěďŋěćŋő. Ŕàĺ íâőň ŕãâì ňőęěâ ğăŋĺňăâì ŋěáłőńìłő ďŋěľ, ĺ ïéĺłĺ ňőčãâ ęďăâì őâŕàăćłĺ ć ŕàőňěęãâőçŋëå ŕãŋłâăå, ŋő ŋěőąåőďĺňő, çâőąë ďńï łăęďőčő ŕãŋłâă

Řĺáãŋőł 27.2 27.2 Śőłàăéěŋĺě. (a) Ćěàèĺŋë v1 ĺ v2. Ğďěáì c(v1, v2) = 10 ĺ c(v2, v1) = 4. (b) Ěęěďŋěćŋő 8 ïéĺłőć ŕěàěćőğïâ ĺğ v1 ć v2. (c) Ďőąăćĺńĺ ćáâàěçŋëě ŕěàěćőğłĺ 3 ïéĺłőć ć ďěŋì ĺğ v2 ć v1. (d) Śőłàăâĺńĺ ŕàőâĺćőŕőńőęŋëě ŕőâőłĺ — őáâăńőáì 5 ïéĺłőć ć ďěŋì. (ě) Ďőąăćĺńĺ ŕěàěćőğłã ěéñ 7 ïéĺłőć ć ďěŋì ĺğ v2 ć v1.

çĺáńő ěęěďŋěćŋő ŕàĺąëćăîéĺå ïéĺłőć ąëńő àăćŋő çĺáńã ãćőğĺňëå (ĺŋăçě ïéĺłőć ŋě åćăâĺâ ĺńĺ őŋĺ ąãďãâ ŋăłăŕńĺćăâìáï). Šěň áăňëň ćëŕőńŋěŋő áćőľáâćő áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă. Ćěńĺçĺŋőľ ŕőâőłă ąãďěâ çĺáńő èăľą, ěęěďŋěćŋő őâčàãęăěňëå ĺğ Ćăŋłãćěàă, ĺ ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ŕőâőł ňăłáĺňăńìŋőľ ćěńĺçĺŋë.

Őďĺŋ ĺğ ćőğňőęŋëå ŕőâőłőć ŕőłăğăŋ ŋă àĺá.27.1(b). Ĺğ ćěàèĺŋë u ć ćěàèĺŋã v ć ďěŋì őâŕàăćńïěâáï f(u, v) ïéĺłőć; ěáńĺ f(u, v) àăćŋő 0, ïéĺłĺ ŋě őâŕàăćńïîâáï; őâàĺæăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï f(u, v) áőőâćěâáâćãîâ ïéĺłăň, ŕàĺąëćăîéĺň ć u ĺğ v.

Ćŋĺňăâěńìŋëľ çĺâăâěńì ňőč ãęě ğăňěâĺâì, çâő àěăńìŋăï áĺâãăæĺï ŋě ćŕőńŋě őŕĺáëćăěâáï ŋăèěľ ňőďěńìî. Ĺňěŋŋő, ŋăèă ňőďěńì ŋě ãçĺâëćăěâ ćáâàěçŋëě ŕěàěćőğłĺ. Ěáńĺ ĺğ ćěàèĺŋë v_1 ć v_2 ěęěďŋěćŋő ćěğãâ ćőáěňì ïéĺłőć, ă ĺğ v_2 ć v_1 ěęěďŋěćŋő ćěğãâ âàĺ ïéĺłă, çěňã ďőńęŋë ąëâì àăćŋë f(v_1, v_2) ĺ f(v_2, v_1)? (Ŋăŕőňŋĺň, çâő íâĺ ćěńĺçĺŋë ďőńęŋë ąëâì ŕàőâĺćőŕőńőęŋë.) Ňë ŕőńăčăěň f(v_1, v_2) = 8 − 3 = 5, ă f(v_2, v_1) = −5. Šě ęě ğŋăçěŋĺï äãŋłæĺĺ f áőőâćěâáâćãîâ ěęěďŋěćŋëň ŕěàěćőğłăň ŕïâĺ ïéĺłőć ĺğ v_1 ć v_2, âăł çâő ć ŋăèěľ ňőďěńĺ ćáâàěçŋëě ŕěàěćőğłĺ ăćâőňăâĺçěáłĺ áőłàăéăîâáï. Ćŕàőçěň, ĺ ć àěăńìŋőáâĺ ćáâàěçŋëě ŕěàěćőğłĺ àăğãňŋő ” áőłàăâĺâì” ďàãč á ďàãčőň, (íłőŋőňĺłă ďőńęŋă ąëâì íłőŋőňŋőľ), ŕàĺ íâőň ňěáâă ŋă čàãğőćĺłăå ŕőŋăďőąĺâáï âőńìłő ňěŋìèě.

Hă àĺá. 27.2 ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà áőłàăéěŋĺï ŕőâőłőć ňěęďã ćěàèĺŋăňĺ v_1 ĺ v_2 (27.2 (a)). Śŋăçăńă ĺğ v_1 ć v_2 ćőğĺńĺ ěęěďŋěćŋő 8 ïéĺłőć (27.2 (b)). Ğăâěň áâăńĺ ćőğĺâì 3 ïéĺłă ć őąàăâŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ (27.2 (c)), ŕőłă ŋě ďőčăďăńĺáì ćňěáâő íâőčő ãňěŋìèĺâì çĺáńő ŕěàěćőğĺňëå ć őąàăâŋãî áâőàőŋã ïéĺłőć ŋă 3 (27.2 (d)). İâĺ ďćě àăğńĺçŋëě (ć ęĺğŋĺ) áĺâãăæĺĺ áőőâćěâáâćãîâ őďŋőľ ĺ âőľ ęě äãŋłæĺĺ f: ć őąőĺå áńãçăïå f(v_1, v_2) = 5, ă f(v_2, v_1) = −5. Ěáńĺ âěŕěàì àãłőćőďáâćő âàěąãěâ ŋăçăâì ŕěàěćőğłĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå 7 ïéĺłőć ć ďěŋì ĺğ v_2 ć v_1, âő ŋãęŋő ŕàěęďě ćáěčő őâňěŋĺâì ŕěàěćőğłĺ 5 ïéĺłőć ć őąàăâŋãî áâőàőŋã, ŕőáńě çěčő ŋăğŋăçĺâì ŕěàěćőğłã ďőŕőńŋĺâěńìŋëå 2 ïéĺłőć (27.2 (e)). Šěň áăňëň âàěąőćăŋĺě ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő (ŋěáňőâàï ŋă âő, łáâăâĺ, çâő ć čàãğőćĺłăå ĺğ v_2 ć v_1 ěáâì ňěáâă âőńìłő ŋă 4 ïéĺłă.

Śěâĺ á ŋěáłőńìłĺňĺ ĺáâőłăňĺ ĺ áâőłăňĺ Ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì ğăďăçã ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ďńï áńãçăï ŋěáłőńìłĺå ĺáâőłőć ĺ áâőłőć. Łőňŕăŋĺï ”Łńěŋőćëě ńĺáâìï” ňőęěâ ĺňěâì m äăąàĺł {s_1, s_2, . . .s_m} ĺ n áłńăďőć {t_1, t_2, . . ., t_n} (àĺá. 27.3 (ă)). Hő íâő ŋě ãáńőęŋïěâ ďěńă, ŕőâőňã çâő âăłőľ

Řĺáãŋőł 27.3 27.3 Ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłă ďńï ŋěáłőńìłĺå ĺáâőłőć ĺ áâőłőć áćőďĺâáï ł őąëçŋőľ. (a) Śěâì á ŕïâìî ĺáâőłăňĺ S = {s1, s2, s3 , s4, s5} ĺ âàěňï áâőłăňĺ T = {t1, t2, t3}. (b) Śőőőâćěâáâćãîéăï áěâì á őďŋĺň ĺáâőłőň ĺ őďŋĺň áâőłőň; ďőąăćńěŋŋëě àñąàă ĺňěîâ ąěáłőŋěçŋãî ŕàőŕãáłŋãî áŕőáőąŋőáâì.

ćăàĺăŋâ ŕàőąńěňë ňőęŋő áćěáâĺ ł őąëçŋőňã. Hă àĺá. 27.3 (b) ŕőłăğăŋă íłćĺćăńěŋâŋăï áěâì á őďŋĺň ĺáâőłőň ĺ őďŋĺň áâőłőň. Ňë ďőąăćĺńĺ őąéĺľ ĺáâőł (supersource) s, ĺğ łőâőàőčő ćěďãâ àñąàă ąěáłőŋěçŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ ćő ćáě ŕàěęŋĺě ĺáâőłĺ (c(s, s_i) = ∞ ŕàĺ ćáěå i = 1, 2, . . ., m). Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ĺğ ćáěå ŕàěęŋĺå áâőłőć ŕàőćěďěŋë àñąàă ć őąéĺľ áâőł (supersink) t. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő łăęďëľ ŕőâőł ć áěâĺ (a) áőőâćěâáâćãěâ ŕőâőłã ć áěâĺ (b) ĺ ŋăőąőàőâ (äőàňăńìŋőě ďőłăğăâěńìáâćő őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî ć łăçěáâćě ãŕà. 27.1-3) Őąőğŋăçěŋĺï Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì áńěďãîéěě áőčńăèěŋĺě: ěáńĺ ć ćëàăęěŋĺĺ ŋă ňěáâě ćěàèĺŋë áâőĺâ ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ, âő ĺňěěâáï ć ćĺďã áãňňă ŕő ćáěň íńěňěŋâăň íâőčő ňŋőęěáâćă ( ŋěïćŋőě áãňňĺàőćăŋĺě, inplicit summary notation). İâő őâŋőáĺâáï ĺ ł áńãçăî ŋěáłőńìłĺå ŕěàěňěŋŋëå. Hăŕàĺňěà, ěáńĺ X ĺ Y — ňŋőęěáâćă ćěàèĺŋ, âő f(X, Y ) = ∑ x∈X ∑ y∈Y f(x, y). Ć íâĺå őąőğŋăçěŋĺïå ğăłőŋ áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă ğăŕĺèěâáï łăł f(u, V ) = 0 ďńï ćáěå u ∈ V − {s, t}. Łàőňě âőčő, ć ŋěïćŋëå áãňňăå ňë őŕãáłăěň äĺčãàŋëě áłőąłĺ (ŋăŕàĺňěà, ć àăćěŋáâćě f(s, V \s) = f(s, V ) áĺňćőń V \ s őąőğŋăçăěâ V \ {s}.

Ćőâ ŋěáłőńìłő ŕőńěğŋëå áćőľáâć âăłĺå áãňň (ďőłăğăâěńìáâćő ňë őáâăćńïěň çĺâăâěńî łăł ãŕà. 27.1-4):

Ńěňňă 27.1 Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E). Šőčďă ďńï ńîąőčő X ⊆ V ćëŕőńŋěŋő f(X, X) = 0. Ďńï ńîąëå X, Y ⊆ V ćëŕőńŋěŋő f(X, Y ) = −f(Y, X). Ďńï ńîąëå X, Y, Z ⊆ V ĺğ X ∩ Y = ∅ áńěďãěâ f(X ∪ Y, Z) = f(X, Z) + f(Y, Z) ĺ f(Z, X ∪ Y ) = f(Z, X) + f(Z, Y ). Ďńï ŕàĺňěàă ďőłăęěň á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň âăłĺå őąőğŋăçěŋĺľ, çâő ćěńĺçĺŋă ŕőâőłă àăćŋă áãňňě ŕőâőłőć ĺğ ćáěå ćěàèĺŋ ć áâőł: |f| = f(V, t). (27.3)

Ĺŋâãĺâĺćŋő íâő ïáŋő (łãďă ę ěňã ěéñ ďěćăâìáï), ŋő ňőęŋő ŕàőćěáâĺ ĺ äőàňăńìŋőě àăááãęďěŋĺě. Ćőâ őŋő:

Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, |f| = f(s, V ) Ŕàĺňěŋïï ńěňňã 27.1, ĺňěěň f(s, V ) = f(V, V ) − f(V \ s, V ) = f(V, V \ s) = f(V, t) + f(V, V \ s \ t). Ŕő ğăłőŋã áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă ćâőàőě áńăčăěňőě àăćŋő 0, ĺ őáâăñâáï f(V, t).

Őąőąéěŋĺě ńěňňë 27.1 ąãďěâ ďőłăğăŋő ŋĺęě (ńěňňă 27.5) Şŕàăęŋěŋĺï 27.1-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 27.2, ĺğőąàăğĺâě ďćě ćěàèĺŋë u ĺ v, ďńï łőâőàëå c(u, v) = 5, c(v, u) = 8, ĺğ u ć v ŕěàěáëńăîâáï 3 ěďĺŋĺæë, ă ĺğ v ć u — 4. Ůěňã àăćěŋ ŕőâőł ĺğ u ć v?

27.1-2 Ŕàőćěàìâě, çâő äãŋłæĺï f àĺá.27.1 (b) ďěľáâćĺâěńìŋő ïćńïěâáï ŕőâőłőň.

27.1-3 Łăł ŕàĺáŕőáőąĺâì őŕàěďěńěŋĺě ŕőâőłă ďńï áńãçăï ŋěáłőńìłĺå ĺáâőłőć ĺ áâőłőć? Ŕőłăęĺâě, çâő ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ďńï âăłőčő áńãçăï áćőďĺâáï ł őąëçŋőľ á ŕőňőéìî őŕĺáăŋŋőčő ŋăňĺ ŕàĺñňă.

27.1-4 Ďőłăęĺâě ńěňňã 27.1. 27.1-5 Ďńï áěâĺ G = (V, E) ĺ ŕőâőłă f ŋă àĺá.27.1 (b), ãłăęĺâě ŕàĺňěà ŕőďňŋőęěáâć X, Y ⊆ V , ďńï łőâőàëå f(X, Y ) = −f(V \ X, Y , ă âăłęě ŕőďňŋőęěáâć X, Y ⊆ V , ďńï łőâőàëå f(X, Y ) ≠ −f(V \ X, Y . 27.1-6 Ŕãáâì ĺňěěâáï áěâì G = (V, E) ĺ ďćă ŕőâőłă f_1 ĺ f_2 ŋă ŋěľ.

Řăááňőâàĺň ĺå áãňňã (äãŋłæĺî ĺğ V × V ć R):

(f_1 + f_2)(u, v) = f_1(u, v) + f_2(u, v) (27.4)

Łăłĺň âàěąőćăŋĺïň ĺğ őŕàěďěńěŋĺï ŕőâőłă őŋă ãďőćńěâćőàïěâ őąïğăâěńìŋő, ă łăłĺň ňőęěâ ŋě ãďőćńěâćőàïâì?

27.1-7 Ŕőâőł f ňőęŋő ãňŋőęĺâì ŋă ćěéěáâćěŋŋőě çĺáńő α, ŕőńãçĺć äãŋłæĺî (αf)(u, v) = α · f(u, v) Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőľ áěâĺ ňŋőęěáâćő ŕőâőłőć ćëŕãłńő. İâő ğŋăçĺâ, çâő ěáńĺ f_1 ĺ f_2 — ŕőâőłĺ, âő áãňňă αf_1 +(1−α)f_2 ŕàĺ 0 ⩽ α ⩽ 1 âőęě ïćńïěâáï ŕőâőłőň.

27.1-8 Śäőàňãńĺàãľâě ğăďăçã ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě łăł ğăďăçã ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï.

27.1-9 Řăááňőâàĺň áěâì á ŋěáłőńìłĺňĺ ćěéěáâćăňĺ (multicommodity flow network) ć łőâőàőľ ĺňěîâáï ŕőâőłĺ p ćěéěáâć, ďńï łăęďőčő ĺğ łőâőàëå ěáâì áćőľ ĺáâőł ĺ áćőľ áâőł. Ďńï łăęďőčő ćěéěáâćă ěáâì áćőľ ğăłőŋ áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă, ă ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì őďŋă ŋă ćáěå (áãňňă ŕőâőłőć ćáěå ćěéěáâć ĺğ u ć v ŋě ďőńęŋă ŕàěćëèăâì c(u, v). Ďńï łăęďőčő ćěéěáâćă ĺňěěâáï áćőï ćěńĺçĺŋă ŕőâőłă; áłńăďëćăï íâĺ ćěńĺçĺŋë, ŕőńãçĺň áãňňăàŋãî ćěńĺçĺŋã (total flow value) ŕőâőłă. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőâőł ňăłáĺňăńìŋőľ áãňňăàŋőľ ćěńĺçĺŋë ňőęŋő ŋăľâĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, ŕàěďáâăćĺć íâã ğăďăçã łăł ğăďăçã ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï. (Ńîąăï ğăďăçă ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï àăğàěèĺňă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï: íâőâ äăłâ ňë ãŕőňĺŋăńĺ ć àăğďěńě 25.5.) ãŕŕ ďăáâ ŕő âàĺ çĺáńă, ąő́ńìèĺå x, ğă ďćãňï ćőğňőęŋëňĺ ĺáłńîçěŋĺïňĺ: čàãŕŕă, áőďěàęăéăï x, ĺ ŕőáńěďŋïï ŋěŕőńŋăï čàãŕŕă. Šěň áăňëň ĺňěěâáï ŋě ňěŋěě 3 (⌈ 1 2 ⌈n 5 ⌉⌉ − 2 ) ⩾ 3n 10 − 6. íńěňěŋâőć, ğăćěďőňő ąőńìèĺå x, ĺ âőçŋő âăł ęě ŕőńãçăěň, çâő ĺňěěâáï ŋě ňěŋěě 3n/10 − 6 íńěňěŋâőć, ğăćěďőňő ňěŋìèĺå x. Ğŋăçĺâ, ăńčőàĺâň Select, àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěňëľ ŋă ŕïâőň èăčě, ąãďěâ őąàăąăâëćăâì ňăááĺć ďńĺŋőľ ŋě ąőńěě 7n/10 + 6.

Ŕãáâì âěŕěàì T (n) — ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Select ŋă ňăááĺćě ĺğ n íńěňěŋâőć ć åãďèěň áńãçăě. Ŕěàćëľ, ćâőàőľ ĺ çěâćěàâëľ èăčĺ ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(n) (ŋă ćâőàőň èăčě ňë O(n) àăğ áőàâĺàãěň ňăááĺćë àăğňěàőň O(1)), âàěâĺľ èăč ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï ŋě ąőńěě T (⌈n/5⌉), ă ŕïâëľ èăč, ŕő ďőłăğăŋŋőňã, — ğă ćàěňï, ŋě ŕàěćőáåőďïéěě T (⌊7n/10+6⌋) (łăł ĺ àăŋìèě, ňőęŋő ŕàěďŕőńăčăâì, çâő T (n) ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ á àőáâőň n). Śâăńő ąëâì, T (n) ⩽ T (⌈n/5⌉) + T (⌊7n/10 + 6⌋) + O(n). Ŕőáłőńìłã áãňňă łőíääĺæĺěŋâőć ŕàĺ n ć ŕàăćőľ çăáâĺ (1/5 + 7/10 = 9/10) ňěŋìèě ěďĺŋĺæë, ĺğ íâőčő àěłãààěŋâŋőčő áőőâŋőèěŋĺï ćëâěłăěâ, çâő T (n) ⩽ cn ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c. İâő ňőęŋő ďőłăğăâì ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ć áăňőň ďěńě, ŕàěďŕőńăčăï, çâő T (m) ⩽ cm ďńï ćáěå m < n, ĺňěěň T (n) ⩽ c(⌈n/5⌉) + c(⌊7n/10 + 6⌋) + O(n) ⩽ c(n/5 + 1) + c(7n/10 + 6) + O(n) ⩽ 9cn/10 + 7c + O(n) = = cn − c(n/10 − 7) + O(n).

Ŕàĺ ŕőďåőďïéěň ćëąőàě c íâő ćëàăęěŋĺě ąãďěâ ŋě ąőńìèě cn ŕàĺ ćáěå n > 70 (ŋăďő, çâőąë c(n/10 − 6) ŕàěćőáåőďĺńő łőíääĺæĺěŋâ, ŕőďàăğãňěćăěňëľ ć O(n)). Šăłĺň őąàăğőň, ĺŋďãłâĺćŋëľ ŕěàěåőď ćőğňőęěŋ ŕàĺ n > 70 (ğăňěâĺň ěéñ, çâő ŕàĺ âăłĺå n ćëàăęěŋĺï ⌈n/5⌉ ĺ ⌊7n/10 + 6⌋ ňěŋìèě n).

Şćěńĺçĺć c ěéñ (ěáńĺ ŋăďő), ňőęŋő ďőąĺâìáï âőčő, çâőąë T (n) ŋě ŕàěćőáåőďĺńő cn ĺ ŕàĺ ćáěå n ⩽ 70, çâő ğăćěàèăěâ àăááãęďěŋĺě ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Śâăńő ąëâì, ăńčőàĺâň Select àăąőâăěâ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï (ć åãďèěň áńãçăě).

Őâňěâĺň, çâő ăńčőàĺâňë Select ĺ Randomized-Select, ć őâńĺçĺě őâ őŕĺáăŋŋëå ć čńăćě 9 ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï, ĺáŕőńìğãîâ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï íńěňěŋâőć ňăááĺćă ĺ ŕàĺňěŋĺňë ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ãŕőàïďőçěŋŋőčő ňŋőęěáâćă. İâĺ ăńčőàĺâňë ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ íääěłâĺćŋěě őçěćĺďŋőčő ŕőďåőďă ”ãŕőàïďőçĺ ňŋőęěáâćő ĺ ćëąěàĺ ŋãęŋëľ íńěňěŋâ”, ŕőáłőńìłã ćáïłĺľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ, ĺáŕőńìğãîéĺľ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï, âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(n lg n) ŋě âőńìłő ć åãďèěň áńãçăě (àăğďěń 9.1), ŋő ĺ ć áàěďŋěň (ğăďăçă 9-1).

Şŕàăęŋěŋĺï

27.1-1 Ąãďěâ ńĺ ăńčőàĺâň Select àăąőâăâì ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï, ěáńĺ àăğąĺćăâì ňăááĺć ŋă čàãŕŕë ŋě ĺğ ŕïâĺ, ă ĺğ áěňĺ íńěňěŋâőć? Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï čàãŕŕ ĺğ âàñå íńěňěŋâőć àăááãęďěŋĺě ŋě ŕàőåőďĺâ.

27.1-2 Ŕãáâì x — ”ňěďĺăŋă ňěďĺăŋ” ć ăńčőàĺâňě Select (ňăááĺć áőďěàęĺâ n íńěňěŋâőć). Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ n ⩾ 38 łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć, ąő́ńìèĺå x (âăł ęě łăł ĺ łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć, ňěŋìèĺå x) ŋě ňěŋìèě ⌈n/4⌉.

27.1-3 Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň ąëáâàőľ áőàâĺàőćłĺ âăł, çâőąë őŋ àăąőâăń ğă ćàěňï O(n lg n) ć åãďèěň áńãçăě.

27.1-4^⋆ Ŕãáâì ăńčőàĺâň ćëąőàă i-čő ŕő áçñâã íńěňěŋâă ĺáŕőńìğãěâ âőńìłő ŕőŕăàŋëě áàăćŋěŋĺï. Ŕőłăęĺâě, çâő á ŕőňőéìî âěå ęě áàăćŋěŋĺľ ňőęŋő ć łăçěáâćě ŕőąőçŋőčő àěğãńìâăâă ŕőńãçĺâì áŕĺáłĺ íńěňěŋâőć, ňěŋìèĺå ĺáłőňőčő, ă âăłęě ąő́ńìèĺå ĺáłőňőčő.

27.1-5 Ŕãáâì ã ŋăá ěáâì łăłőľ-âő ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ňěďĺăŋã ğă ńĺŋěľŋőě ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï. Ĺáŕőńìğãï ěčő ć łăçěáâćě ŕőďŕàőčàăňňë, àăğàăąőâăľâě ŕàőáâőľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőàïďłőćőľ áâăâĺáâĺłĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

Řĺáãŋőł 27.4 Łăł ŕàőćěáâĺ á ćőáâőłă ŋă ğăŕăď ňăčĺáâàăńì, çâőąë áãňňăàŋăï ďńĺŋă ŕőďćőďïéĺå âàãąőŕàőćőďőć ąëńă ňĺŋĺňăńìŋă?

27.1-6 Ŕőď k-łćăŋâĺńïňĺ (k-th quantiles) ňŋőęěáâćă ĺğ n çĺáěń ňë ŕőŋĺňăěň k − 1 ěčő íńěňěŋâőć, őąńăďăîéĺå áńěďãîéĺň áćőľáâćőň: ěáńĺ àăáŕőńőęĺâì íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï, âő łćăŋâĺńĺ ąãďãâ àăğąĺćăâì ňŋőęěáâćő ŋă k àăćŋëå (âőçŋěě, őâńĺçăîéĺåáï ŋě ąőńěě çěň ŋă őďĺŋ íńěňěŋâ) çăáâěľ. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(n lg k) ŋăåőďĺâ k-łćăŋâĺńĺ ďăŋŋőčő ňŋőęěáâćă.

27.1-7 Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕő ğăďăŋŋőňã k ŋăåőďĺâ ć ďăŋŋőň ňŋőęěáâćě S ěčő k íńěňěŋâőć, ňěŋěě ćáěčő őâáâőïéĺå őâ ňěďĺăŋë. Ůĺáńő őŕěàăæĺľ ďőńęŋő ąëâì O(|S|).

27.1-8 Ŕãáâì X[1 . .n] ĺ Y [1 . .n] — ďćă ćőğàăáâăîéĺå ňăááĺćă. Řăğàăąőâăľâě ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ğă ćàěňï O(lg n) ňěďĺăŋã ňŋőęěáâćă, ŕőńãçěŋŋőčő őąêěďĺŋěŋĺěň íńěňěŋâőć íâĺå ňăááĺćőć.

27.1-9 Ŕàőäěááőà łőŋáãńìâĺàãěâ ŋěäâïŋãî łőňŕăŋĺî, łőâőàőľ âàěąãěâáï ŕàőćěáâĺ ňăčĺáâàăńìŋëľ ŋěäâěŕàőćőď ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ áâàőčő á ğăŕăďă ŋă ćőáâőł çěàěğ ŋěäâěŋőáŋőě ŕőńě, ŋă łőâőàőň àăáŕőńőęěŋë n ŋěäâïŋëå áłćăęĺŋ. Őâ łăęďőľ áłćăęĺŋë ŋěőąåőďĺňő ŕőďćěáâĺ ł ňăčĺáâàăńĺ âàãąőŕàőćőď ŕő łàăâçăľèěňã ŕãâĺ (áâàőčő ŋă áěćěà ĺńĺ ŋă îč, àĺá. 10.2). Łőőàďĺŋăâë ćáěå áłćăęĺŋ ŕàőäěááőàã ĺğćěáâŋë; ŋěőąåőďĺňő ćëąàăâì ňěáâőŕőńőęěŋĺě ňăčĺáâàăńĺ, çâőąë áãňňă ďńĺŋ ćáěå âàãąőŕàőćőďőć, ćěďãéĺå őâ áłćăęĺŋ ł ňăčĺáâàăńĺ, ąëńă ňĺŋĺňăńìŋă. Ŕőłăęĺâě, çâő őŕâĺňăńìŋőě ňěáâő ďńï ňăčĺáâàăńĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

Ğăďăçĺ

27-1 Śőàâĺàőćłă i ŋăĺąőńìèĺå íńěňěŋâőć

Ďăŋő ňŋőęěáâćő ĺğ n çĺáěń; âàěąãěâáï ćëąàăâì ĺğ ŋĺå i ŋăĺąőńìèĺå ĺ őâáőàâĺàőćăâì (ŕőńìğãïáì âőńìłő ŕőŕăàŋëňĺ áàăćŋěŋĺïňĺ). Ďńï łăęďőčő ĺğ ŕàĺćěďěŋŋëå ŋĺęě ŕőďåőďőć àăğàăąőâăľâě áőőâćěâáâćãîéĺľ ăńčőàĺâň ĺ ćëïáŋĺâě, łăł ğăćĺáĺâ őâ n ĺ i ćàěňï àăąőâë íâĺå ăńčőàĺâňőć ć åãďèěň áńãçăě. ă Őâáőàâĺàőćăâì ćáě çĺáńă ĺ ćëŕĺáăâì i ŋăĺąőńìèĺå.

ą Ŕőňěáâĺâì çĺáńă ć őçěàěďì á ŕàĺőàĺâěâăňĺ ĺ ćëğćăâì i àăğ ŕàőæěďãàã Extract-Max.

ć Ŋăľâĺ á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă àăğďěńă 10.3 i-ě ŕő ćěńĺçĺŋě çĺáńő (áçĺâăï őâ ŋăĺąőńìèěčő), àăğąĺâì ňăááĺć őâŋőáĺâěńìŋő ŋěčő ĺ őâáőàâĺàőćăâì i ŋăĺąőńìèĺå çĺáěń.

27-2 Ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă

Ŕãáâì ďăŋő n àăğńĺçŋëå çĺáěń x_1, . . ., x_n, ĺ ŕãáâì łăęďőňã x_i áőŕőáâăćńěŋő ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő (”ćěá”) w_i, ŕàĺçñň áãňňă ćáěå ćěáőć àăćŋă 1. Ćğćěèěŋŋőľ ňěďĺăŋőľ (weighted median) ŋăğëćăěâáï âăłőě çĺáńő x_k, çâő ∑ x_i<x_k w_i ⩽ 1 2 ĺ ∑ x_i>x_k w_i ⩽ 1 2 . ă Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ćáě ćěáă àăćŋë 1/n, âő ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă áőćŕăďăěâ á őąëçŋőľ.

ą Łăł ŋăľâĺ ćğćěèěŋŋãî ňěďĺăŋã n çĺáěń á ŕőňőéìî áőàâĺàőćłĺ ğă ćàěňï O(n lg n) ć åãďèěň áńãçăě?

ć Łăł ňőďĺäĺæĺàőćăâì ăńčőàĺâň Select (àăğďěń 10.3), çâőąë őŋ ĺáłăń ćğćěèěŋŋãî ňěďĺăŋã ğă ćàěňï Θ(n) ć åãďèěň áńãçăě? Ğăďăçă ő ćëąőàě ňěáâă ďńï ŕőçâë (post-office location problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďăŋő n âőçěł p_1, . . ., p_n ĺ n ŕőńőęĺâěńìŋëå ćěáőć w_1, . . ., w_n; âàěąãěâáï ŋăľâĺ âőçłã p (ŋě őąïğăâěńìŋő áőćŕăďăîéãî á őďŋőľ ĺğ p_i), ďńï łőâőàőľ ćëàăęěŋĺě ∑_n i=1 w_id(p, p_i) ąãďěâ ňĺŋĺňăńìŋő (çěàěğ d(a, b) őąőğŋăçăěâáï àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ a ĺ b).

ď Ŕőłăęĺâě, çâő ć őďŋőňěàŋőň áńãçăě (âőçłĺ — ćěéěáâćěŋŋëě çĺáńă, d(a, b) = |a−b|) ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă ąãďěâ àěèěŋĺěň íâőľ ğăďăçĺ.

ě Ŋăľďĺâě őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ć ďćãňěàŋőň áńãçăě (âőçłĺ — ŕăàë ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń), ěáńĺ àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ a = (x_1, y_1) ĺ b = (x_2, y_2) ğăďăěâáï ”ć L_1-ňěâàĺłě”: d(a, b) = |x_1 − x_2| + |y_1 − y_2| (ăňěàĺłăŋæë ŋăğëćăîâ âăłãî ňěâàĺłã Manhattan

Ğăňěçăŋĺï ł čńăćě 10 557

distance, ŕő ŋăğćăŋĺî àăľőŋă Ŋìî-Ľőàłă, àăğąĺâőčő ãńĺæăňĺ ŋă ŕàïňőãčőńìŋëě łćăàâăńë)

27-3 Ŋăåőęďěŋĺě i-čő ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâă ŕàĺ ňăńëå i

Ŕãáâì T (n) — ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Select, ŕàĺňěŋěŋŋőľ ł ňăááĺćã ĺğ n çĺáěń; ć åãďèěň áńãçăě T (n) = Θ(n), ŋő łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ n, ŕőďàăğãňěćăěňëľ ć íâőň őąőğŋăçěŋĺĺ, ďőćőńìŋő ćěńĺł. Ěáńĺ i ňăńő ŕő áàăćŋěŋĺî á n, âő őâőąàăâì i-ëľ ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâ ňőęŋő ąëáâàěě.

ă Őŕĺèĺâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŋăåőďĺâ i-ľ ŕő ćěńĺçĺŋě íńěňěŋâ ć ňŋőęěáâćě ĺğ n çĺáěń, ďěńăï U_i(n) áàăćŋěŋĺľ, ŕàĺçñň

U_i(n) = { T (n) ěáńĺ n ⩽ 2i, n/2 + U_i(⌊n/2⌋) + T (2i + 1) ĺŋăçě.

(Şłăğăŋĺě: áďěńăľâě ⌊n/2⌋ ŕőŕăàŋëå áàăćŋěŋĺľ ĺ őâąěàĺâě i ŋăĺňěŋìèĺå áàěďĺ ňěŋìèĺå íńěňěŋâőć ŕăà.) ą Ŕőłăęĺâě, çâő U_i(n) = n + O(T (2i) log(n/i)).

ć Ŕőłăęĺâě, çâő, ŕàĺ ŕőáâőïŋŋőň i, ĺňěěň U_i(n) = n + O(lg n). [Šă ęě őæěŋłă ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ŕőáâàőĺâì łãçã ĺğ čńăćë 7, ă ğăâěň i àăğ ćëąàăâì ĺğ ŋěñ ňĺŋĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ.] č Ŕãáâì i = n/k, ŕàĺçñň k ⩾ 2; ŕőłăęĺâě, çâő U_i(n) = n + O(T (2n/k) lg k).

Ğăňěçăŋĺï

Ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï ňěďĺăŋë ğă ńĺŋěľŋőě ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï ŕàěďńőęĺńĺ Ąńîň, Ťńőľď, Ŕàăââ, Řĺćěáâ ĺ Šăàìïŋ [29]. Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň á ńĺŋěľŋëň áàěďŋĺň ćàěňěŋěň àăąőâë ŕàĺŋăďńěęĺâ Ţőăàã [97]. Ťńőľď ĺ Řĺćěáâ [70] àăğàăąőâăńĺ ãáőćěàèěŋáâćőćăŋŋãî ćěàáĺî íâőčő ăńčőàĺâňă, ć łőâőàőľ čàăŋĺæă àăğąĺěŋĺï őŕàěďěńïěâáï ŕő ŋěąőńìèőľ áńãçăľŋőľ ćëąőàłě.

27.2 Ňěâőď Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă

Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ňěâőď Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă őâëáłăŋĺï ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă. Ňë čőćőàĺň ő ňěâőďě, ă ŋě őą ăńčőàĺâňě, ŕőáłőńìłã ěáâì ŋěáłőńìłő ăńčőàĺâňőć, ěčő àěăńĺğãîéĺå ĺ őâńĺçăîéĺåáï ćàěňěŋěň àăąőâë. Őďŋă ĺğ âăłĺå àěăńĺğăæĺľ ŕàĺćěďěŋă ć łőŋæě àăğďěńă. Łńîçěćãî àőńì ć ňěâőďě Ťőďă–Ťăńłěàáőŋă ĺčàăîâ âàĺ ŕőŋïâĺï: őáâăâőçŋëě áěâĺ, ďőŕőńŋïîéĺě ŕãâĺ ĺ àăğàěğë. Őáŋőćŋăï âěőàěňă — âěőàěňă 27.7 ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ňĺŋĺňăńìŋőň àăğàěğě.

Ŕőĺáł ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă ňěâőďőň Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ŕàőćőďĺâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋő. Ćŋăçăńě ŕőâőł ŋãńěćőľ (ĺ ćěńĺçĺŋă ěčő àăćŋă ŋãńî). Ŋă łăęďőň èăčě ňë ãćěńĺçĺćăěň ğŋăçěŋĺě ŕőâőłă. Ďńï íâőčő ňë ŋăåőďĺň ”ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì”, ŕő łőâőàőňã ňőęŋő ŕàőŕãáâĺâì ěéñ ŋěňŋőčő ćěéěáâćă, ĺ ĺáŕőńìğãěň ěčő ďńï ãćěńĺçěŋĺï ŕőâőłă. İâőâ èăč ŕőćâőàïěâáï, ŕőłă ěáâì ďőŕőńŋïîéĺě ŕãâĺ. Łăł ŕőłăęěâ âěőàěňă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ňĺŋĺňăńìŋőň àăğàěğě, ŕőńãçěŋŋëľ ŕőâőł ąãďěâ ňăłáĺňăńìŋëň. Ğăŕĺèěň íâőâ ŕńăŋ á ŕőňőéìî ŕáěćďőłőďă:

Ford-Fulkerson-Method($G,s,t$)

1 ŕőńőęĺâì ŕőâőł $f$ àăćŋëň $0$
2 while (ŕőłă) áãéěáâćãěâ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì $p$
3 do ďőŕőńŋĺâì $f$ ćďőńì $p$
4 return $f$

Őáâăâőçŋëě áěâĺ Ŕãáâì ďăŋă áěâì ĺ ŕőâőł ć ŋěľ. Ŋěäőàňăńìŋő čőćőàï, őáâăâőçŋăï áěâì áőáâőĺâ ĺğ âěå àñąěà, ŕőâőł ŕő łőâőàëň ňőęŋő ãćěńĺçĺâì. Śâàőčőě őŕàěďěńěŋĺě âăłőćő: ŕãáâì G = (V, E) — áěâì á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t. Ŕãáâì f — ŕőâőł ć íâőľ áěâĺ. Ďńï ńîąőľ ŕăàë ćěàèĺŋ u ĺ v. àăááňőâàĺň őáâăâőçŋãî ŕàőŕãáłŋãî áŕőáőąŋőáâì (residual capacity) ĺğ u ć v, őŕàěďěńïěňãî łăł c_f (u, v) = c(u, v) − f(u, v). (27.5) Őŋă őŕàěďěńïěâ, áłőńìłő ěéñ ŕőâőłă ňőęŋő ŋăŕàăćĺâì ĺğ u ć v. Hăŕàĺňěà, ěáńĺ c(u, v) = 16, ă f(u, v) = 11 âő ňë ňőęěň ŕěàěáńăâì ěéñ c_f (u, v) = 5 ěďĺŋĺæ ŕő àěąàã (u, v). Őáâăâőçŋăï ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì c_f (u, v) ňőęěâ ŕàěćőáåőďĺâì c(u, v), ěáńĺ ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ ŕőâőł f(u, v) őâàĺæăâěńěŋ. Hăŕàĺňěà, ěáńĺ c(u, v) = 16, ă f(u, v) = −4, âő c_f (u, v) = 20. Ć áăňőň ďěńě, ňë ňőęěň ãćěńĺçĺâì ŕőâőł ŋă 4, őâňěŋĺć ćáâàěçŋëľ ŕőâőł, ĺ ěéñ őâŕàăćĺâì 16 ěďĺŋĺæ, ŋě ŕàěćëèăï ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ àěąàă (u, v).

Śěâì G_f = (V, E_f, čďě E_f = {(u, v) ∈ V × V : c_f (u, v) > 0} ŋăğőćñň őáâăâőçŋőľ áěâìî (residual network) áěâĺ G, ŕőàőęďñŋŋőľ ŕőâőłőň f. Ěñ àñąàă, ŋăğëćăěňëě őáâăâőçŋëňĺ àñąàăňĺ (residual edges) ďőŕãáłăîâ ŕőńőęĺâěńìŋëľ ŕőâőł. Hă àĺá. 27.4 (a) ĺğőąàăęěŋ ŕőâőł f ć áěâĺ G (ćğïâëľ á àĺá. 27.1 (b)), ă ŋă àĺá. 27.4 (b) ĺğőąàăęěŋă őáâăâőçŋăï áěâì G_f .

Ğăňěâĺň, çâő őáâăâőçŋőě àěąàő (u, v) ŋě őąïğăŋő ąëâì àěąàőň áěâĺ G. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ňőęěâ őłăğăâìáï, çâő E_f ⊈ E. Řñąěà

(v_1, s) ĺ v_2, v_3) ŋă àĺá. 27.4 (b) ŋě ąëńő ć ĺáåőďŋőľ áěâĺ. Šăłőě àěąàő ĺğ u ć v ŕőïćńïěâáï, łőčďă f(u, v) < 0, âő ěáâì łőčďă ĺňěěâáï ĺňěěâáï ŕőâőł ćěéěáâćă ć őąàăâŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ (ŕő àěąàã (v, u)) — ćěďì íâőâ ŕőâőł ňőęŋő ãňěŋìèĺâì. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ àěąàő (u, v) ŕàĺŋăďńěęĺâ őáâăâőçŋőľ áěâĺ, âő åőâï ąë őďŋő ĺğ àñąěà (u, v) ĺ (v, u) ąëńő ć ĺáåőďŋőľ áěâĺ. Ŕőńãçăěň őæěŋłã |E_f | ⩽ 2|E|. Őáâăâőçŋăï áěâì G_f ïćńïěâáï áěâìî á ŕàőŕãáłŋëňĺ áŕőáőąŋőáâïňĺ c_f . Śńěďãîéăï ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, łăł áőőâŋőáïâáï ŕőâőłĺ ć ĺáåőďŋőľ ĺ ć őáâăâőçŋőľ áěâïå.

Ńěňňă 27.2 Ŕãáâì G = (V, E) — áěâì á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t, ă f — ŕőâőł ć ŋěľ. Ŕãáâì G_f — őáâăâőçŋăï áěâì áěâĺ G, ŕőàőęďñŋŋăï ŕőâőłőň f. Ŕãáâì f^′ — ŕőâőł ć G_f . Šőčďă áãňňă f + f^′, őŕàěďěńěŋŋăï łăł ć (27.4), ïćńïěâáï ŕőâőłőň ć áěâĺ G ćěńĺçĺŋë |f + f^′| = |f| + |f^′|. Ďőłăğăâěńìáâćő Śŋăçăńă ďőłăęěň, çâő f + f^′ ąãďěâ ŕőâőłőň. Ŕàőćěàĺň łőáőáĺňňěâàĺçŋőáâì. Ďńï ćáěå u, v ∈ V ćëŕőńŋěŋő

(f + f^′)(u, v) = f(u, v) + f^′(u, v) = = −f(v, u) − f^′(v, u) = = −(f(v, u) + f^′(v, u)) = = −(f + f^′)(v, u).

Ŕàőćěàĺň ãáńőćĺě, áćïğăŋŋőě á őčàăŋĺçěŋŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî. Ğăňěâĺň, çâő f^′(u, v) ⩽ c_f (u, v) ďńï ćáěå u, v ∈ V , ŕőíâőňã (f +f^′)(u, v) = f(u, v)+f^′(u, v) ⩽ f(u, v)+(c(u, v)−f(u, v)) = c(u, v). Ŕàőćěàĺň ğăłőŋ áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă. Ďńï ćáěå u ∈ V \ {s, t} ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő (f + f^′)(u, V ) = f(u, V ) + f^′(u, V ) = f(u, V ) + f^′(u, V ) = 0 + 0 = 0.

Ŋăłőŋěæ, ŋăľďñň ćěńĺçĺŋã áãňňăàŋőčő ŕőâőłă: |f + f^′| = (f + f^′)(s, V ) = f(s, V ) + f^′(s, V ) = |f| + |f^′|. Ďőŕőńŋïîéĺě ŕãâĺ Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E). Hăğőćñň ďőŕőńŋïîéĺň ŕãâñň (augmenting path) ŕàőáâőľ ŕãâì ĺğ ĺáâőłă s ć áâőł t ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f . Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï őáâăâőçŋőľ áěâĺ ćëâěłăěâ, çâő ŕő ćáěň àěąàăň (u, v) ďőŕőńŋïîéěčő ŕãâĺ ňőęŋő ŕěàěáńăâì ěéñ áłőńìłő-âő ćěéěáâćă, ŋě ŕàěćëáĺć ŕàőŕãáłŋãî áŕőáőąŋőáâì àěąàă.

Řĺáãŋőł 27.5 27.4 (a) Ŕőâőł f ć áěâĺ G (łăł ŋă àĺá. 27.1). (b) Őáâăâőçŋăï áěâì Gf . Ćëďěńěŋ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì p. Ěčő őáâăâőçŋăï ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì cf (p) àăćŋă c(v2, v3) = 4. (c) Řěğãńìâăâ ďőąăćńěŋĺï ŕőâőłă ćěńĺçĺŋë 4, ŕàőåőďïéěčő ćďőńì ŕãâĺ p. (d) Őáâăâőçŋăï áěâì, ŕőàőęďñŋŋăï ŕőâőłőň àĺá. (c).

Hă àĺá. 27.4 (b) ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì ćëďěńěŋ áěàëň æćěâőň. Ŕő ŋěňã ňőęŋő őâŕàăćĺâì ěéě 4 ěďĺŋĺæë ŕőâőłă, âăł łăł ŋăĺňěŋìèăï őáâăâőçŋăï ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì àñąěà íâőčő ŕãâĺ àăćŋă c(v_2, v_3) = 4. Ćěńĺçĺŋã ŋăĺąőńìèěčő ŕőâőłă, łőâőàëľ ňőęŋő ŕěàěáńăâì ŕő ďőŕőńŋïîéěňã ŕãâĺ p, ŋăğőćñň őáâăâőçŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî (residual capacity) ŕãâĺ p: c_f (p) = min{c_f (u, v) : (u, v) ∈ p} Śłăğăŋŋőě ãâőçŋïěâáï ć áńěďãîéěľ ńěňňě (ďőłăğăâěńìáâćő ňë őáâăćńïěň çĺâăâěńî ć łăçěáâćě ãŕà. 27.2-3).

Ńěňňă 27.3 Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E) ĺ p — ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì ć G_f . Őŕàěďěńĺň äãŋłæĺî f_p : V × V → R âăł:

f_p(u, v) = c_f (p), ěáńĺ (u, v) ∈ p −c_f (p), ěáńĺ (v, u) ∈ p 0 ć őáâăńìŋëå áńãçăïå.

(27.6)

Šőčďă f_p — ŕőâőł ć áěâĺ G_f ĺ |f_p| = c_f (p) > 0.

Šěŕěàì ćĺďŋő, çâő ěáńĺ ďőąăćĺâì ŕőâőł f_p ł ŕőâőłã f, ŕőńãçĺâáï ŕőâőł ć áěâĺ G á ąő́ńìèĺň ğŋăçěŋĺěň. Hă àĺá. 27.4 (c) ĺğőąàăęñŋ àěğãńìâăâ ďőąăćńěŋĺï ŕőâőłă f_p (àĺá. 27.4 (b)) ł ŕőâőłã f (àĺá. 27.4 (a)). Śäőàňãńĺàãěň íâő ěéñ àăğ:

Śńěďáâćĺě 27.4 Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E), ă p — ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì ć áěâĺ G_f , ğăďăŋŋëľ àăćěŋáâćőň (27.6). Šőčďă äãŋłæĺï f^′ = f +f_p ïćńïěâáï ŕőâőłőň ć áěâĺ G ćěńĺçĺŋë |f^′| = |f| + |f_p| > |f|.

Ďőłăğăâěńìáâćő Şâćěàęďěŋĺě ćëâěłăěâ ĺğ ńěňň 27.2 ĺ 27.3. Řăğàěğë ć áěâïå Ňěâőď Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ďőąăćńïěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕőâőłĺ ŕő ďőŕőńŋïîéĺň ŕãâïň, ŕőłă ŋě ŕőńãçĺâáï ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł. Łăł ňë ćáłőàě ãćĺďĺň (âěőàěňă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ňĺŋĺňăńìŋőň àăğàěğě), ćěńĺçĺŋă ŕőâőłă ňăłáĺňăńìŋă ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă őáâăâőçŋăï áěâì ŋě áőďěàęĺâ ďőŕőńŋïîéĺå ŕãâěľ. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï ŕőŋïâĺě àăğàěğă áěâĺ.

Hăğőćñň àăğàěğőň (cut) áěâĺ G = (V, E) àăğąĺěŋĺě ňŋőęěáâćă V ŋă ďćě çăáâĺ S ĺ T = V \ S, ďńï łőâőàëå s ∈ S ĺ t ∈ T . (Ŕőďőąŋăï ŕàőæěďãàă ďěńăńăáì ďńï ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă ć čńăćě 24, ŋő âěŕěàì čàăä őàĺěŋâĺàőćăŋ ĺ, łàőňě âőčő, ňë

Řĺáãŋőł 27.6 27.5 Řăğàěğ (S, T ) ć áěâĺ àĺá. 27.1 (b). Ğďěáì S = {s, v1, v2} (çěàŋëě ćěàèĺŋë) ĺ T = {v3, v4, t} (ąěńëě ćěàèĺŋë). Ŕàĺ íâőň f(S, T ) = 19 (ŕőâőł çěàěğ àăğàěğ) ĺ c(S, T ) = 26 (ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì)

âàěąãěň, çâőąë s ∈ S, t ∈ T .) Ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî àăğàěğă (capacity of the cut) (S, T ) ŋăğëćăîâ áãňňã c(S, T ). Łàőňě âőčő, ďńï ğăďăŋŋőčő ŕőâőłă f ćěńĺçĺŋă ŕőâőłă çěàěğ àăğàěğ (S, T ) őŕàěďěńïěâáï łăł áãňňă f(S, T ).

Hă àĺá. 27.5 ĺğőąàăęñŋ àăğàěğ ({s, v_1, v_2}, {v_3, v_4, t}) áěâĺ àĺá. 27.1 (b). Ŕőâőł çěàěğ íâőâ àăğàěğ àăćěŋ

f(v_1, v_2) + f(v_2, v_3) + f(v_2, v, 4) = 12 + (−4) + 11 = 19,

ă ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì àăğàěğă àăćŋă

c(v_1, v_3) + c(v_2, v_4) = 12 + 14 = 26.

Łăł ćĺďŋő, ŕőâőł çěàěğ àăğàěğ, ć őâńĺçĺě őâ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ àăğàěğă, ňőęěâ ćłńîçăâì ĺ őâàĺæăâěńìŋëě áńăčăěňëě.

Śńěďãîéăï ńěňňă ãâćěàęďăěâ, çâő ćěńĺçĺŋë ŕőâőłőć çěàěğ ćáě àăğàěğë őďĺŋăłőćë (ĺ àăćŋë ćěńĺçĺŋě ŕőâőłă).

Ńěňňă 27.5 Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t, ă (S, T ) — àăğàěğ áěâĺ G. Šőčďă ŕőâőł çěàěğ àăğàěğ (S, T ) àăćěŋ f(S, T ) = |f|.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ňŋőčőłàăâŋő ĺáŕőńìğãï ńěňňã 27.1, ŕőńãçăěň f(S, T ) = f(S, V ) − f(S, S) = = f(S, V ) = = f(s, V ) + f(S \ s, V ) = = f(s, V ) = = |f| Ďőłăğăŋŋőě ćëèě àăćěŋáâćő (27.3) (ćěńĺçĺŋă ŕőâőłă àăćŋă ŕőâőłã ć áâőł) ŋěňěďńěŋŋő áńěďãěâ ĺğ íâőľ ńěňňë.

Śńěďáâćĺě 27.6 Ğŋăçěŋĺě ńîąőčő ŕőâőłă f ć áěâĺ G ňěŋìèě ĺńĺ àăćŋő ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ ńîąőčő àăğàěğă áěâĺ G.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì (S, T ) — ŕàőĺğćőńìŋëľ àăğàěğ áěâĺ G. Ć áĺńã 27.5 ĺ őčàăŋĺçěŋĺľ ŋă ŕőâőłĺ ŕő àñąàăň |f| = f(S, T ) = = ∑ u∈S ∑ v∈T f(u, v) ⩽ ⩽ ∑ u∈S ∑ v∈T c(u, v) = = c(S, T ).

Šěŕěàì ďőłăęěň őáŋőćŋãî âěőàěňã íâőčő àăğďěńă (max-flow min-cut theorem).

Šěőàěňă 27.7 (ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ňĺŋĺňăńìŋőň àăğàěğě) Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E). Šőčďă áńěďãîéĺě ãâćěàęďěŋĺï àăćŋőáĺńìŋë:

1. Ŕőâőł f ňăłáĺňăńěŋ (ïćńïěâáï ŕőâőłőň ňăłáĺňăńìŋőľ ćěńĺçĺŋë) ć áěâĺ G.

2. Őáâăâőçŋăï áěâì G_f ŋě áőďěàęĺâ ďőŕőńŋïîéĺå ŕãâěľ. 3. Ďńï ŋěłőâőàőčő àăğàěğă (S, T ) áěâĺ G ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő |f| = c(S, T ). (Ć íâőň áńãçăě, łăł ŕőłăğëćăěâ áńěďáâćĺě 27.6, àăğàěğ ïćńïěâáï ňĺŋĺňăńìŋëň, âő ěáâì ĺňěěâ ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋãî ŕàőŕãáłŋãî áŕőáőąŋőáâì.)

Ďőłăğăâěńìáâćő (1) ⇒ (2) Řăááãęďăï őâ ŕàőâĺćŋőčő, ďőŕãáâĺň, çâő ŕőâőł f ňăłáĺňăńěŋ, ŋő G_f áőďěàęĺâ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì p. Řăááňőâàĺň áãňňã f + f_p, čďě f_p ğăďăěâáï àăćěŋáâćőň (27.6). Ŕő áńěďáâćĺî 27.4 íâă áãňňă ïćńïěâáï ŕőâőłőň ć G, ćěńĺçĺŋă łőâőàőčő ąőńìèě |f|, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ňăłáĺňăńìŋőáâĺ f.

(2) ⇒ (3) Ŕãáâì ć áěâĺ G_f ŋěâ ŕãâĺ ĺğ ĺáâőłă s ć áâőł t. Řăááňőâàĺň ňŋőęěáâćő

S = {v ∈ V | ć G_f áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ s ć v}.

Ŕőńőęĺň T = V \ S. Őçěćĺďŋő, çâő s ∈ S, ă t ∈ T , âăł łăł ć G_f ŋěâ ŕãâĺ ĺğ s ć t. Ŕőíâőňã ŕăàă (S, T ) — àăğàěğ. Hĺ ďńï łăłĺå u ∈ S ĺ v ∈ T àěąàő (u, v) ŋě ŕàĺŋăďńěęĺâ E_f (ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ćěàèĺŋă v ŕőŕăńă ąë ć S). Ŕőíâőňã f(u, v) = c(u, v). Ŕő ńěňňě 27.5 |f| = f(S, T ) = c(S, T ).

(3) ⇒ (1) Ďńï ńîąőčő àăğàěğă (S, T ) ćëŕőńŋěŋő |f| ⩽ c(S, T ) (áńěďáâćĺě 27.6). Ŕőíâőňã ĺğ àăćěŋáâćă |f| = c(S, T ) áńěďãěâ, çâő ŕőâőł f ňăłáĺňăńěŋ.

Őąéăï áåěňă ăńčőàĺâňă Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă Ďěľáâćãï ŕő ňěâőďã Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă, ŋă łăęďőň èăčě ňë ćĺąĺàăěň ŕàőĺğćőńìŋëľ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì p ĺ ãćěńĺçĺćăěň ŕőâőł f, ďőąăćńïï ŕőâőł ćěńĺçĺŋë c_f (p) ŕő ŕãâĺ p. Ŕàĺćőďĺňëľ ŋĺęě ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ ňăááĺć f[u, v] ďńï åàăŋěŋĺï âěłãéĺå ğŋăçěŋĺï ŕőâőłă. Ňë áçĺâăěň, çâő äãŋłæĺï c(u, v) ćëçĺáńïěâáï ğă ćàěňï O(1), ŕàĺ íâőň c(u, v) = 0 ěáńĺ (u, v) /∈ E. (Ŕàĺ ěáâěáâćěŋŋőľ àěăńĺğăæĺĺ ğŋăçěŋĺě (u, v) åàăŋĺâáï àïďőň á àñąàăňĺ ć áŕĺáłăå ĺáåőďïéĺå àñąěà.)

Ć áâàőłě 5 ćěńĺçĺŋă c_f (u, v) ŕőŋĺňăěâáï ć áőőâćěâáâćĺĺ á äőàňãńőľ (27.5). Śĺňćőń c_f (p) őąőğŋăçăěâ ńőłăńìŋãî ŕěàěňěŋŋãî, ć łőâőàãî ŕőňěéăěâáï őáâăâőçŋăï ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ŕãâĺ p.

Řĺáãŋőł 27.7 27.6 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Ford-Fulkerson. (a)–(d) Ÿăčĺ ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă. Śńěćă ĺğőąàăęěŋă őáâăâőçŋăï áěâì Gf (ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì p ćëďěńěŋ áěàëň), áŕàăćă ŕőłăğăŋ ãćěńĺçěŋŋëľ ŕőâőł. Ćŋăçăńě (a) àőńì őáâăâőçŋőľ áěâĺ ĺčàăěâ ĺáåőďŋăï áěâì G. (e) Őáâăâőçŋăï áěâì ąőńěě ŋě áőďěàęĺâ ďőŕőńŋïîéěčő ŕãâĺ; ŕőâőł ňăłáĺňăńěŋ.

Ford-Fulkerson($G,s,t$)

1 for (ďńï) łăęďőčő àěąàă $(u,v)$ ĺğ $E[G]$
2 do $f[u,v]\leftarrow 0$
3 $f[v,u]\leftarrow 0$
4 while (ŕőłă) ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ $G_f$ áãéěáâćãěâ ŕãâì $p$ ĺğ $s$ ć $t$
5 do $c_f(p)\leftarrow\min\{c_f(u,v)|(u,v) \textrm{ ćåő-

ďĺâ ć } p\}$

6 for (ďńï) łăęďőčő àěąàă $(u,v)$ ŕãâĺ $p$
7 do $f[u,v]\leftarrow f[u,v]+c_f(p)$
8 $f[v,u]\leftarrow -f[u,v]$

Ŕàőæěďãàă Ford-Fulkerson áńěďãěâ őŕĺáăŋŋőľ ćëèě áåěňě ( Ford-Fulkerson-Method). Śâàőłĺ 1–3 ğăďăîâ ŕěàćőŋăçăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŕőâőłă; æĺłń ć áâàőłăå 4–8 ŋă łăęďőň èăčě ŋăåőďĺâ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì p ć G_f ĺ ãćěńĺçĺćăěâ ŕőâőł f. Ěáńĺ ďőŕőńŋïîéěčő ŕãâĺ ŋěâ, ŋăľďěŋŋëľ ŕőâőł ňăłáĺňăńěŋ. Ŕàĺňěà àăąőâë ŕàőčàăňňë ĺğőąàăęěŋ ŋă àĺá.27.6.

Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňă Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Ford-Fulkerson ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăł ĺéěâáï ŕãâì p (áâàőłă 4). Ć ŕàĺŋæĺŕě ăńčőàĺâň ňőęěâ ćőőąéě ŋě őáâăŋőćĺâìáï, ěáńĺ ğŋăçěŋĺě ŕőâőłă ąãďěâ àăáâĺ ćáñ ąőńěě ňěńłĺňĺ èăčăňĺ, âăł ĺ ŋě ďőáâĺčŋãć ňăłáĺňãňă. Őďŋăłő ěáńĺ ćëąĺàăâì ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì ŕàĺ ŕőňőéĺ ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã (àăğďěń 23.2), âő ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ŕàěęďě çěň ďőłăğăâì íâő, ňë ãáâăŋőćĺň ŕàőáâãî ćěàåŋîî őæěŋłã ďńï áńãçăï æěńëå ŕàőŕãáłŋëå áŕőáőąŋőáâěľ. (İâőâ áńãçăľ çăáâő ćáâàěçăěâáï ŋă ŕàăłâĺłě. Śńãçăľ àăæĺőŋăńìŋëå ŕàőŕãáłŋëå áŕőáőąŋőáâěľ áćőďĺâáï ł ŋěňã ãňŋőęěŋĺěň ŋă çĺáńő.)

Ďńï ãłăğăŋŋőčő áńãçăï (ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ — æěńëě çĺáńă), ŕàőæěďãàă Ford-Fulkerson ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(E|f^∗|), čďě f^∗ — ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł. Ć áăňőň ďěńě, ćëŕőńŋěŋĺě áâàőł 1- 3 âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(E). Űĺłń ć áâàőłăå 4–8 ćëŕőńŋïěâáï ŋě ąőńěě |f^∗| àăğ, âăł łăł ŕőáńě łăęďőčő ćëŕőńŋěŋĺï ćěńĺçĺŋă ŕőâőłă ãćěńĺçĺćăěâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă ěďĺŋĺæã. Őáâăńőáì őæěŋĺâì ćàěňï őďŋőčő èăčă, łőâőàőě ğăćĺáĺâ őâ âőčő, łăł ňë åàăŋĺň ďăŋŋëě ő ŕőâőłě. Řăááňőâàĺň őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G^′ = (V, E^′), ć

Řĺáãŋőł 27.8 27.7 (a) Śěâì, ďńï łőâőàőľ ŕàőæěďãàă Ford-Fulkerson âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(E|f^∗|), čďě f^∗ — ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ćěńĺçĺŋë |f^∗| = 2 000 000. Ćëďěńěŋ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì á ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî 1. (b) Ŕőńãçěŋŋăï őáâăâőçŋăï áěâì. Ćëďěńěŋ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì á âőľ ęě ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî. (c) Ŕőńãçěŋŋăï őáâăâőçŋăï áěâì.

łőâőàőň E^′ = {(u, v)|(u, v) ∈ E ĺńĺ (v, u) ∈ E}, ĺ ąãďěň åàăŋĺâì ŕőâőłĺ ĺ ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ àïďőň á áőőâćěâáâćãîéĺňĺ àñąàăňĺ (àñąàă áěâĺ G ćåőďïâ ĺ ć čàăä G^′, âăł çâő ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ ěáâì čďě åàăŋĺâì). Őáâăâőçŋăï áěâì (ďńï âěłãéěčő ŕőâőłă) áőáâőĺâ ĺğ âěå àñąěà (u, v) čàăäă G^′, ďńï łőâőàëå c(u, v) − f[u, v] ≠ 0. Ŕőĺáł ďőŕőńŋïîéěčő ŕãâĺ ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ (ć čńãąĺŋã ĺńĺ ć èĺàĺŋã — ŕőłă íâő ćáñ àăćŋő) ğăľňěâ ćàěňï O(E) = O(E^′). Ŕőíâőňã ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë ąãďěâ O(E|f^∗|).

Ĺğ ďőłăğăŋŋőľ őæěŋłĺ áńěďãěâ, çâő ŕàĺ ŋěąőńìèőň ğŋăçěŋĺĺ |f^∗| ĺ æěńëå ŕàőŕãáłŋëå áŕőáőąŋőáâïå ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Ford- Fulkerson ŋěćěńĺłő. Hő ŕàĺ ąőńìèőň |f^∗| ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ňőęěâ ąëâì ćěńĺłő ďăęě ďńï ŕàőáâőľ áěâĺ, łăł ŕőłăğëćăěâ ŕàĺňěà àĺá. 27.7. Ğŋăçěŋĺě ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă ć íâőľ áěâĺ àăćŋő 2, 000, 000 (ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăâì àñąàă, ĺďãéĺě áńěćă ŋăŕàăćő). Ěáńĺ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 27.7 (a) ĺ 27.7 (b), ŋă çñâŋëå èăčăå ąãďěâ ćëąĺàăâìáï ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì s → v → u → t, ă ŋă ŋñçěâŋëå — s → u → v → t, âő ŕőâàěąãěâáï 2, 000, 000 èăčőć, çâőąë ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł.

Ňőęŋő ŕőńãçĺâì ńãçèãî őæěŋłã ćàěňěŋĺ àăąőâë ŕàőæěďãàë Ford-Fulkerson, ěáńĺ ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő ć áâàőłě 4 ĺáŕőńìğãěâáï ŕőĺáł ć èĺàĺŋã. Ć íâőň áńãçăě ŕãâì p ąãďěâ łàăâçăľèĺň ĺğ ďőŕőńŋïîéĺå ŕãâěľ (ďńĺŋã łăęďőčő àěąàă áçĺâăěň àăćŋőľ ěďĺŋĺæě). İâă àěăńĺğăæĺï ňěâőďă Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ŋăğëćăěâáï ăńčőàĺâňőň İďňőŋďáă–Łăàŕă. Ďőłăęěň, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă İďňőŋďáă–Łăàŕă àăćŋő O(V E^2).

Őąőğŋăçĺň ďńĺŋã łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ć G_f ňěęďã ćěàèĺŋăňĺ u ĺ v çěàěğ δ_f (u, v)).

Ńěňňă 27.8 Řăááňőâàĺň àăąőâã ăńčőàĺâňă İďňőŋďáă–Łăàŕă ŋă áěâĺ G = (V, E) á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t. Ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v ĺğ V \ {s, t} àăááâőïŋĺě δ_f (s, v) ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ ňěęďã ĺáâőłőň ĺ ćěàèĺŋőľ v ∈ V \ {s, t} ňőŋőâőŋŋő ŋěãąëćăěâ ŋă łăęďőň èăčě æĺłńă.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕàěďŕőńőęĺň ŕàőâĺćŋőě: ŕãáâì ŕőáńě ãćěńĺçěŋĺï ŕőâőłă f (ćďőńì ďőŕőńŋïîéěčő ŕãâĺ) àăááâőïŋĺě δ_f (s, v) őâ ĺáâőłă s ďő ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋë v ĺğ V \ {s, t} ãňěŋìèĺńőáì. Őąőğŋăçĺć ãćěńĺçěŋŋëľ ŕőâőł çěàěğ f^′, ŕőńãçăěň, çâő δ^′_f (s, v) < δ_f (s, v). Śàěďĺ ćěàèĺŋ v á âăłĺň áćőľáâćőň ćëąěàěň ąńĺęăľèãî (ć áňëáńě áěâĺ G^′_f ) ł ĺáâőłã. Ć íâőň áńãçăě

ĺğ δ^′_f (s, u) < δ^′_f (s, v) áńěďãěâ δ_f (s, u) ⩽ δ^′_f (s, u) (27.7) ďńï ćáěå u ∈ V \ {s, t}. Ćőğìňěň łàăâçăľèĺľ ŕãâì p^′ ĺğ s ć v ć áěâĺ G^′_f ĺ àăááňőâàĺň ćěàèĺŋã u, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕàěďèěáâćãîéãî ćěàèĺŋě v ć íâőň ŕãâĺ (s ⇝ u → v).

Śőčńăáŋő áńěďáâćĺî 25.2, δ^′_f (s, u) = δ^′_f (s, v) − 1. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî (27.7) δ_f (s, u) ⩽ δ^′_f (s, u). Ňőęěâ ńĺ àěąàő (u, v) ćåőďĺâì ć E_f (íâő ğŋăçĺâ, çâő f[u, v] < c(u, v)). Šőčďă ŕő ńěňňě 25.3 ďőńęŋő ąëâì δ_f (s, v) ⩽ δ_f (s, u) + 1 ⩽ ⩽ δ^′_f (s, u) + 1 = = δ^′_f (s, v), çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ŋăçăńìŋőňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî.

Śńěďőćăâěńìŋő, (u, v) /∈ E_f . Hő àěąàő (u, v) ŕàĺŋăďńěęĺâ E^′_f , ŕőíâőňã ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì p, ŕàěćàăâĺćèĺľ áěâì G_f ć áěâì G^′_f , áőďěàęăń àěąàő (v, u). Šăł łăł ŕãâì p ąëń łàăâçăľèĺň ŕãâñň ĺğ s ć t ć áěâĺ G_f , âő ńîąőľ ěčő ŕőďŕãâì âăłęě ąëń łàăâçăľèĺň (ńěňňă 25.1), ŕőíâőňã δ_f (s, u) = δ_f (s, v)+1. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő δ_f (s, v) = δ_f (s, u) − 1 ⩽ ⩽ δ^′_f (s, u) − 1 = = δ^′_f (s, v) − 2 < < δ^′_f (s, v), çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ŋăçăńìŋőňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî.

Šěőàěňă 27.9 Ăńčőàĺâň İďňőŋďáă–Łăàŕă ŋă áěâĺ G = (V, E) ćëŕőńŋïěâáï ğă O(V E) èăčőć.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ć łăęďőň ďőŕőńŋïîéěň ŕãâĺ őâňěâĺň àñąàă ňĺŋĺňăńìŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ, łőâőàëě ąãďěň ŋăğëćăâì łàĺâĺçěáłĺňĺ (critical) (ďńï ďăŋŋőčő èăčă). Ğăňěâĺň, çâő łàĺâĺçěáłĺě àñąàă ĺáçěğăîâ ŕàĺ ŕěàěåőďě ł áńěďãîéěľ őáâăâőçŋőľ áěâĺ.

Ŕőłăęěň, çâő ďńï őďŋő ĺ âő ęě àěąàő ňőęěâ ąëâì łàĺâĺçěáłĺň ŋě ąőńěě O(V ) àăğ. Ŕőáłőńìłã ćáě àñąàă ćáěå őáâăâőçŋëå áěâěľ áőőâćěâáâćãîâ àñąàăň čàăäă (ćőğňőęŋő, ć őąàăâŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ), ĺå çĺáńő ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2E, âăł çâő őąéěě çĺáńő èăčőć ďěľáâćĺâěńìŋő ěáâì O(EV ).

Ĺâăł, ŕőáňőâàĺň, áłőńìłő àăğ ğă ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă İďňőŋďáă–Łăàŕă àěąàő (u, v) ňőęěâ ąëâì łàĺâĺçěáłĺň. Ěáńĺ àěąàő ąëńő łàĺâĺçěáłĺň, őŋő ĺáçěğăěâ, ĺ ňőęěâ ŕőïćĺâìáï ćŋőćì ńĺèì ŕőáńě âőčő, łăł ŕőâőł ĺğ u ć v ãňěŋìèĺâáï. İâő ňőęěâ ŕàőĺğőľâĺ âőńìłő ěáńĺ àěąàő (v, u) ćőľďñâ ć ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì. Šăłĺň őąàăğőň, ćőğŋĺłăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áĺâãăæĺľ:

(u, v) ćåőďĺâ ć ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì (ĺ łàĺâĺçěáłőě ć ŋñň); (v, u) ćåőďĺâ ć ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì (ŋě őąïğăâěńìŋő łàĺâĺçěáłőě);

(u, v) ćåőďĺâ ć ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì (ĺ łàĺâĺçěáłőě ć ŋñň); (v, u) ćåőďĺâ ć ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì (ŋě őąïğăâěńìŋő łàĺâĺçěáłőě);

ĺ âăł ďăńěě. Ŕőłăęěň, çâő çĺáńő âăłĺå áĺâãăæĺľ ěáâì O(V ). Ďńï íâőčő ŕàőáńěďĺň, łăł ňěŋïîâáï àăááâőïŋĺï őâ ĺáâőłă ďő ćěàèĺŋ u ĺ v ć őáâăâőçŋëå áěâïå. Łăł ňë ğŋăěň (ńěňňă 27.8), íâĺ ďćě ćěńĺçĺŋë ňőčãâ âőńìłő ćőğàăáâăâì. Ŕàĺ íâőň âő őďŋă, âő ďàãčăï ćëàëćăěâáï ćŕěàñď ŋă 1 (ŕőáłőńìłã őŋĺ áőáěďáâćãîâ ć łàăâçăľèěň ŕãâĺ, ńěňňă 25.1). Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ŕěàćőľ áĺâãăæĺĺ łő ćâőàőľ àăááâőïŋĺě őâ ĺáâőłă ďő u ãćěńĺçĺâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 2 (őŋő ąëńő ňěŋìèě àăááâőïŋĺï ďő v, ă áâăńő ąőńìèě). Ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ćâőàőľ áâàőłĺ ł âàěâìěľ àăááâőïŋĺě őâ ĺáâőłă ďő v ãćěńĺçĺâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 2 ĺ âăł ďăńěě.

Ğăňěâĺň, çâő àăááâőïŋĺï őčàăŋĺçěŋë áćěàåã ğŋăçěŋĺěň V (łàăâçăľèĺľ ŕãâì ŋě ŕàőåőďĺâ ďćăęďë çěàěğ őďŋã ćěàèĺŋã), âăł çâő őąéěě çĺáńő âăłĺå çěàěďőćăŋĺľ ěáâì O(V ), łăł ňë ĺ őąěéăńĺ.

Ŕőďáçĺâăěň âěŕěàì őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă İďňőŋďáă– Łăàŕă. Łăęďăï ĺâěàăæĺï âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(E), ĺå ąãďěâ O(V E), ŕőíâőňã ćáěčő ąãďěâ O(V E^2).

Ć àăğďěńě 27.4 ňë àăááłăęěň ő ďàãčőň ŕőďåőďě ł ŕőĺáłã ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă, łőâőàëľ ŕőğćőńïěâ áďěńăâì íâő ğă O(V^2E). Ěčő ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺě ŕőğćőńïěâ ěéñ ãňěŋìèĺâì ćàěňï àăąőâë, ŕőńãçĺć őæěŋłã O(V^3) (àăğďěń 27.5).

Şŕàăęŋěŋĺï 27.2-1 Hăľďĺâě ŕőâőł çěàěğ àăğàěğ ({s, v_2, v_4}, {v_1, v_3, t}) ŋă àĺá. 27.1 b). Ůěňã àăćŋă ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì íâőčő àăğàěğă?

27.2-2 Ŕàőáńěďĺâě ğă ćëŕőńŋěŋĺěň ńčőàĺâňă İďňőŋďáă–Łăàŕă ďńï áěâĺ àĺá. 27.1 (a).

27.2-3 Şłăęĺâě ňĺŋĺňăńìŋëľ àăğàěğ ŋă àĺá. 27.6, áőőâćěâáâćãîéĺľ ŋăàĺáőćăŋŋőňã ňăłáĺňăńìŋőňã ŕőâőłã. Ć łăłĺå áńãçăïå ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì ãňěŋìèăń ŕőâőł, ĺďãéĺľ ć őąàăâŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ?

27.2-4 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąëå ćěàèĺŋ u ĺ v, ńîąőčő ŕőâőłă f ĺ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ c ćëŕőńŋěŋő c_f (u, v) + c_f (v, u) = c(u, v) + c(v, u). 27.2-5 Ćáŕőňŋĺň łőŋáâàãłæĺî ĺğ àăğďěńă 27.1, á ŕőňőéìî łőâőàőľ áěâì á ŋěáłőńìłĺňĺ ĺáâőłăňĺ ĺ áâőłăňĺ áćőďĺâáï ł őąëçŋőľ. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ńîąőčő àěąàă ĺáåőďŋőľ áěâĺ ąëńă łőŋěçŋőľ, âő ć ŕőńãçĺćèěľáï áěâĺ ćěńĺçĺŋă ńîąőčő ŕőâőłă łőŋěçŋă.

27.2-6 Řăááňőâàĺň áěâì á ŋěáłőńìłĺňĺ ĺáâőłăňĺ ĺ áâőłăňĺ, ć łőâőàőľ łăęďëľ ĺáâőł s_i ŕàőĺğćőďĺâ àőćŋő p_i ěďĺŋĺæ ŕőâőłă, ă łăęďëľ áâőł t_j ŕőâàěąńïěâ àőćŋő q_j ěďĺŋĺæ, â.ě. f(s_i, V ) = p_i ĺ f(V, t_j) = q_j . Ŕàĺ íâőň ∑ i p_i = ∑ j q_j . Łăł ãğŋăâì, ćőğňőęěŋ ńĺ ŕőâőł á âăłĺňĺ őčàăŋĺçěŋĺïňĺ, áćěďï íâã ğăďăçã ł ğăďăçě ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě?

27.2-7 Ďőłăęĺâě ńěňňã 27.3. 27.2-8 Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ŕőĺáłě ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă ć áěâĺ G = (V, E) ďőáâăâőçŋő áďěńăâì |E| èăčőć, ěáńĺ âőńìłő ŕàăćĺńìŋő ćëąàăâì ďőŕőńŋïîéĺě ŕãâĺ ŋă łăęďőň èăčě. (Şłăğăŋĺě. Śçĺâăï, çâő ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ĺğćěáâěŋ, ŕőłăęĺâě, łăł áńěďãěâ ćëąĺàăâì ŕãâĺ.)

27.2-9 Hăğőćñň ğăŕăáőň áćïğŋőáâĺ (edge connectivity) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő àñąěà, łőâőàőě ŋěőąåőďĺňő ãďăńĺâì, çâőąë áďěńăâì čàăä ŋěáćïğŋëň. Hăŕàĺňěà, áćïğŋőáâì ďěàěćă àăćŋă ěďĺŋĺæě, ă áćïğŋőáâì æĺłńă àăćŋă 2.

Łăł ãğŋăâì áćïğŋőáâì čàăäă á ŕőňőéìî ŕàőčàăňňë ŕőĺáłă ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă? Ěñ áńěďãěâ ŕàĺňěŋïâì ŋě ąőńěě çěň ł |V | áěâïň, łăęďăï ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ O(V ) ćěàèĺŋ ĺ O(E) àñąěà.

27.2-10 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v) áěâĺ őąàăâŋőě ěňã àěąàő (v, u) âăłęě ćåőďĺâ ć áěâì Ŕőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň İďňőŋďáă–Łăàŕă âàěąãěâ ŋě ąőńěě |V | · |E|/4 ĺâěàăæĺľ. (Şłăğăŋĺě: ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v) ŕàőáńěďĺâě, łăł ňěŋïîâáï δ(s, u) ĺ δ(v, t) ňěęďã âěňĺ ňőňěŋâăňĺ, łőčďă àěąàő (u, v) łàĺâĺçěáłőě.)

Řĺáãŋőł 27.9 27.8 Ďćãďőńìŋëľ čàăä. Ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ àăğąĺâő ŋă ďćě çăáâĺ L ĺ R. (a) Ŕăàőáőçěâăŋĺě ĺğ ďćãå àñąěà. (b) Ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě áőáâőĺâ ĺğ âàñå íńěňěŋâőć.

27.3 Ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě ć ďćãďőńìŋőň čàăäě

Hěłőâőàëě łőňąĺŋăâőàŋëě ğăďăçĺ (ŋăŕàĺňěà, ğăďăçă ő áěâĺ á ŋěáłőńìłĺňĺ ĺáâőłăňĺ ĺ áâőłăňĺ ĺğ àăğďěńă 27.1) áćőďïâáï ł àăğőąàăŋŋőľ ŋăňĺ ğăďăçě ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě. Ďàãčőľ ŕàĺňěà âăłőčő àőďă — ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺĺ ć ďćãďőńìŋőň čàăäě (áň. àăğďěń 5.4). Ć íâőň àăğďěńě ŕőłăęěň, łăł á ŕőňőéìî ňěâőďă Ťőàďă-Ťăńłěàáőŋă ňőęŋő àěèĺâì íâã ğăďăçã ďńï čàăäă G = (V, E) ğă ćàěňï O(V E).

Ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺĺ Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Ŕăàőáőçěâăŋĺěň (matching) ŋăğőćěň ňŋőęěáâćő àñąěà M ⊆ E, ŋě ĺňěîéĺå őąéĺå łőŋæőć (łăęďăï ćěàèĺŋă v ∈ V ïćńïěâáï łőŋæőň ňăłáĺňãň őďŋőčő àěąàă ĺğ M). Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ćěàèĺŋă v ∈ V ćåőďĺâ ć ŕăàőáőçěâăŋĺě M (is matched), ěáńĺ ć M ěáâì àěąàő á łőŋæőň v; ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě v áćőąőďŋă (is unmatched). Ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě (maximum matching) — íâő ŕăàőáőçěâăŋĺě M, áőďěàęăéěě ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě çĺáńő àñąěà (|M| ⩾ |M^′| ďńï ńîąőčő ŕăàőáőçěâăŋĺï M^′). Ŕàĺňěà ŕăàőáőçěâăŋĺï ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 27.8.

Ć íâőň àăğďěńě ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ŕăàőáőçěâăŋĺï ńĺèì ć ďćãďőńìŋëå čàăäăå. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ňŋőęěáâćő V àăğąĺâő ŋă ďćă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï ŕőďňŋőęěáâćă L ĺ R, ĺ ńîąőě àěąàő ĺğ E áőěďĺŋïěâ ŋěłőâőàãî ćěàèĺŋã ĺğ L á ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋőľ ĺğ R. Ďńï ğăďăçĺ ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺĺ ć ďćãďőńìŋőň čàăäě ěáâì ŋěáłőńìłő ňěâăäőà. Ćőâ ŋăĺąőńěě ĺğćěáâŋăï: L — ęěŋĺåĺ, R — ŋěćěáâë, ŋăńĺçĺě àěąàă (u, v) őğŋăçăěâ, çâő u ĺ v áőčńăáŋë áâăâì áãŕàãčăňĺ. Ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě ďőáâăćńïěâ ĞĂČŚã ąőńìèě ćáěčő àăąőâë.

Ŕőĺáł ňăłáĺňăńìŋőčő ŕăàőáőçěâăŋĺï ć ďćãďőńìŋőň čàăäě Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ňěâőď Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ďńï ŕőĺáłă ňăłáĺňăńìŋőčő ŕăàőáőçěâăŋĺï ć ďćãďőńìŋőň čàăäě G = (V, E) ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě őâ |V | ĺ |E| ćàěňï. Ďńï íâőčő àăááňőâàĺň áěâì G^′ = (V^′, E^′), áőőâćěâáâćãîéãî ďćãďőńìŋőňã čàăäã G (àĺá. 27.9). İâă áěâì áâàőĺâáï âăł: ďőąăćïńïîâáï ďćě ŋőćëě ćěàèĺŋë, łőâőàëě ąãďãâ ĺáâőłőň (s) ĺ áâőłőň (t): V^′ = V ∪ {s, t}. Ňŋőęě-

Ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě ć ďćãďőńìŋőň čàăäě 569

Řĺáãŋőł 27.10 27.9 Śěâì, áőőâćěâáâćãîéăï ďćãďőńìŋőňã čàăäã. (a) Ďćãďőńìŋëľ čàăä àĺá. 27.8. Ćëďěńěŋŋëě àñąàă őąàăğãîâ ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě. (b) Śőőâćěâáâćãîéăï áěâì G^′ ĺ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ć ŋěľ. Ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ńîąőčő àěąàă àăćŋă ěďĺŋĺæě; ŕőâőł ŕő ćëďěńěŋŋëň àñąàăň àăćěŋ ěďĺŋĺæě, ŕő őáâăńìŋëň — ŋãńî. Ćëďěńěŋŋëě àñąàă, áőěďĺŋïîéĺě ćěàèĺŋë ĺğ L á ćěàèĺŋăňĺ ĺğ R, áőőâćěâáâćãîâ ňăłáĺňăńìŋőňã ŕăàőáőçěâăŋĺî ć ďćãďőńìŋőň čàăäě.

áâćő (ŋăŕàăćńěŋŋëå) àñąěà áěâĺ G^′ âăłőćő: E^′ ={(s, u)|u ∈ L} ∪ ∪ {(u, v)|u ∈ L, v ∈ R, (u, v) ∈ E} ∪ {(v, t)|v ∈ R}. (ŋăŕőňŋĺň, çâő çěàěğ L ĺ R őąőğŋăçăîâáï ďőńĺ čàăäă). Ąãďěň áçĺâăâì, çâő ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì łăęďőčő àěąàă àăćŋă ěďĺŋĺæě.

Śńěďãîéăï ńěňňă ãáâăŋăćńĺćăěâ áőőâćěâáâćĺě ňěęďã ŕőâőłăňĺ ć G^′ ĺ ŕăàőáőçěâăŋĺïňĺ ć G — ŋő ŕàěęďě ďăďĺň ěéñ őďŋő őŕàěďěńěŋĺě.

Ŕőâőł f ć áěâĺ G = (V, E) ŋăğëćăěâáï æěńőçĺáńěŋŋëň (integervalued), ěáńĺ ćáě ğŋăçěŋĺï f(u, v) — æěńëě.

Ńěňňă 27.10 Ŕãáâì G = (V, E) — ďćãďőńìŋëľ čàăä á ďőńïňĺ L ĺ R, ĺ G^′ = (V^′, E^′) — áőőâćěâáâćãîéăï áěâì. Ŕãáâì M — ŕăàőáőçěâăŋĺě ć G. Šőčďă áãéěáâćãěâ æěńőçĺáńěŋŋëľ ŕőâőł ć G^′ áő ğŋăçěŋĺěň |f| = |M|. Őąàăâŋő, ěáńĺ f — æěńőçĺáńěŋŋëľ ŕőâőł ć G^′, âő ć G^′ ŋăľďěâáï ŕăàőáőçěâăŋĺě ĺğ |f| íńěňěŋâőć.

Ďőłăğăâěńìáâćő Śŋăçăńă ďőłăęěň, çâő ŕăàőáőçěâăŋĺě ŕőàőęďăěâ ŕőâőł, ğăďăć ŕőâőł f áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ěáńĺ (u, v) ∈ M, âő f(s, u) = f(u, v) = f(v, t) = 1 ĺ f(u, s) = f(v, u) = f(t, v) = −1. Ďńï ćáěå őáâăńìŋëå àñąěà (u, v) ∈ E^′ ŕőńőęĺň f(u, v) = 0. Hěäőàňăńìŋő čőćőàï, łăęďőě àěąàő (u, v) ∈ M áőőâćěâáâćãěâ ěďĺŋĺçŋőňã ŕőâőłã ŕő ŕãâĺ s → u → v → t. Hĺłăłĺě ďćă âăłĺå ŕãâĺ ŋě áőďěàęăâ őąéĺå ćěàèĺŋ (łàőňě ĺáâőłă ĺ áâőłă) ĺńĺ àñąěà.

Ůâőąë ŕàőćěàĺâì, çâő f ïćńïěâáï ŕőâőłőň, ďőáâăâőçŋő ğăňěâĺâì, çâő f ŕàěďáâăćĺň ć ćĺďě áãňňë ŕőâőłőć ŕő íâĺň ŕãâïň. Ŕőâőł çěàěğ àăğàěğ (L ∪ {s}, R ∪ {t}) àăćěŋ |M|, ŕőíâőňã ŕő ńěňňě 27.5 ğŋăçěŋĺě ŕőâőłă |f| àăćŋő |M|.

Ďőłăęěň őąàăâŋőě. Ŕãáâì |f| — æěńőçĺáńěŋŋëľ ŕőâőł ć G^′; ěčő ğŋăçěŋĺï ňőčãâ ąëâì àăćŋë 0 ĺńĺ 1, âăł łăł ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì àñąěà őčàăŋĺçěŋă ěďĺŋĺæěľ. Őŕàěďěńĺň M = {(u, v)|u ∈ L, v ∈ R, f(u, v) = 1}. Ďőłăęěň, çâő M — ŕăàőáőçěâăŋĺě. Ć áăňőň ďěńě, ĺğ őďŋőľ ćěàèĺŋë u ŋě ňőčãâ ćëåőďĺâì ďćă àěąàă (u, v^′) ĺ (u, v^{′′}), ŕő łőâőàëň ŕőâőł àăćěŋ 1, âăł łăł ćåőďïéĺľ ć u ŕőâőł ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1. Ŕő ăŋăńőčĺçŋëň ŕàĺçĺŋăň ć ńîąãî ćěàèĺŋã v ćåőďĺâ ŋě ąőńěě őďŋőčő àěąàă á ěďĺŋĺçŋëň ŕőâőłőň.

Ůâőąë ãąěďĺâìáï, çâő |M| = |f|, ğăňěâĺň, çâő |M| ěáâì ŕőâőł çěàěğ àăğàěğ (L ∪ {s}, R ∪ {t} (ŕő łăęďőňã àěąàã ĺďñâ ŕőâőň 1, ă çĺáńő àñąěà ěáâì M).

Ńěňňă áćőďĺâ ğăďăçã ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺĺ ł ğăďăçě ő ňăłáĺňăńìŋőň æěńőçĺáńěŋŋőň ŕőâőłě. Šàěąőćăŋĺï æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ ã ŋăá àăŋìèě ŋě ąëńő, ŋő őłăğëćăěâáï, çâő ňěâőď Ťőàďă– Ťăńłěàáőŋă ćáěčďă ďăñâ æěńőçĺáńěŋŋëľ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł, ěáńĺ âőńìłő ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ ćáěå àñąěà æěńëě, âăł çâő áŕěæĺăńìŋő ğăąőâĺâáï ő æěńőçĺáńěŋŋőáâĺ ŋě ŋăďő.

Šěőàěňă 27.11 (Šěőàěňă ő æěńőçĺáńěŋŋőň ŕőâőłě) Ěáńĺ ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ ćáěå àñąěà — æěńëě çĺáńă, âő ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł, ŋăľďěŋŋëľ ăńčőàĺâňőň Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă, ąãďěâ æěńőçĺáńěŋŋëň.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŋă łăęďőň èăčě (ŕàĺ łăęďőň ďőąăćńěŋĺĺ ŕőâőłă ŕő ďőŕőńŋïîéěňã ŕãâĺ) ŕőâőł őáâăñâáï æěńőçĺáńěŋŋëň. (Ŕőďàőąŋőě ďőłăğăâěńìáâćő ňë őáâăćńïěň çĺâăâěńî ć łăçěáâćě ãŕà.27.3-2.)

Śńěďáâćĺě 27.12 Ůĺáńő àñąěà ć ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺï M ć ďćãďőńìŋőň čàăäě G àăćŋő ğŋăçěŋĺî ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă ć áěâĺ G^′.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕő âěőàěňě 27.11 ňőęŋő ğăňěŋĺâì áńőćă ”ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă” ŋă ”ňăłáĺňăńìŋőčő æěńőçĺáńěŋŋőčő ŕőâőłă”, ŕőáńě çěčő áőáńăâìáï ŋă ńěňňã 27.10.

Šăłĺň őąàăğőň, çâőąë ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě ć ďćãďőńìŋőň čàăäě G, ŋăň ďőáâăâőçŋő ŕàĺňěŋĺâì ňěâőď Ťőàďă– Ťăńłěàáőŋă ĺ ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ć áőőâćěáâćãîéěľ áěâĺ G^′. Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă. Ŋĺłăłőě ŕăàőáőçěâăŋĺě ć ďćãďőńìŋőň čàăäě ŋě ňőęěâ áőďěàęăâì ąőńěě min(L, R) = O(V ) àñąěà, ŕőíâőňã ğŋăçěŋĺě ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă ć G^′ àăćŋő O(V ). Śńěďőćăâěńìŋő, ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă àăćŋő O(V E) (áň. ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňă Ťőàďă– Ťăńłěàáőŋă ć àăğďěńě 27.2).

Şŕàăęŋěŋĺï 27.3-1 Ŕàĺňěŋĺâě ăńčőàĺâň Ťőàďă-Ťăńłěàáőŋă ł áěâĺ àĺáãŋłă 27.9(b).

Łăł ąãďãâ ćëčńïďěâì őáâăâőçŋëě áěâĺ ŕőáńě łăęďőčő èăčă? (Ŕàőŋãňěàãľâě ćěàèĺŋë áćěàåã ćŋĺğ őâďěńìŋő ć L ĺ ć R; ŋă łăęďőň èăčě ćëąĺàăľâě ŋăĺňěŋìèĺľ ć áňëáńě ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőčő ŕőàïďłă ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì.)

27.3-2 Ďőłăęĺâě âěőàěňã 27.11.

27.3-3 Ŕãáâì G = (V, E) — ďćãďőńìŋëľ čàăä ĺ G^′ — áőâćěâáâćãîéăï áěâì. Őæěŋĺâì áćěàåã ďńĺŋã ńîąőčő ďőŕőńŋïîéěčő ŕãâĺ ć G^′, ŋăľďěŋŋőčő ŕàĺ àăąőâě ŕàőæěďãàë Ford–Fulkerson.

27.3-4* Ŕőńŋëň (áőćěàèěŋŋëň) ŕăàőáőçěâăŋĺěň (perfect matching) ŋăğëćăěâáï ŕăàőáőçěâăŋĺě, ć łőâőàőě ćåőďïâ ćáě ćěàèĺŋë. Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ďćãďőńìŋëľ čàăä, ć łőâőàőň ďőńĺ L ĺ R ĺňěîâ ŕőàőćŋã íńěňěŋâőć. Ďńï łăęďőčő X ⊆ V őŕàěďěńĺň ňŋőęěáâćő áőáěďěľ (neighborhood of) X äőàňãńőľ N(X) = {y ∈ V |(x, y) ∈ E ďńï ŋěłőâőàőčő x ∈ X, (áőáěďïňĺ ïćńïîâáï ćěàèĺŋë, áőěďĺŋñŋŋëě àěąàőň á ŋěłőâőàëň íńěňěŋâőň ňŋőęěáâćă X). Ďőłăęĺâě âěőàěňã Ţőńńă (Hall’s theorem): ŕőńŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě áãéěáâćãěâ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő A ⊂ L ćëŕőńŋěŋő |A| ⩽ |N(A)|.

27.3-5* Hăğőćěň ďćãďőńìŋëľ čàăä G = (V, E) á ďőńïňĺ L ĺ R dàěčãńïàŋëň (d-regular), ěáńĺ áâěŕěŋì łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ V àăćŋă d. (Ğăňěâĺň, çâő ć âăłőň áńãçăě |L| = |R|.) Ďőłăęĺâě, çâő ďńï d-àěčãńïàŋőčő čàăäă ćáěčďă áãéěáâćãěâ ŕőńŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě.

27.4 Ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă

Ć íâőň àăğďěńě ňë ĺğńăčăěň ňěâőď ”ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă”. Hăĺąőńěě ąëáâàëě ĺğ ĺğćěáâŋëå ăńčőàĺâňőć ďńï ğăďăçĺ ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺáŕőńìğãîâ ĺňěŋŋő ěčő. Őŋ ŕàĺňěŋĺň ĺ ł ďàãčĺň ğăďăçăň, ŋăŕàĺňěà ł ğăďăçě ő ŕőâőłă ŋăĺňěŋìèěľ áâőĺňőáâĺ. Ć íâőň àăğďěńě, áńěďãï Čőńìďąěàčã, ňë őŕĺèěň ” őąéĺľ” ňěâőď ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă. Şęě ŕàőáâěľèăï ěčő àěăńĺğăæĺï âàěąãěâ ćáěčő ńĺèì O(V^2E) èăčőć ĺ őŕěàěęăěâ ăńčőàĺâň İďňőŋďáă-Łăàŕă (O(V E^2)). Ć àăğďěńě 27.5 ňë ŕőłăęěň, łăł ãńãçèĺâì őæěŋłã ďő O(V^3).

Ć őâńĺçĺě őâ ăńčőàĺâňă İďňőŋďáă-Łăàŕă, ňë ŋě ŕàőáňăâàĺćăěň ćáî ćáî őáâăâőçŋãî áěâì ŋă łăęďőň èăčě, ă ďěľáâćãěň ńőłăńìŋő ć őłàěáâŋőáâĺ őďŋőľ ćěàèĺŋë. Łàőňě âőčő, ňë ŋě âàěąãěň, ćëŕőńŋěŋĺï ğăłőŋă áőåàăŋěŋĺï ŕőâőłă ć ŕàőæěááě àăąőâë ăńčőàĺâňă, ďőćőńìáâćãïáì ćëŕőńŋěŋĺěň áćőľáâć ŕàěďŕőâőłă. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ŕàěďŕőâőłőň (preflow) äãŋłæĺî f : V × V → R, łőâőàăï łőáőáĺňňěâàĺçŋă, ãďőćńěâćőàïěâ őčàăŋĺçěŋĺïň, áćïğăŋŋëň á ŕàőŕãáłŋëňĺ áŕőáőąŋőáâïňĺ, ă âăłęě âăłőňã ĺ őáńăąńěŋŋőňã ğăłőŋã áőåàăŋěŋĺï: f(V, u) ⩾ 0 ďńï ćáěå ćěàèĺŋ u ∈ V \ {s}. Šăłĺň őąàăğőň, ć łăęďőľ ćěàèĺŋě u (łàőňě ĺáâőłă) ěáâì ŋěłőâőàëľ ŋěőâàĺæăâěńìŋëľ ĺğąëâőł (excess flow) e(u) = f(V, u). (27.8)

Ćěàèĺŋã (őâńĺçŋãî őâ ĺáâőłă ĺ áâőłă) á ŕőńőęĺâěńìŋëň ĺğąëâłőň ŋăğőćñň ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ (overflowing). (Ŕőńìğãïáì ňěâăäőàőľ ŋěäâěŕàőćőďă, ňőęŋő áłăğăâì, çâő ŕàĺåőďïéãî ŋěäâì ŋě ãáŕěćăîâ őâłăçĺćăâì, ĺ ĺğąëâőł ŋěäâĺ áńĺćăěâáï.)

Ć íâőň àăğďěńě ňë őąêïáŋĺň ĺďěî ňěâőďă ĺ őŕĺèěň ďćě őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ: ”ŕàőâăńłĺćăŋĺě” ŕàěďŕőâőłă ĺ ”ŕőďêñň” ćěàèĺŋë. Ŕőáńě íâőčő ďőłăęěň ŕàăćĺńìŋőáâì őąéěčő ăńčőàĺâňă ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă ĺ őæěŋĺň ćàěňï ěčő àăąőâë.

Ňőâĺćĺàőćłă Ć ňěâőďě Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ňë ć łăęďëľ ňőňěŋâ ĺňěěň ďěńő á ŕőâőłőň ęĺďłőáâĺ ŕő âàãąăň őâ ĺáâőłă ł áâőłã; ŋă łăęďőň èăčě ňë ãćěńĺçĺćăěň íâőâ ŕőâőł, ŋăåőďï ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì. Ęĺďłőáâì ŋĺłãďă ŋě ŕàőńĺćăěâáï ŕő ďőàőčě.

Ć ăńčőàĺâňăå ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă ĺğąëâőł ęĺďłőáâĺ ć łăęďőľ ćěàèĺŋě (ňěáâě áőěďĺŋěŋĺï âàãą) áńĺćăěâáï. Łàőňě âőčő, ćăęŋãî àőńì ĺčàăěâ æěńőçĺáńěŋŋëľ ŕăàăňěâà, łőâőàëľ ąãďěâ ŋăğëćăâìáï ćëáőâőľ ćěàèĺŋë — ňë ąãďěň ćőőąàăęăâì, çâő ć ŕàőæěááě àăąőâë ăńčőàĺâňă ćěàèĺŋă ňőęěâ ŕőďŋĺňăâìáï ććěàå. Ćëáőâă ćěàèĺŋë őŕàěďěńïěâ, łãďă ňë áâăàăěňáï ŋăŕàăćĺâì ĺğąëâőł ęĺďłőáâĺ: åőâï (ŕőńőęĺâěńìŋëľ) ŕőâőł ęĺďłőáâĺ ňőęěâ ĺďâĺ ĺ áŋĺğã ććěàå, ãćěńĺçĺćăâì ěčő ć âăłőľ áĺâãăæĺĺ ŋěńìğï. (Ŕőďàőąŋőáâĺ áň. ŋĺęě.)

Ćëáőâă ĺáâőłă ćáěčďă àăćŋă |V |, ă áâőłă — ŋãńî. Ćáě őáâăńìŋëě ćěàèĺŋë ĺğŋăçăńìŋő ŋăåőďïâáï ŋă ćëáőâě 0, ĺ áő ćàěňěŋěň ŕőďŋĺňăîâáï. Ďńï ŋăçăńă ňë őâŕàăćńïěň ĺğ ĺáâőłă ćŋĺğ áâőńìłő ęĺďłőáâĺ, áłőńìłő ŋăň ŕőğćőńïîâ ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ ćëåőďïéĺå ĺğ ĺáâőłă âàãą (íâő łőńĺçěáâćő àăćŋő ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ àăğàěğă (s, V \ s)). Ćőğŋĺłăîéĺľ (ć áőáěďŋĺå á ĺáâőłőň ćěàèĺŋăå) ĺğąëâőł ęĺďłőáâĺ áŕěàćă ŕàőáâő ćëńĺćăěâáï, ŋő ğăâěň őŋ ąãďěâ ŋăŕàăćńěŋ ďăńìèě.

Řăááňăâàĺćăï łăłãî-ńĺąő ćěàèĺŋã u ć åőďě àăąőâë ăńčőàĺâňă, ňë ňőęěň őąŋăàãęĺâì, çâő ć ŋěľ ěáâì ĺğąëâőł ęĺďłőáâĺ, ŋő çâő ćáě âàãąë, ŕő łőâőàëň ěéñ ňőęŋő őâŕàăćĺâì ęĺďłőáâì ĺğ u łãďă-âő (ćáě ŋěŋăáëéěŋŋëě âàãąë) ćěďãâ ć ćěàèĺŋë âőľ ęě ĺńĺ ąőńìèěľ ćëáőâë. Ć íâőň áńãçăě ňë ňőęěň ćëŕőńŋĺâì ďàãčãî őŕěàăæĺî, ŋăğëćăěňãî ” ŕőďêñňőň” ćěàèĺŋë u. Ŕőáńě íâőčő ćěàèĺŋă u áâăŋőćĺâáï ŋă ěďĺŋĺæã ćëèě áăňőčő ŋĺğłőčő ĺğ âěå ěñ áőáěďěľ, ć łőâőàőčő ćěďñâ ŋěŋăáëéěŋŋăï âàãąă — ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë ŕőďŋĺňăěň u àőćŋő ŋăáâőńìłő, çâőąë ŕőïćĺńăáì ŋěŋăáëéěŋŋăï âàãąă, ćěďãéăï ćŋĺğ.

Ć łőŋæě łőŋæőć ňë ďőąìñňáï âőčő, çâő ć áâőł ŕàĺåőďĺâ ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě łőńĺçěáâćő ęĺďłőáâĺ (ďńï ďăŋŋëå ŕàőŕãáłŋëå áŕőáőąŋőáâěľ âàãą). Ŕàĺ íâőň ŕàěďŕőâőł ňőęěâ ěéñ ŋě ąëâì ŕőâőłőň (ĺğąëâőł ęĺďłőáâĺ áńĺćăěâáï). Ŕàőďőńęăï ŕőďêñň ćěàèĺŋ (łőâőàëě ňőčãâ áâăâì ćëèě ĺáâőłă), ňë ŕőáâěŕěŋŋő őâŕàăćĺň ĺğąëâőł őąàăâŋő ć ĺáâőł (çâő őğŋăçăěâ áőłàăéěŋĺě ŕőâőłă ęĺďłőáâĺ őâ ĺáâőłă) — ĺ ŕàěćàăâĺň ŕàěďŕőâőł ć ŕőâőł (łőâőàëľ őłăęěâáï ňăłáĺňăńìŋëň).

Őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ Ĺâăł, ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă ĺáŕőńìğãěâ ďćě őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ: ŕàőâăńłĺćăŋĺě ŕőâőłă ĺğ ćěàèĺŋë ć áőáěďŋîî ĺ ŕőďêñň ćěàèĺŋë. Ďăďĺň âőçŋëě őŕàěďěńěŋĺï.

Ŕãáâì G = (V, E) — áěâì á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t, ă f — ŕàěďŕőâőł ć G. Ťãŋłæĺï h : V → N ŋăğëćăěâáï ćëáőâŋőľ äãŋłæĺěľ (height function) ďńï ŕàěďŕőâőłă f, ěáńĺ h(s) = |V |, h(t) = 0 ĺ h(u) ⩽ h(v) + 1 ďńï ńîąőčő őáâăâőçŋőčő àěąàă (u, v) ∈ E_f . Śńěďãîéăï ńěňňă ďăñâ őçěćĺďŋãî ŕěàěäőàňãńĺàőćłã íâőčő ãáńőćĺï:

Ńěňňă 27.13 Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E) ĺ h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï. Šőčďă ěáńĺ ďńï ćěàèĺŋ u, v ∈ V , ćëŕőńŋěŋő h(u) > h(v) + 1, âő őáâăâőçŋăï áěâì ŋě áőďěàęĺâ àěąàă (u, v) (”ŕő łàãâő ĺďãéĺň ćŋĺğ âàãąăň ĺďñâ ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋëľ ŕőâőł”.)

Šěŕěàì őŕàěďěńĺň őáŋőćŋëě őŕěàăæĺĺ.

Ŕàőæěďãàă Push(u, v) ŕàĺňěŋĺňă, ěáńĺ ćěàèĺŋă u ŕěàěŕőńŋěŋă (âő ěáâì c_f (u, v) > 0) ĺ ěáńĺ h(u) = h(v) + 1. Ŕàĺ íâőň ŕőâőł ĺğ ćěàèĺŋë u ć ěñ áőáěďă v àăáâñâ — ěčő ãćěńĺçěŋĺě őčàăŋĺçěŋő ĺğąëâłőň ęĺďłőáâĺ ć u ĺ őáâăâőçŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî àěąàă (u, v).

\textsc{Push}($u,v$)
1 $\triangleright$ ďăŋő: ćěàèĺŋă $u$ ŕěàěŕőńŋěŋă,
             $c_f(u,v)>0$ ĺ $h(u)=h(v)+1$.
2 $\triangleright$ ŋăďő: ŕàőâőńłŋãâì
$d_f(u,v)=\min(e[u],c_f(u,v)$ ěďĺŋĺæ ŕőâőłă ĺğ $u$ ć $v$.
3 $d_f(u,v)\leftarrow\min(e[u],c_f(u,v)$
4 $f[u,v]\leftarrow f[u,v]+d_f(u,v)$
5 $f[v,u]\leftarrow -f[u,v]$
6 $e[u]\leftarrow e[u]-d_f(u,v)$
7 $e[v]\leftarrow e[v]+d_f(u,v)$

Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ĺğąëâőł ć ćěàèĺŋě àăćěŋ e[u] > 0, ĺ çâő őáâăâőçŋăï ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì àěąàă (u, v) âăłęě ŕőńőęĺâěńìŋă. Ŕőíâőňã ňë ňőęěň ŋăŕàăćĺâì min(e[u], c_f (u, v)) > 0 ěďĺŋĺæ ŕőâőłă ĺğ u ć v (ňë ćëçĺáńïěň íâã ćěńĺçĺŋã ć áâàőłě 3), ŋě ŕàěćëáĺć ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ ĺ ŋě áďěńăć ĺğąëâőł őâàĺæăâěńìŋëň. Śńěďőćăâěńìŋő, ěáńĺ äãŋłæĺï f őáâăŋěâáï ŕàěďŕőâőłőň (ěáńĺ őŋ ĺň ąëńă). Ňë ĺğňěŋïěň f ć áâàőłăå 4-5 ĺ e ć áâàőłăå 6-7.

Şáńőćĺě h(u) = h(v) + 1 čăàăŋâĺàãěâ, çâő ňë ŋăŕàăćńïěň ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ŕőâőł ńĺèì ŕő àñąàăň, ĺďãéĺň ćŋĺğ á ěďĺŋĺçŋőľ àăğŋĺæěľ ćëáőâ. Ćŕàőçěň, ąőńěě łàãâëě àñąàă ãęě ŋăáëéěŋë ĺ âăł (ńěňňă 27.13)

Őŕěàăæĺï Push ŋăğëćăěâáï ŕàőâăńłĺćăŋĺěň ĺğ ćěàèĺŋë u ć ćěàèĺŋã v (ŕàĺňěŋñŋŋëň ł ćěàèĺŋě u). Ŕàőâăńłĺćăŋĺě ŋăğëćăěâáï ŋăáëéăîéĺň (saturating), ěáńĺ ć àěğãńìâăâě àěąàő (u, v) áâăŋőćĺâáï ŋăáëéěŋŋëň (saturated), âő ěáâì ěáńĺ c_f (u, v) őąàăéăěâáï ć ŋãńì (àěąàő ĺáçěğăěâ ĺğ őáâăâőçŋőľ áěâĺ); ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ŕàőâăńłĺćăŋĺě áçĺâăîâ ŋěŋăáëéăîéĺň (nonsaturating).

Ŕàőæěďãàă Lift(u) ŕőďŋĺňăěâ ŕěàěŕőńŋěŋŋãî ćěàèĺŋã u ŋă ňăłáĺňăńìŋãî ćëáőâã, łőâőàăï ďőŕãáâĺňă ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćëáőâŋőľ äãŋłæĺĺ. Ŕőáňőâàĺň ŋă áőőâŋőèěŋĺě ćëáőâ ćěàèĺŋë ĺ ěñ áőáěďěľ ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćëáőâŋőľ äãŋłæĺĺ ćëáőâă ćěàèĺŋë ŕàěćőáåőďĺâ ćëáőâã áőáěďă ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ ŋě ąőńěě çěň ŋă 1. Ěáńĺ ěáâì áőáěď, łőâőàëľ ŋă ěďĺŋĺæã ŋĺęě, âő ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ŕàőâăńłĺćăŋĺě (ŋő ŋěńìğï ćëŕőńŋĺâì ŕőďêñň). Ěáńĺ ćáě áőáěďĺ ŋě ŋĺęě, âő ŕàőâăńłĺćăŋĺě ćëŕőńŋĺâì ŋěńìğï, ă ŕőďêñň — ňőęŋő, ŕőáńě çěčő ćőğňőęŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě. Ćőâ łăł ćëčńïďĺâ ŕàőæěďãàă ŕőďêñňă (lifting):

  \textsc{Lift}($u$)
1 $\triangleright$ ďăŋő: ćěàèĺŋă $u$ ŕěàěŕőńŋěŋă; ďńï ńîąőčő

àěąàă $(u,v)\in E_f$ ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő $h(u)\le h(v)$.

2 $\triangleright$ ŋăďő: ãćěńĺçĺâì $h[u]$, ŕőďčőâő-

ćńïï ŕàőâăńłĺćăŋĺě

ĺğ ćěàèĺŋë $u$

3 $h[u]\leftarrow 1+\min\{h[v]|(u,v)\ in E_f\}$

Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ ćěàèĺŋă u ŕěàěŕőńŋěŋă, âő ć E_f ŋăľďñâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďŋő àěąàő, ćëåőďïéěě ĺğ u (ňĺŋĺňãň ć áâàőłě 3 ąěàñâáï ŕő ŋěŕãáâőňã ňŋőęěáâćã). Ůâőąë ďőłăğăâì íâő, ćáŕőňŋĺň, çâő f[V, u] = e[u] > 0, ŕőíâőňã áãéěáâćãěâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďŋă âăłăï ćěàèĺŋă v, ďńï łőâőàőľ f(v, u) > 0. Ŕőńãçăěň c_f (u, v) = c(u, v) − f[u, v] = c(u, v) + f[v, u] > 0, ă íâő őğŋăçăěâ, çâő (u, v) ∈ E_f . (Ěáńĺ ć ćěàèĺŋě ęĺďłőáâì ćëńĺćăěâáï, âő őŋă őâłãďă-âő ŕàĺåőďĺâ, ĺ ěáâì àěğěàć, áőáâőïéĺľ ć ãňěŋìèěŋĺĺ íâőčő ŕàĺåőďă.)

Őąéăï áåěňă ăńčőàĺâňă Ăńčőàĺâň ŋăçĺŋăěâáï á ćëğőćă Initialize-Preflow, ğăďăîéěčő ŋăçăńìŋëľ ŕàěďŕőâőł:

f[u, v] = c(u, v) ěáńĺ u = s, −c(v, u) ěáńĺ v = s, 0 ć őáâăńìŋëå áńãçăïå.

(27.9)

\textsc{Initialize-Preflow}($G,s$)
1 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë $u\in V[G]$
2 do $h[u]\leftarrow 0$
       $e[u]\leftarrow 0$
4 for (ďńï) łăęďőčő àěąàă $(u,v)\in E[G]$
5 do $f[u,v]\leftarrow 0$
6 $f[v,u]\leftarrow 0$
7 $h[s]\leftarrow |V[G]|$
8 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë $u\in Adj[s]$
9 do $f[s,u]\leftarrow c(s,u)$
10 $f[u,s]\leftarrow -c(s,u)$
11 $e[u]\leftarrow c(s,u)$

Ć ňăááĺćě h åàăŋïâáï ćëáőâë, ć ňăááĺćě e — ĺğąëâłĺ, c(u, v) — ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ (áçĺâăěň, çâő őŋĺ ğăďăŋë âăł, çâő ćëçĺáńěŋĺě c(u, v) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1)). Ŕőâőł ğăŕĺáëćăěâáï ć ňăááĺć f.

Ŕőâőł ŕő łăęďőňã àěąàã, ćëåőďïéěňã ĺğ ĺáâőłă s, áâăŋőćĺâáï àăćŋëň ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ íâőčő àěąàă. Ŕő őáâăńìŋëň àñąàăň ŕőâőł àăćěŋ 0. Ć łăęďőľ áňěęŋőľ á ĺáâőłőň ćěàèĺŋě v ŕőïćńïěâáï ĺğąëâőł e[v] = c(s, v). Hăçăńìŋăï ćëáőâă ğăďăěâáï äőàňãńőľ h[u] = { |V |, ěáńĺ u = s, 0, ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě.

İâő ďěľáâćĺâěńìŋő ćëáőâŋăï äãŋłæĺï, âăł łăł àñąàă (u, v), ďńï łőâőàëå h[u] > h[v] + 1, ćëåőďïâ âőńìłő ĺğ ĺáâőłă (u = s), ŋő íâĺ àñąàă ŋăáëéěŋë ĺ ĺå ŋěâ ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ.

Ŕàőčàăňňă Generic-Preflow-Push ďăñâ őąéãî áåěňã ăńčőàĺâňă, őáŋőćăŋŋőčő ŋă ŕàőâăńłĺćăŋĺĺ ŕàěďŕőâőłă.

\textsc{Generic-Preflow-Push}
1 \textsc{Initialize-Preflow}
2 while (ŕőłă) ćőğňőęŋë őŕěàăæĺĺ ŕőďêñňă ĺńĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï
3 do ćëŕőńŋĺâì őďŋã ĺğ íâĺå őŕěàăæĺľ

Śńěďãîéăï ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ŕőłă ěáâì åőâì őďŋă ŕěàěŕőńŋěŋŋăï ćěàèĺŋă, łăłăï-âő ĺğ őŕěàăæĺľ ŕőďêñňă ĺńĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï ćőğňőęŋă.

Ńěňňă 27.14 (Ć ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ćěàèĺŋě ćőğňőęŋő ńĺąő ŕàőâăńłĺćăŋĺě, ńĺąő ŕőďêñň)

Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E). Ŕãáâì h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï ďńï f ĺ ćěàèĺŋă u ŕěàěŕőńŋěŋă. Šőčďă ć u ćőğňőęŋő ńĺąő ŕàőâăńłĺćăŋĺě, ńĺąő ŕőďêñň.

Ďőłăğăâěńìáâćő

Ŕőáłőńìłã h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï, âő h(u) ⩽ h(v) + 1 ďńï ńîąőčő őáâăâőçŋőčő àěąàă (u, v). Ěáńĺ ć u ŋěćőğňőęŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě, âő ďńï ćáěå őáâăâőçŋëå àñąěà (u, v) ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő h(u) < h(v) + 1, ĺğ çěčő áńěďãěâ, çâő h(u) ⩽ h(v), ĺ ć ćěàèĺŋě u ćőğňőęěŋ ŕőďêñň.

Łőààěłâŋőáâì ňěâőďă Łőààěłâŋőáâì ňěâőďă ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă ňë ďőłăęěň ć ďćă íâăŕă. Śŋăçăńă ňë ďőłăęěň, çâő ěáńĺ ăńčőàĺâň őáâăŋőćĺâáï, âő ŕàěďŕőâőł f ć íâőâ ňőňěŋâ ąãďěâ ňăłáĺňăńìŋëň ŕőâőłőň. Ğăâěň ňë ďőłăęěň, çâő ăńčőàĺâň ďěľáâćĺâěńìŋő őáâăŋőćĺâáï. Ŋăçŋñň á âăłőčő ğăňěçăŋĺï (őçěćĺďŋőčő áńěďãîéěčő ĺğ őŕĺáăŋĺï ŕàőæěďãàë ŕőďêñňă).

Ńěňňă 27.15 (Ćëáőâă ćěàèĺŋë ŋě ãąëćăěâ) Ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push ćëáőâă h[u] ńîąőľ ćěàèĺŋë u ∈ V ňőęěâ âőńìłő ćőğàăáâăâì (ŕàĺ łăęďőň ŕőďêñňě íâőľ ćěàèĺŋë ŕő ňěŋìèěľ ňěàě ŋă ěďĺŋĺæã).

Ńěňňă 27.16 Ćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push äãŋłæĺï h őáâăñâáï ćëáőâŋőľ äãŋłæĺěľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕőáňőâàĺň, çâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺĺ ĺ ŕàĺ ŕőďêñňě.

Ŕàĺ ŕőďêñňě ćěàèĺŋë u ňë ğăąőâĺňáï ő âőň, çâőąë ćëåőďïéĺě ĺğ u őáâăâőçŋëě àñąàă ŋě ŋăàãèăńĺ őŕàěďěńěŋĺě ćëáőâŋőľ äãŋłæĺĺ. Ůâő ęě łăáăěâáï ćåőďïéĺå àñąěà, âő á ŋĺňĺ ŋě ňőęěâ ąëâì ŕàőąńěň, âăł łăł ćëáőâă ćěàèĺŋë u âőńìłő ćőğàăáâăěâ.

Řăááňőâàĺň âěŕěàì ŕàőæěďãàã Push(u, v). Ńěčłő ŕőŋïâì, çâő łàãâő ĺďãéĺě ćŋĺğå ŋěŋăáëéěŋŋëě àñąàă ŕőïćĺâìáï ŋě ňőčãâ. Ąőńěě äőàňăńìŋő, íâă ŕàőæěďãàă ňőęěâ ďőąăćĺâì àěąàő (v, u) ć E_f , ă âăłęě ãďăńĺâì àěąàő (u, v) ĺğ E_f . Ć ŕěàćőň áńãçăě h[v] = h[u]−1 ĺ h őáâăñâáï ćëáőâŋőľ äãŋłæĺěľ. Ćő ćâőàőň áńãçăě ãďăńěŋĺî àěąàă áőŕãâáâćãěâ őâňěŋă áőőâćěâáâćãîéěčő őčàăŋĺçěŋĺï ĺ h áŋőćă őáâăñâáï ćëáőâŋőľ äãŋłæĺěľ.

Ďőłăęěň őďŋő ćăęŋőě áćőľáâćő ćëáőâŋőľ äãŋłæĺĺ. Ńěňňă 27.17 Ŕãáâì G = (V, E) — áěâì á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t. Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć G, ă h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï ďńï f. Šőčďă ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f ŋě áãéěáâćãěâ ŕãâĺ ĺğ ĺáâőłă ć áâőł.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì íâő ŋě âăł ĺ âăłőľ ŕãâì áãéěáâćãěâ. Şáâàăŋïï æĺłńë, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő őŋ ŕàőáâőľ ĺ ŕőâőňã ďńĺŋă ěčő ňěŋìèě |V |. Ŕàĺ íâőň ćëáőâă ŕăďăěâ őâ |V | ďő ŋãńï. Śńěďőćăâěńìŋő, ć ŕãâĺ ěáâì àěąàő, čďě ćëáőâă ŕăďăěâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 2 — ă âăłőě àěąàő ŋě ňőęěâ ćåőďĺâì ć őáâăâőçŋãî áěâì.

Šěőàěňă 27.18 (Łőààěłâŋőáâì ňěâőďă ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă)

Ěáńĺ ŕàőčàăňňă Generic-Preflow-Push, ŕàĺňěŋñŋŋăï ł áěâĺ G = (V, E) á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t őáâăŋăćńĺćăěâáï, âő ŕőńãçăîéĺľáï ŕàěďŕőâőł f, ąãďěâ ňăłáĺňăńìŋëň ŕőâőłőň ďńï G.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ńěňňă 27.14 čăàăŋâĺàãěâ, çâő ć ňőňěŋâ őáâăŋőćłĺ ŕěàěŕőńŋěŋŋëå ćěàèĺŋ ć áěâĺ ŋěâ (ĺğąëâőł ć łăęďőľ àăćěŋ ŋãńî). Ğŋăçĺâ, ć íâőâ ňőňěŋâ ŕàěďŕőâőł ïćńïěâáï ŕőâőłőň. Ŕő ńěňňě 27.16 äãŋłæĺï h ąãďěâ ćëáőâŋőľ äãŋłæĺěľ, ĺ ŕőâőňã (ńěňňă 27.17) ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f ŋěâ ŕãâĺ ĺğ s ć t. Ŕő âěőàěňě ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ňĺŋĺňăńìŋőň àăğàěğě ŕőâőł f ňăłáĺňăńěŋ.

Ăŋăńĺğ ňěâőďă Ůâőąë ãąěďĺâì, çâő ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă őáâăŋăćńĺćăěâáï, ãłăęěň ćěàåŋĺě čàăŋĺæë őâďěńìŋő ďńï çĺáńă ŕőďêñňőć, ŋăáëéăîéĺå ĺ ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ. Ŕőáńě íâőčő áâăŋěâ ïáŋő, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ěáâì O(V^2E).

Ŋăçŋñň á âăłőľ ćăęŋőľ ńěňňë: Ńěňňă 27.19 Ŕãáâì G = (V, E) — áěâì á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t, ă f — ŕàěďŕőâőł ć G. Šőčďă ďńï ńîąőľ ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ćěàèĺŋë u ŋăľďěâáï ŕàőáâőľ ŕãâì ĺğ u ć s ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f .

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ęĺďłőáâì, áńĺćăěňăï ć ćěàèĺŋě u, ŕőŕăďăěâ âãďă ĺğ ĺáâőłă s ŕő łăłőňã-âő ŕãâĺ: áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ s ć u, ŕő àñąàăň łőâőàőčő ĺďñâ ŕőńőęĺâěńìŋëľ ŕőâőł. (Ťőàňăńìŋő ňőęŋő àăááãęďăâì âăł: àăááňőâàĺň ňŋőęěáâćő U âěå ćěàèĺŋ, ĺğ łőâőàëå ć u ňőęŋő ŕàőľâĺ ŕő àñąàăň á ŕőńőęĺâěńìŋëň ŕőâőłőň. Ěáńĺ áàěďĺ ŋĺå ŋěâ ĺáâőłă, âő ć U ŋĺ ŕő łăłĺň àñąàăň ęĺďłőáâì ŋě ćåőďĺâ. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő e(U) (áãňňă ćáěå ĺğąëâłőć ćěàèĺŋ ć U), àăćŋăï f(V, U) = f(V \ U, U) + f(U, U) = f(V \ U, U) ⩽ 0, âăł çâő ćáě ĺğîëâłĺ àăćŋë 0.)

Ĺâăł, ćőğìňñň ŕãâì ĺğ s ć u, ŕő ćáěň àñąàăň łőâőàőčő ĺďñâ ŕőńőęĺâěńìŋëľ ŕőâőł, ĺ őąàăâĺň ěčő àñąàă. Őąàăâŋëě àñąàă ćåőďïâ ć őáâăâőçŋãî áěâì. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ãâćěàęďěŋĺï ńěňňë őáâăñâáï ãďăńĺâì æĺłńë (ěáńĺ őŋĺ ěáâì).

Śńěďãîéăï ńěňňă őčàăŋĺçĺćăěâ ćëáőâã ćěàèĺŋë, ĺ âěň áăňëň çĺáńő ćőğňőęŋëå ŕőďêñňőć.

Ńěňňă 27.20 Ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push ćëáőâă ńîąőľ ćěàèĺŋë v ∈ V ŋĺłőčďă ŋě ŕàěćğőľďñâ 2|V | − 1.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćëáőâë h[s] = |V | ĺ h[t] = 0. Ŕőďêñň ŕàĺňěŋĺň âőńìłő ł ŕěàěŕőńŋěŋŋëň ćěàèĺŋăň — ŕőáňőâàĺň, ŋă łăłőľ ćëáőâě őŋĺ ňőčãâ ąëâì. Ŕãáâì u — ŕěàěŕőńŋěŋŋăï ćěàèĺŋă. Ŕő ńěňňě 27.19, ć G_f áãéěáâćãěâ ŕàőáâőľ ŕãâì p ĺğ íâőľ ćěàèĺŋë ć s. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćëáőâŋőľ äãŋłæĺĺ, ćëáőâă ŋě ňőęěâ ãąëćăâì ąőńěě çěň ŋă 1 ćďőńì àñąěà áěâĺ G_f , ă ćëáőâă łőŋěçŋőľ ćěàèĺŋë ŕãâĺ (â.ě. s) àăćŋă |V |. Ŕãâì (ąãďãçĺ ŕàőáâëň) áőďěàęĺâ ŋě ąőńěě |V | − 1 àñąěà, âăł çâő ćëáőâă ěčő ŋăçăńă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2|V | − 1. Śńěďáâćĺě 27.21 (Őæěŋłă çĺáńă ŕőďêñňőć) Ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ ŕőďêñňă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2|V |^2.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ćëáőâă ćěàèĺŋë ŕàĺ ŕőďêñňě ãćěńĺçĺćăěâáï, ŋő ŋě ňőęěâ áâăâì ąőńìèě 2|V | − 1, ŕőíâőňã ńîąãî ćěàèĺŋã v ∈ V \ {s, t} ňőęŋő ŕőďŋïâì áăňőě ąőńìèěě 2|V | − 1 àăğ. Ćáěčő âăłĺå ćěàèĺŋ |V | − 2, ŕőíâőňã őąéěě çĺáńő ŕőďêñňőć ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (2|V | − 1)(|V | − 2|) < 2|V |^2. Ńěňňă 27.22 (Őæěŋłă çĺáńă ŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ) Ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push łőńĺçěáâćő ŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2|V ||E|.

Ďőłăğăâěńìáâćő Řăááňőâàĺň ŋăáëéăîéĺě ŕàőâăńłĺćăŋĺï ňěęďã ćěàèĺŋăňĺ u, v ∈ V (ć őąě áâőàőŋë). Ěáńĺ åőâï ąë őďŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě ąëńő, âő åőâï ąë őďŋő ĺğ àñąěà (u, v) ĺńĺ (v, u) ŕàĺŋăďńěęĺâ E. Ŕãáâì ĺňěńő ňěáâő ŋăáëéăîéěě ŕàőâăńłĺćăŋĺě ĺğ u ć v. Ŕőáńě ŋěčő àěąàő (u, v) ĺáçěğńő ĺğ őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f . Ďńï âőčő, çâőąë íâő àěąàő ŕőïćĺńőáì, ŋěőąåőďĺňő ŕàőâőńłŋãâì ŕőâőł ĺğ v ć u, ŋő íâőčő ŋěńìğï áďěńăâì, ŕőłă ŋě ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő h[v] = h[u] + 1, â.ě. h[v] ŋěőąåőďĺňő ãćěńĺçĺâì ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 2.

Ŕőáňőâàĺň ŋă ğŋăçěŋĺě áãňňë h[u] + h[v] ć ňőňěŋâë ŋăáëéăîéĺx ŕàőâăńłĺćăŋĺï ňěęďã u ĺ v. Ğăňěâĺň, çâő ŕàőâăńłĺćăŋĺě ćőğňőęŋő, âőńìłő ěáńĺ ćëáőâë ćěàèĺŋ u ĺ v őâńĺçăîâáï ŋă ěďĺŋĺæã. Ŕőíâőňã ŕěàćăï áãňňă ŋě ňěŋìèě 1, ă ŕőáńěďŋïï áãňňă ŋě ąőńìèě (2|V | − 1) + 2(|V | − 2) = 4|V | − 3. Ďćě áőáěďŋĺě áãňňë őâńĺçăîâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 2. Šăłĺň őąàăğőň, ćáěčő ĺňěěâáï ŋě ąőńěě ((4|V | − 3) − 1)/2 + 1 = 2|V | − 1 ŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ. (Ňë ďőąăćĺńĺ ěďĺŋĺæã, çâőąë ãçěáâì ĺ ŕěàćőě, ĺ ŕőáńěďŋěě ŕàőâăńłĺćăŋĺě.). Śńěďőćăâěńìŋő, őąéěě çĺáńő ŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ (ďńï ćáěå àñąěà) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (2|V | − 1)|E| < 2|V ||E|.

Ńěňňă 27.23 (Őæěŋłă çĺáńă ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ) Ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push çĺáńő ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 4|V |^2(|V | + |E|).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŋăğőćñň ŕőâěŋæĺăńőň áãňňã ćëáőâ ŕěàěŕőńŋěŋŋëå ćěàèĺŋ, ĺ ąãďěň áňőâàěâì, łăł ňěŋïěâáï ŕőâěŋæĺăń (őąőğŋăçĺň ěčő Φ) ć åőďě ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőčàăňňë. Ĺğŋăçăńìŋő Φ = 0. Ŕőďêěň ŕàőĺğćőńìŋőľ ćěàèĺŋë u ãćěńĺçĺćăěâ Φ ŋě ąőńěě, çěň ŋă 2|V | (ćëáőâă ćěàèĺŋë ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2|V |, ńěňňă 27.20). Hăáëéăîéěě ŕàőâăńłĺćăŋĺě ĺğ ŋěłőâőàőľ ćěàèĺŋë u ć ŋěłőâőàãî ćěàèĺŋã v ňőęěâ ãćěńĺçĺâì ŕőâěŋæĺăń ńĺèì ğă áçñâ ŕőïćńěŋĺï ŋőćőľ ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ćěàèĺŋë v (âăł ąãďěâ, ěáńĺ v — ŋě áâőł ĺ ŋě ĺáâőł), âő ěáâì ŋě ąőńěě çěň ŋă 2|V |. Hăłőŋěæ, ŋěŋăáëéăîéěě ŕàőâăńłĺćăŋĺě ĺğ u ć v ãňěŋìèăěâ Φ ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă ěďĺŋĺæã, âăł łăł ćěàèĺŋă u ŕěàěáâăñâ ąëâì ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ĺ áńăčăěňőě h[u] ĺáçěğăěâ, ă ŕőïćĺâìáï ňőęěâ ńĺèì áńăčăěňőě h[v] (ěáńĺ ćěàèĺŋă v ŋě áâőł, ŋě ĺáâőł ĺ ŋě ąëńă ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ), łőâőàőě ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě.

Šăłĺň őąàăğőň, őąéăï áãňňă, ŋă łőâőàãî ãćěńĺçĺćăěâáï Φ ćő ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (2|V |)(2|V |^2) + (2|V |)(2|V ||E|) = 4|V |^2(|V | + |E|) (ňë ĺáŕőńìğãěň áńěďáâćĺě 27.21 ĺ ńěňňã 27.22) Hő Φ ⩾ 0, ŕőíâőňã őąéăï áãňňă, ŋă łőâőàãî Φ ãňěŋìèĺâáï, ĺ âěň áăňëň őąéěě łőńĺçěáâćő ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľî ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 4|V |^2(|V | + |E|).

Šěőàěňă 27.24 Őąéěě çĺáńő őŕěàăæĺľ ŕőďêñňă ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push ŋă áěâĺ G = (V, E) àăćŋő O(V^2E).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕàĺňěŋïěň áńěďáâćĺě 27.21 ĺ ńěňňë 27.22, 27.23. Śńěďáâćĺě 27.25 Ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋă ŕàőâăńłĺćăŋĺĺ ŕàěďŕőâőłă, ňőęŋő àěăńĺğőćăâì âăł, çâőąë ŋă áěâĺ G = (V, E) ćàěňï ěčő àăąőâë ąëńő O(V^2E).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ńěčłő ćĺďěâì (ãŕà. 27.4-1), çâő ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ŕőďêñň ğă ćàěňï O(V ) ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺě ğă ćàěňï O(1), çâő ĺ ďăñâ âàěąãěňãî őæěŋłã.

Şŕàăęŋěŋĺï 27.4-1 Łăł àěăńĺğőćăâì ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă âăł, çâőąë ŋă ŕőďêñň ãåőďĺńő ćàěňï O(V ), ĺ ŋă ŕàőâăńłĺćăŋĺě O(1)? (Ŕàĺ íâőň őąéěě ćàěňï ąãďěâ O(V^2E).)

27.4-2 Ďőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă, ŋă ćáě O(V^2) ŕőďêñňőć âàăâĺâ O(V E) ćàěňěŋĺ.

27.4-3 Ďőŕãáâĺň, ňë ŋăèńĺ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ć áěâĺ G ňěâőďőň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă. Łăł âěŕěàì ąëáâàő ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋëľ àăğàěğ?

27.4-4 Łăł ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋőě ŕăàőáőçěâăŋĺě ć ďćãďőńìŋőň čàăäě, ĺáŕőńìğãï ňěâőď ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă? Łăłőćő ćàěňï àăąőâë ćăèěčő ăńčőàĺâňă?

27.4-5 Ŕãáâì ćáě ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ àñąěà áěâĺ G = (V, E) — æěńëě çĺáńă őâ 1 ďő k. Őæěŋĺâě ć âěàňĺŋăå |V |, |E| ĺ k ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă. (Şłăğăŋĺě: áłőńìłő ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ł ŋěŋăáëéěŋŋőňã àěąàã, ŕàěęďě çěň őŋő áâăŋěâ ŋăáëéěŋŋëň?)

27.4-6 Ďőłăęĺâě, çâő áâàőłã 7 ŕàőæěďãàë Initialize-Preflow ňőęŋő ğăňěŋĺâì áâàőłőľ h[s] ← |V [G]| − 2, ŋě ŋăàãèăï łőààěłâŋőáâĺ ĺ ŋě ňěŋïï ăáĺňŕâőâĺłĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă.

27.4-7 Őąőğŋăçĺň çěàěğ δ_f (u, v) àăááâőïŋĺě (łőńĺçěáâćő àñąěà) őâ ćěàèĺŋë u ďő ćěàèĺŋë v ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f . Ŕőłăęĺâě, çâő ćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőčàăňňë Generic-Preflow-Push őáâăñâáï ćěàŋëňĺ áńěďãîéĺě ãâćěàęďěŋĺï: ěáńĺ h[u] < |V |, âő h[u] ⩽ δ_f (u, t); ěáńĺ h[u] ⩾ V , âő h[u] ⩽ δ_f (u, s).

27.4-8* Łăł ĺ ć ŕàěďëďãéěň ãŕàăęŋěŋĺĺ, δ_f (u, v) őąőğŋăçăěâ àăááâőïŋĺě őâ ćěàèĺŋë u ďő ćěàèĺŋë v ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ G_f . Łăł ĺğňěŋĺâì ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă, çâőąë ćő ćàěňï ěčő àăąőâë őáâăćăńĺáì ćěàŋëňĺ âăłĺě ãâćěàęďěŋĺï: ěáńĺ h[u] < |V |, âő h[u] = δ_f (u, t); ěáńĺ h[u] ⩾ V , âő h[u] = δ_f (u, s). (Ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďěľáâćĺï ďőńęŋë ãłńăďëćăâìáï ć O(V E) őŕěàăæĺľ.)

27.4-9 Ŕőłăęĺâě, çâő çĺáńő ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ, ćëŕőńŋěŋŋëå ŕàőčàăňňőľ Generic-Preflow-Push ŋă áěâĺ G = (V, E), ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 4|V |^2|E| (ěáńĺ |V | ⩾ 4).

27.5 Ăńčőàĺâň ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő

Ŕőńìğãïáì ňěâőďőň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă, ňë ŕàĺňěŋïńĺ őŕěàăæĺĺ ŕőďêñňă ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï ć ąőńěě ĺńĺ ňěŋěě ŕàőĺğćőńìŋőň ŕőàïďłě. Ąőńěě ŕàőďãňăŋŋëľ ŕőàïďőł ćëŕőńŋěŋĺï íâĺå őŕěàăæĺľ ŕőğćőńïěâ ãňěŋìèĺâì ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâň (ŕő áàăćŋěŋĺî á őæěŋłőľ O(V^2E) ĺğ áńěďáâćĺï 27.25). Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ăńčőàĺâň ”ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő” (lift-to-front algorithm), ĺáŕőńìğãîéĺľ íâã ĺďěî; ćàěňï ěčő àăąőâë ěáâì O(V^3), çâő ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋě åãęě, çěň O(V^2E).

Ăńčőàĺâň ”ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő” åàăŋĺâ ćáě ćěàèĺŋë áěâĺ ć ćĺďě áŕĺáłă. Ăńčőàĺâň ŕàőáňăâàĺćăěâ íâőâ áŕĺáőł, ŋăçĺŋăï á čőńőćë. ĺ ŋăåőďĺâ ć ŋěň ŕěàěŕőńŋěŋŋãî ćěàèĺŋã u. Ğăâěň ăńčőàĺâň ”őąáńãęĺćăěâ” íâã ćěàèĺŋã, ŕàĺňěŋïï ł ŋěľ őŕěàăæĺĺ ŕőďêñňă ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ĺğąëâőł ŋě áâăŋěâ àăćŋëň ŋãńî. Ěáńĺ ďńï íâőčő ćěàèĺŋã ŕàĺèńőáì ŕőďŋïâì, ěñ ŕěàěňěéăîâ ć ŋăçăńő áŕĺáłă (őâáîďă ĺ ŋăğćăŋĺě ăńčőàĺâňă), ĺ ŕàőáňőâà áŕĺáłă ŋăçĺŋăěâáï ćŋőćì.

Ŕàĺ ăŋăńĺğě ăńčőàĺâňă ŕőńìğãěňáï ŕőŋïâĺěň ďőŕãáâĺňőčő àěąàă — àěąàă őáâăâőçŋőľ áěâĺ, ŕő łőâőàőňã ćőğňőęŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě. Śŋăçăńă ňë ĺğãçĺň ŋěłőâőàëě ĺå áćőľáâćă ĺ àăááňőâàĺň ŕàőæěáá ” őąáńãęĺćăŋĺï” ćěàèĺŋë.

Ďőŕãáâĺňëě àñąàă Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E), ă h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï. Hăğőćěň àěąàő (u, v) ďőŕãáâĺňëň (admissible), ěáńĺ őŋő ćåőďĺâ ć őáâăâőçŋãî áěâì (c_f (u, v) > 0) ĺ h(u) = h(v)+1 Őáâăńìŋëě àñąàă ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ŋěďőŕãáâĺňëňĺ (inadmissible). Őąőğŋăçĺň çěàěğ E_{f,h} ňŋőęěáâćő ďőŕãáâĺňëå àñąěà; áěâì G_{f,h} = (V, E_{f,h}) ŋăğőćñň áěâìî ďőŕãáâĺňëå àñąěà (admissible network). Őŋă áőáâőĺâ ĺğ àñąěà, ŕő łőâőàëň ćőğňőęŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě. Ŕőáłőńìłã ćďőńì ďőŕãáâĺňőčő àěąàă ćëáőâă ãňěŋìèăěâáï, ĺňěěâ ňěáâő âăłăï ńěňňă:

Ńěňňă 27.26 (Ďőŕãáâĺňëě àñąàă őąàăğãîâ ăæĺłńĺçěáłĺľ čàăä) Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E); ŕãáâì h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï. Šőčďă áěâì ďőŕãáâĺňëå àñąěà G_{f,h} = (V, E_{f,h}) ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć.

Ŕőáňőâàĺň, łăł ĺğňěŋïîâ áěâì ďőŕãáâĺňëå àñąěà őŕěàăæĺĺ ŕőďêñňă ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï.

Ńěňňă 27.27 Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E) ĺ h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï. Ŕãáâì (u, v) — ďőŕãáâĺňőě àěąàő ĺ ćěàèĺŋă u ŕěàěŕőńŋěŋă. Šőčďă ŕő (u, v) ćőğňőęŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě. Ć àěğãńìâăâě ćëŕőńŋěŋĺï íâőľ őŕěàăæĺĺ ŋőćëě ďőŕãáâĺňëě àñąàă ŋě ŕőïćńïîâáï, ŋő àěąàő (u, v) ňőęěâ áâăâì ŋěďőŕãáâĺňëň.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ć àěğãńìâăâě ŕàőâăńłĺćăŋĺï ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ ňőęěâ ŕőïćĺâìáï âőńìłő àěąàő (v, u). Ŕőáłőńìłã àěąàő (u, v) ďőŕãáâĺňő, âő h(v) = h(u) − 1, ĺ ŕőâőňã àěąàő (v, u) ŋěďőŕãáâĺňő. Ěáńĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺě őłăğëćăěâáï ŋăáëéăîéĺň, âő ć àěğãńìâăâě c_f (u, v) = 0 ĺ àěąàő (u, v) ĺáçěğăěâ ĺğ őáâăâőçŋőľ áěâĺ (ĺ áâăŋőćĺâáï ŋěďőŕãáâĺňëň).

Ńěňňă 27.28 Ŕãáâì f — ŕàěďŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E) ĺ h — ćëáőâŋăï äãŋłæĺï. Ěáńĺ ćěàèĺŋă u ŕěàěŕőńŋěŋă ĺ ĺğ ŋěě ŋě ćëåőďĺâ ďőŕãáâĺňëå àñąěà, âő ćőğňőęěŋ ŕőďêñň ćěàèĺŋë u. Ŕőáńě ŕőďêñňă ŕőïćĺâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďŋő ďőŕãáâĺňőě àěąàő, ćëåőďïéěě ĺğ ćěàèĺŋë u ĺ ŋě ąãďěâ àñąěà, ćåőďïéĺå ć u.

Ďőłăğăâěńìáâćő Łăł ňë ćĺďěńĺ (ńěňňă 27.14), ć ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ćěàèĺŋě u ćőğňőęŋő ńĺąő ŕàőâăńłĺćăŋĺě, ńĺąő ŕőďêñň. Šăł łăł ĺğ u ďőŕãáâĺňëě àñąàă ŋě ćëåőďïâ, âő ŕàőâăńłĺćăŋĺě ć ŋěľ ŋěćőğňőęŋő, ĺ ćőğňőęěŋ ŕőďêñň. Ŕàĺ íâőň ćëáőâă ćěàèĺŋë ãćěńĺçĺćăěâáï âăł, çâő ŕàőâăńłĺćăŋĺě áâăŋőćĺâáï ćőğňőęŋëň, âő ěáâì ŕőïćńïěâáï ďőŕãáâĺňőě àěąàő.

Ŕàőćěàĺň ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŕőáńě ŕőďêñňă ĺňěěâáï ďőŕãáâĺňőě àěąàő (v, u). Šőčďă h(v) = h(u)+ 1 — ă ďő ŕőďêñňă ąëńő ćëŕőńŋěŋő h(v) > h(u)+1. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćëáőâŋőľ äãŋłæĺĺ àěąàő (u, v) ďőńęŋő ąëâì ŋăáëéěŋŋëň (ďő ĺ ŕőáńě ŕőďêñňă — ŕőďêñň ŋě ňěŋïěâ ŕőâőłőć), ĺ ŕőâőňã ŋě ćåőďĺâ ć őáâăâőçŋãî áěâì ĺ ŋě ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň.

Śŕĺáłĺ áőáěďěľ Ăńčőàĺâň ”ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő” ĺáŕőńìğãěâ áŕěæĺăńìŋëľ áŕőáőą åàăŋěŋĺï àñąěà áěâĺ G = (V, E). Ĺňěŋŋő, ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë u ∈ V ĺňěěâáï őďŋőáâőàőŋŋě áćïğćŋŋëľ áŕĺáőł áőáěďěľ (neighbor list) N[u]. Ćěàèĺŋă v äĺčãàĺàãěâ ć íâőň áŕĺáłě, ěáńĺ (u, v) ∈ E ĺńĺ ěáńĺ (v, u) ∈ E. Šăłĺň őąàăğőň, áŕĺáőł N[u] áőďěàęĺâ ćáě ćěàèĺŋë v, ďńï łőâőàëå (u, v) ĺňěěâ èăŋá ŕőïćĺâìáï ć őáâăâőçŋőľ áěâĺ. Ŕěàćëľ íńěňěŋâ íâőčő áŕĺáłă őąőğŋăçăěâáï head[N[u]]; áńěďãîéĺľ ğă ćěàèĺŋőľ v áőáěď — next−neighbor[v]. Ěáńĺ ćěàèĺŋă v — ŕőáńěďŋïï ć áŕĺáłě, âő next − neighbor[v] =nil.

Ŕőàïďőł ć áŕĺáłě áőáěďěľ ňőęěâ ąëâì ŕàőĺğćőńìŋëň; őŋ ŋě ňěŋïěâáï ć åőďě àăąőâë (ćáïłĺľ àăğ ăńčőàĺâň ŕàőáňăâàĺćăěâ áŕĺáőł áőáěďěľ ć őďŋőň ĺ âőň ęě ŕőàïďłě). Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë u åàăŋĺâáï ãłăğăâěńì current[u] ŋă őçěàěďŋőľ íńěňěŋâ áŕĺáłă N[u]. Ĺğŋăçăńìŋő current[u] ãáâăŋőćńěŋ ŋă head[N[u]].

Őąàăąőâłă ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ćěàèĺŋë Őąàăąőâłă ŕěàěŕőńŋěŋŋőľ ćěàèĺŋã u áőáâőĺâ ć âőň, çâő ěñ àăğàïęăîâ (discharge), ŕàőâăńłĺćăï ćěáì ĺğąëâőł ŕőâőłă ć áőáěďŋĺě ŕő ďőŕãáâĺňëň àñąàăň. Ĺŋőčďă ďńï íâőčő ŋěőąåőďĺňő áőğďăâì ŋőćëě ďőŕãáâĺňëě àñąàă, ŕőďŋïć ćěàèĺŋã u.

\textsc{Discharge}($u$)
1 while $e[u]>0$
2 do $v\leftarrow current[u]$
3 if $v=$\textsc{nil}
4 then \textsc{Lift($u$)}
5 $current[u]\leftarrow head[N[u]]$
6 elseif $c_f(u,v)>0$ and $h[u]=h[v]+1$
7 then \textsc{Push($u,v$)}
8 else $current[u]\leftarrow next-neighbor[v]$

Hă àĺá. 27.10 ŕőłăğăŋë ŋěáłőńìłő ĺâěàăæĺľ æĺłńă while (áâàőłĺ 1–8).

Łăęďăï ĺâěàăæĺï æĺłńă while ŕàőĺğćőďĺâ őďŋő ĺğ âàñå ďěľáâćĺľ:

1. Ěáńĺ ňë ďőèńĺ ďő łőŋæă áŕĺáłă (v =nil), âő ňë ŕőďŋĺňăěň ćěàèĺŋã u (áâàőłă 4) ĺ ŕěàěåőďĺň ł ŋăçăńã áŕĺáłă N[u] (áâàőłă 5). Ňë ãćĺďĺň (ńěňňă 27.29), çâő ŕőďêñň ćőğňőęěŋ.

27.10 Řăğàïďłă ćěàèĺŋë. Šàěąãěâáï 15 ŕőćâőàěŋĺľ æĺłńă while ć ŕàőæěďãàě Discharge, çâőąë ŕàőâőńłŋãâì ćěáì ĺğąëâőł ĺğ ćěàèĺŋë y. Ŕőłăğăŋë âőńìłő áőáěďĺ ćěàèĺŋë y ĺ àñąàă, áőěďĺŋïîéĺě ĺå á y. Ćŋãâàĺ łăęďőľ ćěàèĺŋë ãłăğăŋ ĺğąëâőł ć ŋěľ ŕěàěď áőőâćěâáâćãîéěľ ĺâěàăæĺěľ; áńěćă ãłăğăŋă ćëáőâă ćěàèĺŋë. Śŕàăćă ŕőłăğăŋ áŕĺáőł N[y]; ćëďěńěŋ áőáěď current[y]. (ă) Ĺğŋăçăńìŋő ĺğąëâőł ć y àăćěŋ 19 ĺ current[y] = s. Ĺğ y ŋě ćëåőďïâ ďőŕãáâĺňëě àñąàă, ŕőíâőňã ŕěàćëě âàĺ ĺâěàăæĺĺ áďćĺčăîâ ãłăğăâěńì current[y]. Hă çěâćěàâőň èăčě ňë ďőèńĺ ďő łőŋæă áŕĺáłă. Ŕőďŋĺňăěň ćěàèĺŋã y ĺ ŕěàěåőďĺň ł ŋăçăńã áŕĺáłă. (b) Ćëáőâă ćěàèĺŋë y áâăńă àăćŋőľ 1. Řñąàă (y, s) ĺ (y, x) — ŋěďőŕãáâĺňëě (èăčĺ 5-6), ă àěąàő (y, z) — ďőŕãáâĺňőě, ĺ ňë ŕàőâăńłĺćăěň 8 ěďĺŋĺæ ć z (èăč 7; ğăňěâĺň, çâő ãłăğăâěńì current[y] ňë ŕàĺ íâőň ŋě áďćĺŋãńĺ). (c) Ŕàőâăńłĺćăŋĺě ŋă èăčě 7 őłăğăńőáì ŋăáëéăîéĺň, ĺ ŋă èăčě 8 àěąàő (y, z) áâăŋőćĺâáï ŋěďőŕãáâĺňëň. Hă èăčě 9 ňë ďőèńĺ ďő łőŋæă áŕĺáłă (current[y] = nil), ŕőďŋĺňăěň y, ŕěàěåőďĺň ł ŋăçăńã. (d) Řěąàő (y, s) ŋěďőŕãáâĺňő (èăč 10), ŋő àěąàő (y, x) ďőŕãáâĺňő — ŕő ŋěňã ňë ŕàőâăńłĺćăěň 5 ěďĺŋĺæ. (e) Ąőńìèě ďőŕãáâĺňëå àñąěà ŋěâ (èăčĺ 12- 13), ŕőíâőňã ěéñ àăğ ŕőďŋĺňăěň y ĺ ćőğćàăéăěňáï ł ŋăçăńã áŕĺáłă (èăč 14). (f ) Ŕàőâăńłĺćăěň 6 ěďĺŋĺæ ć s (èăč 15). (g) Ĺğąëâłă ć ćěàèĺŋě y ąőńìèě ŋěâ, ĺ ŕàőæěďãàă ğăćěàèăěâ àăąőâã. Ğăňěâĺň, çâő ć íâőň ŕàĺňěàě ć ŋăçăńě ĺ ć łőŋæě àăąőâë ŕàőæěďãàë Discharge ãłăğăâěńì current[y] ãáâăŋőćńěŋ ŋă ŋăçăńő áŕĺáłă, ŋő ć őąéěň áńãçăě íâő ŋě âăł.

2. Ěáńĺ ňë ŋě ďőèńĺ ďő łőŋæă áŕĺáłă ĺ àěąàő (u, v) — ďőŕãáâĺňőě (ŕàőćěàłă ć áâàőłě 6), âő ŕàőâăńłĺćăěň ŕőâőł ĺğ u ć v (áâàőłă 7).

3. Ěáńĺ ňë ŋě ďőèńĺ ďő łőŋæă áŕĺáłă, ŋő àěąàő (u, v) — ŋěďőŕãáâĺňőě, âő áďćĺčăěň ãłăğăâěńì current[u] ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî ć áŕĺáłě (áâàőłă 8).

Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ ćëğőćě ŕàőæěďãàë Discharge ãłăğăâěńì current[u] ŋăåőďĺâáï ć ŕőğĺæĺĺ, ”ãŋăáńěďőćăŋŋőľ” őâ ŕàěďëďãéěčő ćëğőćă. Ŕőáńěďŋĺň ďěľáâćĺěň íâőľ ŕàőæěďãàë ňőęěâ ąëâì ńĺèì ŕàőâăńłĺćăŋĺě: ŕàőæěďãàă őáâăŋăćńĺćăěâáï, ěáńĺ ĺğąëâőł e[u] őąàăéăěâáï ć ŋãńì, ŋő ŋĺ ŕőďêñň ćěàèĺŋë, ŋĺ áďćĺč ãłăğăâěńï ŋě ňěŋïîâ íâã ćěńĺçĺŋã.

Ŋăďő ŕàőćěàĺâì, çâő ŕàőæěďãàă Discharge ćëŕőńŋïěâ ŕőďêñň ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺě âőčďă, łőčďă íâő ďěľáâćĺâěńìŋő ňőęŋő áďěńăâì ŕő ŋăèĺň ŕàăćĺńăň.

Ńěňňă 27.29 Ŕàĺ ćëğőćě őŕěàăæĺĺ Push(u, v) ć ŕàőæěďãàě Discharge (áâàőłă 7) ŕő àěąàã (u, v) ćőğňőęŋő ŕàőâăńłĺćăŋĺě. Ŕàĺ ćëğőćě őŕěàăæĺĺ Lift(u) ć ŕàőæěďãàě Discharge (áâàőłă 4) ćőğňőęěŋ ŕőďêñň ćěàèĺŋë u.

Ďőłăğăâěńìáâćő

Ćőğňőęŋőáâì ŕàőâăńłĺćăŋĺï čăàăŋâĺàãěâáï ŕàőćěàłăňĺ ć áâàőłăå 1 ĺ 6, âăł çâő ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě őçěćĺďŋő.

Ďőłăęěň ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě. Ďńï íâőčő (ŕő ńěňňě 27.28) ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì, çâő ćáě ćëåőďïéĺě ĺğ u àñąàă ŋěďőŕãáâĺňë. Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ ćëğőćăå ŕàőæěďãàë Discharge ãłăğăâěńì current[u] ŕěàěňěéăěâáï ŕő áŕĺáłã N[u] őâ ěčő ŋăçăńă head[N[u]] ďő łőŋæă.

Ć łőŋæě ćěàèĺŋã u ŕőďŋĺňăîâ ĺ ŋăçĺŋăěâáï ŋőćëľ ŕàőåőď. Łăęďëľ àăğ, ŕàěęďě çěň áďćĺŋãâì ãłăğăâěńì á ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőğĺæĺĺ v ňë ãąěęďăěňáï (áâàőłă 6), çâő àěąàő (u, v) ŋěďőŕãáâĺňő. Šăłĺň őąàăğőň, ć łőŋæě ŕàőåőďă ćáě ćëåőďïéĺě ĺğ u àñąàă ąëńĺ ŕàőáňőâàěŋë ĺ őłăğăńĺáì ŋěďőŕãáâĺňëňĺ. Ňőčńĺ ńĺ őŋĺ ğăâěň áâăâì ďőŕãáâĺňëňĺ (ďő łőŋæă ŕàőåőďă)? Ŕő ńěňňě 27.27, ŕàőâăńłĺćăŋĺï ćőőąéě ŋě áőğďăîâ ďőŕãáâĺňëå àñąěà. Ĺå ňőčãâ ŕőàőďĺâì âőńìłő őŕěàăæĺĺ ŕőďêñňă. Ŋő ćěàèĺŋă u ŋě ŕőďŋĺňăńăáì (ć âěçěŋĺě ŕàőåőďă ŕő áŕĺáłã), ă ŕőďêñňë ďàãčĺå ćěàèĺŋ áőğďăîâ ńĺèì ćëåőďïéĺě ĺğ ŋĺå ďőŕãáâĺňëě àñąàă. Ŕőíâőňã ć łőŋæě ŕàőåőďă ćáě ćëåőďïéĺě ĺğ ćěàèĺŋë u àñąàă ŋěďőŕãáâĺňë, ŕőíâőňã ěñ ňőęŋő ŕőďŋïâì.

Ăńčőàĺâň ”ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő” Ăńčőàĺâň ”ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő” åàăŋĺâ ňŋőęěáâćő V \ {s, t} ćěàèĺŋ (őâńĺçŋëå őâ ĺáâőłă ĺ áâőłă) ć ćĺďě áŕĺáłă. Ŕàĺ íâőň áãéěáâćěŋŋő âő, çâő áŕĺáőł íâőâ őłăğëćăěâáï ”łőààěłâŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň” ć áńěďãîéěň áňëáńě: łőŋěæ ńîąőčő ďőŕãáâĺňőčő àěąàă ŋăåőďĺâáï ďăńìèě ć áŕĺáłě, çěň ŋăçăńő íâőčő àěąàă (ŋăŕőňŋĺň, çâő ďőŕãáâĺňëě àñąàă őąàăğãîâ ăæĺłńĺçěáłĺľ čàăä, ńěňňă 27.26). (Ğăďăçã ő ŕőĺáłě łőààěłâàőčő ãŕőàïďőçěŋĺï ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ăæĺłńĺçěáłőčő čàăäă ňë ŋăğëćăńĺ ğăďăçěľ âőŕőńőčĺçěáłőľ áőàâĺàőćłĺ, áň. àăğďěń 23.4.)

Śńěďãîéãî ć íâőň áŕĺáłě ğă u ćěàèĺŋã őąőğŋăçĺň next[u]; ěáńĺ ćěàèĺŋă u — ŕőáńěďŋïï ć áŕĺáłě, âő next[u] =nil.

\textsc{Lift-To-Front}($G,s,t$)
1 \textsc{Initialize-Preflow}($G,s$)
2 $L\leftarrow V[G]-\{s,t\}$ (ć ńîąőň ŕőàïďłě)
3 for (ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë $u\in V[G]\setminus \{s,t\}$
4 do $current[u]\leftarrow head[N[u]]$
5 $u\leftarrow head[L]$
6 while $u\ne$\textsc{nil}
7 do $old-height\leftarrow h[u]$
8 \textsc{Discharge}($u$)
9 if $h[u]>old-height$
10 then ŕěàěňěáâĺâì $u$ ć ŋăçăńő áŕĺáłă $L$
11 $u\leftarrow next[u]$

Ăńčőàĺâň äőàňĺàãěâ ŋăçăńìŋëľ ŕàěďŕőâőł (áâàőłă 1), áŕĺáőł L (áâàőłă 2) (âőçŋő âăł ęě, łăł íâő ďěńăńőáì àăŋìèě). Ğăâěň

(áâàőłĺ 3–4) őŋ ãáâăŋăćńĺćăěâ ãłăğăâěńĺ current[u] ć ŋăçăńő áŕĺáłă áőáěďěľ łăęďőľ ćěàèĺŋë u (áçĺâăěň, çâő ďńï ćáěå ćěàèĺŋ u áŕĺáłĺ áőáěďěľ N[u] ãęě áőğďăŋë.)

Řăąőâă æĺłńă (áâàőłĺ 6–11, áň. âăłęě àĺá. 27.11) ŕàőĺáåőďĺâ âăł: ňë ŕàőáňăâàĺćăěň ćáě íńěňěŋâë áŕĺáłă L, ŋăçĺŋăï á ŋăçăńă (áâàőłă 5). Ćáïłĺľ àăğ ňë àăğàïęăěň âěłãéãî ćěàèĺŋã u (áâàőłă 8). Ěáńĺ ŕàĺ íâőň ćëáőâă ćěàèĺŋë u ãćěńĺçĺńăáì (çâő őŕàěďěńïěâáï áàăćŋěŋĺěň á áőåàăŋñŋŋëň ć áâàőłě 7 ŕàěęŋĺň ğŋăçěŋĺěň), âő ňë ŕěàěňěéăěň ěñ ć ŋăçăńő áŕĺáłă (áâàőłă 10). Ŕőáńě íâőčő ňë ŕěàěåőďĺň ł áńěďãîéěňã íńěňěŋâã áŕĺáłă L. Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ ňë ŕěàěňěáâĺńĺ u ć ŋăçăńő áŕĺáłă, âő őçěàěďŋëň ąãďěâ íńěňěŋâ, áńěďãîéĺľ ğă u ć ěñ ŋőćőľ ŕőğĺæĺĺ.

Ďőłăęěň, çâő ăńčőàĺâň Lift-To-Front ŋăåőďĺâ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł. Ďńï íâőčő ãąěďĺňáï, çâő ěčő ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł àěăńĺğăæĺî őąéěľ áåěňë ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă. Śŋăçăńă ğăňěâĺň, çâő ŕàőčàăňňă ŕàĺňěŋïěâ ŕőďêñňë ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï âőńìłő âăň, čďě őŋĺ ćőğňőęŋë (áőčńăáŋő ńěňňě 29.29). Őáâăńőáì ďőłăğăâì, çâő ŕőáńě ğăćěàèěŋĺï ăńčőàĺâňă ŋĺłăłĺě ŕőďêñňë ĺńĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŋěćőğňőęŋë. őáâăŋăćńĺćăěâáï, ćőğňőęŋëå ŕőďêñňőć ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺľ ŋěâ.

Łőčďă ňë ć ŕőáńěďŋĺľ àăğ ć ŕàőčàăňňě ŕàőáňőâàěńĺ áŕĺáőł L, ňë àăğàïďĺńĺ łăęďãî ćěàèĺŋã u, ŋě ŕőďŋïć ěñ. Łăł ňë ćáłőàě ãćĺďĺň (ńěňňă 27.30), áŕĺáőł L ćő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőčàăňňë őáâăñâáï łőààěłâŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň, âő ěáâì łőŋěæ ńîąőčő ďőŕãáâĺňőčő àěąàă ĺďñâ ŕőáńě ěčő ŋăçăńă. Ŕőíâőňã ŕàőæěďãàă Discharge(u), ŕàőâăńłĺćăï ŕőâőł ŕő ďőŕãáâĺňëň àñąàăň, áőğďăñâ ĺğąëâőł ć ćěàèĺŋăå, ĺďãéĺå ć áŕĺáłě ŕőáńě u, ĺ ŋě âàőčăěâ ćěàèĺŋë, ŕàěďèěáâćãîéĺě u, ć łőâőàëå ĺğąëâőł őáâăñâáï àăćŋëň ŋãńî. Šăłĺň őąàăğőň, ŕő ğăćěàèĺŋĺî àăąőâë ĺğąëâőł ć łăęďőľ ćěàèĺŋě àăćěŋ ŋãńî (ĺ ŋĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺě, ŋĺ ŕőďêñň ŋěćőğňőęŋë).

Ńěňňă 27.30 Ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ ăńčőàĺâňă Lift-To-Front áŕĺáőł L őáâăñâáï łőààěłâŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň őâŋőáĺâěńìŋő (âěłãéěčő) čàăäă ďőŕãáâĺňëå àñąěà G_{f,h} = (V, E_{f,h} ŕőáńě ńîąőčő çĺáńă ĺâěàăæĺľ æĺłńă ć áâàőłăå 6–11.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕěàěď ŕěàćëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă ďőŕãáâĺňëå àñąěà ŋěâ, âăł łăł ćëáőâă ĺáâőłă h[s] àăćŋă |V | ⩾ 2 (ňŋőęěáâćő V áőďěàęĺâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě ĺáâőł s ĺ áâőł t), ă ćëáőâă őáâăńìŋëå ćěàèĺŋă àăćŋă 0 (ĺ ěďĺŋĺçŋőčő ŕěàěŕăďă ćëáőâ ąëâì ŋě ňőęěâ).

Ďőłăęěň, çâő áćőľáâćő âőŕőńőčĺçěáłőľ ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ áőåàăŋïěâáï ŕőáńě łăęďőčő ćëŕőńŋěŋĺï âěńă æĺłńă. Śěâì ďőŕãáâĺňëå àñąěà ňěŋïîâ âőńìłő ŕőďêñňë ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺï. Ŕő ńěňňě 27.27, ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŋě áőğďăîâ ďőŕãáâĺňëå àñąěà. Ŕőáńě ŕőďêñňă ŕàőĺğćőńìŋőľ ćěàèĺŋë u ćáě àñąàă, ćåőďïéĺě ć íâã ćěàèĺŋã

27.11 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Lift-To-Front. (ă) Hăçăńìŋëľ ŕőâőł ŕěàěď ŕěàćëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă. Ĺğ ĺáâőłă s ćëåőďĺâ 26 ěďĺŋĺæ. Śŕàăćă ĺğőąàăęñŋ áŕĺáőł L (áěàëň ŕőłăğăŋő âěłãéěě ğŋăçěŋĺě u). Ŕőď łăęďőľ ćěàèĺŋőľ ćëŕĺáăŋ áŕĺáőł ěñ áőáěďěľ (áěàëň ćëďěńěŋ áőáěď current[u]). Śŋăçăńă ňë àăğàïęăěň ćěàèĺŋã x. Őŋă ŕőďŋĺňăěâáï ŋă ćëáőâã 1. Ĺğ 12 ěďĺŋĺæ ĺğąëâłă őâŕàăćńïěň 5 ć ćěàèĺŋã y, ă ğăâěň őáâăćèĺěáï 7 ć áâőł t. Ćëáőâă ćěàèĺŋë x ãćěńĺçĺńăáì, âăł çâő x ŕőňěéăěň ć ŋăçăńő áŕĺáłă L (ćŕàőçěň, őŋă âăň ĺ ąëńă). (b) Ŋă áńěďãîéěň èăčě àăğàïęăěň ćěàèĺŋã y, áńěďãîéãî ğă x. (Hă àĺá. 27.10 íâőâ ŕàőæěáá ŕőłăğăŋ ŕőďàőąŋő.) Ćëáőâă ćěàèĺŋë y ãćěńĺçĺńăáì, ĺ ňë ŕěàěňěéăěň ěñ ć ŋăçăńő áŕĺáłă L. (c) Šěŕěàì ć áŕĺáłě ğă y áńěďãěâ x ĺ ňë àăğàïęăěň ćěàèĺŋã x, ŕàőâőńłŋãć 5 ěďĺŋĺæ ŕőâőłă ć áâőł t. Ŕőďêñňă ŋě ŕàőĺáåőďĺâ, âăł çâő áŕĺáőł L ŋě ňěŋïěâáï. (d) Śńěďãîéãî ğă x ć áŕĺáłě ćěàèĺŋã z ňë àăğàïęăěň, ŕőďŋĺňăï ěñ ďő ćëáőâë 1 ĺ ŕàőâăńłĺćăï 8 ěďĺŋĺæ ć áâőł t. Ŕőáłőńìłã ćěàèĺŋă ŕőďŋïâă, őŋă ŕěàěňěéăěâáï ć ŋăçăńő áŕĺáłă L. (e) Ŕěàěŕőńŋěŋŋëå ćěàèĺŋ ąőńìèě ŋěâ, ŕőíâőňã ŕàőæěďãàă Discharge, ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕàĺňěŋñŋŋăï ł ćěàèĺŋăň y ĺ x, ŋĺçěčő ŋě ňěŋïěâ. Ŕàőčàăňňă Lift-to-front ďőáâĺčăěâ łőŋæă áŕĺáłă L ĺ őáâăŋăćńĺćăěâáï. Ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ŋăľďěŋ.

— ŋěďőŕãáâĺňëě (ńěňňă 27.28). Ŕőíâőňã ŕőáńě ŕěàěňěéěŋĺï u ć ŋăçăńő áŕĺáłă ŕőàïďőł íńěňěŋâőć ć áŕĺáłě áâăŋőćĺâáï łőààěłâŋëň.

Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňă Ŕőłăęěň, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ”ŕőďŋïâì-ĺ-ć-ŋăçăńő” ŋă áěâĺ G = (V, E) àăćŋő O(V^3). Śŋăçăńă ŋăŕőňŋĺň ŋěłőâőàëě ãęě ĺğćěáâŋëě ŋăň äăłâë. İâőâ ăńčőàĺâň ïćńïěâáï àěăńĺğăæĺěľ ňěâőďă ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă, ŕőíâőňã ďěľáâćãěâ ćěàåŋïï őæěŋłă O(V ) ŋă çĺáńő ŕőďêñňőć łăęďőľ ćěàèĺŋë (cńěďáâćĺě 27.21), ă őąéěě çĺáńő ŕőďêñňőć ěáâì O(V^2). Ć áőőâćěâáâćĺĺ á ãŕà. 27.4-2, ŋă ćáě ŕőďêñňë ãåőďĺâ ćàěňï O(V E). Őąéěě çĺáńő ŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ ěáâì O(V E) (ńěňňă 27.22).

Šěőàěňă 27.31 Ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë Lift-To-Front ŋă áěâĺ G = (V, E) àăćŋő O(V^3).

Ďőłăğăâěńìáâćő Řăğőąìñň ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë Lift-To-Front ŋă ŕěàĺőďë ňěęďã ďćãňï ŕőďêñňăňĺ. Šőčďă ćáěčő ŕěàĺőďőć ąãďěâ (łăł ĺ ŕőďêñňőć) O(V^2). Ŕőłăęěň, çâő ğă łăęďëľ ŕěàĺőď ňë ćëğëćăěň ŕàőæěďãàã Discharge O(V ) àăğ. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ğă őďĺŋ ŕěàĺőď çĺáńő ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Discharge (ŕőáłőńìłã ćŋãâàĺ ŕěàĺőďă ňë ŋě ŕőďŋĺňăěň ćěàèĺŋã, áŕĺáőł őáâăñâáï ŋěĺğňěŋŋëň) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ďńĺŋë áŕĺáłă, ĺ âěň áăňëň |V |.

Śńěďőćăâěńìŋő, ŕàőæěďãàă Discharge ćëğëćăěâáï O(V^3) àăğ

(áâàőłă 8), ĺ ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë Lift-To-Front àăćŋő O(V^3) ŕńîá áãňňăàŋőě ćàěňï, ãåőďïéěě ŋă ćëŕőńŋěŋĺě ćëğőćőć Discharge. Őæěŋĺň ćâőàőě áńăčăěňőě.

Ŕàĺ łăęďőň ŕőćâőàěŋĺĺ æĺłńă ć ŕàőæěďãàě Discharge áőćěàèăěâáï àőćŋő őďŋő ĺğ âàñå ďěľáâćĺľ: ŕőďêñň ćěàèĺŋë, ŕěàěňěéěŋĺě ãłăğăâěńï ĺ ŕàőâăńłĺćăŋĺě ŕàěďŕőâőłă. Őæěŋĺň łőńĺçěáâćő őŕěàăæĺľ łăęďőčő ĺğ íâĺå âĺŕőć.

Hăçŋñň á ŕőďêñňőć (áâàőłĺ 4–5). Hă ćáě O(V^2) ŕőďêñňőć âàěąãěâáï ćàěňï O(V E) (ãŕà. 27.4-2).

Őæěŋĺň łőńĺçěáâćő ŕěàěňěéěŋĺľ ãłăğăâěńï current[u] (áâàőłă 8). Őąőğŋăçĺň çěàěğ degree(u) áâěŕěŋì ćěàèĺŋë u. Ŋă łăęďëľ ŕőďêñň ćěàèĺŋë u ŕàĺåőďïâáï O(degree(u)) ŕěàěňěéěŋĺľ ãłăğăâěńï, ŕőíâőňã ćáěčő ŕàőĺğćőďĺâáï O(V · degree(u)) ŕěàěňěéěŋĺľ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë. Šăłĺň őąàăğőň, őąéěě çĺáńő ŕěàěňěéěŋĺľ ãłăğăâěńěľ àăćŋő O(V E) (ŕő ńěňňě ő àãłőŕőęăâĺïå, ãŕà. 5.4-1).

Őæěŋĺň çĺáńő ŕàőâăńłĺćăŋĺľ (áâàőłă 7). Ňë ãęě ğŋăěň, çâő łőńĺçěáâćő ŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ àăćŋő O(V E). Ğăňěâĺň, çâő áàăğã ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï ŋěŋăáëéăîéěčő ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàőæěďãàă Discharge ŕàěłàăéăěâ àăąőâã, âăł łăł ĺğąëâőł ŕőâőłă őąàăéăěâáï ć ŋőńì. Šăłĺň őąàăğőň, ŕàĺ łăęďőň ćëğőćě ŕàőæěďãàë ćëŕőńŋïěâáï ŋě ąőńěě őďŋőčő ŋěŋăáëéăîéěčő ŕàőâăńłĺćăŋĺï; ćáěčő ćëğőćőć O(V^3), ŕőíâőňã ŋěŋăáëéăîéĺå ŕàőâăńłĺćăŋĺľ ŋě ąőńěě O(V^3).

Šăłĺň őąàăğőň, ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë Lift-To-Front ěáâì O(V^3 + V E) = O(V^3).

Şŕàăęŋěŋĺï 27.5-1 Śńěďãï őąàăğæã àĺá. 27.11, ŕőłăęĺâě àăąőâã ŕàőčàăňňë Lift- To-Front ŋă áěâĺ àĺá.27.1 (a). Śçĺâăâì, çâő ĺğŋăçăńìŋő áŕĺáőł L ĺňěěâ ćĺď ⟨v_1, v_2, v_3, v_4⟩, ă áŕĺáłĺ áőáěďěľ âăłőćë:

N[v_1] = ⟨s, v_2, v_3⟩ N[v_2] = ⟨s, v_1, v_3, v_4⟩ N[v_3] = ⟨v_1, v_2, v_4, t⟩ N[v_4] = ⟨v_2, v_3, t⟩.

27.5-2* Řăááňőâàĺň àěăńĺğăæĺî ăńčőàĺâňă ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă, ŕàĺ łőâőàőľ ćáě ŕěàěŕőńŋěŋŋëě ćěàèĺŋë åàăŋïâáï ć ćĺďě őçěàěďĺ. Ăńčőàĺâň àăğàïęăěâ ŕěàćãî ćěàèĺŋã ĺğ őçěàěďĺ ĺ ãďăńïěâ ěñ, ă ěáńĺ ć àěğãńìâăâě íâőčő ŕőïćĺńĺáì ŋőćëě ŕěàěŕőńŋěŋŋëě ćěàèĺŋë, őŋĺ ďőąăćńïîâáï ć łőŋěæ őçěàěďĺ. Ăńčőàĺâň őáâăŋăćńĺćăěâáï, łőčďă őçěàěďì ŕãáâă. Ŕőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă àăćŋő O(V^3).

27.5-3 Ğăňěŋĺň ć ŕàőæěďãàě Lift áâàőłã 3 áâàőłőľ: h[u] ← h[u]+1. Ŕőłăęĺâě, çâő őąéĺľ ăńčőàĺâň ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă őáâă-

Řĺáãŋőł 27.11 27.12 Ğăďăçă ő ćëåőďě. Hăçăńìŋëě âőçłĺ çñàŋëě, őáâăńìŋëě — ąěńëě. (a) Ćëåőď ěáâì (ćëďěńěŋë ŕãâĺ, ěčő őąěáŕěçĺćăîéĺě). (b) Ćëåőďă ŋěâ.

ŋěâáï łőààěłâŋëň. Łăł íâő ĺğňěŋěŋĺě áłăęěâáï ŋă àăąőâě ŕàőčàăňňë Lift-To-Front?

27.5-4* Ŕőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň, ŕőáâàőěŋŋëľ ŕő ňěâőďã ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă, àăğàěèăîéĺľ ćěàèĺŋã áăňőľ ąőńìèőľ ćëáőâë àăąőâăěâ ćàěňï O(V^3).

Ğăďăçĺ 27-1 Ğăďăçă ő ćëåőďě Ĺňěěâáï, čàăä ćěàèĺŋë łőâőàőčő őąàăğãîâ àěèñâłã ĺğ n áâàőł ĺ n áâőńąæőć (àĺá. 27.12). Őąőğŋăçĺň çěàěğ (i, j) ćěàèĺŋã ŋă ŕěàěáěçěŋĺĺ i-čő áâőńąæă ĺ j-őľ áâàőłĺ. Ćáě ćěàèĺŋë âăłőľ àěèñâłĺ (n × n grid), ŋě áçĺâăï čàăŋĺçŋëå (i = 1, i = n, j = 1 ĺńĺ j = n) ĺňěîâ çěâëàñå áőáěďěľ. Ć ğăďăçě ő ćëåőďě (escape problem) âàěąãěâáï ćëïáŋĺâì, áãéěáâćãîâ ńĺ m ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï (ŋě ĺňěîéĺå őąéĺå ćěàèĺŋ) ŕãâěľ őâ ďăŋŋëå m ⩽ n^2 ŋăçăńìŋëå âőçěł àěèñâłĺ (x_1, y_1), (x_2, y_2), . . ., (x_m, y_m) ł m àăğńĺçŋëň čàăŋĺçŋëň âőçłăň. Hăŕàĺňěà, ďńï ğăďăçĺ ő ćëåőďě àĺá. 27.12(a) őâćěâ ŕőńőęĺâěńěŋ, ă ďńï àĺá. 27.12 (b) — őâàĺæăâěńěŋ.

(a) Řăááňőâàĺň áěâì, ć łőâőàőľ ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ ĺňěîâ ŋě âőńìłő àñąàă, ŋő ĺ ćěàèĺŋë. İâő őğŋăçăěâ, çâő ŕőâőł, ćåőďïéĺľ ć ďăŋŋãî ćěàèĺŋã, ŋě ňőęěâ ŕàěćőáåőďĺâì ŋěłőâőàőčő çĺáńă (ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ ćěàèĺŋë). Ŕőłăęĺâě, çâő ğăďăçă ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ć âăłőľ áěâĺ áćőďĺâáï ł őąëçŋőľ ğăďăçě ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ďńï áěâĺ ŋěáłőńìłő ąőńìèěčő àăğňěàă.

(b) Şłăęĺâě ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã ő ćëåőďě. Ůěňã àăćŋő ćàěňï ěčő àăąőâë?

27-2 Ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëâĺě ŕãâïňĺ Ŕőłàëâĺěň ŕãâïňĺ (path cover) őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğőćñň ňŋőęěáâćő ŕãâěľ P á âăłĺň áćőľáâćőň: łăęďăï ćěàèĺŋă ĺğ V ŕàĺŋăďńěęĺâ àőćŋő őďŋőňã ŕãâĺ ĺğ P . Ŕãâĺ ňőčãâ ŋăçĺŋăâìáï ĺ ğăłăŋçĺćăâìáï čďě ãčőďŋő, ĺ ĺňěâì ńîąãî ďńĺŋã, ć âőň çĺáńě ŋãńěćãî. Ŕőłàëâĺě ŋăĺňěŋìèĺň ćőğňőęŋëň çĺáńőň ŕãâěľ ŋăğőćñň ňĺŋĺňăńìŋëň ŕőłàëâĺěň ŕãâïňĺ (minimum path cover).

(ă) Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëâĺě ŕãâïňĺ čàăäă G = (V, E). (Şłăğăŋĺě. Ŕãáâì V = {1, 2, . . ., n}. Ŕőáâàőĺň čàăä G^′ = (V^′, E^′), čďě V^′ = {x_0, x_1, . . ., x_n} ∪ {y_0, y_1, . . ., y_n}, E^′ = {(x_0, x_i)|i ∈ V } ∪ {(y_i, y_0)|i ∈ V } ∪ {(x_i, y_j }|(i, j) ∈ E}, ĺ àěèĺň ďńï íâőčő čàăäă ğăďăçã ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě.)

(b) Ŕàăćĺńìŋő ńĺ àăąőâăěâ íâőâ ăńčőàĺâň, ěáńĺ ã čàăäă ěáâì æĺłńë? Őâćěâ őąêïáŋĺâě.

27-3 İłáŕěàĺňěŋâë ć łőáňőáě Ĺŋáâĺâãâ łőáňĺçěáłĺå ĺááńěďőćăŋĺľ ŕńăŋĺàãěâ áěàĺî E = {E_1, E_2, . . ., E_m} íłáŕěàĺňěŋâőć ć łőáňőáě. Ğă àěğãńìâăâ íłáŕěàĺňěŋâă E_i áŕőŋáőàë ćëŕńăçĺćăîâ p_i ďőńńăàőć. Ďńï íâĺå íłáŕěàĺňěŋâőć âàěąãîâáï ŕàĺąőàë ĺğ ňŋőęěáâćă I = {I_1, I_2, . . ., I_n}; ďńï ŕàőćěďěŋĺï íłáŕěàĺňěŋâă E_j ŋěőąåőďĺňő ňŋőęěáâćő R_j ⊆ I ŕàĺąőàőć. Śâőĺňőáâì ďőáâăćłĺ ŕàĺąőàă I_k áőáâăćńïěâ c_k ďőńńăàőć. Šàěąãěâáï ćëïáŋĺâì, łăłĺě íłáŕěàĺňěŋâë áńěďãěâ ŕàőćőďĺâì, çâőąë ŕàĺąëńì (ďőåőď őâ íłáŕěàĺňěŋâőć ňĺŋãá áâőĺňőáâì ďőáâăćłĺ ŋãęŋëå ŕàĺąőàőć) ąëńă ňăłáĺňăńìŋőľ.

Ďńï àěèěŋĺï íâőľ ğăďăçĺ àăááňőâàĺň áěâì G á ĺáâőłőň s, áâőłőň t, ćěàèĺŋăňĺ I_1, I_2, . . ., I_n ĺ E_1, E_2, . . ., E_m. Śěâì ĺňěěâ âăłęě àñąàă (s, I_k) ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ c_k (ďńï ćáěå k = 1, 2, . . . , n); (E_j, t) ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ p_j ; (ďńï ćáěå j = 1, 2, . . . , m); (I_k, E_j) ąěáłőŋěçŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ, ěáńĺ I_k ∈ E_j (ďńï k = 1, 2, . . . , n ĺ j = 1, 2, . . . , m).

(a) Řăááňőâàĺň àăğàěğ (S, T ) á łőŋěçŋőľ ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî ďńï ŕőáâàőěŋŋőľ áěâĺ. Ŕãáâì E_j ∈ T . Ŕőłăęĺâě, çâő I_k ∈ T ďńï ćáěå I_k ∈ R_j .

(b) Łăł, ğŋăï ćáě p_j ĺ ŕàőŕãáłŋãî áŕőáőąŋőáâì ňĺŋĺňăńìŋőčő àăğàěğă áěâĺ G, ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋãî ŕàĺąëńì őâ íłáŕěàĺňěŋâőć?

(c) Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ, łăłĺě íłáŕěàĺňěŋâë áńěďãěâ ŕàőćőďĺâì [ďńï ŕőńãçěŋĺï ŋăĺąőńìèěľ ŕàĺąëńĺ] ĺ łăłĺě ďńï íâőčő ŋãęŋë ŕàĺąőàë. Őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë łăł äãŋł-

æĺî őâ m, n ĺ r =^m ∑ j=1 |R_j|. 27-4 Ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ć ĺğňěŋñŋŋőľ áěâĺ Ŕàěďŕőńőęĺň, ŋăň ĺğćěáâěŋ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ć áěâĺ G = (V, E), ć łőâőàőľ ćáě ŕàőŕãáłŋëě áŕőáőąŋőáâĺ àñąěà — æěńëě çĺáńă.

(a) Ŕãáâì ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ŋěłőâőàőčő àěąàă (u, v) ∈ E ãćěńĺçĺńăáì ŋă ěďĺŋĺæã. Ŕàĺćěďĺâě ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł (ďńï ĺğňěŋñŋŋőľ áěâĺ) ğă ćàěňï O(V + E).

(b) Ŕãáâì ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ŋěłőâőàőčő àěąàă (u, v) ∈ E ãňěŋìèĺńăáì ŋă ěďĺŋĺæã. Ŕàĺćěďĺâě ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł (ďńï ĺğňěŋñŋŋőľ áěâĺ) ğă ćàěňï O(V + E).

27-5 Ňăáèâăąĺàőćăŋĺě Řăááňőâàĺň áěâì G = (V, E) á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t. Ŕãáâì ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì c(u, v) ńîąőčő àěąàă (u, v) ∈ E — æěńőě çĺáńő. Ŕőńőęĺň C = max_{(u,v)∈E} c(u, v).

(a) Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ňĺŋĺňăńìŋőčő àăğàěğă áěâĺ G ŋě ŕàěćőáåőďĺâ C|E|.

(b) Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ńîąőň ğăďăŋŋőň K ňőęŋő ğă ćàěňï O(E) ŋăľâĺ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì á ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî ŋě ňěŋìèě K ĺńĺ ãáâăŋőćĺâì, çâő âăłőčő ŕãâĺ ŋěâ.

Ăńčőàĺâň Max-Flow-By-Scaling ćëçĺáńïěâ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł ć áěâĺ G á ŕőňőéìî ňăáèâăąĺàőćăŋĺï. İâő őďŋă ĺğ àěăńĺğăæĺľ ňěâőďă Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă.

\textsc{Max-Flow-By-Scaling}($G,s,t$)
1 $C\leftarrow\max\limits_{(u,v)\in E}{c(u,v)}$
2 áďěńăâì ŕőâőł $f$ ŋãńěćëň
3 $K\leftarrow 2^{\lfloor\log C\rfloor}$
4 while $K\ge 1$
5 do while áãéěáâćãěâ ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì $p$ ŕàőŕãáł-

ŋőľ áŕőáőąŋőáâĺ ŋě ňěŋìèě $K$

6 do ďőŕőńŋĺâì $f$ ćďőńì $p$
7 $K\leftarrow K/2$
8 return $f$

(c) Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőčàăňňă Max-Flow-By-Scaling ćëçĺáńïěâ ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł.

(d) Ďőłăęĺâě, çâő ć ňőňěŋâ ŕàőćěàłĺ ãáńőćĺï æĺłńă ć áâàőłě 4 ŕàőŕãáłŋăï áŕőáőąŋőáâì ňĺŋĺňăńìŋőčő àăğàěğă őáâăâőçŋőľ áěâĺ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2K|E|.

(e) Ďőłăęĺâě, çâő æĺłń ć áâàőłăå 5-6 ćëŕőńŋïěâáï O(E) àăğ ďńï ńîąőčő ğŋăçěŋĺï K.

(f) Ďőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Max-Flow-By- Scaling àăćŋő O(E^2 log C).

27-6 Ďćãáâőàőŋŋĺě čàăŋĺæë Řăááňőâàĺň áěâì G = (V, E). Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő őčàăŋĺçěŋĺï ŋă ŕőâőł ć íâőľ áěâĺ ďćãáâőàőŋŋĺě. Ĺňěŋŋő, ďńï ŕőâőłă f ĺ ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v) ňë âàěąãěň, çâőąë b(u, v) ⩽ f(u, v) ⩽ c(u, v), čďě c ĺ b — ğăďăŋŋëě äãŋłæĺĺ ŋă àñąàăå. (Ćőğňőęŋő, çâő íâĺ őčàăŋĺçěŋĺï ŕàőâĺćőàěçĺćë — âőčďă ŕőâőłă ŋě áãéěáâćãěâ.)

(a) Ŕãáâì f — ŕőâőł ć áěâĺ G. Ďőłăęĺâě, çâő |f| ⩽ c(S, T )− b(T, S) ďńï ńîąőčő àăğàěğă (S, T ).

(b) Ŕãáâì ć áěâĺ G ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőâőł áãéěáâćãěâ. Ďőłăęĺâě, çâő ěčő ğŋăçěŋĺě àăćŋő ňĺŋĺňăńìŋőľ (ŕő ćáěň àăğàěğăň (S, T )) àăğŋőáâĺ c(S, T ) − b(T, S).

Řăááňőâàĺň áěâì G = (V, E) á ďćãáâőàőŋŋĺňĺ čàăŋĺæăňĺ á ĺáâőłőň s ĺ áâőłőň t. Őąőğŋăçĺň ćěàåŋîî ĺ ŋĺęŋîî čàăŋĺæë c ĺ b áőőâćěâáâćěŋŋő. Ŕőáâàőĺň őąëçŋãî áěâì G^′ = (V^′, E^′) á ćěàåŋěľ čàăŋĺæěľ (ŕàőŕãáłŋőľ áŕőáőąŋőáâìî) c^′, ĺáâőłőň s^′ ĺ áâőłőň t^′, ŕőńőęĺć V^′ = V ∪ {s^′, t^′} E^′ = E ∪ {(s^′, v)|v ∈ V } ∪ {(u, t^′)|u ∈ V } ∪ {(s, t), (t, s)}.

Ďńï àñąěà (u, v) ∈ E ŕőńőęĺň c^′(u, v) = c(u, v) − b(u, v); ďńï ćáěå ćěàèĺŋ u ∈ V ŕőńőęĺň c^′(s^′, u) = b(V, u), ă âăłęě c^′(u, t^′) = b(u, V ). Łàőňě âőčő, ŕőńőęĺň c^′(s, t) = c^′(t, s) = ∞.

(c) Ďőłăęĺâě, çâő ŕőâőł ć áěâĺ G áãéěáâćãěâ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ňăłáĺňăńìŋőčő ŕőâőłă ć áěâĺ G^′ ćáě àñąàă, ćåőďïéĺě ć t^′, ŋăáëéěŋë.

(d) Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ćëïáŋïěâ, áãéěáâćãěâ ńĺ ŕőâőł ć ďăŋŋőľ áěâĺ á ďćãáâőàőŋŋĺňĺ čàăŋĺæăňĺ, ĺ ěáńĺ ďă, âő ŋăåőďĺâ íâőâ ŕőâőł. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă.

Ğăňěçăŋĺï Ďăńìŋěľèěě őąáãęďěŋĺě áěâěľ ĺ áćïğăŋŋëå á ŋĺňĺ ăńčőàĺâňőć áň. ć Ĺćěŋ [65], Ńőãńěà [132], Ŕăŕăďĺňĺâàĺã ĺ Śâăľčńĺæ [154], Šăàìïŋ [188]. Ţőàőèĺľ őąğőà áěâěćëå ăńčőàĺâňőć ŋăŕĺáăńĺ Čőńìďąěàč, Šăàďőá ĺ Šăàìïŋ [83].

Ňěâőď Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ĺğőąàěńĺ Ťőàď ĺ Ťăńłěàáőŋ [71]. Őŋĺ ęě àăááňőâàěńĺ ňŋőčĺě ğăďăçĺ, áćïğăŋŋëě á áěâïňĺ, ć âőň çĺáńě ğăďăçã ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ĺ ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺĺ. Ćő ňŋőčĺå àăŋŋĺå àěăńĺğăæĺïå ňěâőďă Ťőàďă–Ťăńłěàáőŋă ďőŕőńŋïîéĺľ ŕãâì ŋăåőďĺńĺ á ŕőňőéìî ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã; İďňőŋďá ĺ Łăàŕ [63] ďőłăğăńĺ, çâő ć íâőň áńãçăě ăńčőàĺâň ŕőńĺŋőňĺăńěŋ. Ĺďěî ŕàěďŕőâőłă ŕàěďńőęĺń Łăàğăŋőć [119]. Ňěâőď ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă ŕàěďńőęĺń Čőńìďąěàč [82]. Hăĺąőńěě ąëáâàëľ (ćàěňï àăąőâë O(V E log (V^2E)) ĺğ ĺğćěáâŋëå ăńčőàĺâňőć ŕàőâăńłĺćăŋĺï ŕàěďŕőâőłă ŕàĺŋăďńěęĺâ Čőńìďąěàčã ĺ Šăàìïŋã [85]. Hăĺńãçèĺľ ĺğćěáâŋëľ (ćàěňï àăąőâë O( √ V E)) ăńčőàĺâň ďńï ğăďăçĺ ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕăàőáőçěâăŋĺĺ ŕàěďńőęĺńĺ Ţőŕłàőäâ ĺ Łăàŕ [101].

28 Śőàâĺàãîéĺě áěâĺ

Ćő ćâőàőľ çăáâĺ łŋĺčĺ ĺğãçăńĺáì áőàâĺàãîéĺě ăńčőàĺâňë, àěăńĺğőćăŋŋëě ŋă ňăèĺŋăå ŕàőĺğćőńìŋőčő ďőáâãŕă (RAM). Ć íâőľ čńăćě àăááňăâàĺćăîâáï áőàâĺàãîéĺě ăńčőàĺâňë, ć őáŋőćã łőâőàëå ŕőńőęěŋă áőćěàèěŋŋő ĺŋăï ćëçĺáńĺâěńìŋăï ňőďěńì — áěâì łőňŕăàăâőàőć.

Ěáâì ďćă áãéěáâćěŋŋëå őâńĺçĺï ňěęďã RAM-ňăèĺŋăňĺ ĺ áěâïňĺ łőňŕăàăâőàőć. Ćő-ŕěàćëå, ć ŕàőæěááě àăąőâë łőňŕăàăâőàë ňőčãâ ćëŕőńŋïâì âőńìłő őŕěàăæĺĺ áàăćŋěŋĺï. Śńěďőćăâěńìŋő, àěăńĺğőćăâì ŋă ŋĺå ăńčőàĺâňë, ŕőďőąŋëě áőàâĺàőćłě ŕőďáçñâőň (áň. àăğďěń 9.2), ŋěćőğňőęŋő. Ćő-ćâőàëå, RAM-ňăèĺŋë àăąőâăîâ ŕőáńěďőćăâěńìŋő, ćëŕőńŋïï őďŋã őŕěàăæĺî ğă őďĺŋ âăłâ àăąőâë. Śěâì łőňŕăàăâőàőć ňőęěâ àăąőâăâì ŕăàăńńěńìŋő, â.ě. ćëŕőńŋïâì őďŋőćàěňěŋŋő ŋěáłőńìłő őŕěàăæĺľ. Ąńăčőďăàï íâőňã ãďăñâáï őâáőàâĺàőćăâì n çĺáěń ğă ćàěňï, áãéěáâćěŋŋő ňěŋìèěě n.

Ć àăğďěńě 28.1 ććőďïâáï ŕőŋïâĺï áěâĺ łőňŕăàăâőàőć, áőàâĺàãîéěľ áěâĺ, ćàěňěŋĺ àăąőâë áěâĺ. Ć àăğďěńě 28.2 ňë ďőłăęěň ŕàăćĺńő ” ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë”, łőâőàőě ãŕàőéăěâ ŕàőćěàłã ŕàăćĺńìŋőáâĺ àăąőâë áőàâĺàãîéěľ áěâĺ.

Ąëáâàăï áőàâĺàãîéăï áěâì, łőâőàãî ňë ŕőáâàőĺň, ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕăàăńńěńìŋãî àěăńĺğăæĺî áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň (àăğďěń 1.3.1). Śŋăçăńă (àăğďěń 28.3) áâàőĺâáï ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł ğăâěň (28.4) őŋ áńěčłă ňőďĺäĺæĺàãěâáï ĺ ŕőńãçăěâáï áńĺćăîéăï áěâì, łőâőàăï áőěďĺŋïěâ ďćă ãŕőàïďőçěŋŋëå ŋăąőàă ć őďĺŋ. Ŋăłőŋěæ (28.5) ňë áőěďĺŋïěň áńĺćăîéĺě áěâĺ ć áőàâĺàãîéãî áěâì, łőâőàăï ŕőğćőńïěâ őâáőàâĺàőćăâì n őąêěłâőć ğă ćàěňï O(lg^2 n).

28.1 Śěâĺ łőňŕăàăâőàőć

Śőàâĺàãîéĺě áěâĺ áâàőïâáï ĺğ łőňŕăàăâőàőć, áőěďĺŋñŋŋëå ŕàőćőďăňĺ. Łőňŕăàăâőà (comparator) (àĺá. 28.1(a)) ĺňěěâ ďćă ćåőďă x, y ĺ ďćă ćëåőďă x^′, y^′. Łőňŕăàăâőà ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ďćă

Řĺáãŋőł 28.1 28.1 (a) Łőňŕăàăâőà áő ćåőďăňĺ x, y ĺ ćëåőďăňĺ x^′, y^′. (b) Šőâ ęě łőňŕăàăâőà ć ćĺďě ćěàâĺłăńìŋőľ ńĺŋĺĺ. Ŕőłăğăŋë ćåőďë x = 7, y = 3 ĺ ćëåőďë x^′ = 3, y^′ = 7.

Řĺáãŋőł 28.2 28.2 (a) Śěâì łőňŕăàăâőàőć á 4 ćåőďăňĺ ĺ 4 ćëåőďăňĺ, łőâőàăï ïćńïěâáï áőàâĺàãîéěľ. Ŕőłăğăŋë ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ć ňőňěŋâ 0. (b) Ğŋăçěŋĺï ŋă ćëåőďăå łőňŕăàăâőàőć A ĺ B ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 1. (c) Ć ňőňěŋâ 2 ŕőïćńïîâáï ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï łőňŕăàăâőàőć C ĺ D; ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï b1 ĺ b4 (ŋő ŋě b2 , b3 ) őŕàěďěńěŋë. (d) Ŋăłőŋěæ, őáâăćèĺě ďćă ćëåőďŋëå ğŋăçěŋĺï ŕőïćńïîâáï ŋă ćëåőďăå łőňŕăàăâőàă E.

çĺáńă ĺ ŕěàěáâăćńïěâ ĺå, ěáńĺ őŋĺ ĺďãâ ć ŋěŕàăćĺńìŋőň ŕőàïďłě. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, x^′ = min(x, y), y^′ = max(x, y). Ďőčőćőàĺňáï áåěňăâĺçŋő ĺğőąàăęăâì łőňŕăàăâőà ć ćĺďě ćěàâĺłăńìŋőčő őâàěğłă, łăł ŋă àĺáãŋłě 28.1(b). Ćåőďë àáŕőńőęěŋë áńěćă, ă ćëåőďë — áŕàăćă, ŕàĺ íâőň ćěàåŋĺľ ćëåőď áőőâćěâáâćãěâ ňĺŋĺňăńìŋőňã çĺáńã, ă ŋĺęŋĺľ — ňăłáĺňăńìŋőňã.

Ňë áçĺâăěň, çâő ćàěňï àăąőâë łőňŕăàăâőàă (ňěęďã ŕőńãçěŋĺěň ćåőďŋëå ďăŋŋëå ĺ ćëďăçěľ ćëåőďŋëå) ŕőáâőïŋŋő ĺ őďĺŋăłőćő ďńï ćáěå łőňŕăàăâőàőć.

Ś ŕőňőéìî ŕàőćőďőć (wires) ćëåőďë őďŋĺå łőňŕăàăâőàőć áőěďĺŋïîâ áő ćåőďăňĺ ďàãčĺå. Łàőňě âőčő, áěâì ĺňěěâ ćåőďŋëě ĺ ćëåőďŋëě ŕàőćőďă. Řăááňőâàĺň áěâì łőňŕăàăâőàőć á n ćåőďŋëňĺ ŕàőćőďăňĺ (input wires) a_1, a_2, . . . , a_n ĺ n ćëåőďŋëňĺ ŕàőćőďăňĺ (output wires) b_1, b_2, . . . , b_n. Ŋă ćåőď ŕőáâãŕăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì n çĺáěń (łőâőàëě ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ⟨a_1, a_2, . . . , a_n⟩, łăł ĺ áăňĺ ŕàőćőďă); àěğãńìâăâőň àăąőâë ąãďěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨b_1, b_2, . . . , b_n⟩.

Ŋă àĺáãŋłě 28.2 ŕàĺćőďĺâáï ŕàĺňěà áěâĺ łőňŕăàăâőàőć (comparison network). Śěâì á n ćåőďăňĺ ĺ n ćëåőďăňĺ ĺğőąàăęăěâáï n čőàĺğőŋâăńìŋëňĺ ŕàïňëňĺ, łőâőàëě ć ŋěłőâőàëå ňěáâăå áőěďĺŋěŋë ćěàâĺłăńìŋëňĺ őâàěğłăňĺ — łőňŕăàăâőàăňĺ. Ŕàïňăï — íâő ŋě őďĺŋ ŕàőćőď, ă ŋěáłőńìłő — ŕàőćőďőň ïćńïěâáï ãçăáâőł ňěęďã łőňŕăàăâőàăňĺ. Ŋăŕàĺňěà, ćěàåŋïï ŕàïňăï ŋă àĺáãŋłě 28.2 áőáâőĺâ ĺğ âàñå ŕàőćőďőć: ćåőďŋőčő ŕàőćőďă a_1 áőěďĺŋěŋŋőčő áő ćåőďőň łőňŕăàăâőàă A; ŕàőćőďă, áőěďĺŋïîéěčő ćěàåŋĺľ ćëåőď łőňŕăàăâőàă A áő ćåőďőň łőňŕăàăâőàă C, ă âăłęě ćëåőďŋőčő ŕàőćőďă b_1, áőěďĺŋěŋŋőčő á ćěàåŋĺň ćëåőďőň łőňŕăàăâőàă C.

Łăęďëľ ćåőď ńîąőčő ĺğ łőňŕăàăâőàőć áőěďĺŋñŋ ńĺąő á őďŋĺň ĺğ ćåőďŋëå ŕàőćőďőć a_1, a_2, . . . , a_n, ńĺąő á ćëåőďőň ďàãčőčő łőňŕăàăâőàă. Łăęďëľ ćëåőď ńîąőčő ĺğ łőňŕăàăâőàőć áőěďĺŋñŋ ńĺąő á ćåőďőň ďàãčőčő (àőćŋő őďŋőčő), ńĺąő á őďŋĺň ĺğ ćëåőďŋëå ŕàőćőďőć b_1, b_2, . . . , b_n. Ŕàĺ íâőň ŋě ňőęěâ ąëâì æĺłńőć: ĺďï ŕő ŕàőćőďăň ĺ ŕàőåőďï łőňŕăàăâőàë őâ ćåőďőć ł ćëåőďăň, ŋěńìğï ćěàŋãâìáï ł ĺáåőďŋőňã łőňŕăàăâőàã. İâő âàěąőćăŋĺě ŕőğćőńïěâ àĺáőćăâì áěâĺ łőňŕăàăâőàőć ć ćĺďě ŕàïňëå, łăł ŋă àĺáãŋłě 28.2, àăáŕőńăčăï ćåőďë áńěćă, ă ćëåőďë áŕàăćă: ďăŋŋëě ďćĺęãâáï ŕő ŕàőćőďăň áńěćă ŋăŕàăćő.

Ňë áçĺâăěň, çâő łăęďëľ łőňŕăàăâőà ćëďăñâ ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï çěàěğ ěďĺŋĺæã ćàěňěŋĺ ŕőáńě âőčő, łăł ŕőńãçĺâ ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï. Řăááňőâàĺň áěâì àĺá. 28.2(a) ĺ ŕàěďáâăćĺň ćáěąě, çâő ć ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 0 ŋă ćåőď ŕőáâãŕăîâ çĺáńă ⟨9, 5, 2, 6⟩. Ć íâőâ ňőňěŋâ łőňŕăàăâőàë A ĺ B (ĺ âőńìłő őŋĺ) ŕőńãçăîâ ćåőďŋëě ďăŋŋëě ĺ ŋăçĺŋăîâ àăąőâăâì (ŕăàăńńěńìŋő). Ŕőíâőňã ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 1 ŋă ĺå ćëåőďăå ŕőïćïâáï çĺáńă (àĺá. 28.2(b)), łőâőàëě ŕőğćőńïâ ŋăçăâì ŕăàăńńěńìŋãî àăąőâã łőňŕăàăâőàăň C ĺ D (ŋő ŋě E). Łőňŕăàăâőàã E ŕàĺďñâáï ďőęĺďăâìáï ňőňěŋâă ćàěňěŋĺ 2, łőčďă C ĺ D ğăłőŋçăâ àăąőâã (àĺá. 28.2(c)). Ěéñ çěàěğ ěďĺŋĺæã ćàěňŋĺ ćëåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨2, 5, 6, 9⟩ ąãďěâ ŕőńŋőáâìî čőâőćă (åőâï ďćă ĺğ çěâëàñå ğŋăçěŋĺľ ąëńĺ čőâőćë àăŋìèě).

Łăł ćĺďŋő ĺğ íâőčő ŕàĺňěàă, ćàěňï àăąőâë áěâĺ (ŕàőèěďèěě á ňőňěŋâă ŕőńãçěŋĺï ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďő ćëďăçĺ ćëåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ) őŕàěďěńïěâáï ňăłáĺňăńìŋëň çĺáńőň łőňŕăàăâőàőć, áâőïéĺå ŋă ŕãâĺ őâ ćåőďă ł ćëåőďã. Ąőńěě äőàňăńìŋő, ňë őŕàěďěńïěň čńãąĺŋã (depth) ŕàőćőďă ć áěâĺ áńěďãîéĺň őąàăğőň: ćåőďŋëě ŕàőćőďă ĺňěîâ ŋãńěćãî čńãąĺŋã, čńãąĺŋă ćëåőďőć łőňŕăàăâőàă (ŕőďłńîçñŋŋëå ł ŋěňã ŕàőćőďőć) àăćŋă max(d_x, d_y) + 1, čďě d_x ĺ d_y — čńãąĺŋë ěčő ćåőďőć (ŕőďłńîçñŋŋëå ł ŋĺň ŕàőćőďőć). İâő őŕàěďěńěŋĺě łőààěłâŋő, ŕőáłőńìłã ŋěâ æĺłńőć. Ŋăğőćěň čńãąĺŋőľ łőňŕăàăâőàă čńãąĺŋã ćëåőďïéĺå ĺğ ŋěčő ŕàőćőďőć. Čńãąĺŋőľ áěâĺ áçĺâăěň ňăłáĺňăńìŋãî čńãąĺŋã ěñ ćëåőďŋëå ŕàőćőďőć (ĺńĺ, çâő âő ęě áăňőě, ňăłáĺňăńìŋãî čńãąĺŋã ěñ łőňŕăàăâőàőć). Ŋăŕàĺňěà, čńãąĺŋă áěâĺ ŋă àĺáãŋłě 28.2 àăćŋă 3 (łőňŕăàăâőà E ĺňěěâ čńãąĺŋã 3). Čńãąĺŋă łőňŕăàăâőàă àăćŋă ćàěňěŋĺ, łőâőàőě ŕàőľďěâ őâ ŋăçăńă àăąőâë ŕő ŕőïćńěŋĺï őâćěâőć ŋă ěčő ćëåőďăå, âăł çâő ćàěňï àăąőâë áěâĺ ć æěńőň àăćŋő ěñ čńãąĺŋě.

Řăğňěàőň (size) áěâĺ ŋăğëćăîâ çĺáńő łőňŕăàăâőàőć ć ŋěľ. Ńîąăï áěâì łőňŕăàăâőàőć łăł-âő ŕěàěáâăćńïěâ çĺáńă, ŕőďăŋŋëě ŋă łñ ćåőďë. Ěñ ŋăğëćăîâ áőàâĺàãîéěľ áěâìî (sorting network), ěáńĺ ďńï ńîąőľ ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕőńãçăîéăïáï ĺğ ŋěñ ćëåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăěâ (b_1 ⩽ b_2 ⩽ · · · ⩽ b_n).

Łőŋěçŋő, ďăńěłő ŋě łăęďăï áěâì — áőàâĺàãîéăï, ŋő áěâì àĺáãŋłă 28.2 âăłőćőľ ïćńïěâáï. Ć áăňőň ďěńě, ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 1 ňĺŋĺňăńìŋëľ ĺğ ćåőďőć ŋăåőďĺâáï ŋă ćěàåŋěň ćëåőďě őďŋőčő ĺğ łőňŕăàăâőàőć A ĺ B, ĺ ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 2 őŋ łăęěâáï ŋă ŋă ćěàåŋěň ćëåőďě łőňŕăàăâőàă C. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňăłáĺňăńìŋëľ ĺğ ćåőďőć őłăęěâáï ć íâőâ ňőňěŋâ ŋă ŋĺęŋěň ćëåőďě

Řĺáãŋőł 28.3 Śőàâĺàãîéăï áěâì, áőőâćěâáâćãîéăï áőàâĺàőćłě ćáâăćłăňĺ (ãŕàăęŋěŋĺě 28.1-6).

łőňŕăàăâőàă D. Őáâăćèĺěáï ďćă çĺáńă ãŕőàïďőçĺćăîâáï łőňŕăàăâőàőň E ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 3.

Śěâĺ łőňŕăàăâőàőć ăŋăńőčĺçŋë ăńčőàĺâňăň áőàâĺàőćłĺ, őďŋăłő ďńï łăęďőčő n ňë ďőńęŋë áâàőĺâì áćőî áěâì, ć âő ćàěňï łăł őďĺŋ ĺ âőâ ęíě ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ňőęěâ àăąőâăâì ďńï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŕàőĺğćőńìŋőľ ďńĺŋë. Ć íâőľ čńăćě ňë ŕőáâàőĺň áěňěľáâćő Sorter íääěłâĺćŋëå áőàâĺàãéĺå áěâěľ — ďńï łăęďőčő n ć ŋñň ąãďěâ áćőï áěâì, łőâőàãî ňë őąőğŋăçăěň Sorter[n].

Şŕàăęŋěŋĺï. 28.1-1 Łăłőćë ąãďãâ ğŋăçěŋĺï ŋă ŕàőćőďăå áěâĺ àĺá. 28.2, ěáńĺ ŋă ěñ ćåőď ŕőďăîâáï çĺáńă ⟨9, 6, 5, 2⟩?

28.1-2 Ŕãáâì n — áâěŕěŋì çĺáńă 2. Ŕőáâàőľâě áěâì łőňŕăàăâőàőć á n ćåőďăňĺ ĺ n ćëåőďăňĺ čńãąĺŋë lg n, łőâőàăï ŋă ŋăåőďĺâ ŋăĺňěŋìèĺľ ĺ ŋăĺąőńìèĺľ ĺğ ćåőďőć (ĺ ćëďăñâ ĺå ŋă ćěàåŋĺľ ĺ ŋĺęŋëľ ŕàőćőďă áőőâćěâáâćěŋŋő).

28.1-3 Łăàńáőŋ čőćőàĺâ Ňăńëèã, çâő ć ŕàőĺğćőńìŋőň ňěáâě áőàâĺàãîéěľ áěâĺ ňőęŋő ďőąăćĺâì łőňŕăàăâőà ĺ áěâì őáâăŋěâáï áőàâĺàãîéěľ. Ŕőłăęĺâě Ňăńëèã, çâő íâő ŋě âăł, ďőąăćĺć łőňŕăàăâőà ć áěâì àĺá. 28.2.

28.1-4 Ďőłăęĺâě, çâő ńîąăï áőàâĺàãîéăï áěâì á n ćåőďăňĺ ĺňěěâ čńãąĺŋã ŋě ňěŋìèě, çěň lg n.

28.1-5 Ďőłăęĺâě, çâő ńîąăï áőàâĺàãîéăï áěâì áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě Ω(n lg n) łőňŕăàăâőàőć.

28.1-6 Ŕőłăęĺâě, çâő áěâì ŋă àĺáãŋłě 28.3 ïćńïěâáï áőàâĺàãîéěľ, ãáâăŋőćĺć ěñ àőďáâćő á ăńčőàĺâňőň áőàâĺàőćłĺ ćáâăćłăňĺ (áň. àăğďěń 1.1).

28.1-7 Cěâì łőňŕăàăâőàőć á n ćåőďăňĺ ĺ c łőňŕăàăâőàăňĺ ŕàěďáâăćĺňă ć ćĺďě ãŕőàïďőçěŋŋőčő áŕĺáłă, áőďěàęăéěčő c ŕăà ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń őâ 1 ďő n. Ŕăàě (i, j) áőőâćěâáâćãěâ łőňŕăàăâőà, áőěďĺŋïîéĺľ i-ãî ĺ j-ãî ŕàïňëě. Śŕĺáőł ŕěàěçĺáńïěâ łőňŕăàăâőàë áńěćă ŋăŕàăćő. Ĺáŕőńìğãï íâő ŕàěďáâăćńěŋĺě, ŕàĺďãňăľâě (ŕőáńěďőćăâěńìŋëľ) ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŋăåőďĺâ čńãąĺŋã áěâĺ ğă ćàěňï O(n + c). 28.1-8 ⋆

Ć áěâĺ ŋěłőâőàëě íńěňěŋâë ïćńïîâáï ŕěàěćñàŋãâëňĺ łőňŕăàăâőàăňĺ, ćëďăîéĺňĺ ŋă ćěàåŋĺľ ćëåőď ňăłáĺňăńìŋëľ ĺğ ćåőďőć, ă ŋă ŋĺęŋĺľ — ňĺŋĺňăńìŋëľ. Łăł ŕàěőąàăğőćăâì ěñ ć áěâì âőńìłő ĺğ őąëçŋëå łőňŕăàăâőàőć, íłćĺćăńěŋâŋãî ĺáåőďŋőľ?

28.2 Ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë

Ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë (zero-one principle) čőćőàĺâ, çâő ěáńĺ áěâì łőňŕăàăâőàőć ãŕőàïďőçĺćăěâ ńîąãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ, âő ïćńïěâáï áőàâĺàãîéěľ (ĺ ãŕőàïďőçĺćăěâ ńîąãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì çĺáěń (æěńëå, ćěéěáâćěŋŋëå, ĺńĺ ćőőąéě íńěňěŋâőć ŕàőĺğćőńìŋőčő ńĺŋěľŋő ãŕőàïďőçěŋŋőčő ňŋőęěáâćă). Šěň áăňëň, ęěńăï ďőłăğăâì, çâő ŕőáâàőěŋŋăï ŋăňĺ áěâì ïćńïěâáï áőàâĺàãîéěľ, ňőęŋő őčàăŋĺçĺâìáï àăááňőâàěŋĺěň ćåőďőć ĺğ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ — ĺŋőčďă íâő ãŕàőéăěâ ďěńő.

Ďőłăğăâěńìáâćő ĺáŕőńìğãěâ ŕőŋïâĺě ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéěľ äãŋłæĺĺ (áň. àăğďěń 2.2).

Ńěňňă 28.1 Ěáńĺ áěâì łőňŕăàăâőàőć ŕàěőąàăğãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì a = ⟨a_1, a_2, . . . , a_n⟩ ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì b = ⟨b_1, b_2, . . . , b_n⟩, ă f — ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï äãŋłæĺï, âő ŕőďăć ŋă ćåőď áěâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì f(a) = ⟨f(a_1), f(a_2), . . . , f(a_n)⟩, ňë ŕőńãçĺň ŋă ćëåőďě f(b) = ⟨f(b_1), f(b_2), . . . , f(b_n)⟩. Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàőćěàĺň íâő áŋăçăńă ďńï őďŋőčő łőňŕăàăâőàă, âő ěáâì ŕőłăęěň, çâő łőňŕăàăâőà, ŕőńãçĺć ŋă ćåőď f(x) ĺ f(y), ćëďăáâ ŋă ćëåőďë f(min(x, y)) ĺ f(max(x, y)) (àĺá. 28.4).

Ŕő őŕàěďěńŋĺî, ŋă ćěàåŋěň ćëåőďě ąãďěâ min(f(x), f(y)), ă ŋă ŋĺęŋěň – max(f(x), f(y)). Őáâăñâáï ğăňěâĺâì, çâő ďńï ćőğàăáâăîéěľ äãŋłæĺĺ f ĺğ x ⩽ y áńěďãěâ f(x) ⩽ f(y), ĺ ŕőíâőňã min(f(x), f(y)) = f(min(x, y)), max(f(x), f(y)) = f(max(x, y)). İâă ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ěáńĺ ŕàĺňěŋĺâì łő ćåőďŋëň ğŋăçěŋĺï łőňŕăàăâőàă x ĺ y ňőŋőâőŋŋãî äãŋłæĺî f, á ěčő ćëåőďŋëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ ŕàőĺğőľďñâ âő ęě áăňőě.

İâő áćőľáâćő ćěàŋő ŋě âőńìłő ďńï őďŋőčő łőňŕăàăâőàă, ŋő ĺ ďńï ńîąőľ áěâĺ łőňŕăàăâőàőć. Ŕãáâì ŋă ćåőďë áěâĺ ŕőďăŋë ğŋăçěŋĺï a_1, a_2, . . . , a_n. Ůěàěğ ŋěłőâőàőě ćàěňï ŋă ćáěå ŕàőćőďăå (ć âőň çĺáńě ćëåőďŋëå) ãáâăŋőćïâáï ŋěłőâőàëě ğŋăçěŋĺï. Šěŕěàì ğăňěŋĺň ćåőďë ŋă f(a_1), f(a_2), . . . , f(a_n). Ůâő áńãçĺâáï áő ğŋăçěŋĺïňĺ ŋă ŕàőćőďăå áåěňë? Łăł ňë âőńìłő çâő ćĺďěńĺ, ćëåőďë

Řĺáãŋőł 28.4 Łőňŕăàăâőà ĺ ňőŋőâőŋŋăï äãŋłæĺï f (ńěňňă 28.1)

Ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë 597

Řĺáãŋőł 28.5 (a) Śőàâĺàãîéăï áěâì àĺáãŋłă 28.2 ďńï ćåőďőć ⟨9, 5, 3, 6⟩. (b) Šă ęě áěâì ŕőáńě ŕàĺňěŋěŋĺï ňőŋőâőŋŋőľ äãŋłæĺĺ f(x) = ⌈x/2⌉ łő ćáěň ćåőďăň. Ğŋăçěŋĺě ŋă łăęďőň ŕàőćőďě ŕőńãçăěâáï ŕàĺňěŋěŋĺěň f ł áâăàőňã ğŋăçěŋĺî ŋă âőň ęě ŕàőćőďě.

łőňŕăàăâőàőć čńãąĺŋë 1 âăłęě ğăňěŋïâáï ŋă àěğãńìâăâ ŕàĺňěàěŋĺï ł ŋĺň äãŋłæĺĺ f. Śńěďőćăâěńìŋő, á ćëåőďăňĺ łőňŕăàăâőàőć čńãąĺŋë 2 ŕàőĺğőľďñâ âő ęě áăňőě, ĺ âăł ďăńěě. Řăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ňë ćëďĺň, çâő ŋă ćëåőďăå áåěňë ŕőïćïâáï ğŋăçěŋĺï f(b_1), f(b_2), . . . , f(b_n), čďě b_1, b_2, . . . , b_n — ŕàěęŋĺě ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Řĺáãŋőł 28.5 ĺńńîáâàĺàãěâ ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë 28.1 ďńï áőàâĺàãîéěľ áěâĺ àĺá. 28.2 ĺ äãŋłæĺĺ f(x) = ⌈x/2⌉. Ůăáâì (a) ŕőłăğëćăěâ ğŋăçěŋĺï ŋă ŕàőćőďăå ďő ŕàĺňěŋěŋĺï f (ďãąńĺàãï àĺá. 28.2 (d), ă çăáâì (b) — ŕőáńě.

Ś ŕőňőéìî ńěňňë 28.1 ńěčłő ďőłăğăâì áńěďãîéĺľ ğăňěçăâěńìŋëľ àěğãńìâăâ.

Šěőàěňă 28.2 (Ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë) Ěáńĺ áěâì łőňŕăàăâőàőć á n ćåőďăňĺ ŕàăćĺńìŋő ãŕőàïďőçĺćăěâ ćáě 2^n ćőğňőęŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ, âő őŋă ïćńïěâáï áőàâĺàãîéěľ, âő ěáâì ŕàăćĺńìŋő ãŕőàïďőçĺćăěâ ńîąãî çĺáńőćãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕãáâì íâő ŋě âăł, ĺ ěáâì çĺáńőćăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨a_1, a_2, . . . , a_n⟩, ŋă łőâőàőľ áěâì őèĺąăěâáï. İâő őğŋăçăěâ, çâő ěáâì íńěňěŋâë a_i, a_j , ďńï łőâőàëå a_i < a_j ĺ a_j ŕőŕăďăěâ ć ćëåőďŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àăŋìèě a_i. Ŋăň ŋăďő ŕőłăğăâì, çâő áãéěáâćãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ, ŋă łőâőàőľ áěâì àăąőâăěâ ŋěŕàăćĺńìŋő. Ďńï íâőčő àăááňőâàĺň ňőŋőâőŋŋãî äãŋłæĺî äãŋłæĺî f: f(x) = { 0, x ⩽ a_i, 1, x > a_i Ŕàĺňěŋĺň ěñ ł ćåőďăň áěâĺ, âő ěáâì ŕőďăďĺň ŋă ćåőď ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ ⟨f(a_1), f(a_2), . . . , f(a_n)⟩. Śőčńăáŋő ńěňňě 28.1 ł ćëåőďŋëň ğŋăçěŋĺïň âăłęě ŕàĺňěŋĺâáï äãŋłæĺï f. Ŕàĺ íâőň f(a_j ) ąãďěâ áâőïâì ŋă ňěáâě a_j , âő ěáâì àăŋìèě f(a_i). Ŋő f(a_j ) = 1, ă f(a_i) = 0. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Şŕàăęŋěŋĺï 28.2-1 Łő ćáěň çńěŋăň ãŕőàïďőçěŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕàĺňěŋĺńĺ ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéãî äãŋłæĺî f. Őáâăŋěâáï ńĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ãŕőàïďőçěŋŋőľ?

28.2-2 Ďőłăęĺâě, çâő áěâì łőňŕăàăâőàőć á n ćåőďăňĺ ŕàăćĺńìŋő ãŕőàïďőçĺćăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨n, n − 1, . . . , 1⟩ âőčďă ĺ âőńìłő

Řĺáãŋőł 28.6 Śőàâĺàãîéăï áěâì ďńï 4 çĺáěń

âőčďă, łőčďă őŋă ŕàăćĺńìŋő ãŕőàïďőçĺćăěâ ćáě n − 1 ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ: ⟨1, 0, . . . , 0⟩, ⟨1, 0, . . . , 0⟩, . . . , ⟨1, 1, . . . , 1, 0⟩. 28.2-3 Ĺáŕőńìğãï ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë, ďőłăęĺâě, çâő áěâì łőňŕăàăâőàőć ŋă àĺáãŋłě 28.6 — áőàâĺàãîéăï.

28.2-4 Śäőàňãńĺàãľâě ĺ ďőłăęĺâě ăŋăńőč ŕàăćĺńă ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë ďńï ăńčőàĺâňőć áőàâĺàőćłĺ ć ňőďěńĺ àăğàěèăîéĺå ďěàěćìěć (àăğďěń 9.1). (Şłăğăŋĺě. Ŋě ğăąãďìâě ŕàő àăćŋëě íńěňěŋâë.)

28.2-5 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő i = 1, 2, . . . , n−1 áőàâĺàãîéăï áěâì őąïğăŋă áőďěàęăâì åőâï ąë őďĺŋ łőňŕăàăâőà, áőěďĺŋïîéĺľ ŕàïňëě i ĺ i + 1.

28.3 Ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł

Ŕőáâàőěŋĺě íääěłâĺćŋőľ áőàâĺàãîéěľ áěâĺ ňë ŋăçŋñň á âăł ŋăğëćăěňőčő ąĺâőŋĺçěáłőčő áőàâĺàőćéĺłă, łőâőàëľ áőàâĺàãěâ âăł ŋăğëćăěňëě ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ.

Ňë ŋăğëćăěň ąĺâőŋĺçěáłőľ (bitonic) ńîąãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, łőâőàăï áŋăçăńă ćőğàăáâăěâ, ă ŕőâőň ãąëćăěâ, ĺńĺ ŕőńãçăěâáï ĺğ âăłőľ æĺłńĺçěáłĺň áďćĺčőň. Ěáńĺ ğăŕĺáăâì íńěňěŋâë ąĺâőŋĺçěáłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŕő łàãčã, âő ňĺŋĺňăńìŋëľ ĺ ňăłáĺňăńìŋëľ ěñ íńěňěŋâë ďěńïâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋă ďćă ňőŋőâőŋŋëå ãçăáâłă.

Ŋăŕàĺňěà, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨1, 4, 6, 8, 3, 2⟩, ⟨6, 9, 4, 2, 3, 5⟩ ĺ ⟨9, 8, 3, 2, 4, 6⟩ — ąĺâőŋĺçěáłĺě. Ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ ĺňěîâ ćĺď ńĺąő 1^i0^j 1_k, ńĺąő 0^i1^j 0_k, čďě i, j, k ⩾ 0. Ğăŕĺáăŋŋëě ŕő łàãčã, őŋĺ áőáâőïâ ĺğ ďćãå čàãŕŕ — ć őďŋőľ ŋãńĺ, ć ďàãčőľ ěďĺŋĺæë, ĺ čàãŕŕë ŋě áňěèĺćăîâáï. Őâňěâĺň, çâő ňőŋőâőŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ïćńïîâáï çăáâŋëň áńãçăěň ąĺâőŋĺçěáłĺå.

Ć íâőň àăğďěńě ąãďěâ ŕőáâàőěŋ ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł — áěâì łőňŕăàăâőàőć, ŕàăćĺńìŋő áőàâĺàãîéăï ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ. Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 28.3-6 ňë ŕàěďńőęĺň ćăň ŕőłăğăâì, çâő őŋ čőďĺâáï ďńï ŕàőĺğćőńìŋëå ąĺâőŋĺçěáłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ.

Ŕőńãőçĺáâĺâěńì Ąĺâőŋĺçěáłőčő áőàâĺàőćéĺł áőáâőĺâ ĺğ ŋěáłőńìłĺå çăáâěľ àăğŋëå àăğňěàőć, łőâőàëě ňë ąãďěĺ ŋăğëćăâì ”ŕőńãőçĺáâĺâě-

Ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł 599

Řĺáãŋőł 28.7 Ŕőńãőçĺáâĺâěńì Half-Cleaner[8] ĺ ďćě àăğńĺçŋëě ćåőďŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ. Ěáńĺ ćåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ïćńïěâáï ąĺâőŋĺçěáłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ, âő ŕőáńě ěñ őąàăąőâłĺ ńîąőľ íńěňěŋâ ćěàåŋěľ ŕőńőćĺŋë ćëåőďă ňěŋìèě ńîąőčő íńěňěŋâă ŋĺęŋěľ ŕőńőćĺŋë (ĺńĺ àăćěŋ ěňã); őďŋă ĺğ ŕőńőćĺŋ — ąĺâőŋĺçěáłăï, ă ďàãčăï áőáâőĺâ âőńìłő ĺğ ŋãńěľ ĺńĺ âőńìłő ĺğ ěďĺŋĺæ (”çĺáâăï”).

Řĺáãŋőł 28.8 Ůěâëàě ćőğňőęŋőáâĺ ŕàĺ àăąőâě áěâĺ Half-Cleaner[n]. Ŋă ćåőď ŕőďăñâáï ąĺâőŋĺçěáłăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ; ňë áçĺâăěň, çâő őŋă ĺňěěâ ćĺď 00 . . . 011 . . . 100 . . . 0. Ŋãńěćëě ãçăáâłĺ ŋă àĺáãŋłě ąěńëě, ěďĺŋĺçŋëě — áěàëě. Ćåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì àăğàěğăěâáï ŋă ďćě ŕőńőćĺŋë, łőâőàëě ŕőçńěŋŋő áàăćŋĺćăîâáï. (a)–(b) Śńãçăĺ, łőčďă âőçłă àăğďěńă ŕőŕăďăěâ ć łãáőł ĺğ ěďĺŋĺæ. (c)–(d) Šőçłă àăğďěńă ŕàőåőďĺâ ŕő ŋãńěćőňã ãçăáâłã. Ćő ćáěå áńãçăïå ćëŕőńŋěŋë ãâćěàęďěŋĺï (1)–(3) ńěňňë 28.3.

ńïňĺ” (half-cleaner). Ŕőńãőçĺáâĺâěńì àăğňěàă n ěáâì áěâì čńãąĺŋë 1, ć łőâőàőľ łőňŕăàăâőàë áőěďĺŋïîĺ ŕàőćőďă őďŋőľ ŕőńőćĺŋë á ŕàőćőďăňĺ ďàãčőľ (i ĺ i+n/2 áőěďĺŋěŋë ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n/2; ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő n çñâŋő). Ŋă àĺáãŋłě 28.7 ŕőłăğăŋ Half- Cleaner[8] — ŕőńãőçĺáâĺâěńì àăğňěàă 8.

Őáŋőćŋőě áćőľáâćő ŕőńãőçĺáâĺâěńï, őąêïáŋïîéěě ěčő ŋăğćăŋĺě, âăłőćő:

Ńěňňă 28.3.

Ŕãáâì ŋă ćåőď ŕőńãőçĺáâĺâěńî ŕőďăŋă ąĺâőŋĺçěáłăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ. Ŕőńãçăîéăïáï ćëåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì őąńăďăěâ áńěďãîéĺňĺ áćőľáâćăňĺ: (1) ěě ćěàåŋïï ĺ ŋĺęŋïï ŕőńőćĺŋë – ąĺâőŋĺçěáłĺě; (2) ńîąőľ íńěňěŋâ ćěàåŋěľ ŕőńőćĺŋë ňěŋìèě ńîąőčő íńěňěŋâă ĺğ ŋĺęŋěľ (ĺńĺ àăćěŋ ěňã); (3) åőâï ąë őďŋă ĺğ ŕőńőćĺŋ — çĺáâăï (ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ąĺâőŋĺçěáłăï)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćåőď ĺňěěâ ćĺď 00 . . .011 . . .100 . . .0 (áńãçăľ 11 . . .100 . . .011 . . .1 áĺňňěâàĺçěŋ). Śěâì Half-Cleaner[n] áàăćŋĺćăěâ ćåőď a_i áő ćåőďőň a_{i+n/2}, ŕőíâőňã ćőğňőęŋë âàĺ àăáŕőńőęěŋĺï ąńőłă ěďĺŋĺæ őâŋőáĺâěńìŋő áěàěďĺŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ŕàĺçěň áńãçăľ, łőčďă áěàěďĺŋă ŕàĺåőďĺâáï ŋă ąńőł ěďĺŋĺæ, àăáŕăďăěâáï ŋă ďćă ŕőďáńãçăï. Łăł ćĺďŋő ĺğ àĺá. 28.8, ńěňňă áŕàăćěďńĺćă ćő ćáěå çěâëàñå áńãçăïå.

Ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł Ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł (bitonic sorter) àěłãàáĺćŋő áâàőĺâáï ĺğ ŕőńãőçĺáâĺâěńěľ, łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 28.9. Śěâì Bitonic-Sorter[n] áőáâőĺâ ĺğ ŕőńãőçĺáâĺâěńï Half- Cleaner[n] ĺ ďćãå íłğěňŕńïàőć áěâĺ Bitonic-Sorter[n/2]. Ŕő ńěňňě 28.3 ŕőńãőçĺáâĺâěńì ďěńăěâ ĺğ ćåőďŋőľ ąĺâőŋĺçěáłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďćě ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (őďŋă ĺğ ŋĺå çĺáâăï) ŕőńőćĺŋŋőčő àăğňěàă. Ŕàĺ íâőň ńîąőľ íńěňěŋâ ćěàåŋěľ ňěŋìèě (ĺńĺ àăćěŋ) ńîąőčő íńěňěŋâă ďàãčőľ. Ŕőáńě íâőčő őáâăñâáï ãŕőàïďőçĺâì łăęďãî ĺğ ŋĺå ŕàĺ ŕőňőéĺ áěâĺ Bitonic-Sorter[n/2]. Ŋă àĺá. 28.9(a) ŕőłăğăŋ őąéăï áâàãłâãàă áěâĺ, ă ŋă àĺá. 28.9(b) àěłãàáĺï àăğćñàŋãâă ďő łőŋæă. Šăłĺň őąàăğőň áâàőĺâáï ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł á n ćåőďăňĺ, čďě n — ŕàőĺğćőńìŋăï áâěŕěŋì ďćőľłĺ.

Čńãąĺŋă D(n) áěâĺ Bitonic-Sorter[n] ďăñâáï áőőâŋőèěŋĺěň D(x) = { 0, ěáńĺ n = 1, D(n/2) + 1, ěáńĺ n = 2^k k ⩾ 1.

ĺğ łőâőàőčő ćĺďŋő, çâő D(n) = lg n.

Ňë ćĺďĺň, çâő ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ áőàâĺàãîâáï ŕàăćĺńìŋő, őâłãďă áńěďãěâ (ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë ďńï ąĺâőŋĺçěáłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ, ãŕàăęŋěŋĺě 28.3- 6), çâő ĺ ńîąëě ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áőàâĺàãîâáï ŕàăćĺńìŋő.

Şŕàăęŋěŋĺï 28.3-1 Śłőńìłő ćáěčő áãéěáâćãěâ àăńĺçŋëå ąĺâőŋĺçěáłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ ďńĺŋë n?

28.3-2 Ďőłăęĺâě, çâő áěâì Bitonic-Sorter[n] áőďěàęĺâ Θ(n lg n) łőňŕăàăâőàőć (ŋăŕőňŋĺň, çâő n ěáâì áâěŕěŋì ďćőľłĺ).

28.3-3 Ŕőáâàőľâě ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł á n ćåőďăňĺ čńãąĺŋë O(lg n) ďńï áńãçăï, łőčďă n ŋě ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ.

28.3-4 Ŕőńãőçĺáâĺâěńì ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ŕàőĺğćőńìŋãî ąĺâőŋĺçěáłãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì. Ďőłăęĺâě, çâő ćěàåŋïï ĺ ŋĺęŋïï ŕőńőćĺŋë ćëåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ — ąĺâőŋĺçěáłĺě, ă ńîąőľ íńěňěŋâ ćěàåŋěľ ŕőńőćĺŋë ňěŋìèě ńîąőčő íńěňěŋâă ŋĺęŋěľ (ĺńĺ àăćěŋ ěňã).

28.3-5 Ďăŋë ďćě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ ŕàĺçěň ńîąőľ íńěňěŋâ ŕěàćőľ ňěŋìèě ńîąőčő íńěňěŋâă ćâőàőľ ĺńĺ àăćěŋ ěňã. Ďőłăęĺâě, çâő åőâï ąë őďŋă ĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ — çĺáâăï.

28.3-6 Ďőłăęĺâě ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë ďńï ąĺâőŋĺçěáłĺå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ: ěáńĺ áěâì łőňŕăàăâőàőć ãŕőàïďőçĺćăěâ ćáě ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ, âő íâă áěâì ãŕőàïďőçĺćăěâ ńîąãî ąĺâőŋĺçěáłãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì.

Śńĺćăîéăï áěâì 601

Řĺáãŋőł 28.9 Ćåőďŋăï çăáâì áěâĺ Merger[8] (a) őâńĺçăěâáï őâ áěâĺ Half- Cleaner[8] (b) âěň, çâő ŋĺęŋĺě 4 ŕàőćőďă ŕěàěćñàŋãâë. (a) Ćåőďŋăï çăáâì áěâĺ Merger ŕàěőąàăğãěâ ďćě ćőğàăáâăîéĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨a1 , a2, . . . , a_{n/2} ⟩ ĺ ⟨a_{n/2+1} , a_{n/2+2} , . . . , an ⟩ ć ďćě ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨b1, b2, . . . , b_{n/2} ⟩ ĺ ⟨b_{n/2+1} , b_{n/2+2} , . . . , bn ⟩. (b) Šőâ ęě ŕàőæěáá ć őąőğŋăçěŋĺïå ŕőńãőçĺáâĺâěńï: ąĺâőŋĺçěáłăï ćåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨a1, a2 , . . . , a_{n/2}, a_{n/2+1} , . . . , an ⟩ ŕàěőąàăğãěâáï ć ďćě ąĺâőŋĺçěáłĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨b1 , b2, . . . , b_{n/2} ⟩ ĺ ⟨b_{n/2+1} , b_{n/2+2} , . . . , bn ⟩.

28.4 Śńĺćăîéăï áěâì

Śńĺćăîéěľ áěâìî (merging network) ňë ŋăğëćăěň áěâì łőňŕăàăâőàőć, áőěďĺŋïîéăï ďćě ãŕőàïďőçěŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ (ŕőńőćĺŋë ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ) ć őďŋã ãŕőàïďőçěŋŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì. Šăłăï áěâì (ňë ŋăğőćñň ěñ Merger[n]) ńěčłő ŕőńãçăěâáï ňőďĺäĺłăæĺěľ áěâĺ Bitonic-Sorter[n].

Ĺďěï ŕàőáâă: ďńï áńĺïŋĺï ďćãå ãŕőàïďőçěŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŕàĺŕĺèěň (ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě) ćâőàãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ł łőŋæã ŕěàćőľ. Ŕàĺ íâőň ŕőńãçĺâáï ąĺâőŋĺçěáłăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, łőâőàãî ãęě ňőęŋő ãŕőàïďőçĺâì á ŕőňoéìî ąĺâőŋĺçěáłőčő áőàâĺàőćéĺłă. Ŋăŕàĺňěà, ďńï őąêěďĺŋěŋĺï X = 00000111 ĺ Y = 00001111 ňë ŕàĺŕĺáëćăěň ł X ŕěàěćñàŋãâãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Y^R = 11110000 ĺ ŕőńãçăěň ąĺâőŋĺçěáłãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì XY^R = 0000011111110000. Őáâăńőáì ŕàĺňěŋĺâì ł XY^R ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł.

Śńěďãï íâőňã ŕńăŋã, ďńï ŕőáâàőěŋĺï áěâĺ Merger[n], áńĺćăîéěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨a_1, . . . , a_{n/2}⟩ ĺ ⟨a_{n/2+1}, . . . , a_n⟩, áńěďãěâ âăł ŕěàěáâàőĺâì ŕěàćëľ ŕőńãőçĺáâĺâěńì áěâĺ Bitonic- Sorter[n], çâőąë ďőąĺâìáï ğääěłâă ”ŕěàěćőàăçĺćăŋĺï” ćâőàőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ. Ć őąëçŋőň ŕőńãőçĺáâĺâěńě ćåőď a_i áàăćŋĺćăěâáï áő ćåőďőň a_{n/2+i}, (ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n/2), ŕőíâőňã âěŕěàì ňë ąãďěň a_i áő ćåőďőň a_{n−i+1} . Ŋă àĺá. 28.10 ŕőłăğăŋ ŕěàěáâàőěŋŋëľ ŕőńãőçĺáâĺâěńì ć áàăćŋěŋĺĺ á őąëçŋëň — àăğŋĺæă ć âőň, çâő ŕàőćőďă ć ŋĺęŋěľ ěčő ŕőńőćĺŋě ŕěàěáâăćńěŋë ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě. Ŕàĺ íâőň ćěàåŋïï ĺ ŋĺęŋïï ŕőńőćĺŋë ćëåőďőć ŕőŕàěęŋěňã őąńăďăîâ áćőľáâćăňĺ, ãłăğăŋŋëňĺ ć ńěňňě 28.3 (ąĺâőŋĺçěáłăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, ğăŕĺáăŋŋăï ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě, őáâăñâáï ąĺâőŋĺçěáłőľ).

Ďńï ğăćěàèěŋĺï áńĺïŋĺï őáâăñâáï ãŕőàïďőçĺâì őąě ŕőńőćĺŋë ŕàĺ ŕőňőéĺ ďćãå łőŕĺľ áěâĺ Bitonic-Sorter[n]. Ŕőńãçěŋăï áěâì Merger[n] ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 28.11. Ěñ čńãąĺŋă âăłăï ęě, łăł ã áěâĺ Bitonic-Sorter[n], âő ěáâì lg n.

Şŕàăęŋěŋĺï 28.4-1 Ďőłăęĺâě áńěďãîéĺľ ćăàĺăŋâ ŕàăćĺńă ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë ďńï áńĺ-

Řĺáãŋőł 28.10 Śěâì Merger[n] áőěďĺŋïěâ ďćě őâáőàâĺàőćăŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ć őďŋã. Őŋă ŕőńãçăěâáï ĺğ áěâĺ Bitonic-Sorter ňőďĺäĺłăæĺěľ ŕěàćőčő łăáłăďă: âěŕěàì áàăćŋĺćăîâáï i-ëě á ŋăçăńă ĺ łőŋæă íńěňěŋâë. (a) Őąéăï áâàãłâãàă áěâĺ: ŕěàćëľ łăáłăď, ğăâěň ďćă íłğěňŕńïàă áěâĺ Bitonic-Sorter[n/2]. (b) Ŕőńŋăï áåěňă áěâĺ (áěàëě ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ — áâàãłâãàŋëě íńěňěŋâë, ŋă àñąàăå ŕőłăğăŋë ğŋăçěŋĺï ďńï őďŋőčő ĺğ ćőğňőęŋëå ćåőďőć).

ćăîéĺå áěâěľ: ěáńĺ áěâì łőňŕăàăâőàőć ŕàăćĺńìŋő áńĺćăěâ ńîąëě ďćě ňőŋőâőŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ, âő őŋă ŕàăćĺńìŋő áńĺćăěâ ńîąëě ňőŋőâőŋŋëě çĺáńőćëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ.

28.4-2 Śłőńìłő âěáâőćëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ ŋěőąåőďĺňő, çâőąë ŕàőćěàĺâì. çâő áěâì łőňŕăàăâőàőć ďěľáâćĺâěńìŋő ïćńïěâáï áńĺćăîéěľ?

28.4-3 Ďőłăęĺâě, çâő ńîąăï áěâì łőňŕăàăâőàőć, ãňěîéăï ŕàăćĺńìŋő áńĺćăâì őďĺŋ íńěňěŋâ (a_1) á ãŕőàïďőçěŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ďńĺŋë n − 1 (a_2, a_3, . . . , a_n) ć ãŕőàïďőçěŋŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ďńĺŋë n, ĺňěěâ čńãąĺŋã łăł ňĺŋĺňãň lg n.

28.4-4* Ŕãáâì ďăŋă áńĺćăîéăï áěâì áő ćåőďăňĺ a_1, . . . , a_n, łőâőàăï áńĺćăěâ ãŕőàïďőçěŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨a_1, a_3, . . . , a_{n−1}⟩ ĺ ⟨a_2, a_4, . . . , a_n⟩ (ŕàěďŕőńăčăěň, çâő n — áâěŕěŋì ďćőľłĺ). Ŕőłăęĺâě, çâő âăłăï áěâì áőďěàęĺâ Ω(n lg n) łőňŕăàăâőàőć. Ůěň ĺŋâěàěáŋă íâă ŋĺęŋïï őæěŋłă?

(Şłăğăŋĺě. Řăğąěľâě ňŋőęěáâćő łőňŕăàăâőàőć ŋă âàĺ çăáâĺ.) [ Ůâő íâő ğă çăáâĺ? Łăłőě ğŋăçěŋĺě ćőőąéě ĺňěěâ ŕőàïďőł ćåőďőć? Łăł àěèăěâáï íâőă ğăďăçă? ]

28.4-5* Ďőłăęĺâě, çâő ńîąăï áěâì, áńĺćăîéăï ďćě ãŕőàïďőçěŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë n/2 ć őďŋã (àăğàěèăěâáï àăáŕàěďěńĺâì ćåőďë ňěęďã ŕěàćőľ ĺ ćâőàőľ áńĺćăěňëňĺ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïňĺ ŕàőĺğćőńìŋëň őąàăğőň) áőďěàęĺâ O(n lg n) łőňŕăàăâőàőć.

28.5 Śőàâĺàãîéăï áěâì

Šěŕěàì ćáñ čőâőćő ďńï ŕőáâàőěŋĺï áőàâĺàãîéěľ áěâĺ Sorter[n]8, àěăńĺğãîéěľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň ĺğ àăğďěńă 1.3.1. Şáâàőľáâćő áěâĺ ŕőłăğăŋő ŋă àĺáãŋłě 28.12.

Śěâì Sorter[n] áâàőĺâáï àěłãàáĺćŋő: ďćě ŕőńőćĺŋë ćåőďŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ãŕőàïďőçĺćăîâáï áěâïňĺ Sorter[n/2], ă ğăâěň áőěďĺŋïîâáï ŕàĺ ŕőňőéĺ áěâĺ Merger[n]. Ć łăçěáâćě Merger[2] ĺáŕőńìğãěâáï łőňŕăàăâőà. Śåěňă ŕőáâàőěŋĺï ŕőłă-

Řĺáãŋőł 28.11 Śěâì Sorter[n] áâàőĺâáï àěłãàáĺćő ĺğ áńĺćăîéĺå áěâěľ. (a) Řěłãàáĺćŋőě őŕĺáăŋĺě áěâĺ Sorter[n]. (b) Řěłãàáĺï àăğćñàŋãâă. (c) Ŕőłăğăŋő ćŋãâàěŋŋěě áâàőěŋĺě áńĺćăîéĺå áěâěľ. Şłăğăŋë čńãąĺŋë ŕàőćőďőć ĺ ğŋăçěŋĺï ŋă ŋĺå (ďńï őďŋőčő ĺğ ćőğňőęŋëå ćăàĺăŋâőć ćåőďőć).

ğăŋă ŋă àĺá. 28.12 (a), ŋă àĺá. 28.12 (b) őŋă àăğćñàŋãâă, ă ŋă àĺá. 28.12 (c) ŕőłăğăŋő ćŋãâàěŋŋěě ãáâàőľáâćő áńĺćăîéĺå áěâěľ.

Šăłĺň őąàăğőň, áěâì Sorter[n] áőáâőĺâ ĺğ lg n łăáłăďőć. Ŕěàćëľ ĺğ ŋĺå áőďěàęĺâ n/2 łőŕĺľ áěâĺ Merger[2] ŕăàăńńěńìŋő áńĺćăîéĺå ŕăàë őďŋőíńěňěŋâŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ. Ćâőàőľ ãàőćěŋì áőáâőĺâ ĺğ n/4 íłğěňŕńïàőć áěâĺ Merger[4], łőâőàëě áńĺćăîâ ŕăàë ŕőńãçěŋëå ŋă ŕěàćőň ãàőćŋě ďćãåíńěňěŋâŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ, ĺ â. ď. Ŋă k-őň ãàőćŋě (ŕàĺ k = 1, 2, . . . , lg n) ĺňěěâáï n/2^k íłğěňŕńïàőć áěâĺ Merger[2^k ], áńĺćăîéĺå ŕő ďćě ãŕőàïďőçěŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë 2^{k−1}. Ĺŋďãłâĺćŋőě ŕőáâàőěŋĺě čăàăŋâĺàãěâ, çâő áěâì ŕàăćĺńìŋő ãŕőàïďőçĺćăěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ŋãńěľ ĺ ěďĺŋĺæ. Ĺğ ŕàăćĺńă ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë (âěőàěňă 28.2) áńěďãěâ ŕàăćĺńìŋőáâì àăąőâë áěâĺ ŋă ŕàőĺğćőńìŋëå çĺáńőćëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâïå.

Čńãąĺŋă D(n) áěâĺ Sorter[n] àăćŋă áãňňě čńãąĺŋ áěâěľ Sorter[n/2] ĺ Merger[n] (ďćě łőŕĺĺ áěâĺ Sorter[n/2] àăąőâăîâ ŕăàăńńěńìŋő). Čńãąĺŋă áěâĺ Merger[n] àăćŋă lg n, âăł çâő àěłãààěŋâŋăï äőàňãńă ďńï D(n) âăłőćă: D(x) = { 0, ěáńĺ n = 1,

D(n/2) + lg n, ěáńĺ n = 2^k ĺ k ⩾ 1.

Ĺğ ŋěñ áńěďãěâ, çâő D(n) = Θ(lg^2 n.

Šăłĺň őąàăğőň, ňőęŋő áłăğăâì, çâő ŕăàăńńěńìŋëľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ňőęěâ ãŕőàïďőçĺâì n çĺáěń ğă ćàěňï O(lg^2 n), ĺáŕőńìğãï áőàâĺàãîéĺě áěâĺ łăł ňőďěńì ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ.

Şŕàăęŋěŋĺï 28.5-1 Śłőńìłő łőňŕăàăâőàőć áőďěàęĺâ áěâì Sorter[n]? 28.5-2 Ŕőłăęĺâě, çâő čńãąĺŋă áěâĺ Sorter[n] ć âőçŋőáâĺ àăćŋă lg n(lg n + 1)/2. (Ůĺáńő n ěáâì áâěŕěŋì ďćőľłĺ.)

28.5-3 Řăááňőâàĺň łőňŕăàăâőàë ŋőćőčő âĺŕă, ŕőńãçăîéĺě ŋă ďćă áćőĺå ćåőďă ãŕőàïďőçěŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë k, áőěďĺŋïîéĺě ĺå ć őďŋã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺ ćëďăîéĺě ŋă ćěàåŋĺľ ćëåőď k ňěŋìèĺå çĺáěń, ă ŋă ŋĺęŋĺľ – k ąőńìèĺå çĺáěń. (Šăłĺň őąàăğőň, ğŋăçěŋĺïňĺ ŋă ćåőďăå ĺ ćëåőďăå łőňŕăàăâőàőć ïćńïîâáï ãŕőàïďőçěŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ çĺáěń ďńĺŋë k.) Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąăï áőàâĺàãîéăï áěâì á n ćåőďăňĺ ĺ ćëåőďăňĺ ŕőáńě ğăňěŋë łőňŕăàăâőàőć ŋă łőňŕăàăâőàë ŋőćőčő âĺŕă ŕàěćàăéăěâáï ć ãáâàőľáâćő, áńĺćăîéěě n ãŕőàïďőçěŋŋëå ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë k ć ãŕőàïďőçěŋŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë nk (àăğąĺâãî ŋă n çăáâěľ ďńĺŋë k).

28.5-4 Ŕãáâì ďăŋë 2n çĺáěń ⟨a_1, . . . , a_{2n}⟩ ĺ âàěąãěâáï àăğďěńĺâì ĺå ŋă n ňěŋìèĺå ĺ n ąőńìèĺå çĺáěń (ćŋãâàĺ íâĺå ďćãå čàãŕŕ ŕőàïďőł ňőęěâ ąëâì ńîąëň). Ďőłăęĺâě, çâő íâő ňőęŋő áďěńăâì á ŕőňőéìî áěâĺ čńãąĺŋë O(1), ěáńĺ ĺğćěáâŋő, çâő ćåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áőáâőĺâ ĺğ ďćãå őâáőàâĺàőćăŋŋëå ŕőńőćĺŋ a_1, . . . , a_n ĺ a_{n1+1}, . . . , a_{2n}.

28.5-5* Ŕãáâì ďăŋă áőàâĺàãîéăï áěâì á k ćåőďăňĺ čńãąĺŋë S(k), ă âăłęě áěâì čńãąĺŋë M(k), áńĺćăîéăï ďćě ãŕőàïďőçěŋŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë k ć őďŋã ďńĺŋë 2k. Ŕőáâàőľâě áěâì čńãąĺŋë S(k) + 2M(k), ãŕőàïďőçĺćăîéãî ćáě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë n, ć łőâőàëå łăęďëľ íńěňěŋâ őâáâőĺâ ŋě ďăńěě çěň ŋă k ňěáâ őâ áćőěčő ŕàăćĺńìŋőčő ŕőńőęěŋĺï.

28.5-6* Ś ňăâàĺæěľ àăğňěàă m × m ćëŕőńŋïîâ âăłĺě ďěľáâćĺï: 1. Ćáě ŋěçěâŋëě áâàőłĺ ãŕőàïďőçĺćăîâ ŕő ćőğàăáâăŋĺî. 2. Ćáě ŋěçěâŋëě áâàőłĺ ãŕőàïďőçĺćăîâ ŕő ãąëćăŋĺî. 3. Şŕőàïďőçĺâì łăęďëľ áâőńąěæ ŕő ćőğàăáâăŋĺî.

Łăł ąãďãâ őâáőàâĺàőćăŋë íńěňěŋâë ňăâàĺæë ŕőáńě ňŋőčőłàăâŋëå ŕőćâőàěŋĺľ őŕěàăæĺĺ 1–3? Śłőńìłő ŕőćâőàěŋĺľ ŕőâàěąãěâáï?

Ğăďăçĺ 28.1 Śőàâĺàőćłă âàăŋáŕőğĺæĺïňĺ.

Čőćőàïâ, çâő áőàâĺàãîéăï áěâì ĺáŕőńìğãěâ ńĺèì âàăŋáŕőğĺæĺĺ (is a transposition network), ěáńĺ łăęďëľ ěñ łőňŕăàăâőà áőěďĺŋïěâ ďćě áőáěďŋĺě ŕàïňëě (àĺá. 28.3)

a. Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąăï âăłăï áěâì áőďěàęĺâ Ω(n^2) łőňŕăàăâőàőć.

b. Ůâőąë ãąěďĺâìáï ć ŕàăćĺńìŋőáâĺ àăąőâë âăłőľ áěâĺ, ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì, çâő őŋă ŕàăćĺńìŋőő áőàâĺàãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨n, n − 1, . . . , 1⟩. (Şłăğăŋĺě: Ĺŋďãłâĺćŋőě àăááãęďěŋĺě áńěďãěâ ďőłăğăâěńìáâćã ńěňňë 28.1)

Ůñâŋő-ŋěçñâŋăï áőàâĺàãîéăï áěâì (odd-even sorting network) ďńï 8 ćåőďőć ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 28.13. Ć őąéěň áńãçăě őŋă áőďěàęĺâ n ãàőćŋěľ łőňŕăàăâőàőć: ďńï i = 2, 3, . . .n − 1 ĺ d = 1, 2, . . . , n ŕàïňăï ŋőňěà i ŋă čńãąĺŋě d áőěďĺŋěŋă łőňŕăàăâőàőň á ŕàïňőľ ŋőňěà i + (−1)^{i+d}

c. Ďőłăęĺâě, çâő ďěľáâćĺâěńìŋő ŕőńãçăěâáï áőàâĺàãîéăï áěâì.

28.2 Ůěâŋő-ŋěçěâŋőě áńĺïŋĺě ŕő Ąíâçěàã

Ć àăğďěńě 28.4 áńĺćăîéăï áěâì áâàőĺńăáì ŋă őáŋőćě ąĺâőŋĺçěáłőčő áőàâĺàőćéĺłă. Ć íâőľ ğăďăçě àăááňăâàĺćăěâáï ďàãčőľ áŕőáőą ěñ ŕőáâàőěŋĺï — çñâŋő-ŋěçěâŋăï áńĺćăîéăï áěâì (odd-even merging network). Ąãďěň áçĺâăâì, çâő n — áâěŕěŋì ďćőľłĺ, ĺ őŕĺèěň áěâì, áńĺćăîéãî ďćě ãŕőàïďőçěŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨a_1, . . . , a_n⟩ ĺ ⟨a_{n+1}, . . . , a_{2n}⟩ ć őďŋã. Śâàőĺâáï őŋă àěłãàáĺćŋő. Ćőğìňñň ďćě áěâĺ ŕőńőćĺŋŋőčő àăğňěàă ĺ ĺáŕőńìğãěň ĺå ďńï ŕăàăńńěńìŋőčő áńĺïŋĺï ďćãå ŕăà ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâěľ ďńĺŋë n/2: ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨a_1, a_3 . . . , a_{n−1}⟩ áńĺćăěâáï á ⟨a_{n+1}, a_{n+3} . . . , a_{2n−1}⟩, ă ⟨a_2, a_4 . . . , a_n⟩ — á ⟨a_{n+2}, a_{n+4} . . . , a_{2n}⟩. Ŋă ŕőáńěďŋěň íâăŕě áâőïâ n łőňŕăàăâőàőć, i-ëľ ĺğ łőâőàëå áàăćŋĺćăěâ çĺáńő ŋă ŕàïňőľ 2i − 1 á çĺáńőň ŋă ŕàïňőľ 2i.

a. Ŋăàĺáãľâě âăłãî áěâì ďńï n = 4.

b. Ĺáŕőńìğãï ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë, ďőłăęĺâě ŕàăćĺńìŋőáâì àăąőâë ŕőáâàőěŋŋőľ áěâĺ ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő n, ïćńïîéěčőáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ.

c Łăłőćë àăğňěàë ĺ čńãąĺŋă çñâŋő-ŋěçñâŋőľ áńĺćăîéěľ áěâĺ á 2n ćåőďăňĺ?

28.3 Śěâĺ łőňňãâăâőàőć Śěâì łőňňãâăâőàőć (permutation network) á n ćåőďăňĺ ĺ n ćëåőďăňĺ áőáâőĺâ ĺğ ŕàőćőďőć ĺ ŕěàěłńîçăâěńěľ, ŕőğćőńïîéĺå áőěďĺŋïâì ćåőďë á ćëåőďăňĺ ćáěňĺ ćőğňőęŋëňĺ n! áŕőáőąăňĺ. Ŋă àĺá. 28.14 (a) ŕőłăğăŋă áěâì łőňňãâăâőàőć P_2. Őŋă áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőčő łőňňãâăâőàă, łőâőàëľ ĺňěěâ ďćă ŕőńőęěŋĺě: ŕàïňőě ĺ ŕěàěłàñáâŋőě.

a. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ć ńîąőľ áőàâĺàãîéěľ áěâĺ łőňŕăàăâőàë ğăňěŋĺâì ŋă łőňňãâăâőàë, âő ŕőńãçăěâáï áěâì, àěăńĺğãîéăï ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ: ďńï ńîąőľ ŕěàěáâăŋőćłĺ π ňőęŋő ãáâăŋőćĺâì łőňňãâăâőàë ć âăłĺě ŕőńőęěŋĺï, çâő ćåőď i áőěďĺŋñŋ á ćëåőďőň π(i), ŕàĺ ćáěå i = 1, 2 . . . , n.

Ŋă àĺá. 28.14 (b), ŕőłăğăŋă áěâì łőňňãâăâőàőć P_8 ŋă 8 ŕőğĺæĺľ, áőáâăćńěŋŋăï ĺğ ďćãå áěâěľ P_4 ĺ ćőáìňĺ őâďěńìŋëå łőňňãâăâőàőć. Ŋă àĺáãŋłě áěâì àěăńĺğãěâ ŕěàěáâăŋőćłã π = ⟨4, 7, 3, 5, 1, 6, 8, 2⟩, ŕàĺ íâőň ćěàåŋïï áěâì P_4 àěăńĺğãěâ ŕěàěáâăŋőćłã ⟨4, 2, 3, 1⟩, ă ŋĺęŋïï — ⟨2, 3, 1, 4⟩.

b. Ć łăłőě áőáâőïŋĺě ŋăďő ŕěàěćěáâĺ łőňňãâăâőàë ĺ łăłĺě ŕěàěáâăŋőćłĺ ãáâăŋőćĺâì ć ćěàåŋěľ ĺ ŋĺęŋěľ P_4-áěâïå, çâőąë áěâì P_8 àěăńĺğőćăńă ŕěàěáâăŋőćłã ⟨5, 3, 4, 6, 1, 8, 2, 7⟩?

Ŕãáâì n — áâěŕěŋì çĺáńă 2. Řăááňőâàĺň áěâì P_n, ŕőáâàőěŋŋãî ĺğ ďćãå áěâěľ P_{n/2} ĺ őâďěńìŋëå łőňňãâăâőàőć ăŋăńőčĺçŋő áěâĺ P_8.

c. Ďőłăęĺâě, çâő áěâì P_n áŕőáőąŋă àěăńĺğőćăâì ńîąãî ŕěàěáâăŋőćłã ĺ ãłăęĺâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(n) (ćàěňï ĺğňěàïěâáï őąëçŋëň őąàăğőň, ďńï ŕőáńěďőćăâěńìŋőľ ňăèĺŋë á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň) ãłăğëćăěâ ŕőńőęěŋĺï łőňňãâăâőàőć ĺ ŕěàěáâăŋőćłĺ ďńï ŕőďáěâěľ, àěăńĺğãîęĺě ğăďăŋŋãî ŕěàěáâăŋőćłã ďńï áěâĺ P_n.

d. Łăłőćë čńãąĺŋă ĺ àăğňěà áěâĺ P_n? Ŋăľďĺâě őąéěě ćàěňï, ğă łőâőàőě ŕőáâàőěŋŋëľ ć ŕãŋłâě b ăńčőàĺâň àăááçĺâăěâ ŕőńőęěŋĺï łőňňãâăâőàőć, ćłńîçăï łőňňãâăâőàë ďńï ŕőďáěâěľ ŋĺęŋĺå ãàőćŋěľ.

e. Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąăï áěâì łőňňãâăâőàőć á n ćåőďăňĺ, àěăńĺğãîéăï ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ, ŋěĺğąěęŋő àěăńĺğãěâ łăłãî-âő ŕěàěáâăŋőćłã ŕő łàăľŋěľ ňěàě ďćãňï áŕőáőąăňĺ.

Ğăňěçěŋĺï Łŋãâ[123] őąáãęďăěâ áćőľáâćă áőàâĺàãîéĺå áěâěľ ĺ ĺå ĺáâőàĺî. Ćĺďĺňő, ĺå ćŕěàćëě àăááňőâàěńĺ Ăàňáâàőŋč (P.N. Armstrong), Ŋěńìáőŋ (R.J. Nelson) ĺ Łőŋŋőà (D.J.O’Connor) ć 1954 čőďã. Ć ŋăçăńě 1960-å čőďőć Ąíâçěà (K.E. Batcher) ŕàĺďãňăń áěâì, áńĺćăîéãî ďćě çĺáńőćëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďńĺŋë n ğă ćàěňï O(lg n), ĺáŕőńìğãï çñâŋő-ŋěçñâŋőě áńĺŋĺě (ğăďăçă 28.2). Őŋ âăłęě ŕőłăğăń, łăł á ŕőňőéìî âăłĺå áěâěľ ãŕőàïďőçĺâì n çĺáěń ğă ćàěňï O(lg^2 n). Ůãâì ŕőğęě Ąíâçěà ŕàĺďãňăń ąĺâőŋĺçěáłĺľ áőàâĺàőćéĺł čńãąĺŋë O(lg n), ăŋăńőčĺçŋãî őŕĺáăŋŋőňã ć àăğďěńě 28.3. Śőčńăáŋő Łŋãâã, ŕàăćĺńő ŋãńï ĺ ěďĺŋĺæë Łŋãâ ďőłăğăń Ąãàĺæĺľ (W.G. Bouricius, 1954) ć łőŋâěłáâě àăğàěèăîéĺå ďěàěćìěć.

Ďőńčőě ćàěňï őáâăćăńáï őâłàëâëň ćőŕàőá ő áãéěáâćàćăŋĺĺ áőàâĺàãîéěľ áěâĺ čńãąĺŋë O(lg n). Ć 1983 čőďã ŋă ŋěčő ąëń ďăŋ ŕőńőęĺâěńìŋëľ őâćěâ: Ăľâăľ, Łőňńőá ĺ Śěňěàěďĺ [8] ŕőáâàőĺńĺ áőàâĺàãîéãî áěâì ďńï n çĺáěń čńãąĺŋë O(lg n) ĺğ O(n lg n) łőňŕăàăâőàőć. Ł áőęăńěŋĺî, łőŋáâăŋâë ć íâőľ O(n)-őæěŋłě (ňŋőčĺě âëáïçĺ, ěáńĺ ŋě ąőńìèě) ŕàěŕïâáâćãîâ ŕàăłâĺçěáłőňã ĺáŕőńìğőćăŋĺî íâőľ áěâĺ.

29 Ăàĺäňěâĺçěáłĺě áåěňë

Ďő áĺå ŕőà, čőćőàï ő ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă, ňë áçĺâăńĺ, çâő ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ (áńőęěŋĺě, ćëçĺâăŋĺě, ãňŋőęěŋĺě ĺ ďěńěŋĺě) ćëŕőńŋïîâáï ğă ŕőáâőïŋŋőě ćàěňï, ŋě ğăćĺáïéěě őâ àăğňěàă çĺáěń. Šăłőě ŕàĺąńĺęěŋĺě àăğãňŋő á âőçłĺ ğàěŋĺï ŕàăłâĺłĺ, ŕőáłőńìłã ďńï çĺáěń, ŕőňěéăîéĺåáï ć àăğàïďŋãî áěâłã łőňŕìîâěàă, íâĺ ćàěňěŋă ŋě âăł ãę áĺńìŋő àăğńĺçăîâáï. Ŋő ŕàĺ ăńčőàĺâňĺçěáłőľ àěăńĺğăæĺĺ íâĺå őŕěàăæĺľ ňë ćĺďĺň, çâő ćàěňï àăąőâë ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă ćåőďőć. Śłăęěň, èłőńìŋëľ ăńčőàĺâň áńőęěŋĺï ďćãå n-ğŋăçŋëå çĺáěń ć ďěáïâĺçŋőľ áĺáâěňě âàěąãěâ Θ(n) íńěňěŋâăàŋëå ďěľáâćĺľ.

Ć íâőľ čńăćě àăááňăâàĺćăîâáï áåěňë ďńï ăàĺäňěâĺçěáłĺå ďěľáâćĺľ. Ŕàĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőľ àěăńĺğăæĺĺ ńîąőě ďěľáâćĺě á ďćãňï n-àăğàïďŋëňĺ çĺáńăňĺ âàěąãěâ Ω(n) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ (ğă ňěŋìèěě ćàěňï ňë ďăęě ŋě ŕàőçâñň ćåőďë). Şňěŋìèěŋĺï ćàěňěŋĺ ňőęŋő ďőáâĺçì ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ áåěň, íńěňěŋâë łőâőàëå àăąőâăîâ ŕăàăńńěńìŋő. Ć íâőľ čńăćě ňë ŕőáâàőĺň âăłĺě áåěňë ďńï áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï (ćëçĺâăŋĺě ăŋăńőčĺçŋő áńőęěŋĺî; ŕő ŕőćőďã ďěńěŋĺï áň. ğăďăçã 29.1). Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ŋă ćåőďë ŕőáâãŕăîâ n-ğŋăçŋëě çĺáńă ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě.

Ňë ŋăçŋñň ć àăğďěńě 29.1 c őŕàěďěńěŋĺï ĺ ŕàĺňěàőć áåěň ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć; ćàěňï àăąőâë ąãďěâ őŕàěďěńïâìáï čńãąĺŋőľ áåěňë. Ŋăèĺň ŕěàćëň ŕàĺňěàőň ąãďěâ áãňňăâőà — ąăğőćëľ íńěňěŋâ ďńï łőŋáâàãłæĺľ íâőľ čńăćë. Řăğďěń 29.2 ŕőáćïéěŋ ďćãň áåěňăň ďńï áńőęěŋĺï: áåěňě łăáłăďŋőčő áńőęěŋĺï (ćàěňï àăąőâë Θ(n)) ĺ áåěňě áńőęěŋĺï á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć, (ćàěňï O(lg n)). Šăň ęě àăááňőâàěŋă áåěňă áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć, ŕőğćőńïîéăï áćěáâĺ (ğă ćàěňï Θ(1)) áńőęěŋĺě âàñå çĺáěń ł áńőęěŋĺî ďćãå. Ć àăğďěńě 29.3 áâàőïâáï ďćě áåěňë ďńï ãňŋőęěŋĺï: ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì (ćàěňï àăąőâë Θ(n)) ĺ ãňŋőęĺâěńì á ŕőňőéìî ďěàěćă Wallace’a (ćàěňï Θ(lg n)). Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 29.4 àăááłăğăŋő ő áåěňăå á íńěňěŋâăňĺ ğăďěàęłĺ, łőâőàëě ŕőğćőńïîâ ňŋőčőłàăâŋő ĺáŕőńìğőćăâì őďŋĺ ĺ âě ęě äãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë (ĺ âěň áăňëň ãňěŋìèĺâì őąéěě łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć áåěňě).

29.1 Śåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć

Łăł ĺ áőàâĺàãîéĺě áěâĺ ć čńăćě 28, áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć ïćńïîâáï ŕăàăńńěńìŋőľ ňőďěńìî ćëçĺáńěŋĺľ: ŋěáłőńìłő íńěňěŋâőć áåěňë ňőčãâ àăąőâăâì őďŋőćàěňěŋŋő. Ć íâőň àăğďěńě ňë ďăďĺň őŕàěďěńěŋĺě áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć ĺ ŕàĺćěďñň ŕàĺňěàë.

29.1.1 Ťãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë

Ăàĺĺäňěâĺçěáłĺě áåěňë áâàőïâáï ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć, áőěďĺŋěŋŋëå ŕàőćőďŋĺłăňĺ. Ťãŋłæĺőŋăńìŋëľ íńěňěŋâ (combinational element) ĺňěěâ ćåőďë ĺ ćëåőďë; ěčő ćëåőďŋőľ áĺčŋăń ïćńïěâáï äãŋłæĺěľ ćåőďŋëå. Ěáńĺ ćåőďŋëě ĺ ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ïćńïîâáï ŋãńïňĺ ĺ ěďĺŋĺæăňĺ, íńěňěŋâ ŋăğëćăěâáï ńőčĺçěáłĺň (boolean combinational element, logic gate); łăł őąëçŋő, 0 őąőğŋăçăěâ ”ńőęì”, ă 1 — ”ĺáâĺŋã” .

Ůěâëàě őáŋőćŋëå ńőčĺçěáłĺå íńěňěŋâă, ĺáŕőńìğãěňëě ć íâőľ čńăćě, ŕőłăğăŋë ŋă àĺá. 29.1 : NOT (őâàĺæăŋĺě), AND (ńőčĺçěáłőě Ĺ), OR (ńőčĺçěáłőě ĹŃĹ) ĺ XOR (ĺáłńîçăîéěě ĹŃĹ); ěéñ ďćă — NAND ĺ NOR — ĺáŕőńìğãîâáï ć ŋěłőâőàëå ãŕàăęŋěŋĺïå). İńěňěŋâ NOT ĺňěěâ őďĺŋ ćåőď x, ŋă łőâőàëľ ŕőďăěâáï 0 ĺńĺ 1, ĺ őďĺŋ ćëåőď z, ğŋăçěŋĺě ŋă łőâőàőň ŕàőâĺćőŕőńőęŋő ğŋăçěŋĺî ŋă ćåőďě. Őáâăńìŋëě âàĺ íńěňěŋâă ĺňěîâ ŕő ďćă ćåőďă (x ĺ y) ĺ ŕő őďŋőňã ćëåőďã (z).

Řĺáãŋőł 29.1 29.1 Ÿěáâì őáŋőćŋëå ńőčĺçěáłĺå íńěňěŋâőć ĺ áőőâćěâáâćãîéĺě âăąńĺæë. (a) İńěňěŋâ NOT. (b) İńěňěŋâ AND. (c) İńěňěŋâ OR. (d) İńěňěŋâ XOR. (e) İńěňěŋâ NAND (Not-AND). (e) İńěňěŋâ NOR (Not-OR).

Řăąőâă íńěňěŋâă (łăł ĺ ńîąőľ áåěňë, áőáâăćńěŋŋőľ ĺğ ŋĺå) ňőęěâ ąëâì őŕĺáăŋă âăąńĺæěľ, łőâőàăï ãłăğëćăěâ ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ďńï ćáěå ŋăąőàőć ğŋăçěŋĺľ ŋă ćåőďăå. Ŋăŕàĺňěà, ĺğ âăąńĺæë ďńï XOR ćĺďŋő, çâő ćåőďë x = 0 ĺ y = 1 ďăîâ ŋă ćëåőďě z = 1. Ďńï őąőğŋăçěŋĺï őŕěàăæĺĺ NOT âàăďĺæĺőŋŋő ĺáŕőńìğãěâáï áĺňćőń ¬, ďńï AND – áĺňćőń ∧, ďńï OR – áĺňćőń ∨, ă ďńï XOR – áĺňćőń ⊕. Ŋăŕàĺňěà, 0 ⊕ 1 = 1.

Řěăńìŋëě äãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë àăąőâăîâ ŋě ňčŋőćěŋŋő. Ŕàăćĺńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŋă ćëåőďě ŕőïćńïěâáï ńĺèì çěàěğ ŋěłőâőàőě ćàěňï ŕőáńě âőčő, łăł ğŋăçěŋĺï ŋă ćåőďăå ãáâăŋőćïâáï. İâő ćàěňï ŋăğëćăěâáï ğăďěàęłőľ (propagation delay). Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ğăďěàęłă őďŋă ĺ âă ęě ďńï ćáěå íńěňěŋâőć.

29.1.2 Śåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć

Ňë àăááňăâàĺćăěň áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (combinational circuits), áőěďĺŋñŋŋëå ŕàőćőďăňĺ (wires). Ŕàĺ íâőň ŋě ďőńęŋő őąàăğőćëćăâìáï æĺłńőć (áň. ŋĺęě). Ŕàőćőď áőěďĺŋïěâ ćëåőď őďŋőčő íńěňěŋâă áő ćåőďőň ďàãčőčő; ćëåőďŋőě ğŋăçěŋĺï ŕěàćőčő íńěňěŋâă ĺáŕőńìğãěâáï ćâőàëň łăł ćåőďŋőě. Ŕàőćőď ďőńęěŋ ąëâì ŕőďłńîçěŋ ŋě ąőńěě çěň ł ł őďŋőňã ćëåőďã, ŋő ňőęěâ áőěďĺŋïâì ěčő áàăğã á ŋěáłőńìłĺňĺ ćåőďăňĺ. Ůĺáńő ćåőďőć íńěňěŋâőć, ŕőďáőěďĺŋěŋŋëå ł ďăŋŋőňã ŕàőćőďã, ŋăğëćăěâáï ěčő ćëåőďŋőľ áâěŕěŋìî (fan-out). Ěáńĺ ŕàőćőď ŋě ŕőďáőěďĺŋěŋ ł ćëåőďăň íńěňěŋâőć, âő őŋ ïćńïěâáï ćåőďőň áåěňë, ŕőńãçăï ğŋăçěŋĺě ĺğćŋě. Ěáńĺ ŕàőćőď ŋě ŕőďłńîçěŋ ł ćåőďăň íńěňěŋâőć, âő őŋ ïćńïěâáï ćëåőďőň áåěňë ĺ ćëďăñâ ŋăàãęã àěğãńìâăâ àăąőâë áåěňë (ćŋãâàěŋŋĺľ ŕàőćőď âăłęě ňőęěâ, àăğćěâćńïïáì, áńãęĺâì ćëåőďőň áåěňë). Śåěňë ŋě áőďěàęăâ æĺłńőć (æĺłń ŕőïćńïěâáï, ěáńĺ ćëåőď íńěňěŋâă ïćńïěâáï ćåőďőň ćâőàőčő, ćëåőď ćâőàőčő – ćåőďőň âàěâìěčő, . . . , ŋăłőŋěæ, ćëåőď n-čő – ćåőďőň ŕěàćőčő). Őŋĺ âăłęě ŋě áőďěàęăâ íńěňěŋâőć ğăďěàęłĺ (ěáńĺ íâő ŋě őčőćőàěŋő áŕěæĺăńìŋő — áň. àăğďěń 29.4).

29.1.3 Śãňňăâőà

Ŋă àĺá. 29.2 ĺğőąàăęěŋ áãňňăâőà (full adder), ŋă ćåőďë x, y ĺ z łőâőàőčő ŕőáâãŕăîâ âàĺ ąĺâă. Ğŋăçěŋĺï ŋă ćëåőďăå c ĺ s ďăîâáï âăąńĺæěľ x y z c s 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, s ěáâì äãŋłæĺï çñâŋőáâĺ (parity) ćåőďŋëå ăàčãňěŋâőć:

s = parity(x, y, z) = x ⊕ y ⊕ z (29.1)

ă c – äãŋłæĺï ąőńìèĺŋáâćă (majority):

c = majority(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) (29.2)

Ťãŋłæĺĺ çñâŋőáâĺ ĺ ąőńìèĺŋáâćă ĺňěîâ áňëáń ďńï ńîąőčő çĺáńă ăàčãňěŋâőć: äãŋłæĺï ”çñâŋőáâì” àăćŋă 1, łőčďă áàěďĺ ěñ ăàčãňěŋâőć ŋěçñâŋőě çĺáńő ěďĺŋĺæ, ă äãŋłæĺï ” ąőńìèĺŋáâćő” — łőčďă ąőńěě ŕőńőćĺŋë ěñ ăàčãňěŋâőć àăćŋë 1.

Ğăňěâìâě, çâő ć áőćőłãŕŋőáâĺ ąĺâë c ĺ s ďăîâ ďćőĺçŋãî ğăŕĺáì áãňňë x + y + z. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ x = 1, y = 0 ĺ z = 1, âő ⟨c, s⟩ = ⟨10⟩, ă x + y + z = 2 = 10_2.

Řĺáãŋőł 29.2 Śãňňăâőà. (a) Ć ňőňěŋâ 0 ąĺâë ŕőáâãŕăîâ ŋă ćåőď. (b) Ůěàěğ ěďĺŋĺæã ćàěňěŋĺ ŕőïćńïîâáï ğŋăçěŋĺï ŋă ćëåőďăå íńěňěŋâőć A-D čńãąĺŋë 1. (á) Ěéñ çěàěğ ěďĺŋĺæã ćàěňŋĺ ŕőïćńïîâáï ğŋăçěŋĺï ŋă ćëåőďăå íńěňěŋâőć E ĺ F čńãąĺŋë 2. (d) Ěéñ çěàěğ ěďĺŋĺæã ćàěňěŋĺ (ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ 3) ŋă ćëåőďě íńěňěŋâă G ŕőïćńïěâáï àěğãńìâăâ àăąőâë ćáěľ áåěňë.

İńěňěŋâë A ĺ E ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋă őďĺŋ íńěňěŋâ XOR á âàěňï ćåőďăňĺ ă íńěňěŋâë F ĺ G — ŋă őďĺŋ íńěňěŋâ OR á âàěňï ćåőďăňĺ. Ůĺáńő ćåőďőć íńěňěŋâă ŋăğëćăîâ ěčő ćåőďŋőľ áâěŕěŋìî (fan-in).

Ąãďěň áçĺâăâì, çâő łăęďëľ íńěňěŋâ ĺňěěâ ěďĺŋĺçŋãî ğăďěàęłã, ă ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ŕőáâãŕăîâ ć ňőňěŋâ 0 (àĺá. 29.2, a). Ś íâőčő ňőňěŋâă ćåőďë íńěňěŋâőć A-D (ĺ âőńìłő ĺå) áâăąĺńìŋë ć íâőâ ňőňěŋâ, ŕőíâőňã á ňőňěŋâă 1 ĺå ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï áâăąĺńìŋë (àĺá. 29.2, b). Šěň áăňëň íńěňěŋâë A–D àăąőâăîâ ŕăàăńńěńìŋő. Ś ňőňěŋâă 1 ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ã E ĺ F (ŋő ŋě ã G!) áâăąĺńìŋë, ŕőíâőňã á ňőňěŋâă 2 áâăąĺńìŋë ĺå ćëåőďŋëě ğŋăěŋĺï (àĺá. 29.2, c), ć âőň çĺáńě ćëåőďŋőľ ąĺâ s. Őďŋăłő ąĺâ c ěéñ ŋě ŕőńãçěŋ — íńěňěŋâ G ĺňěěâ áâăąĺńìŋëě ćåőďë á ňőňěŋâă 2 ĺ ćëďăñâ c ć ňőňěŋâ 3 (àĺá. 29.2, d).

29.1.4 Čńãąĺŋă áåěňë

Łăł ĺ ć áńãçăě áőàâĺàãîéĺå áěâěľ ć čńăćě 28, ğăďěàęłă áåěňë őŕàěďěńïěâáï ŋăĺąőńìèĺň łőńĺçěáâćőň íńěňěŋâőć ŋă ŕãâïå őâ ćåőďőć áåěňë ł ćëåőďăň. İâă åăàăłâěàĺáâĺłă áåěňë ŋăğëćăěâáï ěñ čńãąĺŋőľ (depth) ĺ őŕàěďěńïěâ ćàěňï ěñ àăąőâë. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ćåőďë áåěňë ĺňěîâ čńãąĺŋã 0, ă ćëåőďŋëě ŕàőćőďă íńěňěŋâă áő ćåőďăňĺ čńãąĺŋë d_1, . . . , d_n ĺňěîâ čńãąĺŋã max{d_1, . . . , d_n} + 1. Ŕőáłőńìłã ć áåěňě ŋěâ æĺłńőć, íâő ĺŋďãłâĺćŋőě őŕàěďěńěŋĺě łőààěłâŋő. Čńãąĺŋőľ íńěňěŋâă ŋăğëćăěâáï čńãąĺŋă ěčő ćëåőďőć, ă čńãąĺŋőľ áåěňë – ŋăĺąőńìèăï čńãąĺŋă áőáâăćńïîéĺå ěñ íńěňěŋâőć.

Ěáńĺ ćáě äãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë ŕàőĺğćőďïâ ďěľáâćĺě ğă őďŋő ĺ âő ęě ćàěňï t, âő ćàěňï àăąőâë áåěňë čńãąĺŋë d ŋě ŕàěćőáåőďĺâ dt. Ŋă àĺá. 29.2 ãłăğăŋă čńãąĺŋă ćáěå íńěňěŋâőć áãňňăâőàă. Ŕőáłőńìłã ŋăĺąőńìèãî čńãąĺŋã (3) ĺňěěâ íńěňěŋâ G, čńãąĺŋă áåěňë âăłęě àăćŋă 3.

Ĺŋőčďă áåěňă ňőęěâ àăąőâăâì ŋěáłőńìłő ąëáâàěě. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ ŋă őďĺŋ ĺğ ćåőďőć íńěňěŋâă AND ŕőďăŋ 0, âő ŋă ćëåőďě ŕőïćĺâáï 0, ďăęě ěáńĺ ćâőàőě ćåőďŋőě ğŋăçěŋĺě ąãďěâ ćáñ ěéñ ňěŋïâìáï. Őďŋăłő ŋă ŕàăłâĺłě ćàěňï àăąőâë áåěňë çăéě ćáěčő ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő čńãąĺŋě.

29.1.5 Řăğňěà áåěňë

Ŕàĺ àăğàăąőâłě áåěňë, àěăńĺğãîéěľ ďăŋŋãî äãŋłæĺî, áâăàăîâáï ãňěŋìèĺâì ŋě âőńìłő ěñ čńãąĺŋã, ŋő ĺ àăğňěà (size) — çĺáńő äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Ŋăŕàĺňěà, őŕĺáăŋŋëľ ćëèě áãňňăâőà ĺňěěâ àăğňěà 7.

Ŕãáâì ğăďăŋă ŋěłőâőàăï äãŋłæĺï, ĺ ňë åőâĺň àěăńĺğőćăâì ěñ áåěňőľ ŋăĺňěŋìèěčő àăğňěàă. Ůâőąë íâőâ ćőŕàőá ĺňěń áňëáń, ŋăďő ďőčőćőàĺâìáï, łăłĺě íńěňěŋâë àăğàěèěŋő ĺáŕőńìğőćăâì — ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňőęŋő áçĺâăâì, çâő áåěňă áőáâőĺâ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőčő íńěňěŋâă, àěăńĺğãîéěčő âàěąãěňãî äãŋłæĺî. Šăłĺĺň őąàăğőň, ňĺŋĺňăńìŋëľ àăğňěà áåěňë ğăćĺáĺâ őâ ŋăąőàă àăğàěèñŋŋëå íńěňěŋâőć.

Őďŋăłő ěáńĺ ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ŋě őďŋă áåěňă, ă áěňěľâćő őďŋőâĺŕŋëå áåěň (ŋăŕàĺňěà, ňë áâàőĺň áãňňăâőà n-àăğàïďŋëå çĺáěń ďńï ńîąőčő n), ãćěńĺçěŋĺě ŋăąőàă àăğàěèñŋŋëå íńěňěŋâőć (ěáńĺ őŋ őáâăñâáï łőŋěçŋëň) ãňěŋìèăěâ àăğňěà áåěňë ćáěčő ńĺèì ć łőŋáâăŋâã àăğ ŕő áàăćŋěŋĺî á ąăğőćëň ŋăąőàőň (AND, OR, NOT), ŕőáłőńìłã ćáě àăğàěèñŋŋëě íńěňěŋâë ňőęŋő áőáâăćĺâì ĺğ ąăğőćëå.

29.1.6 Şŕàăęŋěŋĺï

29.1-1. Łăł ĺğňěŋïâáï ğŋăçěŋĺï ŋă àĺá. 29.2 (a)–(d), ěáńĺ x = 1, y = 1, z = 1?

29.1-2. Ŕőáâàőľâě ĺğ n − 1 íńěňěŋâă XOR áåěňã ďńï äãŋłæĺĺ ”çñâŋőáâì” á n ćåőďăňĺ, čńãąĺŋă łőâőàőľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ⌈lg n⌉.

29.1-3. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőľ âăąńĺæë ğŋăçěŋĺľ áőőâćěâáâćãîéĺľ ńőčĺçěáłĺľ íńěňěŋâ ňőęŋő àěăńĺğőćăâì áåěňőľ ĺğ íńěňěŋâőć AND, OR ĺ NOT.

29.1-4. Ďőłăęĺâě, çâő ć ŕàěďëďãéěľ ğăďăçě ňőęŋő őąőľâĺáì âőńìłő íńěňěŋâăňĺ âĺŕă NAND.

29.1-5. Ŕőáâàőľâě áåěňã ďńï äãŋłæĺĺ XOR ĺğ çěâëàñå íńěňěŋâőć NAND.

29.1-6. Ŕãáâì áåěňă C ĺňěěâ n ćåőďőć, n ćëåőďőć ĺ čńãąĺŋã d. Śőěďĺŋĺň ďćă íłğěňŕńïàă C, ŕàĺáőěďĺŋĺć ćëåőďë ŕěàćőčő łő ćåőďăň ćâőàőčő. Łăłőćă ňőęěâ ąëâì čńãąĺŋă âăłőľ áåěňë? (Şłăęĺâě ŋăĺąőńìèěě ĺ ŋăĺňěŋìèěě ćőğňőęŋëě ğŋăçěŋĺï.)

29.2 Cåěňë ďńï áńőęěŋĺï

Ć íâőň àăğďěńě ŕàĺćěďěŋë âàĺ áåěňë ďńï áńőęěŋĺï n-ąĺâőćëå ďćőĺçŋëå çĺáěń. Łăáłăďŋőě áńőęěŋĺě (ripple-carry addition) ŕőğćőńïěâ áńőęĺâì ďćă n-ğŋăçŋëå çĺáńă ğă ćàěňï Θ(n) á ŕőňőéìî áåěňë àăğňěàă Θ(n). Ćàěňï ňőęŋő ãňěŋìèĺâì ďő O(lg n), ĺáŕőńìğãï áńőęěŋĺě á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć (carry-lookahead addition), ŕàĺçěň áőőâćěâáâćãîéăï áåěňă âăłęě ĺňěěâ àăğňěà Θ(n). Ŋăłőŋěæ, áńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć (carry-save addition) ğă ćàěňï O(1) áćőďĺâ áńőęěŋĺě âàñå n-àăğàïďŋëå çĺáěń ł áńőęěŋĺî n-àăğàïďŋőčő ĺ (n + 1)-àăğàïďŋőčő çĺáěń. Śåěňă âăłęě ĺňěěâ àăğňěà Θ(n).

29.2.1 Łăáłăďŋőě áńőęěŋĺě

Ŋěőâàĺæăâěńìŋőě æěńőě çĺáńő a ğăŕĺáëćăěâáï ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě łăł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî n ąĺâőć ⟨a_{n−1}, a_{n−2}, . . . , a_0⟩, ŕàĺçěň n ⩾ ⌈lg(a + 1)⌉ ĺ a = n−1∑ i=0 a_i2^i.

Ŕàĺ áńőęěŋĺĺ ŕő ďćãň n-ğŋăçŋëň çĺáńăň a = ⟨a_{n−1}, a_{n−2}, . . . , a_0⟩ ĺ b = ⟨b_{n−1}, b_{n−2}, . . . , b_0⟩ áâàőĺâáï (n + 1)-ğŋăçŋőě çĺáńő s = ⟨s_n, s_{n−2}, . . . , s_0⟩, àăćŋőě ĺå áãňňě (ŕàĺňěà ŋă àĺá. 29.3).

Řĺáãŋőł 29.3 29.3 Ŕàĺ áńőęěŋĺĺ 8-ğŋăçŋëå çĺáěń a = ⟨01011110⟩ ĺ b = ⟨11010101⟩ ŕőńãçăěâáï 9-ğŋăçŋőě çĺáńő s = ⟨100110011⟩. Ć i-ň áâőńąæě ãłăğăŋë i-ě àăğàïďë çĺáěń a, b ĺ s, ă âăłęě ąĺâ ŕěàěŋőáă ci. Ćåőďŋőľ ąĺâ ŕěàěŋőáă c0 ćáěčďă àăćěŋ 0.

Ŕàĺ áńőęěŋĺĺ áâőńąĺłőň (áŕàăćă ŋăńěćő) ňë áłńăďëćăěň ć iň àăğàïďě a_i, b_i ĺ ćåőďŋőľ ąĺâ ŕěàěŋőáă (carry-in bit) c_i. Ňńăďèĺľ àăğàïď áãňňë ğăŕĺáëćăěâáï ć i-ëľ àăğàïď őâćěâă (s_i), ă áâăàèĺľ áâăŋőćĺâáï ćëåőďŋëň ąĺâőň ŕěàěŋőáă (carry-out bit) c_{i+1} ĺ ĺáŕőńìğãěâáï ŕàĺ áńőęěŋĺĺ ć áńěďãîéěň àăğàïďě. Ć ňńăďèĺľ àăğàïď ŋĺçěčő ŋě ŕěàěŋőáĺâáï, ŕőíâőňã c_0 = 0. Ŕőáńěďŋĺľ ŕěàěŋőá c_n áâăŋőćĺâáï áâăàèĺň àăğàïďőň áãňňë s_n. Ŕőáłőńìłã s_i = parity(a_i, b_i, c_i), ă c_{i+1} = majority(a_i, b_i, c_i), ďńï łăęďőčő èăčă ňőęŋő čőďĺâáï őŕĺáăŋŋëľ ćëèě áãňňăâőà.

Šăłĺň őąàăğőň, n-àăğàïďŋëľ łăáłăďŋëľ áãňňăâőà áőáâőĺâ ĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋő áőěďĺŋñŋŋëå ŕàőáâëå áãňňăâőàőć FA_0, FA_1, . . . , FA_{n−1}, âăł çâő ćëåőď c_{i+1} áãňňăâőàă FA_i ïćńïěâáï ćåőďőň ďńï FA_{i+1}. Ŋă ćåőďě c_0 äĺłáĺàőćăŋő ğŋăçěŋĺě 0, ŋě ğăćĺáïéěě őâ ćåőďőć (áň. àĺá. 29.4).

Řĺáãŋőł 29.4 Łăáłăďŋëľ áãňňăâőà ďńï n = 8. Řőňąĺł áŕàăćă őğŋăçăěâ, çâő ğŋăçěŋĺě ŋă ćåőďě äĺłáĺàőćăŋő.

Ŕőáłőńìłã ąĺâ ŕěàěŋőáă ŕàőåőďĺâ çěàěğ ćáě áãňňăâőàë, čńãąĺŋă łăáłăďŋőčő áãňňăâőàă àăćŋă n (ă čńãąĺŋă íńěňěŋâă FA_i àăćŋă i + 1). Ŕőíâőňã ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(n). Řăğňěà áåěňë àăćěŋ Θ(n).

29.2.2 Śńőęěŋĺě á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć

Ć łăáłăďŋőň áãňňăâőàě ąĺâ ŕěàěŋőáă c_i ćëçĺáńïěâáï ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ i. Ğŋăçěŋĺï a_i ĺ b_i, őďŋăłő, ĺğćěáâŋë á áăňőčő ŋăçăńă. Ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå őŋĺ őŕàěďěńïîâ ąĺâ ŕěàěŋőáă c_i: • ěáńĺ a_i = b_i = 0, âő c_i = 0 (ŕěàěŋőá ”ŕőčńőéăěâáï” (kill)) • ěáńĺ a_i = b_i = 1, âő c_i = 1 (ŕěàěŋőá ”ŕőàőęďăěâáï” (generate)) Őďŋăłő ěáńĺ őďĺŋ ĺğ ąĺâőć a_i ĺ b_i àăćěŋ 1, ă ďàãčőľ 0, ŋő c_{i−1} áãéěáâćěŋ; ĺňěŋŋő, • ěáńĺ a_i ≠ b_i, âő c_i = c_{i−1} (ŕěàěŋőá àăáŕàőáâàăŋïěâáï (propagate)) Łăęďőňã àăğàïďã, áńěďőćăâěńìŋő, áőőâćěâáâćãěâ őďĺŋ ĺğ âàñå âĺŕőć ŕěàěŋőáă (carry statuses): k, (kill), g (generate) ĺńĺ

p (propagate) (áň. àĺá. 29.5). İâőâ âĺŕ ĺğćěáâěŋ ğăàăŋěě, çâő

ŕőğćőńïěâ ãňěŋìèĺâì ćàěňï àăąőâë áåěňë áńőęěŋĺï.

Řĺáãŋőł 29.5 Ćëåőďŋőľ ąĺâ ŕěàěŋőáă ĺ âĺŕ ŕěàěŋőáă áãňňăâőàă FAi−1 ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ai ĺ bi .

Ğŋăï âĺŕë ŕěàěŋőáă ďńï áőáěďŋĺå áãňňăâőàőć ((i − 1)-čő ĺ i-čő), ňőęŋő őŕàěďěńĺâì âĺŕ ŕěàěŋőáă ďńï ĺå áőěďĺŋěŋĺï, áçĺâăï c_{i−1} ćåőďŋëň ąĺâőň, ă_{i+1} — ćëåőďŋëň: ğŋăï, çâő áńãçăěâáï á ąĺâőň ŕěàěŋőáă ŋă łăęďőň èăčě, ňőęŋő àăááçĺâăâì, çâő ŕàőĺğőľďñâ ğă ďćă èăčă, âő ěáâì łăł ğăćĺáĺâ c_{i+1} őâ c_{i−1}. Ěáńĺ i-ľ àăğàïď ĺňěěâ âĺŕ k ĺńĺ g, âő áőěďĺŋěŋĺě ĺňěěâ âőâ ęě âĺŕ ŕěàěŋőáă. Ěáńĺ ęě i-ľ àăğàïď ĺňěěâ âĺŕ ŕěàěŋőáă p, âő âĺŕ ŕěàěŋőáă ďńï áőěďĺŋěŋĺï áőćŕăďăěâ á âĺŕőň (i − 1)-čő àăğàïďă (áň. àĺá. 29.6).

Řĺáãŋőł 29.6 Šĺŕ ŕěàěŋőáă áőěďĺŋěŋĺï ďćãå áãňňăâőàőć (âăąńĺæă őŕěàăæĺĺ ⊗). Šăąńĺæã ŋă àĺá. 29.6 ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł őŕàěďěńěŋĺě őŕěàăæĺĺ (łőňŕőğĺæĺĺ âĺŕőć ŕěàěŋőáă) ŋă ňŋőęěáâćě {k, g, p} ; őŋă ąãďěâ őąőğŋăçăâìáï áĺňćőńőň ⊗. İâă őŕěàăæĺï ăááőæĺăâĺćŋă (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 29.2-2).

Ś ŕőňőéìî íâőľ őŕěàăæĺĺ âĺŕ ŕěàěŋőáă ďńï ŋěłőâőàőčő ãçăáâłă çĺáńă ćëàăęăěâáï çěàěğ âĺŕë ŕěàěŋőáőć őâďěńìŋëå àïğàïďőć. Őąőğŋăçĺň çěàěğ x_i âĺŕ ŕěàěŋőáă ć i-ň àăğàïďě.

x_i = k,ifa_{i−1} = b_{i−1} = 0;
g,ifa_{i−1} = b_{i−1} = 1;
p,ifa_{i−1} ≠ b_{i−1}.

(29.3)

Šőčďă ğăćĺáĺňőáâì, áłăęěň, ąĺâă c_7 őâ c_4 őŕàěďěńïěâáï łőňŕőğĺæĺěľ x_5 ⊗ x_6 ⊗ x_7.

Ŕőáłőńìłã ć ŋãńěćőľ àăğàïď ŕěàěŋőáă őâ ňńăďèĺå àăğàïďőć ŋě ŕőáâãŕăěâ, ãáńőćŋő ŕőńőęĺň x_0 = k. Šőčďă ŕěàěŋőá ŋă ćëåőďě i − àăğàïďă őŕàěďěńïěâáï łőňŕőğĺæĺěľ x_0 ⊗ x_1 ⊗ . . . ⊗ x_i: c_i = 0, ěáńĺ łőňŕőğĺæĺï àăćŋă k, ĺ c_i = 1, ěáńĺ łőňŕőğĺæĺï àăćŋă g. (Ğŋăçěŋĺě p ďńï łőňŕőğĺæĺĺ ŋěćőğňőęŋő, ŕőáłőńìłã ďńï íâőčő ćáě çńěŋë ďőńęŋë ąëâì àăćŋă p, ă íâő ŋě âăł ďńï x_0.)

Ąőńěě äőàňăńìŋő íâő ğăŕĺáëćăěâáï âăł. Ŕőńőęĺň y_0 = k ĺ őŕàěďěńĺň y_1, y_2, . . .y_n âăł:

y_i = x_i ⊗ y_{i−1} = x_0 ⊗ x_1 ⊗ . . . ⊗ x_i (29.3)

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, y_0, . . .y_n ŋăğëćăîâáï ŕàěäĺłáăňĺ (prefixes) ćëàăęěŋĺï x_0 ⊗ x_1 ⊗ . . . ⊗ x_n. (Őąéăï ğăďăçă ő ŕăàăńńěńìŋőň ćëçĺáńěŋĺĺ ŕàěäĺłáőć àăááňőâàěŋă ć čń. 30). Ŋă àĺá. 29.7 ŕőłăğăŋë ğŋăçěŋĺï x_i ĺ y_i ďńï ŕàĺňěàă àĺá. 29.3.

Řĺáãŋőł 29.7 29.7. Ğŋăçěŋĺï xi ĺ yi ďńï ŕàĺňěàă àĺá. 29.3.

Šěŕěàì áłăğăŋŋőě ćëèě ğăŕĺèěâáï âăł: Ńěňňă 29.1. Ŕàĺ ćáěå i = 0, 1, 2, . . . , n: 1. Ěáńĺ y_i = k, âő c_i = 0. 2. Ěáńĺ y_i = g, âő c_i = 1 3. Śńãçăľ y_i = p ŋěćőğňőęěŋ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺŋďãłæĺï ŕő i. Ŕàĺ i = 0 ŕő őŕàěďěńěŋĺî y_0 = x_0 = k ĺ c_0 = 0. Ŕãáâì ãâćěàęďěŋĺě ńěňňë ćëŕőńŋěŋő ďńï i − 1. Ćőğňőęŋë âàĺ áńãçăï.

1. Ěáńĺ y_i = k, âő ńĺąő x_i = k (ĺ âőčďă_i = 0), ńĺąő x_i = p ĺ x_{i−1} = k. Šőčďă ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłæĺĺ c_{i−1} = 0, ă c_i = c_{i−1} (ąĺâ ŕěàěŋőáă áőåàăŋïěâáï), ŕőíâőňã ĺ ć íâőň áńãçăě c_i = 0.

2. Śńãçăľ y_i = g ăŋăńőčĺçěŋ.

3. Ěáńĺ y_i = p, âő őąïğăâěńìŋő x_i = p ĺ y_{i−1} = p, ŋő ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő ŋěćőğňőęŋő ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłæĺĺ.

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Šăłĺň őąàăğőň, ćëçĺáńěŋĺě ąĺâőć ŕěàěŋőáă c_i áćőďĺâáï ł ćëçĺáńěŋĺî ŕàěäĺłáőć y_i. Őáâăćèĺěáï ďěľáâćĺï ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï Θ(1) -ďőáâăâőçŋő ŕőďăâì ąĺâë ŕěàěŋőáă ŋă ćåőďë áãňňăâőàőć.

29.2.3 Ćëçĺáńěŋĺě âĺŕőć ŕěàěŋőáă á ŕőňőéìî ŕăàăńńěńìŋőľ ŕàěäĺłáŋőľ áåěňë

Ğďěáì ňë àăááňőâàĺň áåěňã, ĺáŕőńìğãîéãî ćőğňőęŋőáâì ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ ĺ ŕőğćőńïîéãî ğă ćàěňï O(lg n) ćëçĺáńĺâì ćáě âĺŕë ŕěàěŋőáă y_i. Őŋă ĺňěěâ àăğňěà Θ(n).

Ććěďñň ŋěłőâőàëě őąőğŋăçěŋĺï. Ŕàĺ 0 ⩽ i ⩽ j ⩽ n ŕőńőęĺň [i, j] = x_i ⊗ x_{i+1} ⊗ . . . ⊗ x_j Ć çăáâŋőáâĺ, [i, i] = x_i. Ěáńĺ 0 ⩽ i < j ⩽ k ⩽ n, âő

[i, k] = [i, j − 1] ⊗ [j, k] (29.4)

ŕőáłőńìłã őŕěàăæĺï łőňŕőğĺæĺĺ ⊗ ăááőæĺăâĺćŋă. Ŋăèă æěńì — ćëçĺáńĺâì ćáě y_i = [0, i].

Śåěňă áőáâőĺâ ĺğ őďĺŋăłőćëå íńěňěŋâőć, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå ćëçĺáńïěâ łőňŕőğĺæĺî ⊗. Ĺďěï ěñ ŕàőáâă: ŋă ŕěàćőň ãàőćŋě ŕăàăńńěńìŋő ćëçĺáńïîâáï łőňŕőğĺæĺĺ ŕăà ([1, 2], [3, 4], . . .), ğăâěň çěâćñàőł ĺ âăł ďăńěě, ŕőłă ňë ŋě ďőľďěň ďő łőňŕőğĺæĺĺ ćáěå íńěňěŋâőć. Ğăâěň ňë ďćĺęěňáï ć őąàăâŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ, ŕőłă ŋě ďőåőďĺň ďő ĺáłőňëå y_i. Ťàăčňěŋâ ďěàěćă (ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă ĺ ěñ ŕőâőňłĺ) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 29.8. Ŋă àĺá. 29.9 ŕőłăğăŋă ŕőńŋăï áåěňă ďńï n = 8. Ćåőďë x_1, . . .x_n ĺ ćëåőďë y_0, . . . , y_{n−1} àăáŕőńőęěŋë ć ńĺáâìïå ďěàěćă, a ćåőď x_0 ĺ ćëåőď y_n – ć łőàŋě, âăł çâő ďăŋŋëě ďćĺęãâáï ŕő ďěàěćã áŋăçăńă őâ ńĺáâìěć ł łőàŋî, ă ŕőâőň őąàăâŋő.

Řĺáãŋőł 29.8 Śåěňă ďńï ŕăàăńńěńìŋőčő ćëçĺáńěŋĺï ŕàěäĺłáőć. Ŕőłăğăŋă ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă, őâćěçăîéăï ğă xi . . . xk . Ńěćőě ŕőďďěàěćő őąêěďĺŋïěâ ćåőďë xi, . . . , xj−1, ŕàăćőě — ćåőďë xj , . . . , xk . Ďćă íńěňěŋâă ⊗ (őďĺŋ ĺáŕőńìğãěâáï ŕàĺ ŕàïňőň åőďě, ďàãčőľ — ŕàĺ őąàăâŋőň) ćëçĺáńïîâ [i, k] = [i, j − 1] ⊗ [j, k] ĺ [0, j − 1] = [0, i − 1] ⊗ [i, j − 1].

Řĺáãŋőł 29.9 29.9 Śńãçăľ n = 8. (a) Őąéăï áâàãłâãàă ĺ ćëçĺáńïěňëě ğŋăçěŋĺï (b) Ğŋăçěŋĺï, áőőâćěâáâćãîéĺě ŕàĺňěàã ŋă àĺá. 29.3

Ďćă íńěňěŋâă ⊗ ć łăęďőň ãğńě àăąőâăîâ ć àăğŋőě ćàěňï (ĺňěîâ àăğŋãî čńãąĺŋã): ńěćëľ (ŋă àĺá. 29.8) àăąőâăěâ ”ŋă ŕãâĺ ććěàå”, ă ŕàăćëľ — ŋă ŕãâĺ ćŋĺğ. Şąěďĺâìáï ć âőň, çâő áåěňă àăąőâăěâ ŕàăćĺńìŋő, ňőęŋő ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ŕàěďŕőńăčăï, çâő ŕőďďěàěćìï ŋă àĺá. 28.8 ćëçĺáńïîâ [i, j − 1] ĺ [j, k], ňë ŕőńãçăěň, çâő ńěćëľ íńěňěŋâ ⊗ ćëçĺáńïěâ [i, k]âăł çâő ćëçĺáńěŋĺï áŋĺğã ććěàå ŕàăćĺńìŋë. Ŕàőáńěďĺň ğă ďćĺęěŋĺěň ĺŋäőàňăæĺĺ ćŋĺğ. Ŕàěďŕőńăčăï, çâő ć ćěàèĺŋã ŋă àĺá. 29.8 áćěàåã ŕàĺåőďĺâ ŕàăćĺńìŋőě ğŋăçěŋĺě [0, i − 1], ňë ćĺďĺň, çâő ŕàăćëľ íńěňěŋâ ⊗ ŕàăćĺńìŋő

Řĺáãŋőł 29.10 29.10 Cãňňăâőà á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć (ŕőłăğăŋ áńãçăľ n = 8) áőáâőĺâ ĺğ n + 1 ąńőłă KPG á ŋőňěàăňĺ őâ 0 ďő n. Ąńőł KPGi ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ai ĺ bi, ćëçĺáńïěâ âĺŕ ŕěàěŋőáă xi ĺ őąàăąăâëćăěâ ćëåőďŋőě ğŋăçěŋĺě yi, ćëďăćăï i-ëľ ąĺâ áãňňë si. Ŕőłăğăŋë ğŋăçěŋĺï ďńï ŕàĺňěàă àĺá. 29.3

ćëçĺáńïěâ [0, j − 1] = [0, i − 1] ⊗ [i, j − 1]. İâő ğŋăçěŋĺě ŕěàěďăñâáï ŕàăćőňã áëŋã; ńěćőňã ŕěàěďăñâáï ŋěĺğňěŋñŋŋőě ğŋăçěŋĺě [0, i − 1].

Śâàőěŋĺě łőàŋï ďěàěćă (ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ íńěňěŋâ ⊗) ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 29.9.

Ěáńĺ n ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ, âő ć ŕăàăńńěńìŋőľ ŕàěäĺłáŋőľ áåěňě 2n − 1 íńěňěŋâ. Ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg n), ŕőáłőńìłã ďěàěćő ĺňěěâ ćëáőâã lg n, ă ďăŋŋëě ŕàőåőďïâ ŕő ŋěňã ďćăęďë (ććěàå ĺ ćŋĺğ).

29.2.4 Śãňňăâőà á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć: őłőŋçăŋĺě

Ŕőńŋăï łőŋáâàãłæĺï n-àăğàïďŋőčő áãňňăâőàă á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć (carry-lookahead adder) ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 29.10. Łàőňě àăğőąàăŋŋőľ áåěňë ŕăàăńńěńìŋőčő ćëçĺáńěŋĺï ŕàěäĺłáőć, ŋěčő ćåőďĺâ n + 1 ąńőł KPG. Ąńőł KPG á ĺŋďěłáőň i ćëçĺáńïěâ ŕő ćåőďăň a_i, b_i âĺŕ ŕěàěŋőáă x_i ĺ ŕěàěďăñâ ěčő ŋăćěàå, ă ğăâěň, ŕőńãçĺć áćěàåã ğŋăçěŋĺě y_i (łőâőàőě, áőčńăáŋő ńěňňě 29.1, áőőâćěâáâćãěâ ąĺâã ŕěàěŋőáă c_i), ćëçĺáńïěâ á ŕőňőéìî áãňňăâőàă FA_i ğŋăçěŋĺě i-čő ąĺâă áãňňë s_i. Ğŋăçěŋĺï a_{n+1} = 0, b_{n+1} = 0 ĺ x_0 = k ğăäĺłáĺàőćăŋë. Ŕőáłőńìłã ćáě őŕěàăæĺĺ, łàőňě ćëŕőńŋïěňëå ŕăàăńńěńìŋőľ ŕàěäĺłáŋőľ áåěňőľ, âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(1), őąéěě ćàěňï àăąőâë áåěňë áőáâăćńïěâ O(lg n). Řăğňěà áåěňë àăćěŋ Θ(n).

29.2.5 Śńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć

Łăł ŋĺ áâàăŋŋő, áńőęěŋĺě âàñå çĺáěń ŕőçâĺ ŋě âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ğăâàăâ ŕő áàăćŋěŋĺî áő áńőęěŋĺěň ďćãå: čńãąĺŋă ãćěńĺçĺćăěâáï ćáěčő ŋă ŋěáłőńìłő ěďĺŋĺæ. Ŕãáâì x = ⟨x_{n−1}, x_{n−2}, . . . , x_0⟩, y = ⟨y_{n−1}, y_{n−2}, . . . , y_0⟩ ĺ z = ⟨z_{n−1}, z_{n−2}, . . . , z_0⟩ — âàĺ n-àăğàïďŋëå çĺáńă. Śåěňă áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć (carry-save adder) ŋăåőďĺâ ďćă çĺáńă u = ⟨u_{n−2}, u_{n−2}, . . . , x_0⟩ (n ąĺâőć) ĺ v = ⟨v_n, v_{n−1}, . . . , v_0⟩ (n + 1 ąĺâőć), ďńï łőâőàëå u + v = x + y + z. Őŋă ďěńăěâ íâő áńěďãîéĺň őąàăğőň (àĺá. 29.11 (b)):

u_i = parity(x_i, y_i, z_i),

v_{i+1} = majority(x_i, y_i, z_i)

(ďńï iu = 0, 1, . . . , n−1; ąĺâ v_0 ćáěčďă àăćěŋ 0). Řăááňőâàĺň çĺáńă u = ⟨u_{n−1}, u_{n−2}, . . . , u_0⟩ ĺ v = ⟨v_n, v_{n−1}, . . . , v_0⟩. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő

x + y + z = u + v

Ůĺáńă u ĺ v ňőčãâ ąëâì ćëçĺáńěŋë ğă ćàěňï O(1) á ŕőňőéìî n áãňňăâőàőć FA_0, . . . , FA_{n−1} (àĺá. 29.11). Ďńï áńőęěŋĺï çĺáěń u ĺ v ĺáŕőńìğãěâáï áãňňăâőà á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć. İâő âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(lg n), ćáěčő ŕőńãçăěâáï O(1)+O(lg n), âő ěáâì O(lg n). Ţőâï âă ęě ăáĺňŕâőâĺçěáłăï őæěŋłă ŕőńãçăěâáï ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ďćãå áãňňăâőàőć á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć, ŋő ŋă ŕàăłâĺłě àăğŋĺæă (ŕàĺňěàŋő ć ďćă àăğă) áãéěáâćěŋŋă.

Ăŋăńőčĺçŋëľ ŕàĺñň (áćěďěŋĺě áńőęěŋĺï âàñå çĺáěń ł áńőęěŋĺî ďćãå) ĺčàăěâ ćăęŋãî àőńì ć ąëáâàëå áåěňăå ďńï ãňŋőęěŋĺï (áň. àăğďěń 29.3).

Řĺáãŋőł 29.11 (a). Śåěňă áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć. Ďńï áńőęěŋĺï âàñå n-ąĺâőćëå çĺáěń x, y, z ćëçĺáńïîâáï çĺáńă u (n ąĺâőć) ĺ v (n+1 ąĺâőć), ďńï łőâőàëå x + y + z = u + v. (b) 8-àăğàïďŋëľ áãňňăâőà á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć. Łăęďëľ ĺğ áãňňăâőàőć FAi ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď xi, yi, zi ĺ ćëďăñâ ąĺâ áãňňë ui ĺ ąĺâ ŕěàěŋőáă vi. Ňë ŕőńăčăěň v0 = 0.

Şŕàăęŋěŋĺï 29.2-1 Ŕãáâì n = 8, a = ⟨01111111⟩, b = ⟨00000001⟩. Şłăęĺâě ąĺâë ŕěàěŋőáă ĺ âĺŕë ŕěàěŋőáă ćő ćáěå àăğàïďăå, ă âăłęě ğŋăçěŋĺï ŋă ćáěå ŕàőćőďăå áåěňë àĺá. 29.9, ćłńîçăï ćëåőďë y_0, y_1, . . . , y_8.

29.2-2 Ďőłăęĺâě, çâő őŕěàăæĺï ⊗ (ğăďăŋŋăï âăąńĺæěľ àĺá. 29.5) ăááőæĺăâĺćŋă.

29.2-3 Őąêïáŋĺâě, łăł ďőńęŋă ąëâì ãáâàőěŋă ŕăàăńńěńìŋăï ŕàěäĺłáŋăï áåěňă, ěáńĺ n ŋě ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ (ŋăŕàĺňěà, àăááňőâàĺâě áńãçăľ n = 11). Łăłőćő ćàěňï àăąőâë âăłőľ áåěňë?

29.2-4 Ŕőłăęĺâě ćŋãâàěŋŋěě ãáâàőľáâćő áåěňë KPG, ěáńĺ ğŋăçěŋĺï ŋă ćåőďăå ĺ ćëåőďăå łőďĺàãîâáï âăł: ŋă ćåőďăå ⟨00⟩ áőőâćěâáâćãěâ k, ⟨11⟩ – g, ⟨01⟩ ĺńĺ ⟨10⟩ – p; ŋă ćëåőďăå 0 áőőâćěâáâćãěâ k, 1 – g.

29.2-5 Şłăęĺâě čńãąĺŋã łăęďőčő ŕàőćőďă ŋă àĺá. 29.9 (ă). Ŋăľďĺâě łàĺâĺçěáłĺľ (áăňëľ ďńĺŋŋëľ) ŕãâì (critical path) őâ ćåőďőć ł ćëåőďăň ĺ ŕőłăęĺâě, çâő ěčő ďńĺŋă ěáâì O(lg n). Ŋăľďĺâě ãğěń, ďćă íńěňěŋâă ⊗ łőâőàőčő áàăąăâëćăîâ á ĺŋâěàćăńőň Θ(lg n). Ěáâì ńĺ ãğńë, ć łőâőàőň ďćă íńěňěŋâă ⊗ áàăąăâëćăîâ őďŋőćàěňěŋŋő?

29.2-6 Śńěďãî őąàăğæã àĺá. 29.12, ãłăęĺâě áŕőáőą ŕőáâàőěŋĺï áåěňë ćëçĺáńěŋĺï ŕàěäĺłáőć ďńï ńîąőčő çĺáńă ćåőďőć, ïćńïîéěčőáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ. Ďőłăęĺâě, çâő áåěňă ĺňěěâ čńãąĺŋã Θ(lg n) ĺ àăğňěà Θ(n lg n). Ďőłăęĺâě, çâő áåěňă àăąőâăěâ ŕàăćĺńìŋő, àăğąĺć ěñ ŋă ąńőłĺ ĺ àăááãęďăï ĺŋďãłâĺćŋő.

Řĺáãŋőł 29.12 29.12 Ŕăàăńńěńìŋăï ŕàěäĺłáŋăï áåěňă ďńï ãŕàăęŋěŋĺï 29.2-6

29.2-7 Łăłőćă ňăłáĺňăńìŋăï ćëåőďŋăï áâěŕěŋì łăęďőčő ŕàőćőďă ć áåěňě á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć? Ŕőáâàőľâě áåěňã ďńï áńőęěŋĺï čńãąĺŋë O(lg n) ĺ àăğňěàă Θ(n), ć łőâőàőľ ćáě ŕàőćőďă ĺňěîâ ćëåőďŋãî áâěŕěŋì O(1).

29.2-8 Ŕőáâàőľâě áçñâçĺł ěďĺŋĺæ — áåěňã á n ćåőďăňĺ ĺ ⌈lg(n+ 1)⌉ ćëåőďăňĺ, ćëďăîéãî çĺáńő ěďĺŋĺæ áàěďĺ ćåőďőć, ğăŕĺáăŋŋőě ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě. (Ŋăŕàĺňěà, ćåőď ⟨10011110⟩ ŕőàőęďăěâ ćëåőď ⟨101⟩ (ŕïâì ěďĺŋĺæ). Čńãąĺŋă áåěňë ďőńęŋă áőáâăćńïâì O(lg n), àăğňěà — Θ(n).

29.2-9* Ŕőáâàőľâě áåěňã ďńï áńőęěŋĺï čńãąĺŋë 4 ĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáïéěčő őâ n àăğňěàă, ĺáŕőńìğãï íńěňěŋâë AND ĺ OR á ŕàőĺğćőńìŋëň çĺáńőň ćåőďőć. (Ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ćőŕàőá: áďěńăľâě âő ęě áăňőě ďńï čńãąĺŋë 3.)

29.2-10* Ŕãáâì ŋă łăęďőň ćåőďě łăáłăďŋőčő áãňăâőàă nàăğàïďŋëå çĺáěń á àăćŋőľ ćěàőïâŋőáâìî ŕőïćńïîâáï ğŋăçěŋĺï 0 ĺ 1, ŕàĺçñň àăğŋëě ćåőďë ŋěğăćĺáĺňë. Ďőłăęĺâě, çâő á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋěě 1 − 1/n ŋĺłăłőľ ŕěàěŋőá ŋě àăáŕàőáâàăŋïěâáï ďăńěě çěň ŋă O(lg n) àăğàïďőć.

29.3 Śåěňë ďńï ãňŋőęěŋĺï

Ŋăĺąőńěě ŕàőáâőľ ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï ”áâőńąĺłőň” áőáâőĺâ ć áńőęěŋĺĺ ”áďćĺčőć” őďŋőčő ĺğ áőňŋőęĺâěńěľ: 2n-ąĺâőćőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå n-ąĺâőćëå çĺáěń a = ⟨a_{n−1}, a_{n−2}, . . . , a_0⟩ ĺ b = ⟨b_{n−1}, b_{n−2}, . . . , b_0⟩ ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋő łăł p = a · b = n−1∑ i=0 m^{(i)}, čďě m^{(i)} = a · b_i · 2^i ŕőńãçăěâáï ĺğ a áďćĺčőň ćáěå àăğàïďőć ŋă i ěďĺŋĺæ ćńěćő (ĺ ğăŕőńŋěŋĺěň őáćőąőďĺćèĺåáï àăğàïďőć ŋãńïňĺ), ěáńĺ b_i = 1, ĺ àăćŋő 0, ěáńĺ b_i = 0) (àĺá. 29.13). Ůĺáńă m_i ŋăğëćăîâáï çăáâĺçŋëňĺ ŕàőĺğćěďěŋĺïňĺ; łăęďőě ŋěŋãńěćőě çăáâĺçŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě áőőâćěâáâćěâ ŋěŋãńěćőňã àăğàïďã ć b.

Řĺáãŋőł 29.13 29.13 Şňŋőęěŋĺě çĺáěń a = ⟨1110⟩ ĺ b = ⟨1101⟩ áâőńąĺłőň; ŕàőĺğćěďěŋĺě p = a · b = ⟨10110110⟩. Łăęďőě çăáâĺçŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě m^{(i)} ŕőńãçăěâáï ĺğ a áďćĺčőň ŋă i àăğàïďőć ćńěćő, ěáńĺ bi = 1. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě őŋő àăćŋő ŋãńî.

Ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăîâáï ďćě áåěňë ďńï ãňŋőęěŋĺï. Ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì àăąőâăěâ ğă ćàěňï Θ(n) ĺ ĺňěěâ àăğňěà Θ(n^2). Ďěàěćő Şőńńěáă (Wallace-tree multiplier) âăłęě ĺňěěâ àăğňěà Θ(n^2), ŋő àăąőâăěâ ąëáâàěě, ğă ćàěňï Θ(lg n). Őąě áåěňë ĺáŕőńìğãîâ ãňŋőęěŋĺě áâőńąĺłőň.

29.3.1 Ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì

Ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì àăąőâăěâ ć âàĺ íâăŕă: (1) ćëçĺáńïěâ çăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï; (2) áłńăďëćăěâ ĺå, ĺáŕőńìğãï áńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć, ŕőłă ŋě őáâăěâáï ďćă çĺáńă; (3) áłńăďëćăěâ íâĺ ďćă çĺáńă (á ŕőňőéìî łăáłăďŋőčő áãňňăâőàă ĺńĺ á ŕàěďćëçĺáńěŋĺň ŕěàěŋőáőć).

Ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì (array multiplier) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 29.14; ćåőďŋëě ąĺâë a_i áőőâćěâáâćãîâ ćěàâĺłăńìŋëň ŕàőćőďăň, ąĺâë b_i — čőàĺğőŋâăńìŋëň. Łăęďëľ ćåőďŋőľ ąĺâ ŕőáâãŕăěâ ŋă ćåőďë n íńěňěŋâőć AND, łőâőàëě ćëçĺáńïîâ àăğàïďë çăáâĺçŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ:

m^{(i)}_{j+i} = a_j · b_i = a_j AND b_i

Ůĺáńő íńěňěŋâőć AND àăćŋő n^2; ćáě őŋĺ àăąőâăîâ őďŋőćàěňěŋŋő, ćëçĺáńïï ąĺâë çăáâĺçŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ (łàőňě âěå, çâő ğăćěďőňő àăćŋë 0). Ğăâěň áãňňăâőàë á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć (áőáâăćńěŋŋëě ĺğ áãňňĺàãîéĺå íńěňěŋâőć FA^{(i)}_j ) áłńăďëćăîâ çăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï. Ňńăďèĺě àăğàïďë ŕőïćńïîâáï ŋă ćëåőďăå ć ŕăàćőň áâőńąæě àĺáãŋłă, áâăàèĺě ŕőńãçăîâáï ŋă ćëåőďě áãňňăâőàă ć ŋĺğã àĺáãŋłă.

Řĺáãŋőł 29.14 29.14 Ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì ďńï n = 4. İńěňěŋâ AND, őąőğŋăçěŋŋëľ G^{(i)}_j , ćëçĺáńïěâ j-ľ ąĺâ çăáâĺçŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï m^{(i)}. Łăęďëľ čőàĺğőŋâăńìŋëľ àïď áãňňĺŕãîéĺå íńěňěŋâőć FA^{(i)}_j ) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áãňňăâőà á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć. Ňńăďèĺě n ąĺâőć ŕàőĺğćěďěŋĺï — íâő ąĺâ m^{(0)}_0 ĺ u-ąĺâë, ŕőńãçăěňëě ć ŕàăćőň áâőńąæě ć åőďě áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć. Śâăàèĺě n ąĺâőć ŕőńãçăîâáï ŋă ćëåőďě áãňňăâőàă, áłńăďëćăîéěčő uąĺâë v-ąĺâë, ćëåőďïéĺě ĺğ áãňňĺàãîéĺě íńěňěŋâőć ŋĺęŋěľ áâàőłĺ. Ŕőłăğăŋë ğŋăçěŋĺï ďńï ňŋőęĺâěńěľ àĺá. 29.13.

Ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćëŕőńŋïěňëě áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć ŕőłăğăŋë ŋă àĺá. 29.15. Ćŋăçăńě ĺğ çĺáěń 0, m^{(0)} ĺ m^{(1)} ŕőńãçăîâáï çĺáńă u^{(1)} ĺ v^{(1)} (ŋě ąőńěě n + 1 ąĺâőć ć łăęďőň; ďńï v^{(1)} íâő âăł, ŕőáłőńìłã n + 1-ëě àăğàïďë ďćãå áńăčăěňëå ĺğ âàñå àăćŋë 0), ŕàĺ íâőň m^{(0)} + m^{(1)} = u^{(1)} + v^{(1)} Ğăâěň ĺğ çĺáěń u^{(1)}, v^{(1)} ĺ m^{(2)} ŕőńãçăîâáï çĺáńă u^{(2)} ĺ v^{(2)}, ĺňěîéĺě ŕő n + 2 ąĺâőć łăęďőě (áŋőćă ć ďćãå áńăčăěňëå ĺğ âàñå áâăàèĺľ ąĺâ àăćěŋ 0). Ňë ŕàőďőńęăěň ŕàőæěáá, áłńăďëćăï u^{(i−1)}, v^{(i−1)} ĺ m^{(i)} ďńï ćáěå i = 2, 3, . . . , n − 1. Ć łőŋæě łőŋæőć ňë ŕőńãçăěň 2 çĺáńă u^{(n−1)} ĺ v^{n−1} ŕő (2n − 1) ąĺâőć ć łăęďőň, ŕàĺ íâőň

u^{(n−1)} + u^{(n−1)} = n−1∑ i=0 m^{(i)} = (29.5)

= p. (29.6) (29.7)

Ŋě ćáě àăğàïďë çĺáěń v^{(i)} ĺáŕőńìğãîâáï: ŕőáłőńìłã m^{(i)}_j = 0 ŕàĺ j = 0, . . . , i−1, i+n, . . . , 2n−1 ĺ v^{(i)}_j = 0 ŕàĺ j = 0, . . . , i, i+n, i+n+ 1, . . . , 2n−1 (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 29.3-1), ŋă i-ň èăčě ŋěőąåőďĺňő àăąőâăâì âőńìłő á n−1 àăğàïďăňĺ (i, i+1, . . . , i+n−2). Ćěàŋñňáï ł ňă-

Řĺáãŋőł 29.15 29.15 Śãňňĺàőćăŋĺě çăáâĺçŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ: ŕőćâőàŋőě áńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć. Řăğőąàăŋ ŕàĺňěà àĺá. 29.13 (a = ⟨1110⟩, b = ⟨1101⟩). Ŕãáâëě ňěáâă ŕěàěď ğŋăłăňĺ àăćěŋáâćă áçĺâăîâáï ğăŕőńŋěŋŋëňĺ ŋãńïňĺ. Ňë ćëçĺáńïěň m^{(0)} + m^{(1)} + 0 = u^{(1)} + v^{(1)} , ğăâěň u^{(1)} + v^{(1)} + m^{(2)} = u^{(2)} +v^{(2)}, u^{(2)} +v^{(2)} +m^{(3)} = u^{(3)} +v^{(3)} , ĺ, ŋăłőŋěæ, p = m^{(0)} +m^{(1)} +m^{(2)} +m^{(3)} = u^{(3)} + v^{(3)} . Ŕàĺ íâőň p0 = m^{(0)}_0 ĺ pi = u^{(i)}_i ďńï i = 1, 2, . . . , n − 1.

âàĺçŋőňã ãňŋőęĺâěńî (àĺá. 29.14). İńěňěŋâë AND (őąőğŋăçěŋŋëě G^{(i)}_j ) ćëçĺáńïîâ çăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï. Ćëåőďőň íńěňěŋâă G^{(i)}_j ąãďěâ ąĺâ m^{(i)}_j , âő ěáâì j-ëľ ąĺâ i-čő çăáâĺçŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï, âăł çâő i-ăï áâàőłă AND-ňăâàĺæë ďăñâ n ğŋăçăéĺå ąĺâőć çăáâĺçŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï m^{(i)} (á ĺŋďěłáăňĺ n+i−1, n+i−2, . . . , i).

Łăęďëľ àïď áãňňăâőàőć FA^{(i)}_1 , . . . , FA^{(i)}_{n−1} áőćěàèăěâ i-ľ èăč áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć, ćëçĺáńïï u^{(i)} ĺ v^{(i)}; íńěňěŋâ FA^{(i)}_j ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ąĺâë m^{(i)}_j , u^{(i−1)}_j ĺ v^{(i−1}_j ĺ ćëďăñâ ďćă ąĺâă u^{(i)}_j ĺ v^{(i)}_{j+1}. Ğăňěâìâě, çâő ć ńěćőľ łőńőŋłě u^{(i)}_{i+n−1} = m^{(i)}_{i+n−1}, ŕőíâőňã íâőâ ąĺâ ŋě ŋãęŋő áŕěæĺăńìŋő ćëçĺáńïâì. Ŋă ćåőďăå áãňňăâőàőć ć ćěàåŋěň àïďã äĺłáĺàőćăŋő ğŋăçěŋĺě 0, âăł łăł őďŋő ĺğ áńăčăěňëå àăćŋő ŋãńî.

Šěŕěàì ő ćëåőďŋëå ąĺâăå ňăâàĺçŋőčő ãňŋőęĺâěńï. Łăł ňë ãęě őâňěçăńĺ, v^{(n−1)}_j = 0 ďńï j = 0, 1, . . . , n − 1. Ŕőíâőňã p_j = u^{(n−1)}_j ďńï j = 0, 1, . . . , n − 1. Ąőńěě âőčő, àăğ m^{(1)}_0 = 0, âő u^{(1)}_0 = m^{(0)}_0 ; ŕőáłőńìłã i ňńăďèĺå ąĺâőć ã çĺáěń m^{(i)} ĺ v^{(i−1)} àăćŋë 0, ňë ĺňěěň u^{(i)}_j = u(i − 1)_j ďńï i = 2, 3, . . . , n−1 ĺ j = 0, 1, . . . , i−1. Śńěďőćăâěńìŋő, p_0 = m^{(0)}_0 ĺ ďăńěě p_i = u^i ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n − 1. Šăł őŕàěďěńïîâáï n ňńăďèĺå àăğàïďőć ŕàőĺğćěďěŋĺï. Śâăàèĺě àăğàïďë ŕàőĺğćěďěŋĺï ćëçĺáńïîâáï á ŕőňőéìî őďŋőľ ĺğ áåěň ŕàěďëďãéěčő àăğďěńă: ⟨p_{2n−1}, p_{2n−2}, . . . , p_n⟩ = = ⟨u^{(n−1)}_{2n−2} , u^{(n−1)}_{2n−3} , . . . , u^{(n−1)}_n ⟩ + ⟨v^{(n−1)}_{2n−2} , v^{(n−1)}_{2n−3} , . . . , v^{(n−1)}_n ⟩.

29.3.2 Ţăàăłâěàĺáâĺłĺ áåěňë

Śńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć ćłńîçăěâ n−1 èăč ĺ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n). Ŕőáńě íâőčő čőâőćë ňńăďèĺě ąĺâë ŕàőĺğćěďěŋĺï ĺ áńăčăěňëě ďńï ŕőáńěďŋěčő áńőęěŋĺï, łőâőàőě ňőęŋő ćëŕőńŋïâì ńĺąő ğă ćàěňï Θ(n), ńĺąő ğă ćàěňï Θ(lg n) — ŕőáńěďŋěě ŋě ďăñâ ąőńìèőľ íłőŋőňĺĺ, âăł łăł áãňňăàŋőě ćàěňï àăąőâë ćáñ àăćŋő áőáâăćńïěâ Θ(n).

Śåěňă áőďěàęĺâ n^2 íńěňěŋâőć AND, ŕàĺňěàŋő áâőńìłő ęě áãňňĺàãîéĺå íńěňěŋâőć ĺ áãňňăâőà àăğňěàă Θ(n). Ŕőíâőňã ěñ àăğňěà áőáâăćńïěâ Θ(n^2).

29.3.3 Şňŋőęěŋĺě á ŕőňőéìî ďěàěćă Şőńńěáă

Ďěàěćő Şőńńěáă (Wallace tree) áćőďĺâ ğăďăçã áńőęěŋĺï n çĺáěń àăğňěàă n ł áńőęěŋĺî ďćãå çĺáěń àăğňěàă Θ(n). İâő ďěńăěâáï âăł: ĺáŕőńìğãï ⌊n/3⌋ áãňňăâőàőć á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć, ňë áćőďĺň áńőęěŋĺě n çĺáěń ł áńőęěŋĺî ⌈2n/3⌉ çĺáěń. İâă ŕàőæěďãàă ŕőćâőàïěâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ŋě őáâăŋěâáï ćáěčő ďćă áńăčăěňëå. Ŋă łăęďőň íâăŕě ŕăàăńńěńìŋő àăąőâăîéĺě áãňňăâőàë âàěąãîâ ćàěňěŋĺ O(1), íâăŕőć Θ(lg n), ŕőáńěďŋěě áńőęěŋĺě (á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć) âőęě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(lg n), âăł çâő őąéěě ćàěňï ąãďěâ Θ(lg n) ŕàĺ àăğňěàě Θ(n^2).

Ďěàěćő Şőńńěáă ďńï n = 8 ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 29.16. Ŋă áăňőň ďěńě íâő ŋě ďěàěćő, ă őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ąěğ æĺłńőć, ŋő ňë áőåàăŋïěň âàăďĺæĺőŋŋőě ŋăğćăŋĺě. Ňë áłńăďëćăěň 8 çăáâĺçŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ m^{(0)}, . . . , m^{(7)}, çĺáńă ŋă áâàěńłăå ãłăğëćăîâ łőńĺçěáâćő àăğàïďőć ć áłńăďëćăěňëå çĺáńăå (m^{(i)} áőďěàęĺâ n+i ąĺâőć, ő çĺáńě ąĺâőć ŋă ćëåőďě áãňňăâőàă á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć áň. ãŕàăęŋěŋĺě 29.3-3). Ŕőáńěďŋěě áńőęěŋĺě (áńăčăěňëě ĺňěîâ ďńĺŋë 2n − 1 ĺ 2n, áãňňă ĺňěěâ ďńĺŋã 2n) ćëŕőńŋïěâáï á ŕőňőéìî áãňňăâőàă á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć.

Řĺáãŋőł 29.16 29.16 Ďěàěćő Wallace’ă ďńï áńőęěŋĺï çăáâĺçŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ m^{(0)}, . . . , m^{(7)}. Łăęďăï áâàěńłă őąőğŋăçăěâ çĺáńő ãłăğăŋŋőľ àăğàïďŋőáâĺ.

29.3.4 Ţăàăłâěàĺáâĺłĺ áåěňë

Őąőğŋăçĺň čńãąĺŋã ďěàěćă Şőńńěáă ďńï n áńăčăěňëå çěàěğ D(n). Ŋă łăęďőň ãàőćŋě ĺğ łăęďëå âàñå çĺáěń ďěńăěâáï ŕő ďćă, ďă ěéñ ďćă ňőęěâ őáâăâìáï (łăł áńãçĺńőáì ŋă ŕěàćőň èăčě ŋă àĺá. 29.16), âăł çâő

D(n) = 0 ěáńĺ n ⩽ 2, 1 ěáńĺ n = 3, D(⌈2n/3⌉) + 1 ěáńĺ n ⩾ 4

Őâáîďă ć áĺńã âěőàěňë 4.1 (áńãçăľ 2) ĺňěěň D(n) = Θ(lg n). Ůăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï ňőčãâ ąëâì ćëçĺáńěŋë ğă ćàěňï Θ(1), łăęďëľ ĺğ èăčőć áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć âăłęě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(1), ă áńőęěŋĺě ďćãå áńăčăěňëå àăğňěàă Θ(n) (ŕőáńěďŋĺľ èăč) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(lg n). Ŕőíâőňã őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(lg n).

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő àăğňěà áåěňë àăćěŋ Θ(n^2). §áŋő, çâő őŋ áőáâăćńïěâ ŋě ňěŋěě Ω(n^2), ŕőáłőńìłã ãęě ŋă ćěàåŋěň ïàãáě ĺňěěâáï ⌈2n/3⌉ ąńőłőć, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě n áãňňăâőàőć. Őæěŋĺň âěŕěàì àăğňěà áåěňë áćěàåã. Ŕőáłőńìłã àěğãńìâăâ áńőęěŋĺï ĺňěěâ 2n àăğàïďőć, çĺáńő áãňňăâőàőć ć łăęďőň ĺğ ąńőłőć ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2n. Őáâăñâáï ŕőłăğăâì, çâő çĺáńő ąńőłőć (őąőğŋăçĺň ěčő C(n)) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ O(n). Ć áăňőň ďěńě, C(n) = { 1 ěáńĺ n = 3, C(⌈2n/3⌉) + ⌊n/3⌋ ěáńĺ n ⩾ 4 őâłãďă ć áĺńã âěőàěňë 4.1 (áńãçăľ 3) áńěďãěâ, çâő C(n) = Θ(n). Šăłĺň őąàăğőň, őąéěě çĺáńő íńěňěŋâőć ćő ćáěå áãňňăâőàăå ďěàěćă Şőńńěáă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ Θ(n^2). Šăł ęě őæěŋłă áŕàăćěďńĺćă ďńï íńěňěŋâőć, ćëçĺáńïîéëå çăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï, ă áãňňăâőà á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć ĺňěěâ àăğňěà Θ(n). Ğŋăçĺâ, àăğňěà ćáěčő ãňŋőęĺâěńï àăćěŋ Θ(n^2).

Ţőâï ãňŋőęĺâěńì á ŕőňőéìî ďěàěćă Şőńńěáă ĺňěěâ (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) âőâ ęě àăğňěà, çâő ĺ ňăâàĺçŋëľ, ĺ ŕàĺ íâőň àăąőâăěâ (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) ąëáâàěě, őŋ ŋě áâőńì ãďőąěŋ ŋă ŕàăłâĺłě, âăł łăł ĺňěěâ ŋěàěčãńïàŋãî áâàãłâãàã (ĺ íńěňěŋâë âàãďŋő ŕńőâŋő àăğňěáâĺâì ŋă ŕńăâě). Ŕőíâőňã ĺáŕőńìğãěâáï ŕàőňěęãâőçŋëľ ćăàĺăŋâ: çăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï àăğąĺćăîâáï ŋă ďćě ŕőńőćĺŋë, łăęďăï áłńăďëćăěâáï á ŕőňőéìî ňăâàĺçŋőčő ãňŋőęĺâěńï, ĺğ 4 őáâăćèĺåáï çĺáěń ďěńăěâ ďćă á ŕőňőéìî ďćãłàćâŋőčő ĺáŕőńìğőćăŋĺï áãňňăâőàă á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć, ŋăłőŋěæ, ďćă çĺáńă áłńăďëćăîâáï á ŕőňőéìî áãňňăâőàă á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć. İâő ŕőçâĺ ćďćőě ãňěŋìèăěâ ğăďěàęłã ŕő áàăćŋěŋĺî á őďŋĺň ňăâàĺçŋëň ãňŋőęĺâěńěň.

29.3.5 Şŕàăęŋěŋĺï

29.3-1 Ďőłăęĺâě, çâő ć ňăâàĺçŋőň ãňŋőęĺâěńě v^{(i)}_j = 0 ŕàĺ j = 0, 1, . . . , i, i + n, i + n + 1, . . . , 2n − 1.

29.3-2 Ĺğňěŋĺâě áåěňã ňăâàĺçŋőčő ãňŋőęĺâěńï ŋă àĺá. 29.14 âăł, çâőąë ć ćěàåŋěň àïďã ĺğ áãňňĺàãîéĺå íńěňěŋâőć FA^{(1)}_i őáâăńáï âőńìłő őďĺŋ.

29.3-3 Ŕãáâì ŕàĺ áńőęěŋĺĺ á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć ĺğ çĺáěń x, y ĺ z ŕőńãçăîâáï çĺáńă s ĺ c. Ŕãáâì n_x, n_y, n_x, n_c, n_s — àăğàïďŋőáâĺ áőőâćěâáâćãîéĺå çĺáěń ĺ n_x ⩽ n_y ⩽ n_z . Ďőłăęĺâě, çâő n_s = n_z ĺ

n_c = { n_z ěáńĺ n_y < n_z , n_z + 1 ěáńĺ n_y = n_z

29.3-4 Ŕőłăğăâì, çâő ďőŕőńŋĺâěńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě O(1) ŋă ćëåőďŋãî áâěŕěŋì ćáěå ŕàőćőďőć ŋě ňěèăěâ ŕőáâàőĺâì áåěňã ãňŋőęĺâěńï čńãąĺŋë O(lg n) ĺ àăğňěàă O(n^2).

29.3-5 Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋãî áåěňã ďńï ďěńěŋĺï ďćőĺçŋőčő çĺáńă ŋă 3. (Şłăğăŋĺě. 0.010101 . . . = 0.01 · 1.01 · 1.0001 · . . .).

29.3-6 Śåěňă æĺłńĺçěáłőčő áďćĺčă (cyclic shifter, barrel shifter) ĺňěěâ ďćă ćåőďă x = ⟨x_{n−1}, x_{n−2}, . . . , x_0⟩ ĺ s = ⟨s_{m−1}, s_{m−2}, . . . , s_0⟩, čďě m = ⌈(lg n)⌉ ĺ ćëåőď y = ⟨y_{n−1}, y_{n−2}, . . . , y_0⟩, ŕőńãçăěňëľ ĺğ x æĺłńĺçěáłĺň áďćĺčőň ŋă s ŕőğĺæĺľ ćŕàăćő: y_i = x_{(i+s)modn} ŕàĺ (i = 0, 1, . . . , n − 1). Łăł őŕĺáăâì íâã äãŋłæĺî ć âěàňĺŋăå ãňŋőęěŋĺï őáâăâłőć?

29.4 Šăłâĺàőćăŋŋëě áåěňë

Ŕőáłőńìłã áåěňă ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć ŋě áőďěàęĺâ æĺłńőć, łăęďëľ íńěňěŋâ ć ŋěľ ĺáŕőńìğãěâáï âőńìłő őďĺŋ àăğ. İńěňěŋâë ğăďěàęłĺ ŕőğćőńïîâ ĺáŕőńìğőćăâì őďĺŋ ĺ âőâ ęě äãŋłæĺőŋăńìŋëľ íńěňěŋâ ňŋőčőłàăâŋő (ć àăğŋëě ňőňěŋâë ćàěňěŋĺ), çâő ŕőğćőńïěâ ãňěŋìèĺâì àăğňěà áåěňë.

Ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăîâáï âăłâĺàőćăŋŋëě áåěňë (clocked circuits) ďńï áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï. Şáâàőľáâćő ŕőąĺâőćőčő áńőęěŋĺï ĺňěěâ àăğňěà Θ(1) ĺ áłńăďëćăěâ ďćă n-àăğàïďŋëå çĺáńă ğă ćàěňï Θ(n). Ńĺŋěľŋëľ ãňŋőęĺâěńì ãňŋőęăěâ ďćă n-ğŋăçŋëå çĺáńă ğă ćàěňï Θ(n) ĺ ĺňěěâ àăğňěà Θ(n).

29.4.1 Şáâàőľáâćő ŕőąĺâőćőčő áńőęěŋĺï

Ŋă àĺá. 29.17 ŕőłăğăŋă áåěňă ďńï áńőęěŋĺï ďćãå n-àăğàïďŋëå çĺáěń a = ⟨a_{n−1}, a_{n−2} . . . , a_0⟩ ĺ b = ⟨b_{n−1}, b_{n−2} . . . , b_0⟩, áőáâőïéăï âőńìłő ĺğ őďŋőčő áãňňăâőàă. Ąĺâë ŕőáâãŕăîâ ŋă ćåőďë ŕőáńěďőćăâěńìŋő: áŋăçăńă a_0 ĺ b_0, ğăâěň a_1 ĺ b_1, ĺ â. ď. Ŕàĺ íâőň ćëåőďŋőľ ąĺâ ŕěàěŋőáă ŋăďő ŕőďăâì ŋă ćåőď áãňňăâőàă, ŋő ŋě áàăğã, ă ć ňőňěŋâ ŕőáâãŕńěŋĺï áńěďãîéěčő àăğàïďă.

Šăłăï ğăďěàęłă őáãéěáâćńïěâáï ć âăłâĺàőćăŋŋëå áåěňăå

Řĺáãŋőł 29.17 Şáâàőľáâćő ŕőąĺâőćőčő áńőęěŋĺï. Ňěęďã i-ň ĺ (i+1)-ň ĺňŕãńìáăňĺ ŋă ćåőďë áãňňăâőàă FA ŕőáâãŕăîâ ğŋăçěŋĺï ai ĺ bi ĺğćŋě ĺ ğŋăçěŋĺě ci ĺğ àěčĺáâàă. Śãňňăâőà ćëçĺáńïěâ ğŋăçěŋĺï si ĺ ci+1; ŕőáńěďŋěě ğăŕőňĺŋăěâáï ć àěčĺáâàě ďńï áńěďãîéěčő èăčă. Ć ŋăçăńìŋëľ ňőňěŋâ àěčĺáâà áőďěàęĺâ ğŋăçěŋĺě c0 = 0. Ŋă àĺáãŋłăå (a)-(e) ŕőłăğăŋë ŕïâì íâăŕőć áńőęěŋĺï çĺáěń a = ⟨1011⟩ ĺ b = ⟨1001⟩

(clocked circuits). Šăłăï áåěňă áőďěàęĺâ őďĺŋ ĺńĺ ŋěáłőńìłő àěčĺáâàőć (íńěňěŋâőć ğăďěàęłĺ), ă âăłęě áåěňã ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć, ćåőďăňĺ łőâőàőľ ïćńïîâáï, ŕőňĺňő ćåőďőć âăłâĺàőćăŋŋőľ áåěňë, ćëåőďë àěčĺáâàőć. Ěñ ćëåőďë áńãęăâ ćëåőďăňĺ âăłâĺàőćăŋŋőľ áåěňë, ă âăłęě ćåőďăňĺ àěčĺáâàőć. Łăł ĺ àăŋìèě, áåěňă ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć ŋě ďőńęŋă ĺňěâì æĺłńőć (őąàăâŋăï áćïğì őáãéěáâćńïěâáï âőńìłő çěàěğ íńěňěŋâë ğăďěàęłĺ).

İńěňěŋâ ğăďěàęłĺ, ĺńĺ àěčĺáâà (register) ŕőńãçăěâ áĺčŋăńë âăłâőćőčő čěŋěàăâőàă (clock), łőâőàëľ çěàěğ àăćŋëě ŕàőňěęãâłĺ ćàěňěŋĺ ćëďăñâ âăłâőćëě ĺňŕãńìáë (ticks). Ňë áçĺâăěň, çâő ŋăèĺ áåěňë ĺňěîâ őąéĺľ ďńï ćáěå àěčĺáâàőć âăłâőćëľ čěŋěàăâőà (globally clocked circuits).

Ŕàĺ łăęďőň ĺňŕãńìáě àěčĺáâà ğăŕőňĺŋăěâ âěłãéěě ğŋăçěŋĺě ŋă ćåőďě. Ćáńěď ğă íâĺň íâő ğŋăçěŋĺě ŕőïćńïěâáï ŋă ćëåőďě, ĺ âěň áăňëň ŕőáâãŕăěâ ŋă ćåőďë áåěňë ĺğ äæŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï íâőľ áåěňë ŕőáâãŕăîâ ŋă ćåőďë àěčĺáâàőć, ŋő ŋě ćőáŕàĺŋĺňăîâáï ĺňĺ ďő áńěďãîéěčő âăłâőćőčő ĺňŕãńìáă.

Śåěňă, ĺğőąàăęñŋŋăï ŋă àĺá. 29.17, ŋăğëćăěâáï ãáâàőľáâćőň ŕőąĺâőćőčő áńőęěŋĺï (bit-serial adder). Ůâőąë áåěňă àăąőâăńă ŕàăćĺńìŋő, ŕěàĺőď ňěęďã ĺňŕãńìáăňĺ ďőńęěŋ ąëâì ŋě ňěŋìèě ğăďěàęłĺ áãňňăâőàă (ĺŋăçě ł áńěďãîéěňã âĺłã ŋě ąãďěâ čőâőć ćëåőďŋőľ ąĺâ ŕěàěŋőáă). Ğŋăçěŋĺï ŋă ćåőďë ŕőďăîâáï á ĺŋâěàćăńőň ć őďĺŋ ŕěàĺőď. Ć ňőňěŋâ ŕěàćőčő âăłâőćőčő ĺňŕãńìáă ŋă ćåőďë áãňňăâőàă ŕőďăîâáï ğŋăçěŋĺï a_0, b_0 ĺ 0 (àĺá. 29.17 (a); ňë ŕàěďŕőńăčăěň, ć ŋăçăńìŋőň áőáâőïŋĺĺ ŋă ćëåőďě àěčĺáâàă ĺňěěâáï ğŋăçěŋĺě 0). Ŋă ćëåőďě çěàěğ ŋěłőâőàőě ćàěňï ŕőïćńïîâáï ąĺâ áãňňë s_0 (łőâőàëľ ćëďăñâáï ŋăàãęã) ĺ ąĺâ ŕěàěŋőáă c_1. Ąĺâ ŕěàěŋőáă ŕőáâãŕăěâ (ŕő ŕàőćőďã) ŋă ćåőď àěčĺáâàă, ŋő ńĺèì ŕőáńě ćâőàőčő ĺňŕãńìáă ŕőïćńïěâáï ŋă ćëåőďě àěčĺáâàă. Ćňěáâě áő ğŋăçěŋĺïňĺ a_1 ĺ b_1 őŋ ďăñâ ŋă ćëåőďě s_1 ĺ c_2 (àĺá. 29.17(b)) ĺ â. ď. Šăł ŕàőďőńęăěâáï, ŕőłă ŋě ąãďãâ őąàăąőâăŋë ćáě àăğàïďë áńăčăěňëå, ŕőáńě çěčő ŋă ćåőďë ŕőďăîâáï ŋãńĺ (a_n = 0, b_n = 0), ĺ ŋă ćëåőď ŕőďăñâáï áâăàèĺľ àăğàïď áãňňë (áőćŕăďăîéĺľ á ŕőáńěďŋĺň ąĺâőň ŕěàěŋőáă; s_n = c_n) áň. àĺá. 29.17(e).

29.4.2 Ţăàăłâěàĺáâĺłĺ áåěňë

Łăł ňë čőćőàĺńĺ, âăłâőćăï çăáâőâă ğăćĺáĺâ őâ ğăďěàęłĺ ć áåěňě ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (ć ďăŋŋőň áńãçăě — ğăďěàęłĺ ć íńěňěŋâě áãňňĺàőćăŋĺï FA), ŕőáłőńìłã ćáě ćëçĺáńěŋĺï ďőńęŋë ğăłőŋçĺâìáï ďő ŋăçăńă áńěďãîéěčő âăłâőćőčő ĺňŕãńìáă. Ć ďăŋŋőň áńãçăě áãňňăâőà ĺňěěâ čńãąĺŋã Θ(1), ă ďńï ŕőńãçěŋĺï ćáěå ćëåőďőć ŋěőąåőďĺňő n + 1 ŕěàĺőďőć, âăł çâő őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ (n + 1)Θ(1) = Θ(n). Řăğňěà áåěňë àăćěŋ Θ(1).

29.4.3 Łăáłăďŋőě áńőęěŋĺě ĺ ŕőąĺâőćőě áńőęěŋĺě

Łăáłăďŋëľ áãňňăâőà ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł àăğćñàŋãâãî áåěňã ãáâàőľáâćă ŕőąĺâőćőčő áńőęěŋĺï: âěŕěàì ğă łăęďëľ ŕěàĺőď ňěęďã ĺňŕãńìáăňĺ őâćěçăěâ áćőľ áãňňăâőà.

Šăłőě àăğćñàâëćăŋĺě, ğăňěŋïîéěě ćàěňï ŕàőáâàăŋáâćőň, ňőęŋő áďěńăâì ďńï ńîąőľ âăłâĺàőćăŋŋőľ áåěňë, áőěďĺŋïï ŋěáłőńìłő íłğňěŕńïàőć áåěňë (áâőńìłő, áłőńìłő âăłâőć âàěąãěâ ěñ àăąőâă).

Łőŋěçŋő, ŕàĺ íâőň ãćěńĺçĺćăěâáï çĺáńő íńěňěŋâőć — ğăâő ŋě ŋãęŋë áĺŋåàőŋĺğĺàãîéĺě ĺňŕãńìáë őâ âăłâőćőčő čěŋěàăâőàă. Šăłăï áåěňă ŋă ŕàăłâĺłě àăąőâăěâ ŋěáłőńìłő ąëáâàěě, ŕőáłőńìłã ć âăłâĺàőćăŋŋőľ áåěňě ŋă łăęďőň âăłâě ŋãęŋő őáâăćńïâì ŋěłőâőàëľ ğăŕăá ćàěňěŋĺ (çâőąë ćëçĺáńěŋĺï ãáŕěńĺ ŕàőĺğőľâĺ), ă ŕőáńě àăğćñàâëćăŋĺï ćëåőďë łăáłăďă áàăğã ęě ŕőŕăďăîâ ŋă ćåőďë áńěďãîéěčő, ŋĺçěčő ŋě őęĺďăï.

29.4.4 Őďŋőňěàŋëľ ãňŋőęĺâěńì

Ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì, àăááňőâàěŋŋëľ ć àăğďěńě 29.3, ĺňěěâ àăğňěà Θ(n^2). Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ďćă âăłâĺàőćăŋŋëå ãňŋőęĺâěńï, ĺáŕőńìğãîéĺå őďŋőňěàŋëľ ňăááĺć íńěňěŋâőć (àăğňěàă Θ(n)) ćňěáâő ďćãňěàŋőčő. Ąőńěě ąëáâŋëľ ĺğ ŋĺå ĺňěěâ ćàěňï àăąőâë Θ(n) (łăł ĺ ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì) Őąă íâĺå ãňŋőęĺâěńï ĺáŕőńìğãîâ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ć Ăňěàĺłě ŋăğëćăîâ àãááłĺň ŋăàőďŋëň ăńčőàĺâňőň ãňŋőęěŋĺï (Russian peasant’s algorithm). Őŋ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 29.18 (a). Śőňŋőęĺâěńĺ a ĺ b ğăŕĺáëćăîâáï àïďőň, ĺ ŕőď łăęďëň ĺğ ŋĺå ŕĺèěâáï łőńőŋłă çĺáěń. Ć ńěćőľ łőńőŋłě çĺáńő ŋă łăęďőň èăčě ďěńĺâáï ŋă 2 (őáâăâőł őâąàăáëćăěâáï); ć ŕàăćőľ — ãňŋőęăěâáï ŋă 2. Šăł ŕàőďőńęăěâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ć ńěćőľ łőńőŋłě ŋě ąãďěâ 1. Ŕőáńě íâőčő áłńăďëćăîâáï çĺáńă ĺğ ŕàăćőľ łőńőŋłĺ, áâőïéĺě ŋăŕàőâĺć ŋěçñâŋëå çĺáěń ć ńěćőľ.

Ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď íâőâ ăńčőàĺâň łăęěâáï ãďĺćĺâěńìŋëň, ŋő őŋ áâăŋőćĺâáï ŕőŋïâŋëň, ěáńĺ ğăŕĺáăâì ćáě çĺáńă ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě: ŕàĺ íâőň áâăŋőćĺâáï ïáŋëň, çâő őŋ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ćăàĺăŋâ ãňŋőęěŋĺï ć áâőńąĺł. Śâàőłĺ, ć łőâőàëå áńěćă ŕőïćńïěâáï ŋěçñâŋőě çĺáńő, áőőâćěâáâćãîâ ěďĺŋĺçŋëň àăğàïďăň ć a, ĺå ćłńăď ć áãňňã ěáâì ãňŋőęěŋŋőě ŋă áőőâćěâáâćãîéãî áâěŕěŋì ďćőľłĺ çĺáńő b (áň. àĺá. 29.18 (b)).

Řĺáãŋőł 29.18 29.18 Şňŋőęěŋĺě 19 ŋă 29 á ŕőňőéìî àãááłőčő ŋăàőďŋőčő ăńčőàĺâňă. Ć łőńőŋłě a łăęďőě áńěďãîéěě çĺáńő ŕőńãçăěâáï ĺğ ŕàěďëďãéěčő ďěńěŋĺěň ŋă 2 (őáâăâőł őâąàăáëćăěâáï), ă ć łőńőŋłě b -ãňŋőęěŋĺěň ŋă 2. Śłńăďëćăîâáï çĺáńă ĺğ ŕàăćőľ łőńőŋłĺ, ŋăŕàőâĺć łőâőàëå áâőïâ ŋěçñâŋëě çĺáńă ć ńěćőľ (ćëďěńěŋë áěàëň æćěâőň). (a) Śńőęěŋĺě ć ďěáïâĺçŋőľ áĺáâěňě. (b) Šő ęě ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě.

29.4.5 Ŕàőáâăï àěăńĺğăæĺï

Ŕàőáâőľ ćăàĺăŋâ àěăńĺğăæĺĺ àãááłőčő ŋăàőďŋőčő ăńčőàĺâňă ć ćĺďě âăłâĺàőćăŋŋőľ áåěňë ãňŋőęěŋĺï n-ąĺâőćëå çĺáěń ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 29.19 (a). Ć ŋñň ĺáŕőńìğãěâáï 2n čàãŕŕ ŕő 3 àěčĺáâàă. Ćěàåŋĺě àěčĺáâàë åàăŋïâ ąĺâë áőňŋőęĺâěńï a, áàěďŋĺě őâćěçăîâ ğă áőňŋőęĺâěńì b, ă ć ŋĺęŋëå ŕőáâěŕěŋŋő äőàňĺàãěâáï ŕàőĺğćěďěŋĺě p. Śőďěàęĺňőě i-čő a-àěčĺáâàă ŕěàěď j-ň èăčőň őąőğŋăçăěâáï a^{(j)}_i ; ăŋăńőčĺçŋő ďńï b ĺ p. Ćňěáâě ćáě ąĺâë ć a-àěčĺáâàăå őąàăğãîâ ďćőĺçŋãî ğăŕĺáì çĺáńă, łőâőàőčőě őąőğŋăçěâáï a^{(j)} (ŕő áőáâőïŋĺî ŕěàěď j-ň èăčőň); őąőğŋăçěŋĺï b^{(j)}, p^{(j)} ĺňěîâ ăŋăńőčĺçŋëľ áňëáń.

Ÿăčĺ àăąőâë ŋãňěàãîâáï çĺáńăňĺ őâ 0 lj n − 1. Ćŋăçăńě a^{(0)} = a, b^{(0)} = b ĺ p^{(0)} = 0. Ŕőďďěàęĺćăěâáï ĺŋćăàĺăŋâ

a^{(j)} · b^{(j)} + p^{(j)} = a · b (29.6)

(áň. ãŕàăęŋěŋĺě 29.4-2). Ŋă j-ň èăčě ŕàőĺğćőďïâáï áńěďãîéĺě ďěľáâćĺï:

1. Ěáńĺ a^{(j)}_0 = 1 (â. ě. a^{(j)} ŋěçñâŋő), âő p^{(j+1)} = p^{(j)} + b^{(j)}, ĺŋăçě p^{(j+1)} = p^{(j)}.

2. Ůĺáńő a áďćĺčăěâáï ćŕàăćő ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî (ďěńĺâáï ŋă 2 á őáâăâłőň):

a^{(j+1)}_i = { a^{(j)}_{i+1} ěáńĺ 0 ⩽ i ⩽ 2n − 2 0 ěáńĺ i = 2n − 1

3. Ůĺáńő b áďćĺčăěâáï ćńěćő ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî (ãňŋőęăěâáï ŋă 2): b^{(j+1)}_i = { a^{(j)}_{i−1} ěáńĺ 1 ⩽ i ⩽ 2n − 1 0 ěáńĺ i = 0

Ŕőáńě n èăčőć ŕőńãçăěň a^{(n)} = 0, ŕőíâőňã ĺŋćăàĺăŋâ čăàăŋâĺàãěâ, çâő p^{(n)} = a · b.

Ŋăè ăńčőàĺâň âàěąãěâ n èăčőć. Ěáńĺ ŋă łăęďőň èăčě ĺáŕőńìğőćăâì ďńï áńőęěŋĺï łăáłăďŋëľ áãňňăâőà, âő łăęďëľ èăč ğăŋĺňăěâ ćàěňï Θ(n), ŕőíâőňã őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(n^2). Śåěňă áőáâőĺâ ĺğ 3n àěčĺáâàőć, łăáłăďŋőčő áãňňăâőàă àăğňěàă Θ(n) ĺ O(n) íńěňěŋâőć, äőàňĺàãîéĺå çăáâĺçŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï (őŕěàăæĺï AND ŋăď a^{(j)}_0 ĺ b-ąĺâăňĺ). Őąéĺľ àăğňěà áåěňë àăćěŋ Θ(n).

Řĺáãŋőł 29.19 29.19 Ďćă őďŋőňěàŋëå ãňŋőęĺâěńï. Ŕőłăğăŋő ãňŋőęěŋĺě 5- ąĺâőćëå çĺáěń a = 19 = ⟨10011⟩ ŋă b = 29 = ⟨11101⟩ ĺ áőďěàęĺňőě àěčĺáâàőć ŕěàěď łăęďëň èăčőň; ğŋăçăéĺě ąĺâë ćëďěńěŋë áěàëň æćěâőň. (a) Ŕàőáâőľ ãňŋőęĺâěńì (ćàěňï àăąőâë Θ(n^2)). Ŋă łăęďőň èăčě ĺáŕőńìğãěâáï łăáłăďŋëľ áãňňăâőà, ŕőíâőňã ĺŋâěàćăń ňěęďã âăłâăňĺ ďőńęěŋ ąëâì ŋě ňěŋìèě Θ(n). (b) Ąëáâàëľ ãňŋőęĺâěńì, ĺáŕőńìğãîéĺľ áńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć. Łăęďëľ èăč âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(1). Ćáěčő âàěąãěâáï 2n − 1 = 9 èăčőć, ŕőłăğăŋë ŕěàćëě 5. (Ŕőáńě íâőčő őáâăîâáï áńőęĺâì u ĺ v, ďńï çěčő ďőáâăâőçŋő ŕàőďőńęĺâì âőâ ęě ŕàőæěáá áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć.)

29.4.6 Ąëáâàăï àěăńĺğăæĺï

Şňěŋìèěŋĺï ćàěňěŋĺ àăąőâë ňőęŋő ďőąĺâìáï, ĺáŕőńìğãï ćňěáâő łăáłăďŋőčő áńőęěŋĺï áńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć (áň. àĺá. 29.19 (b)). Šěŕěàì ćňěáâő âàñå àěčĺáâàőć ŋă łăęďëľ àăğàïď ąãďãâ çěâëàě; ć ďćãå ĺğ ŋĺå ŕő-ŕàěęŋěňã åàăŋïâáï æĺäàë çĺáěń a ĺ b, ă ćňěáâő çĺáńă p ąãďâ åàăŋĺâìáï ďćă çĺáńă u ĺ v, ŕàĺçñň ŕőďďěàęĺćăěâáï ĺŋćăàĺăŋâ

a^{(j)} · b^{(j)} + u^{(j)} + v^{(j)} = a · beqno(29.7)

âăł çâő àőńì p ĺčàăěâ áãňňă u + v (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 29.4-2). Ćŋăçăńě u^{(0)} = v^{(0)} = 0. (İâő áőőâćěâáâćãěâ ĺáŕőńìğőćăŋĺî ăńčőàĺâňă áńőęěŋĺï á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć ďńï åàăŋěŋĺï ŕàőňěęãâőçŋëå àěğãńìâăâőć: ŋă łăęďőň èăčě ł áãňňě u + v ŋăďő ďőąăćĺâì őçěàěďŋőě çăáâĺçŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě, â. ě. ŋăďő áńőęĺâì âàĺ çĺáńă — ĺ ŕőńãçĺâì őâćěâ ć ćĺďě áãňňë ďćãå.)

Ÿăč ăńčőàĺâňă ćłńîçăěâ áďćĺčĺ a ĺ b (łăł ĺ ć ňěďńěŋŋőň ăńčőàĺâňě), ă âăłęě ĺğňěŋěŋĺě u ĺ v. Ěáńĺ a^{(j)}_0 = 1, âő

u^{(j+1)}_i = parity(b^{(j)}_i , u^{(j)}_i , v^{(j)}_i )

ŕàĺ i = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1 ĺ

v^{(j+1)} i = { majority(b^{(j)}_{i−1}, u^{(j)}_{i−1}, v^{(j)}_{i−1}) ěáńĺ 1 ⩽ i ⩽ 2n − 1 0 ěáńĺ i = 0

Ěáńĺ ęě a^{(j)}_0 = 0, âő b^{(j)} ğăňěŋïěâáï ŋă 0:

u^{(j+1)}_i = parity(0, u^{(j)}_i , v^{(j)}_i )

ŕàĺ i = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1 ĺ

v^{(j+1)} i = { majority(0, u^{(j)}_{i−1}, v^{(j)}_{i−1}) ěáńĺ 1 ⩽ i ⩽ 2n − 1 0 ěáńĺ i = 0

Ćáěčő ŕàőĺğćőďĺâáï 2n − 1 èăč, ŕàĺçñň ŕàĺ j ⩾ n ĺňěěň a^{(j)} = 0 ĺ u^{(j)} + v^{(j)} = a · b. Ś íâőčő ňőňěŋâă áãňňă u + v ŋě ňěŋïěâáï, ă ńĺèì ŕěàěàăáŕàěďěńïěâáï ňěęďã u ĺ v. Ŋăłőŋěæ, v áâăŋőćĺâáï àăćŋëň 0 ĺ áãňňă őłăğëćăěâáï ć u: ŕőáłőńìłã v^{(2n−1)} = 0 (áň. ãŕàăęŋěŋĺě 29-4.3), u^{(2n−1)} = a · b. (Šăłĺň őąàăğőň, ŋăçĺŋăï á nčő èăčă ŕő áãéěáâćã ŕàőĺáåőďĺâ áńőęěŋĺě ďćãå çĺáěń.)

Šăł łăł łăęďëľ èăč ğăŋĺňăěâ ćàěňï Θ(1), őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ (2n−1)Θ(1) = Θ(n). Řăğňěà áåěňë ŕő-ŕàěęŋěňã àăćěŋ Θ(n).

Şŕàăęŋěŋĺï 29.4-1 Ĺáŕőńìğãï àãááłĺľ ŋăàőďŋëľ ăńčőàĺâň, ŕěàěňŋőęìâě a = ⟨101101⟩ ĺ b = ⟨011110⟩. Łăł íâő ćëčńïďĺâ ć ďćőĺçŋőľ ĺ ďěáïâĺçŋőľ áĺáâěňăå?

29.4-2 Ďőłăęĺâě ĺŋćăàĺăŋâë (29.6) ĺ (29.7).

29.4-3 Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ąëáâàőľ àěăńĺğăæĺĺ őďŋőňěàŋőčő ãňŋőęĺâěńï v^{(2n−1)} = 0.

29.4-4 Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł àăğćñàŋãâëľ (ć ŕàőáâàăŋáâćě ćňěáâő ćàěňěŋĺ) ćăàĺăŋâ ąëáâàőčő őďŋőňěàŋőčő ãňŋőęĺâěńï.

29.4-5 Ŕãáâì ŋă ćåőď ŕőáâãŕăîâ ğŋăçěŋĺï x_1, x_2, . . . (ŕő őďŋőňã ğă âăłâ), ă ć ŋăèěň àăáŕőàïęěŋĺĺ ĺňěěâáï äãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë, ćëçĺáńïîéĺě ňăłáĺňãň áćőĺå ďćãå ćåőďőć, ĺ àěčĺáâàë. Ďńï äĺłáĺàőćăŋŋőčő n ŕőáâàőľâě áåěňã àăğňěàă O(n), łőâőàăï ğă ćàěňï O(1) ćëçĺáńïěâ

y_t = max t−n+1⩽i⩽t x_i (ňăłáĺňãň ĺğ n ŋăĺąőńěě áćěęĺå íńěňěŋâőć)

29.4-6* (Ŕàőďőńęěŋĺě) Šő ęě áăňőě, ěáńĺ ěáâì âőńìłő O(lg n) íńěňěŋâőć ”ňăłáĺňãň”.

29.5 Ğăďăçĺ

29-1. Śåěňë ďńï ďěńěŋĺï

Ďěńěŋĺě ňőęŋő áćěáâĺ ł áńőęěŋĺî ĺ ãňŋőęěŋĺî á ŕőňőéìî ňěâőďă Ŋìîâőŋă (Newton iteration). §áŋő, çâő ďőáâăâőçŋő ŕőáâàőĺâì áåěňã ďńï ćëçĺáńěŋĺï őąàăâŋőčő íńěňěŋâă (âăł łăł ãňŋőęĺâěńì ã ŋăá ãęě ěáâì).

Ŕãáâì äĺłáĺàőćăŋő çĺáńő x, ĺ ňë åőâĺň ćëçĺáńĺâì 1/x. Řăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì y_0, y_1, y_2, . . ., ďńï łőâőàőľ

y_{i+1} = 2y_i − xy^2_i

Ŕãáâì x – n-ğŋăçŋăï ďćőĺçŋăï ďàőąì, 1/2 ⩽ x ⩽ 1. Ňë åőâĺň ćëçĺáńĺâì 1/x á âőçŋőáâìî ďő n ğŋăłőć (ćőőąéě-âő 1/x áłőàěě ćáěčő ąãďěâ ąěáłőŋěçŋőľ ďěáïâçĺŋőľ ďàőąìî).

a. Ŕãáâì |y_i − 1/x| ⩽ ε ďńï ŋěłőâőàőčő ε > 0. Ďőłăęĺâě, çâő |y_{i+1} − 1/x| ⩽ ε^2. b. Şłăęĺâě ŋăçăńìŋőě ğŋăçěŋĺě y_0, ďńï łőâőàőčő |y_k − 1/x| ⩽ 2^{−2k} ŕàĺ ćáěå k ⩾ 0. Łăłőě k ŋãęŋő ćğïâì, çâőąë ŕőńãçĺâì őâćěâ á âőçŋőáâìî ďő n ğŋăłőć?

c. Ŕőáâàőľâě áåěňã, ćëçĺáńïîéãî ŕő n-àăğàïďŋőňã çĺáńã x çĺáńő 1/x á âőçŋőáâìî ďő n ğŋăłőć ğă ćàěňï O(lg^2 n). Ŕőŕëâăľâěáì ďőąĺâìáï àăğňěàă Θ(n^2 lg n).

[Ćĺâï: łăęěâáï, beat őğŋăçăěâ ‘ńãçèãî çěň’ - ŋő ŋăďő ŕàőćěàĺâì, ŕàőïćĺć little cleverness]

29-2. Ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋëě äőàňãńë ďńï áĺňňěâàĺçŋëå ąãńěćëå äãŋłæĺľ.

Ťãŋłæĺï n ăàčãňěŋâőć f(x_1, x_2, . . . , x_n) ŋăğëćăěâáï áĺňňěâàĺçŋőľ (symmetric), ěáńĺ ďńï ńîąőľ ŕěàěáâăŋőćłĺ π çĺáěń 1, 2, . . . , n f(x_1, x_2, . . . , x_n) = f(x_{π(1)}, x_{π(2)}, . . . , x_{π(n)} Őłăğëćăěâáï, ńîąăï áĺňňěâàĺçŋăï ąãńěćă äãŋłæĺï n ăàčãňěŋâőć (ăàčãňěŋâë ĺ ğŋăçěŋĺě ŕàĺŋăďńěęĺâ {0, 1}) ňőęěâ ąëâì ćëàăęěŋă ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋőľ äőàňãńőľ, â. ě. äőàňãńőľ, áőďěàęăéěľ âőńìłő x_1, . . . , x_n, áłőąłĺ ĺ ğŋăłĺ őŕěàăæĺľ ¬, ∧ ĺ ∨, ŕàĺçñň ďńĺŋă íâőľ äőàňãńë ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ n. Ďńï ŋăçăńă ňë ŕőáâàőĺň ďńï áĺňňěâàĺçŋőľ äãŋłæĺĺ áåěňã čńãąĺŋë O(lg n), ă ğăâěň ĺ ĺáłőňãî äőàňãńã. Ćáě áåěňë ŕàěďŕőńăčăîâáï áőáâăćńěŋŋëňĺ ĺğ íńěňěŋâőć AND, OR ĺ NOT.

a. Ŕőáâàőľâě áåěňã čńãąĺŋë O(lg n) ďńï ďńï äãŋłæĺĺ ąőńìèĺŋáâćă (majority function)

majority_n(x_1, . . . , x_n) = { 1 ěáńĺ x_1 + x_2 + . . . + x_n > n/2 0 ĺŋăçě

(Şłăğăŋĺě: ŕőáâàőľâě ďěàěćő áãňňăâőàőć.)

b. Ŕãáâì áãéěáâćãěâ áåěňă čńãąĺŋë d, ćëçĺáńïîéăï ďăŋŋãî ąãńěćã äãŋłæĺî f. Ŕőłăęĺâě, çâő âőčďă ďńï f áãéěáâćãěâ äőàňãńă ďńĺŋë O(2^d) (ć çăáâŋőáâĺ, ďńï äãŋłæĺĺ ąőńìèĺŋáâćă áãéěáâćãěâ äőàňãńă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ ďńĺŋë).

c. Ŕőłăęĺâě, çâő áĺňňěâàĺçŋăï ńőčĺçěáłăï äãŋłæĺï ňőęěâ ąëâì ğăŕĺáăŋă łăł äãŋłæĺï áãňňë áćőĺå ăàčãňěŋâőć.

d. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï łăęďőľ áĺňňěâàĺçŋőľ ąãńěćőľ äãŋłæĺĺ n ăàčãňěŋâőć áãéěáâćãěâ áåěňă čńãąĺŋë O(lg n).

e. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőľ áĺňňěâàĺçŋőľ ąãńěćőľ äãŋłæĺĺ n ăàčãňěŋâőć áãéěáâćãěâ äőàňãńă, ďńĺŋă łőâőàőľ őčàăŋĺçěŋă ŕőńĺŋőňőň őâ n (ěďĺŋëň ďńï ćáěå äãŋłæĺľ)

29.6 Łőňňěŋâăàĺĺ

Ąőńìèĺŋáâćő łŋĺč ŕő ăàĺäňěâĺçěáłĺň áåěňăň őąàăéăîâ ąőńìèě ćŋĺňăŋĺě ŋă ŕàăłâĺćěáłãî àěăńĺğăæĺî áåěň, çěň ŋă ńěęăéĺě ć ĺå őáŋőćě ăńčőàĺâňë. Łŋĺčă Śíćěďęă [173] — őďŋă ĺğ ŋěňŋőčĺå łŋĺč, ŕőáćïéñŋŋăï ăńčőàĺâňĺçěáłĺň ćőŕàőáăň. Ńěčłő çĺâăîâáï łŋĺčĺ Łăćăŋăčă [39] ĺ Ćăŋčă [108] ąőńěě ĺŋęěŋěàŋőčő áőďěàęăŋĺï. Śàěďĺ ďàãčĺå åőàőèĺå łŋĺč ňőęŋő ŋăğćăâì łŋĺčĺ Ţĺńńă ĺ Ŕěâěàáőŋă [96], ă âăłęě Łőåăćĺ [126] (á ãłńőŋőň ć âěőàĺî äőàňăńìŋëå ïğëłőć).

Ĺáâőàĺï ăàĺäňěâĺçěáłĺå ăńčőàĺâňőć ĺğńőęěŋă ć łŋĺčě Ăľłěŋă ĺ Ţőŕŕěàă [7]. Śńőęěŋĺě áâőńąĺłőňĺ ŕőïćĺńőáì ŋě ŕőğęě ăąăłă (łőâőàőňã ąőńěě 5000 ńěâ). Ŕěàćőě ňěåăŋĺçěáłőě ãáâàőľáâćő, ěčő àěăńĺğãîéěě, ąëńő áőğďăŋő Ą. Ŕăáłăńěň ć 1642 čőďã. Ćëçĺáńĺâěńìŋőě ãáâàőľáâćő, ŕőğćőńïîéěě ãňŋőęăâì ŕőćâőàŋëňĺ áńőęěŋĺïňĺ, ąëńő àăğàăąőâăŋő ŋěğăćĺáĺňő Ś. Ňőàńăŋďőň (S. Morland, 1666) ĺ Č. Ć. Ńěľąŋĺæěň (1671). ”Řãááłĺľ ŋăàőďŋëľ ăńčőàĺâň”, łăł ŕĺèěâ Łŋãâ [22], ąëń ĺğćěáâěŋ ěčĺŕěâáłĺň ňăâěňăâĺłăň ěéñ ć 1800 č. ďő ŋ. í.

Ĺďěï âàñå ćőğňőęŋëå âĺŕőć ŕěàěŋőáă ĺáŕőńìğőćăńăáì ć àěńěľŋőľ ćëçĺáńĺâěńìŋőľ ňăèĺŋě, ŕőáâàőěŋŋőľ ć Čăàćăàďě ć 40-ě čőďë ŋăèěčő ćěłă [180]. Ăńčőàĺâň á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć őďŋĺňĺ ĺğ ŕěàćëå őŕĺáăńĺ Ćăľŋąěàčěà ĺ Śňĺâ [199], ŋő ĺå ăńčőàĺâň âàěąőćăń íńěňěŋâőć á ąőńìèĺ́ň çĺáńőň ćåőďőć. Ăńčőàĺâň áńőęěŋĺï ďćãå n-àăğàïďŋëå çĺáěń ğă ćàěňï O(lg n) á íńěňěŋâăňĺ, ĺňěîéĺňĺ äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő ćåőďőć, ãłăğăń Őäňăŋ [152]

Ĺďěî ĺáŕőńìğőćăâì áńőęěŋĺě á ğăŕőňĺŋăŋĺěň ŕěàěŋőáőć ďńï ãňŋőęěŋĺï ćëáłăğăńĺ İáâàĺŋ, Čĺńåàĺáâ ĺ Ŕőňěàěŋ [64]. Ăâàãąĺŋ [13] ŕőáâàőĺń ąěáłőŋěçŋëľ ńĺŋěľŋő-ňăâàĺçŋëľ ãňŋőęĺâěńì ďńï çĺáěń ńîąőľ ďńĺŋë (n-ľ ąĺâ ŕàőĺğćěďěŋĺï ćëďăñâáï áàăğã ŕőáńě ŕőáâãŕńěŋĺï n-ëå ąĺâőć áőňŋőęĺâěńěľ). Ďěàěćő Şőńńěáă őŕĺáăń Şőńńěá [197] (ŋěğăćĺáĺňő ěčő ĺďěï ąëńă őâłàëâă Őäňăŋőň [152]).

Ăńčőàĺâňë ďěńěŋĺï ćőáåőďïâ ł Ĺ. Ŋìîâőŋã (ŕàĺďãňăćèěňã áćőľ ňěâőď ĺâěàăæĺľ őłőńő 1665 čőďă). Ć ğăďăçě 29.1 áâàőĺâáï áåěňă ďńï ďěńěŋĺï, ĺňěîéăï čńãąĺŋã čńãąĺŋë O(lg^2 n). Ć ďěľáâćĺâěńìŋőáâĺ ňőęŋő ŕőáâàőĺâì áåěňã čńãąĺŋë ćáěčő O(lg n) (Ąĺň,

Łãł ĺ Ţãćěà [19]).

30 Ăńčőàĺâňë ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ

Ś ŕőïćńěŋĺěň ňŋőčőŕàőæěááőàŋëå łőňŕìîâěàőć ćőğŋĺłńă ŋěőąåőďĺňőáâì ć àăğàăąőâłě ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňőć (parallel algorithms), łőâőàëě ĺáŕőńìğãîâ ćőğňőęŋőáâì őďŋőćàěňěŋŋőčő ćëŕőńŋěŋĺï ŋěáłőńìłĺå ďěľáâćĺľ. Şáĺńĺïňĺ ňŋőčĺå ĺááńěďőćăâěńěľ âăłĺě ăńčőàĺâňë àăğàăąőâăŋë ďńï ňŋőęěáâćă ğăďăç, ć âőň çĺáńě ĺ ďńï ğăďăç, àăááňőâàěŋŋëå ć ŕàěďëďãéĺå čńăćăå. Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňőâàĺň ŋěáłőńìłő ŕàőáâëå ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňőć ć łăçěáâćě ĺńńîáâàăæĺĺ őáŋőćŋëå ĺďěľ.

Śőàâĺàãîéĺě áěâĺ ĺ áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (čńăćë 28, 29) ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ňőďěńì ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ, ŋő ŋěďőáâăâőçŋő őąéãî. Ć íâőľ čńăćě ć łăçěáâćě ňőďěńĺ ĺáŕőńìğãîâáï ”ŕăàăńńěńìŋëě ňăèĺŋë á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň”. Őŋĺ ãďőąŋë ďńï őŕĺáăŋĺï ăńčőàĺâňőć àăąőâë áő áâàãłâãàăňĺ ďăŋŋëå (ňăááĺćăňĺ, ďěàěćìïňĺ, áŕĺáłăňĺ ĺ â. ď.). İâă ňőďěńì ďőáâăâőçŋő ąńĺğłă ł ŕàăłâĺłě ć âőň áňëáńě, çâő ěáńĺ őďĺŋ ăńčőàĺâň őłăğëćăěâáï íääěłâĺćŋěě ďàãčőčő ďńï íâőľ ňőďěńĺ, âő, łăł ŕàăćĺńő, őŋ ąãďěâ íääěłâĺćŋěě ĺ ŕàĺ ŕàăłâĺçěáłőľ àěăńĺğăæĺĺ.

30.0.1 Ŕăàăńńěńìŋăï ňăèĺŋă á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň (PRAM)

Şáâàőľáâćő ŕăàăńńěńìŋőľ ňăèĺŋë á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň (parallel random-access machine, PRAM) ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 30.1. Ŕàőæěááőàë P_0, . . . , P_{p−1} ĺáŕőńìğãîâ őąéãî ŕăňïâì (shared memory). Ćáě p ŕàőæěááőàőć ňőčãâ őďŋőćàěňěŋŋő ğăŕĺáëćăâì ĺŋäőàňăæĺî ć ŕăňïâì ĺńĺ çĺâăâì ĺğ ŕăňïâĺ, ă âăłęě ŕăàăńńěńìŋő ćëŕőńŋïâì ăàĺäňěâĺçěáłĺě ĺ ńőčĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ.

Ć łăçěáâćě ňěàë ďńï őæěŋłĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë ňë ćëąĺàăěň çĺáńő æĺłńőć ŕăàăńńěńìŋőčő ďőáâãŕă ł őąéěľ ŕăňïâĺ, áçĺâăï, çâő

Řĺáãŋőł 30.1 30.1. Şáâàőľáâćő PRAM-ňăèĺŋë. Ŕàőæěááőàë P0, P1, . . . , Pp−1 ĺáŕőńìğãîâ őąéãî ŕăňïâì. Łăęďëľ ŕàőæěááőà ňőęěâ ŕőńãçĺâì ďőáâãŕ ł ńîąőľ ïçěľłě ŕăňïâĺ ğă ěďĺŋĺçŋőě ćàěňï.

łăęďëľ âăłőľ æĺłń ğăŋĺňăěâ äĺłáĺàőćăŋŋőě ćàěňï. Ŋă ŕàăłâĺłě íâő ŋě áőćáěň âăł, ŕőáłőńìłã ćàěňï ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ ğăćĺáĺâ őâ łőńĺçěáâćă ĺáŕőńìğãěňëå ŕàőæěááőàőć. Šěň ŋě ňěŋěě, ć àěăńìŋëå ňŋőčőŕàőæěááőàŋëå łőňŕìîâěàăå ďőáâãŕ ł ŕăňïâĺ (őąëçŋő á ŕőňőéìî áŕěæĺăńìŋőľ áěâĺ łőňňãâăæĺĺ) ďěľáâćĺâěńìŋő ğăŋĺňăěâ ąőńìèãî çăáâì ćàěňěŋĺ, âăł çâő çĺáńő őąàăéěŋĺľ ł ŕăňïâĺ ïćńïěâáï àăğãňŋőľ őæěŋłőľ ćàěňěŋĺ àăąőâë.

Ŕàĺ őæěŋłě ăńčőàĺâňőć ďńï PRAM ŋěőąåőďĺňő ãçĺâëćăâì ŋě âőńìłő ćàěňï àăąőâë, ŋő ĺ łőńĺçěáâćő ĺáŕőńìğãěňëå ŕàőæěááőàőć. Ć íâőň áőáâőĺâ ćăęŋőě őâńĺçĺě őâ őďŋőŕàőæěááőàŋőľ ňőďěńĺ, čďě ňë ĺŋâěàěáãěňáï ć őáŋőćŋőň ćàěňěŋěň àăąőâë. Łăł ŕàăćĺńő, ãňěŋìèěŋĺě çĺáńă ŕàőæěááőàőć ŕàĺćőďĺâ ł áőőâćěâáâćãîéěňã ãćěńĺçěŋĺî ćàěňěŋĺ àăąőâë. İâőâ ćőŕàőá őąáãęďăěâáï ć àăğďěńě 30.3.

30.0.2 Ŕăàăńńěńìŋëľ ĺ ĺáłńîçĺâěńìŋëľ ďőáâãŕ ł ŕăňïâĺ

Śãéěáâćãěâ ŋěáłőńìłő ŕőďåőďőć ł ĺáŕőńìğőćăŋĺî őąéěľ ŕăňïâĺ. Ć ăńčőàĺâňăå á őďŋőćàěňěŋŋëň çâěŋĺěň (concurrent-read algorithms) ŋěáłőńìłő ŕàőæěááőàőć ňőčãâ őďŋőćàěňěŋŋő áçĺâëćăâì ĺŋäőàňăæĺî ĺğ őďŋőľ ïçěľłĺ. Ć ăńčőàĺâňăå á ĺáłńîçăîéĺň çâěŋĺěň (exclusive-read algorithms) őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě (ĺğ őďŋőľ ïçěľłĺ ŕăňïâĺ) ğăŕàěéěŋő. Ŕőďőąŋëň ęě őąàăğőň ăńčőàĺâňë ďěńïâáï ŋă ăńčőàĺâňë á őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáìî (concurrent-write algorithms) ĺ ăńčőàĺâňë á ĺáłńîçăîéěľ ğăŕĺáìî (exclusive-write algorithms). Šăłĺň őąàăğőň, ćőğňőęŋő çěâëàě ćĺďă őąéěľ ŕăňïâĺ, ďńï łőâőàëå âàăďĺæĺőŋŋő ãŕőâàěąńïîâáï áńěďãîéĺě ŋăğćăŋĺï:

• EREW (exclusive-read exclusive-write): ĺáłńîçăîéěě çâěŋĺě ĺ ĺáłńîçăîéăï ğăŕĺáì, • CREW: őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě ĺ ĺáłńîçăîéăï ğăŕĺáì, • ERCW: ĺáłńîçăîéěě çâěŋĺě ĺ őďŋőćàěňěŋŋăï ğăŕĺáì, • CRCW: őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě ĺ őďŋőćàěňěŋŋăï ğăŕĺáì. Ďăńěě ňë ąãďěň čőćőàĺâì, ŋăŕàĺňěà, ő EREW-ňăèĺŋě ĺńĺ CREWăńčőàĺâňě, ĺňěï ć ćĺďã áőőâćěâáâćãîéĺľ âĺŕ őąéěľ ŕăňïâĺ.

Ŋăĺąőńěě ãŕőâàěąĺâěńìŋë ňőďěńĺ EREW ĺ CRCW. §áŋő, çâő ćáě ăńčőàĺâňë, łőâőàëě ňőčãâ ćëŕőńŋïâìáï ŋă EREW-ňăèĺŋě, ňőčãâ ćëŕőńŋïâìáï ĺ ŋă CRCW-ňăèĺŋě, ŋő ŋě ŋăőąőàőâ. Ăŕŕăàăâŋăï ŕőďďěàęłă ňőďěńĺ EREW ŕàőéě ĺ ąëáâàěě (ĺğ-ğă őâáãâáâćĺï łőŋäńĺłâőć ŕàĺ ğăŕĺáĺ ĺ çâěŋĺĺ). Řěăńĺğăæĺï ňőďěńĺ CRCW ąőńěě áńőęŋă, ěáńĺ ňë åőâĺň őąěáŕěçĺâì åőâï ąë ŕàĺňěàŋő őďĺŋăłőćőě ćàěňï ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ ďńï ćáěå ćăàĺăŋâőć ďőáâãŕă, ŋő á âőçłĺ ğàěŋĺï ŕàőčàăňňĺáâă íâă ňőďěńì ğŋăçĺâěńìŋő ŕàőéě ĺ ãďőąŋěě.

Ĺğ ďćãå őáâăćèĺåáï âĺŕőć (CREW, ERCW) ąőńěě ŕőŕãńïàŋă ňőďěńì CREW, åőâï ŋă ŕàăłâĺłě àěăńĺğőćăâì őďŋőćàěňěŋŋãî ğăŕĺáì ŋě áńőęŋěě, çěň őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě. Ć íâőľ čńăćě áçĺâăěâáï, çâő ćáě ăńčőàĺâňë, ĺáŕőńìğãîéĺě őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě ĺńĺ ğăŕĺáì (åőâï ąë őďŋő ĺğ ďćãå) ŕàěďŋăğŋăçěŋë ďńï CRCWňăèĺŋë. Ňë ćěàŋñňáï ł áàăćŋěŋĺî àăğńĺçŋëå ňőďěńěľ ć ć àăğďěńě 30.2.

Ŕàĺ àăááňőâàěŋĺĺ őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ áńěďãěâ ãâőçŋĺâì, çâő ąãďěâ ŋăåőďĺâìáï ć ïçěľłě ŕőáńě ğăŕĺáĺ. Ć íâőľ čńăćě ĺáŕőńìğãěâáï ňőďěńì őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ őąéěčő ğŋăçěŋĺï (common-CRCW model), ć łőâőàőľ ćáě ŕàőæěááőàë, ŕàőĺğćőďïéĺě ğăŕĺáì ć ďăŋŋãî ïçěľłã, őąïğăŋë ğăŕĺáëćăâì âãďă őďŋő ĺ âő ęě ğŋăçěŋĺě. Ć ńĺâěàăâãàě ćáâàěçăîâáï ĺ ďàãčĺě ňőďěńĺ: • ŕàőĺğćőńìŋëľ ćëąőà (arbitrary): áőåàăŋïěâáï őďŋő (ŕàőĺğćőńìŋőě) ğŋăçěŋĺě ĺğ ğăŕĺáëćăěňëå;

• ŕàĺőàĺâěâë (priority): áőåàăŋïěâáï ğŋăçěŋĺě, ŕőáâãŕĺćèěě őâ ŕàőæěááőàă á ŋăĺňěŋìèĺň ŋőňěàőň;

• łőňąĺŋăæĺï (combinational): áőåàăŋïěâáï ŋěłőâőàăï łőňąĺŋăæĺï (ŋăŕàĺňěà, áãňňă ĺńĺ ňăłáĺňãň) ŕőáâãŕĺćèĺå ŋă ğăŕĺáì ğŋăçěŋĺľ.

Ć ŕőáńěďŋěň áńãçăě áőåàăŋïěňőě ğŋăçěŋĺě őąëçŋő ïćńïěâáï łőňňãâăâĺćŋőľ ĺ ăááőæĺăâĺćŋőľ äãŋłæĺěľ ğŋăçěŋĺľ, ŕőáâãŕăîéĺå ŋă ğăŕĺáì.

30.0.3 Śĺŋåàőŋĺğăæĺï

Ďńï ŕàăćĺńìŋőľ àăąőâë ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňőć àăąőâã ŕàőæěááőàőć áńěďãěâ áĺŋåàőŋĺğĺàőćăâì. Łàőňě âőčő, çăáâő âàěąãěâáï ŕàőćěàïâì ãáńőćĺï, ğăćĺáïéĺě őâ áőáâőïŋĺï ćáěå ŕàőæěááőàőć áàăğã, ŕàĺçñň ęěńăâěńìŋő ďěńăâì íâő ğă ŕőáâőïŋŋőě ćàěňï, ŋě ğăćĺáïéěě őâ çĺáńă ŕàőæěááőàőć. Ŋă ŕàăłâĺłě áĺŋåàőŋĺğăæĺï ĺ ŕàőćěàłĺ őáãéěáâćńïîâáï á ŕőňőéìî áŕěæĺăńìŋőľ ãŕàăćńïîéěľ áěâĺ, áőěďĺŋïîéěľ ćáě ŕàőæěááőàë. İâă áěâì àăąőâăěâ ŕàĺňěàŋő á âőľ ęě áłőàőáâìî, çâő ĺ áěâì, őąěáŕěçĺćăîéăï ďőáâãŕ ł őąéěľ ŕăňïâĺ.

Ć ďăńìŋěľèěň ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő á ŕőňőéìî ãŕàăćńïîéěľ áěâĺ ğă ćàěňï O(1) ňőęŋő ŕàőćěàĺâì łăłőě-ńĺąő ãáńőćĺě (ŋăŕàĺňěà, ãáńőćĺě őłőŋçăŋĺï æĺłńă) őďŋőćàěňěŋŋő ćő ćáěå ŕàőæěááőàăå (æĺłń ğăćěàèăěâáï, ěáńĺ ćáě ŕàőæěááőàë á íâĺň áőčńăáŋë). Ĺŋőčďă àăááňăâàĺćăîâ EREW-ňőďěńĺ ąěğ âăłőčő ňěåăŋĺğňă, ĺ âőčďă ŕőďőąŋăï ŕàőćěàłă ğăŋĺňăěâ ńőčăàĺäňĺçěáłőě ćàěňï, łőâőàőě ďőńęŋő ąëâì ćłńîçěŋő ć őąéěě ćàěňï àăąőâë (áň. ãŕà. 30.1-8). Ć àăğďěńě 30.2 ąãďěâ ŕőłăğăŋő, çâő ŋă CRCW-ňăèĺŋě ãáńőćĺě őłőŋçăŋĺï ňőęŋő ŕàőćěàĺâì ğă ćàěňï O(1), ŋě ĺáŕőńìğãï ãŕàăćńïîéãî áěâì (á ŕőňőéìî őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ).

30.0.4 Ŕńăŋ čńăćë

Ć àăğďěńě 30.1 àăááňăâàĺćăěâáï ňěâőď ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň ĺ ěčő ĺáŕőńìğőćăŋĺě ďńï őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć áŕĺáłă, ă âăłęě ăŋăńőčĺçŋëě ňěâőďë ďńï àăąőâë á ďěàěćìïňĺ. Řăğďěń 30.2 ŕőáćïéñŋ áàăćŋěŋĺî CRCW- ĺ EREW-ňăèĺŋ ĺ ŕàěĺňãéěáâćăň őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ.

Ć àăğďěńě 30.3 ďőłăğëćăěâáï âěőàěňă Ąàěŋâă ő ňőďěńĺàőćăŋĺĺ áåěň ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć ć ňőďěńĺ PRAM. Łàőňě íâőčő, ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăěâáï ŕőŋïâĺě íääěłâĺćŋőáâĺ ŕő ğăâàăâăň ĺ ďăîâáï ãáńőćĺï, ŕàĺ łőâőàëå çĺáńő ŕàőæěááőàőć ňőęěâ ąëâì ãňěŋìèěŋő ąěğ ŕőâěàĺ íääěłâĺćŋőáâĺ. Ć àăğďěńě 30.4 ćŋőćì àăááňăâàĺćăěâáï ğăďăçă őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć áŕĺáłă ĺ őŕĺáëćăěâáï íääěłâĺćŋëľ ŕő ğăâàăâăň ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ďńï íâőľ ğăďăçĺ. Ŋăłőŋěæ, àăğďěń 30.5 ŕőáćïéñŋ ğăďăçě ő ŋăàãèěŋĺĺ áĺňňěâàĺĺ. Ŕàĺćőďĺâáï ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕőğćőńïěâ àěèĺâì íâã ğăďăçã ğă ćàěňï, áãéěáâćěŋŋő ňěŋìèěě ńőčăàĺäňĺçěáłőčő.

Ŕăàăńńěńìŋëě ăńčőàĺâňë, àăááňőâàěŋŋëě ć íâőľ čńăćě, ŕő áãéěáâćã őâŋőáïâáï ł âěőàĺĺ čàăäőć. İâő ćáěčő ńĺèì őďŋă ĺğ ňŋőčĺå őąńăáâěľ, čďě ŕăàăńńěńìŋëě ăńčőàĺâňë ŕàĺňěŋïîâáï — ŋő ŋă íâőň ŕàĺňěàě ňë ĺńńîáâàĺàãěň ďőáâăâőçŋő őąéĺě ĺďěĺ ĺ ňěâőďë.

30.1 Ŕěàěåőďë ŕő ãłăğăâěńïň

Ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăěâáï ňěâőď ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň — ćăęŋőě áàěďáâćő ďńï ŕőáâàőěŋĺï ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňőć őąàăąőâłĺ áŕĺáłőć. Ś ŕőňőéìî íâőčő ňěâőďă áâàőĺâáï ăńčőàĺâň, ŕőğćőńïîéĺľ ğă ćàěňï O(lg n) ŋăľâĺ ŕőńőęěŋĺě ć áŕĺáłě (àăááâőïŋĺě ďő łőŋæă áŕĺáłă) ďńï ćáěå íńěňěŋâőć áŕĺáłă ďńĺŋőľ n. Ŕőåőęĺľ ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâáï ďńï ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć áŕĺáłă ďńĺŋőľ n ğă ćàěňï O(lg n). Ňë ãłăęěň âăłęě áŕőáőą, ŕőğćőńïîéĺľ áćőďĺâì ňŋőčĺě ğăďăçĺ ő ďěàěćìïå ł ğăďăçăň ő áŕĺáłăå, àěèăěňëň á ŕőňőéìî ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň. Ćáě ăńčőàĺâňë ć íâőň àăğďěńě ŋě âàěąãîâ őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ ĺ ŕőâőňã ňőčãâ ąëâì àěăńĺğőćăŋë ŋă EREW-ňăèĺŋě.

30.1.1 Ŋőňěà ć áŕĺáłě

Śŕĺáőł ć PRAM-ňăèĺŋě åàăŋĺâáï őąëçŋëň őąàăğőň. Ŕàĺ íâőň ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ğă łăęďëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă őâćěçăěâ áćőľ ŕàőæěááőà, âő ěáâì çâő i-ëľ ŕàőæěááőà őâćěçăěâ ğă íńěňěŋâ áŕĺáłă, åàăŋïéĺľáï ć i-őľ ïçěľłě ŕăňïâĺ. (Ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà

Řĺáãŋőł 30.2 30.2. Ĺáŕőńìğőćăŋĺě ňěâőďă ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň ďńï ćëçĺáńěŋĺï àăááâőïŋĺľ ďő łőŋæă áŕĺáłă ğă ćàěňï O(lg n). (a). Ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě: ćáě ğŋăçěŋĺï d àăćŋë 1. (b)–(d). Śőáâőïŋĺï áŕĺáłă ŕőáńě łăęďőčő ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă while ć ăńčőàĺâňě List-Rank. Ć łőŋæě ğŋăçěŋĺě d áőćŕăďăěâ á àăááâőïŋĺěň ďő łőŋæă áŕĺáłă.

íâőčő íńěňěŋâă ć áŕĺáłě ňőęěâ ąëâì ńîąëň.) Ŋă àĺá. 30.2(a) ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà áŕĺáłă ĺğ őąêěłâőć ⟨3, 4, 6, 0, 1, 5⟩. Ŕőáłőńìłã ďńï łăęďőčő íńěňěŋâă ĺňěěâáï áőąáâćěŋŋëľ ŕàőæěááőà, ćáě íńěňěŋâë áŕĺáłă ňőęŋő őąàăąăâëćăâì ŕăàăńńěńìŋő.

Ŕãáâì ďăŋ őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł L ĺğ n íńěňěŋâőć, ĺ ďńï łăęďőčő ěčő íńěňěŋâă âàěąãěâáï ŋăľâĺ àăááâőïŋĺě ďő łőŋæă áŕĺáłă. Ąőńěě äőàňăńìŋő, ěáńĺ next[i] – ãłăğăâěńì őąêěłâă i ŋă áńěďãîéĺľ őąêěłâ, âő àăááâőïŋĺě ďő łőŋæă áŕĺáłă ğăďăñâáï ĺŋďãłâĺćŋő áńěďãîéĺň őąàăğőň: d[i] = { 0 ěáńĺ next[i] = nil d[next[i]] + 1 ěáńĺ next[i] ≠ nil İâă ğăďăçă ŋăğëćăěâáï ğăďăçěľ ő ŋőňěàě ć áŕĺáłě (list-ranking problem).

Šàĺćĺăńìŋőě àěèěŋĺě áőáâőĺâ ć ćëçĺáńěŋĺĺ àăááâőïŋĺľ ŕőáńěďőćăâěńìŋő, ŋăçĺŋăï á łőŋæă áŕĺáłă. Ŕàĺ íâőň ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ Θ(n), ŕőáłőńìłã k-ľ á łőŋæă őąêěłâ ňőęěâ ąëâì őąàăąőâăŋ ńĺèì ŕőáńě k − 1 áńěďãîéĺå ğă ŋĺň őąêěłâőć. Šăłőě àěèěŋĺě ŕő áãâĺ ïćńïěâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋëň, ă ŋě ŕăàăńńěńìŋëň — ć łăęďëľ ňőňěŋâ ăłâĺćěŋ âőńìłő őďĺŋ ŕàőæěááőà. Řăááňőâàĺň âěŕěàì ăńčőàĺâň á ćàěňěŋěň àăąőâë Θ(lg n).

List-Rank(L) 1 for(ďńï) łăęďőčő ŕàőæěááőàă 2 do if next[i] = nil 3 then d[i] ← 0 4 else d[i] ← 1 5 while áãéěáâćãěâ őąêěłâ i, ďńï łőâőàőčő next[i] ≠ nil 6 do for(ďńï) łăęďőčő ŕàőæěááőàă i 7 do if next[i] ≠ nil 8 then d[i] ← d[i] + d[next[i]] 9 next[i] ← next[next[i]] Ŋă àĺá. 30.2 ŕőłăğăŋë áőáâőïŋĺï áŕĺáłă ŕěàěď łăęďëň ŕőćâőàěŋĺěň æĺłńă while ć áâàőłăå 5–9. Śőáâőïŋĺě áŕĺáłă ŕőáńě ğăŕőńŋěŋĺï ŕőńěľ d[i] (áâàőłĺ 1–4) ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 30.2(a). Ŋă ŕěàćőň èăčě ã ćáěå őąêěłâőć, łàőňě ŕőáńěďŋěčő, ãłăğăâěńĺ ŋě àăćŋë nil, ŕőíâőňã áâàőłĺ 8–9 ćëŕőńŋïîâáï ďńï ŕěàćëå ŕïâĺ ŕàőæěááőàőć. Ŕőńãçăěâáï áőáâőïŋĺě áŕĺáłă, ŕőłăğăŋŋőě ŋă àĺá. 30-2(b). Ŋă áńěďãîéěň èăčě áâàőłĺ 8–9 ćëŕőńŋïîâáï âőńìłő ďńï ŕěàćëå çěâëàñå ŕàőæěááőàőć (ã ďćãå ŕőáńěďŋĺå őąêěłâőć ãłăğăâěńĺ ãęě àăćŋë nil). Řěğãńìâăâ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 30-2(c). Ŕàĺ âàěâìěň (ĺ ŕőáńěďŋěň) ćëŕőńŋěŋĺĺ æĺłńă àăąőâăîâ âőńìłő ďćă ŕěàćëå ŕàőæěááőàă. Łőŋěçŋëľ àěğãńìâăâ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 30-2(d).

Ĺďěï łőňŕőğĺæĺĺ ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň (pointer jumping) àěăńĺğőćăŋă ć áâàőłě 9, čďě ŕàőĺğćőďĺâáï őŕěàăæĺï next[i] ← next[next[i]]. Ğăňěâìâě, çâő íâĺ ďěľáâćĺï ŋăàãèăîâ áâàãłâãàã áŕĺáłă, ŕőáłőńìłã ňěŋïîâáï ŕőńï ãłăğăâěńěľ. Ěáńĺ ŋěőąåőďĺňő áőåàăŋĺâì áŕĺáőł, ŋěőąåőďĺňő áďěńăâì łőŕĺĺ ŕőńěľ ãłăğăâěńěľ ĺ ŕàőĺğćőďĺâì ďěľáâćĺï á łőŕĺïňĺ.

30.1.2 Łőààěłâŋőáâì

Űĺłń ć áâàőłăå 5–9 ĺňěěâ áńěďãîéĺľ ĺŋćăàĺăŋâ: ďńï ńîąőčő őąêěłâă i ńĺąő next[i] ãłăğëćăěâ ŋă őąêěłâ, ŋăåőďïéĺľáï ć áŕĺáłě ŋă àăááâőïŋĺĺ d[i], ńĺąő next[i] = nil ĺ d[i] ěáâì àăááâőïŋĺě ďő łőŋæă áŕĺáłă.

Ğăňěâìâě, çâő ďńï ŕàăćĺńìŋőľ àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋěőąåőďĺňă áĺŋåàőŋĺğăæĺï: çâěŋĺě ćáěå ãłăğăâěńěľ next[next[i]] (ć áâàőłě 9) ďőńęŋő ŕàőĺğőľâĺ ďő ğăŕĺáĺ ĺå ŋőćëå ğŋăçěŋĺľ.

Šěŕěàì ŕőłăęěň, çâő ŕàőčàăňňă List-Rank ŋě ĺáŕőńìğãěâ őďŋőćàěňěŋŋőčő őąàăéěŋĺï ł ŕăňïâĺ (ĺ ŕőíâőňã ňőęěâ ćëŕőńŋïâìáï ŋă EREW-ňăèĺŋě). §áŋő, çâő ć áâàőłăå 2–7, ă âăłęě ŕàĺ ğăŕĺáĺ ć áâàőłăå 8 ĺ 9 ŋě ŕàőĺáåőďĺâ őďŋőćàěňěŋŋőčő őąàăéěŋĺï ł őďŋőľ ïçěľłě, âăł łăł ğă łăęďëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă őâćěçăěâ áćőľ ŕàőæěááőà. Łàőňě âőčő, ŕěàěåőď ŕő ãłăğăâěńïň áőåàăŋïěâ áńěďãîéĺľ ĺŋćăàĺăŋâ: ďńï ńîąëå ďćãå àăğńĺçŋëå őąêěłâőć i ĺ j ńĺąő next[i] ≠ next[j], ńĺąő next[i] = next[j] = nil. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ćŋăçăńě íâő ãáńőćĺě ćëŕőńŋěŋő; őŋő áőåàăŋïěâáï ŕàĺ ĺáŕőńŋěŋĺĺ áâàőłĺ 9. Ŕőíâőňã ŕàĺ çâěŋĺĺ ć áâàőłě 9 ŋě ŕàőĺáåőďĺâ őďŋőćàěňěŋŋőčő őąàăéěŋĺï ł őďŋőľ ïçěľłě.

Ć áâàőłě 8 ŋě ŕàőĺáåőďĺâ őďŋőćàěňěŋŋőčő çâěŋĺï ąńăčőďăàï áĺŋåàőŋĺğăæĺĺ: ňë áçĺâăěň. çâő áŋăçăńă ćáě ŕàőæěááőàë çĺâăîâ d[i], ĺ ńĺèì ğăâěň d[next[i]]. Ć àěğãńìâăâě ŕàĺ i = next[j] áőďěàęĺňőě d[i] áŋăçăńă ŕàőçĺâëćăěâáï i-ň ŕàőæěááőàőň, ă ğăâěň j-ň. Ŕàĺ âăłőľ áĺŋåàőŋĺğăæĺĺ ăńčőàĺâň ňőęěâ àăąőâăâì ŋă EREWňăèĺŋě.

Ć ďăńìŋěľèěň ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŕàőčàăňň ŕàěďãáňőâàěŋă ŋăďńěęăéăï áĺŋåàőŋĺğăæĺï, ĺ ŕőďőąŋőčő àőďă âàěąőćăŋĺï ćáěčďă ćëŕőńŋěŋë.

30.1.3 Ăŋăńĺğ

Ŕãáâì áŕĺáőł L áőďěàęĺâ n íńěňěŋâőć. Ŕőłăęěň, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőáâăćńïěâ O(lg n). Ŕőáłőńìłã ĺŋĺæĺăńĺğăæĺï ĺ łăęďőě ćëŕőńŋěŋĺě æĺłńă while ğăŋĺňăîâ ćàěňï O(1), ďőáâăâőçŋő ŕőłăğăâì, çâő æĺłń ćëŕőńŋïěâáï lg n àăğ. İâő áńěďãěâ ĺğ âőčő, çâő ŕàĺ łăęďőň ćëŕőńŋěŋĺĺ æĺłńă ğŋăçěŋĺï d[i] ďńï âěå íńěňěŋâőć i, ďńï łőâőàëå next[i] ≠ nil, ãćěńĺçĺćăîâáï ćďćőě.

Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŕàőćěàłă ãáńőćĺï ć áâàőłě 5 ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(1) (ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ãŕàăćńïîéěľ áěâĺ). Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 30.1-8 ŕàěďńăčăěâáï àěăńĺğőćăâì íâã ŕàőćěàłã ąěğ âăłőľ áěâĺ, áőåàăŋĺć ćàěňï àăąőâë ŕàőčàăňňë O(lg n).

Łàőňě ćàěňěŋĺ àăąőâë, ďńï ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňőć ňë ąãďěň őæěŋĺćăâì âăłęě őąéĺě ğăâàăâë (work), âő ěáâì ŕàőĺğćěďěŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ŋă łőńĺçěáâćő ĺáŕőńìğãěňëå ŕàőæěááőàőć. İâă ćěńĺçĺŋă őæěŋĺćăěâ áćěàåã ćàěňï àăąőâë (őďŋőŕàőæěááőàŋőčő) ăńčőàĺâňă, ňőďěńĺàãîéěčő àăąőâã PRAM ŕãâñň ŕőáńěďőćăâěńìŋőčő ňőďěńĺàőćăŋĺï àăąőâë ćáěå ŕàőæěááőàőć.

Őąéĺě ğăâàăâë ŋă ćëçĺáńěŋĺě ŋőňěàőć ć áŕĺáłě áőáâăćńïîâ Θ(n lg n). Ŕőáłőńìłã őďŋőŕàőæěááőàŋëľ ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ğă ćàěňï Θ(n) (ğă őďĺŋ ŕàőåőď ŕő áŕĺáłã ňőęŋő ćëçĺáńĺâì àăááâőïŋĺï íńěňěŋâőć őâ ŋăçăńă áŕĺáłă, ă âăłęě ěčő ďńĺŋã), ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ăńčőàĺâňă List-Rank ŕàőæěááőàë ćëŕőńŋïîâ ć áãňňě ć lg n àăğ ąőńìèě ďěľáâćĺľ, çěň ŋěőąåőďĺňő őďŋőŕàőæěááőàŋőňã ăńčőàĺâňã.

Čőćőàïâ, çâő ăńčőàĺâň A ŋě ňěŋěě íääěłâĺćěŋ ŕő ğăâàăâăň, çěň ăńčőàĺâň B (A is work-efficient with respect to B), ěáńĺ őąéĺě ğăâàăâë A ŕàěćëèăîâ őąéĺě ğăâàăâë B ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã àăğ. Ăńčőàĺâň A ŋăğëćăěâáï íääěłâĺćŋëň ŕő ğăâàăâăň (work-efficient), ěáńĺ őŋ ŋě ňěŋěě íääěłâĺćěŋ, çěň ńîąőľ őďŋőŕàőæěááőàŋëľ ăńčőàĺâň. (Ć íâőň áńãçăě őŋ ŋě ňěŋěě íääěłâĺćěŋ, çěň ńîąőľ ăńčőàĺâň, ŕőáłőńìłã ňŋőčőŕàőæěááőàŋëľ ăńčőàĺâň ňőęŋő ňőďěńĺàőćăâì ŋă őďŋőň ŕàőæěááőàě, ŕőáńěďőćăâěńìŋő ňőďěńĺàãï àăąőâã łăęďőčő ŕàőæěááőàă.) Řăááňőâàěŋŋëľ ćëèě ăńčőàĺâň őâëáłăŋĺï ŋőňěàă ć áŕĺáłě ŋě ïćńïěâáï íääěłâĺćŋëň ŕő ğăâàăâăň, ŕőáłőńìłã áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâň á ğăâàăâăňĺ Θ(n). İääěłâĺćŋëľ ŕő ğăâàăâăň ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ďńï íâőľ ğăďăçĺ áâàőĺâáï ć àăğďěńě 30.4.

30.1.4 Ŕăàăńńěńìŋăï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć áŕĺáłă

Ňěâőď ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň ŕàĺňěŋïěâáï ŋě âőńìłő ďńï őŕàěďěńěŋĺï ŕőàïďłőćëå ŋőňěàőć íńěňěŋâőć áŕĺáłă. Łăł ŕőłăğăŋő ć àăğďěńě 29.2.2, őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć ŕőğćőńïěâ ąëáâàő áłńăďëćăâì çĺáńă. Ğďěáì ąãďěâ ŕőłăğăŋő, łăł ĺáŕőńìğőćăâì ňěâőď ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň ďńï őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć. Ăńčőàĺâň őąàăąăâëćăěâ ŕàěäĺłáë n-íńěňěŋâŋőčő áŕĺáłă ŋă EREW-ňăèĺŋě ğă ćàěňï O(lg n).

Ŕãáâì ⊗ — ăááőæĺăâĺćŋăï ąĺŋăàŋăï őŕěàăæĺï. Ğăďăçă őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć (prefix computation) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ŕő ďăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨x_1, x_2, . . . , x_n⟩ ŕőáâàőĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨y_1, y_2, . . . , y_n⟩, ďńï łőâőàőľ y_1 = x_1 ĺ

y_k = y_{k−1} ⊗ x_k = x_1 ⊗ x_2 ⊗ . . . ⊗ x_k

ďńï k = 2, 3, . . . , n. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, y_k ěáâì ”⊗-ŕàőĺğćěďěŋĺě” ŕěàćëå k íńěňěŋâőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ.

Ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő íńěňěŋâë x_1, . . . , x_n, ŕőďńěęăéĺě őąàăąőâłě, áćïğăŋë ć őďŋőáâőàőŋŋĺľ áŕĺáőł. (Ăŋăńőčĺçŋăï ğăďăçă ďńï ňăááĺćă àăááňăâàĺćăěâáï ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 30-1.2). Ğăňěâĺň ďńï ŋăçăńă, çâő ğăďăçã ő ŋőňěàě ć áŕĺáłě ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł çăáâŋëľ áńãçăľ ğăďăçĺ ő ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłě ŕàěäĺłáőć. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕãáâì łăęďëľ íńěňěŋâ áŕĺáłă àăćěŋ 1, ă őŕěàăæĺï ⊗ — őąëçŋőě áńőęěŋĺě. Šőčďă y_k = k, âő ěáâì ňë ćëçĺáńĺńĺ àăááâőïŋĺě ďő ŋăçăńă áŕĺáłă. Ŕőíâőňã őąàăąőâłã ŕàěäĺłáőć ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő ŋőňěàě ć áŕĺáłě — ŋãęŋő ńĺèì áŋăçăńă őąàăâĺâì áŕĺáőł (çâő ňőęŋő áďěńăâì ğă ćàěňï O(1)).

Ćěàŋñňáï ł ğăďăçě ő ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłě ŕàěäĺłáőć. Ććěďñň áńěďãîéĺě őąőğŋăçěŋĺï: [i, j] = x_i ⊗ x_{i+1} ⊗ . . . ⊗ x_j ŕàĺ 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n. Ć çăáâŋőáâĺ, [k, k] = x_k ĺ [i, k] = [i, j] ⊗ [j + 1, k] ŕàĺ 1 ⩽ i ⩽ j < k ⩽ n. Ŋăèă æěńì — ćëçĺáńĺâì y_k = [1, k] ďńï ćáěå k = 1, . . . , n. Ć ŕàőčàăňňě çěàěğ x[i] őąőğŋăçăěâáï ğŋăçěŋĺě őąêěłâă i. (Ŋăŕőňĺŋăěň, i ěáâì ăďàěá ć ŕăňïâĺ, ă âăłęě ŋőňěà őâćěâáâćěŋŋőčő ğă íâã ïçěľłã ŕàőæěááőàă, ĺ ŋĺłăł ŋě áćïğăŋ á k — ŕőàïďłőćëň ŋőňěàőň ć áŕĺáłě!) Ăńčőàĺâň ćëçĺáńïěâ y[i] = y_k = [1, k], čďě x[i] = x_k ěáâì k-ľ á ŋăçăńă íńěňěŋâ áŕĺáłă.

List-Prefix(L) 1 for(ďńï) łăęďőčő ŕàőæěááőàă i 2 do y[i] ← x[i] 3 while áãéěáâćãěâ őąêěłâ i, ďńï łőâőàőčő next[i] ≠ nil 4 do for(ďńï) łăęďőčő ŕàőæěááőàă i 5 do if next[i] ≠ nil 6 then y[next[i]] ← y[i] ⊗ y[next[i]] 7 next[i] ← next[next[i]] Ćĺďŋő, çâő ăńčőàĺâň ŕőåőę ŋă ăńčőàĺâň őŕàěďěńěŋĺï ŕőàïďłőćëå ŋőňěàőć íńěňěŋâőć. Őâńĺçăîâáï ńĺèì ĺŋĺæĺăńĺğăæĺï ĺ ĺğňěŋěŋĺě ğŋăçěŋĺľ y (ć ŕàěďëďãéěň ăńčőàĺâňě d). Ć ăńčőàĺâňě List- Rank ŕàőæěááőà i ĺğňěŋïěâ ğŋăçěŋĺě y[i], áőőâćěâáâćãîéěě áćőěňã őąêěłâã, âőčďă łăł ć ăńčőàĺâňě List-Prefix i-ľ ŕàőæěááőà ĺğňěŋïěâ ”çãęőě” ğŋăçěŋĺě y[next[i]]. (Ěáńĺ ąë ňë őąàăąăâëćăńĺ

Řĺáãŋőł 30.3 30.3. Řăąőâă ăńčőàĺâňă List-Prefix. (a). Ćŋăçăńě ďńï k-čő őąêěłâă ğŋăçěŋĺě y àăćŋő [k, k], ă ãłăğăâěńì next[k] ãłăğëćăěâ ŋă (k + 1)-ľ őąêěłâ (ãłăğăâěńì ŕőáńěďŋěčő – ŋă nil). (b)-(d). Ğŋăçěŋĺï y ĺ next ŕőáńě łăęďőčő ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă while (áâàőłĺ 3–6). Ć łőŋæě ăńčőàĺâňă (d) ďńï k-őčő őąêěłâă ğŋăçěŋĺě y àăćŋő [1, k].

ŋě ŕàěäĺłáë, ă áãääĺłáë, âő íâőľ àăğŋĺæë ąë ŋě ąëńő.) Łăł ĺ ăńčőàĺâň List-Rank, ăńčőàĺâň List-Prefix ŕőďďěàęĺćăěâ áńěďãîéĺľ ĺŋćăàĺăŋâ: ďńï ńîąëå ďćãå àăğńĺçŋëå őąêěłâőć i ĺ j ńĺąő next[i] ≠ next[j], ńĺąő next[i] = next[j] = nil. Ŕőíâőňã ŋě ŕàőĺáåőďĺâ őďŋőćàěňěŋŋőčő őąàăéěŋĺï ł ŕăňïâĺ, âăł çâő ăńčőàĺâň ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ŋă EREW-ňăèĺŋě.

Ŋă àĺá. 30.3 ŕőłăğăŋő áőáâőïŋĺě áŕĺáłă ŕěàěď łăęďëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă while. Űĺłń ĺňěěâ áńěďãîéĺľ ĺŋćăàĺăŋâ: ŕőáńě t-čő ŕőćâőàěŋĺï æĺłńă ãłăğăâěńĺ őåćăâëćăîâ 2^t ğćěŋìěć áŕĺáłă (ĺńĺ àăćŋë nil), ă k-ľ ŕő áŕĺáłã íńěňěŋâ åàăŋĺâ ğŋăçěŋĺě [max(1, k − 2^t + 1), k] ďńï k = 1, 2, . . . , n. Ŕěàěď ŕěàćëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă (t = 0) łăęďëľ őąêěłâ (łàőňě ŕőáńěďŋěčő) ãłăğëćăěâ ŋă áńěďãîéĺľ. Ć áâàőłě 6 ăńčőàĺâňă k-ľ íńěňěŋâ (âőçŋěě, őâćěçăîéĺľ ğă ŋěčő ŕàőæěááőà) ćëçĺáńïěâ ğŋăçěŋĺě [k, k +1] = [k, k]⊗[k +1, k +1], łőâőàőě ŕěàěďăñâáï (k + 1)-ňã íńěňěŋâã. Şłăğăâěńĺ ňěŋïîâáï âăł ęě, łăł ĺ ć ăńčőàĺâňě List-Rank. Śőáâőïŋĺě áŕĺáłă ŕőáńě ŕěàćőčő ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 30.3 (b). Ŕàĺ ćâőàőň ćëŕőńŋěŋĺĺ æĺłńă k-ľ íńěňěŋâ (ŕàĺ k = 2, 3, . . . , n − 2) ćëçĺáńïěâ ğŋăçěŋĺě [k − 1, k + 2] = [k − 1, k] ⊗ [k + 1, k +2], łőâőàőě ŕěàěďăñâáï k + 2-ňã íńěňěŋâã; àěğãńìâăâ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 30.3 (c). Ŋăłőŋěæ, ć åőďě âàěâìěčő (ŕőáńěďŋěčő) ćëŕőńŋěŋĺï æĺłńă őáâăćèĺěáï ďćă íńěňěŋâă ćëçĺáńïîâ ŋãęŋëě ğŋăçěŋĺï (àĺá. 30-3 (d)).

Łăł ĺ ŕàěďëďãéĺľ ăńčőàĺâň, ăńčőàĺâň List-Prefix àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(lg n), ă őąéĺě ğăâàăâë áőáâăćńïîâ O(n lg n).

30.1.5 Ňěâőď íľńěàőćă æĺłńă

Ć íâőň àăğďěńě àăááňőâàěŋ ňěâőď íľńěàőćă æĺłńă ĺ ěčő ĺáŕőńìğőćăŋĺě ć ğăďăçě ćëçĺáńěŋĺï čńãąĺŋë ćěàèĺŋ ďćőĺçŋőčő ďěàěćă. Ěáńĺ ďěàěćő ĺňěěâ n ćěàèĺŋ, âő ćëçĺáńěŋĺě ĺå čńãąĺŋ ğăľňñâ ćàěňï O(lg n); ŕàĺ íâőň ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăŋă âěåŋĺłă ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć.

Ďěàěćő åàăŋĺâáï ć ŕăňïâĺ âăł, łăł őŕĺáăŋő ć àăğďěńě 11.4: łăęďăï ćěàèĺŋă i ĺňěěâ ŕőńï parent[i] (àőďĺâěńì), left[i] (ńěćëľ àěąñŋőł) ĺ right[i] (ŕàăćëľ àěąñŋőł).

Ĺňěï őďĺŋ ŕàőæěááőà, ňőęŋő ćëçĺáńĺâì čńãąĺŋã ćáěå ćěàèĺŋ ďěàěćă á n ćěàèĺŋăňĺ ğă ćàěňï O(n). Łăł áőłàăâĺâì íâő ćàěňï, ĺáŕőńìğãï ŋěáłőńìłő ŕàőæěááőàőć? Ŕàőáâěľèĺľ ŕăàăńńěńìŋëľ ăńčőàĺâň áőáâőĺâ ć ďćĺęěŋĺĺ őâ łőàŋï ďěàěćă ł ńĺáâìïň á ãćěńĺçěŋĺěň áçñâçĺłă čńãąĺŋë. Ŕàĺ íâőň ćěàèĺŋă čńãąĺŋë k ďőáâĺčăěâáï ć ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ k, âăł çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ćëáőâě ďěàěćă. Ďńï ŕőńŋőčő ďěàěćă íâőâ ăńčőàĺâň âàěąãěâ ńőčăàĺäňĺçěáłőčő ćàěňěŋĺ, ŋő ąëćăîâ ďěàěćìï, ã łőâőàëå ćëáőâă àăćŋă n − 1. Ňěâőď íľńěàőćă æĺłńă, łőâőàëľ ňë áěľçăá ĺğńőęĺň, ŕőğćőńïěâ őąàăąőâăâì ńîąőě ďěàěćő á n ćěàèĺŋăňĺ ğă ćàěňï O(lg n) (ŋěğăćĺáĺňő őâ ěčő ćëáőâë).

İľńěàőćëň æĺłńőň ć čàăäě ŋăğëćăěâáï ŕãâì, ŕàőåőďïéĺľ àőćŋő őďĺŋ àăğ ŕő łăęďőňã àěąàã (ćěàèĺŋë ňőčãâ ŕàőåőďĺâìáï ňŋőčőłàăâŋő). Śőčńăáŋő ğăďăçě 23-2, áćïğŋëľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ĺňěěâ íľńěàőć æĺłń ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă ã łăęďőľ ćěàèĺŋë ćåőďŋăï ĺ ćëåőďŋăï áâěŕěŋĺ áőćŕăďăîâ. Ěáńĺ ŕàěćàăâĺâì áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ, ğăňěŋĺć łăęďőě àěąàő ďćãňï ŕàőâĺćőŋăŕàăćńěŋŋëňĺ, âő âăłőľ čàăä, őçěćĺďŋő, ąãďěâ ĺňěâì íľńěàőć æĺłń.

Ŕãáâì T – ďćőĺçŋőě ďěàěćő. Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ěčő ćěàèĺŋë ğăŋãňěàőćăŋë ŋěőâàĺæăâěńìŋëňĺ æěńëňĺ çĺáńăňĺ. Ś łăęďőľ ćěàèĺŋőľ ňë áćïğëćăěň âàĺ ŕàőæěááőàă A, B ĺ C; ãğńã á ŋőňěàőň i áőőâćěâáâćãîâ ŕàőæěááőàë á ŋőňěàăňĺ 3i, 3i + 1 ĺ 3i + 2. Řăááňőâàĺň őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćăàĺăŋâ ďěàěćă (á ãďćőěŋŋëňĺ àñąàăňĺ). İľńěàőć æĺłń (ĺńĺ őąåőď ďěàěćă) ňőęŋő ŕàěćàăâĺâì ć áŕĺáőł (áň. àĺá. 30.4(a)):

• A-ŕàőæěááőà ćěàèĺŋë ãłăğëćăěâ ŋă A-ŕàőæěááőà ńěćőčő àěąñŋłă, ěáńĺ őŋ ěáâì, ă ĺŋăçě ŋă B-ŕàőæěááőà âőľ ęě ćěàèĺŋë.

• B-ŕàőæěááőà ćěàèĺŋë ãłăğëćăěâ ŋă A-ŕàőæěááőà ŕàăćőčő àěąñŋłă, ěáńĺ őŋ ěáâì, ă ĺŋăçě ŋă C-ŕàőæěááőà âőľ ęě ćěàèĺŋë.

• C-ŕàőæěááőà ćěàèĺŋë ãłăğëćăěâ ŋă B-ŕàőæěááőà àőďĺâěńï, ěáńĺ íâő ńěćëľ àěąñŋőł, ĺ ŋă C-ŕàőæěááőà àőďĺâěńï, ěáńĺ íâő ŕàăćëľ àěąñŋőł. C-ŕàőæěááőà łőàŋěćőľ ćěàèĺŋë ãłăğëćăěâ ŋă nil. Šăłĺň őąàăğőň, áŕĺáőł ŋăçĺŋăěâáï ć A-ŕàőæěááőàě łőàŋěćőľ ćěàèĺŋë ĺ ğăłăŋçĺćăěâáï ć ěñ C-ŕàőæěááőàě. İâőâ áŕĺáőł ňőęěâ ąëâì ŕőáâàőěŋ ŕő ďăŋŋőňã ďěàěćã ğă ćàěňï O(1).

Čńãąĺŋã łăęďőľ ćěàèĺŋë ňőęŋő ŕőďáçĺâăâì łăł áãňňã ĺğňěŋěŋĺľ čńãąĺŋ ŕő ŕãâĺ ł ŋěľ (ŕő íľńěàőćőňã æĺłńã). Ąőńěě äőàňăńìŋő, ŕãáâì ć łăęďőň A-ŕàőæěááőàě ŋăåőďĺâáï çĺáńő 1, ć łăęďőň B-ŕàőæěááőàě — çĺáńő 0, ă ć łăęďőň C-ŕàőæěááőàě — çĺáńő (−1). Ŕàőĺğćěďñň ŕăàăńńěńìŋőě ćëçĺáńěŋĺě ŕàěäĺłáőć, ĺáŕőńìğãï ć łăçěáâćě őŕěàăæĺĺ őąëçŋőě áńőęěŋĺě. Ěčő àěğãńìâăâ ďńï ďěàěćă àĺá. 30.4(a) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 30.4(b).

Ŕőáńě íâőčő C-ŕàőæěááőà łăęďőľ ćěàèĺŋë ąãďěâ áőďěàęăâì ěñ čńãąĺŋã, ă A- ĺ B-ŕàőæěááőàë — ŋă ěďĺŋĺæã ąőńìèěě ğŋăçěŋĺě. İâő ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, ďćĺčăïáì ćďőńì íľńěàőćă æĺłńă. Ć áăňőň ďěńě, ł A-ŕàőæěááőàã ćěďñâ áâàěńłă ćŋĺğ ŕő ďěàěćã á ŋăçăńőň ć A- ĺńĺ B-ŕàőæěááőàě àőďĺâěńï; ł B-ŕàőæěááőàã ćěďñâ ńĺąő áâàěńłă ććěàå

Řĺáãŋőł 30.4 30.4. Ĺáŕőńìğőćăŋĺě ňěâőďă íľńěàőćă æĺłńă ďńï ćëçĺáńěŋĺï čńãąĺŋë ćěàèĺŋ ďćőĺçŋőčő ďěàěćă. (a) İľńěàőćã æĺłńã (őąåőďã ďěàěćă) áőőâćěâáâćãěâ áŕĺáőł. Łăęďëľ ŕàőæěááőà åàăŋĺâ çĺáńő, łőâőàőě ĺáŕőńìğãěâáï ŕàĺ ŕăàăńńěńìŋőň ćëçĺáńěŋĺĺ ŕàěäĺłáőć. (b) Řěğãńìâăâ ćëçĺáńěŋĺï ŕàěäĺłáőć ďńï ďěàěćă ŋă àĺáãŋłě (a). C-ŕàőæěááőà łăęďőľ ćěàèĺŋë (ğăçěàŋñŋŋëľ) áőďěàęĺâ ěñ čńãąĺŋã.

ĺğ C-ŕàőæěááőàă ńěćőčő ŕőâőňłă, ńĺąő áâàěńłă ĺğ A-ŕàőæěááőàă âőľ ęě ćěàèĺŋë; ł C-ŕàőæěááőàã ćěďñâ ńĺąő áâàěńłă ććěàå ĺğ Cŕàőæěááőàă ŕàăćőčő ŕőâőňłă, ńĺąő áâàěńłă ĺğ B-ŕàőæěááőàă âőľ ęě ćěàèĺŋë; ćő ćáěå áńãçăïå ŋăèě ãâćěàęďěŋĺě őáâăñâáï ćěàŋëň.

Śőğďăŋĺě áŕĺáłă ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(1), ă ŕăàăńńěńìŋăï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć — ćàěňï O(lg 3n), â. ě. O(lg n). Šăłĺň őąàăğőň, őąéěě ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg n). Ŕőáłőńìłã ŕăàăńńěńìŋăï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć ŋě âàěąãěâ őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ, ăńčőàĺâň ňőęěâ ąëâì àěăńĺğőćăŋ ŋă EREW-ňăèĺŋě.

Şŕàăęŋěŋĺï 30.1-1. Şłăęĺâě EREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ďńï łăęďőčő íńěňěŋâă n-íńěňěŋâŋőčő áŕĺáłă őŕàěďěńïěâ, ïćńïěâáï ńĺ őŋ áàěďŋĺň (⌊n/2⌋-ň), ğă ćàěňï O(lg n).

30.1-2. Ŕőáâàőľâě EREW-ăńčőàĺâň ďńï őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć ňăááĺćă x[1 . . .n] ğă ćàěňï O(lg n). (Ňőęŋő őąőľâĺáì ąěğ ãłăğăâěńěľ)

30.1-3. Ŕãáâì ć áŕĺáłě L ĺňěîâáï őąêěłâë ďćãå àăğŋëå âĺŕőć (ŋěłőâőàëě łàăáŋëě, ă őáâăńìŋëě áĺŋĺě). Şłăęĺâě íääěłâĺćŋëľ EREW-ăńčőàĺâň, äőàňĺàãîéĺľ ĺğ íâőčő áŕĺáłă ďćă: őďĺŋ ĺğ áĺŋĺå őąêěłâőć, ă ďàãčőľ ĺğ łàăáŋëå (á áőåàăŋěŋĺěň ćğăĺňŋőčő àăáŕőńőęěŋĺï).

30.1-4. Ŕãáâì ĺňěěâáï ŋěáłőńìłő ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï łőńìæěćëå áŕĺáłőć, áőďěàęăéĺå ć áőćőłãŕŋőáâĺ n íńěňěŋâőć. Şłăęĺâě íääěłâĺćŋëľ EREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ćëąĺàăěâ ŕő őďŋőňã ŕàěďáâăćĺâěńî ĺğ łăęďőčő áŕĺáłă ĺ áőőąéăěâ łăęďőňã íńěňěŋâã, łâő ïćńïěâáï ŕàěďáâăćĺâěńěň ěčő áŕĺáłă. (Śçĺâăěâáï, çâő ŕàőæěááőàë ğăŋãňěàőćăŋë ĺ łăęďőňã ŕàőæěááőàã ĺğćěáâěŋ ěčő áőąáâćěŋŋëľ ŋőňěà.)

30.1-5. Ŋăľďĺâě EREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(lg n) őŕàěďěńïěâ ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë àăğňěà ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć íâőľ ćěàèĺŋě. (Şłăğăŋĺě: áńěďãěâ ćğïâì àăğŋőáâì ďćãå ŕàěäĺłáőć áãňňë ćďőńì íľńěàőćă æĺłńă).

30.1-6. Ćěàèĺŋë ďěàěćă ňőęŋő ŋãňěàőćăâì ć àăğŋőň ŕőàïďłě. Řăááňőâàĺň âàĺ áŕőáőąă: łőàěŋì — ńěćőě ŕőďďěàěćő — ŕàăćőě ŕőďďěàěćő (preorder); ńěćőě ŕőďďěàěćő — łőàěŋì — ŕàăćőě ŕőďďěàěćő (inorder); ńěćőě ŕőďďěàěćő — ŕàăćőě ŕőďďěàěćő — łőàěŋì (postorder). Şłăęĺâě ďńï łăęďőčő ĺğ áŕőáőąőć ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ ŋőňěàă ćáěå ćěàèĺŋ.

30.1-7. Řăáŕàőáâàăŋĺâě ňěâőď íľńěàőćă æĺłńă ŋă ďěàěćìï á ŕàőĺğćőńìŋőľ áâěŕěŋìî ćěàèĺŋ (ćëąàăć ŕőďåőďïéěě ŕàěďáâăćńěŋĺě ďěàěćă). Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ čńãąĺŋã ćáěå n ćěàèĺŋ ďěàěćă (ć íâőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ) ğă ćàěňï O(lg n).

30.1-8. Ĺğňěŋĺâě ăńčőàĺâň List-Rank âăł, çâőąë ŕàőćěàłă ãáńőćĺï őłőŋçăŋĺï æĺłńă ŕàőĺğćőďĺńăáì ïćŋő (ąěğ ĺáŕőńìğőćăŋĺï ãŕàăćńïîéěľ áěâĺ), áőåàăŋĺć őæěŋłã ŋă àăąőâë. (Şłăğăŋĺě: áńěďĺâě ğă ŕěàćëň íńěňěŋâőň áŕĺáłă).

30.2 CRCW- ĺ EREW-ăńčőàĺâňë

Őďŋőćàěňěŋŋëľ ďőáâãŕ ł ŕăňïâĺ ć ŕăàăńńěńìŋëå łőňŕìîâěàăå ĺňěěâ áćőĺ ŕńîáë ĺ ňĺŋãáë. Ŋěďőáâăâłőň ïćńïěâáï áńőęŋőáâì ăŕŕăàăâŋőľ ŕőďďěàęłĺ âăłőčő ďőáâãŕă. Łàőňě âőčő, ćőğňőęŋőáâĺ őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă ĺáŕőńìğãîâáï ŋě âăł çăáâő. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå ąěğ íâĺå ćőğňőęŋőáâěľ âàãďŋő őąőľâĺáì. Ŋă ŕàăłâĺłě çăáâő ćëąĺàăěâáï őďĺŋ ĺğ ŕàőňěęãâőçŋëå ćăàĺăŋâőć.

Ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăîâáï ŕàěĺňãéěáâćă őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă. Śãéěáâćãîâ ğăďăçĺ, ďńï łőâőàëå ŋăĺńãçèĺľ CRCW-ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ąëáâàěě ŋăĺńãçèěčő EREWăńčőàĺâňă. Šăłőćă, ŋăŕàĺňěà, ğăďăçă őâëáłăŋĺï łőàŋěľ ďěàěćìěć ć čàăäě, ïćńïîéěňáï ńěáőň, ă âăłęě ğăďăçă ŕőĺáłă ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă ć ňăááĺćě. İâĺ ğăďăçĺ àăááňőâàěŋë ŋĺęě.

30.2.1 Ŕőńìğă ŕăàăńńěńìŋőčő çâěŋĺï

Ŕãáâì ďăŋő ŋěáłőńìłő ďćőĺçŋëå ďěàěćìěć, ğăďăŋŋëå áńěďãîéĺň őąàăğőň: łăęďăï ćěàèĺŋă i ĺňěěâ ãłăğăâěńì parent[i] ŋă àőďĺâěńï (ěáńĺ ćěàèĺŋă ïćńïěâáï łőàŋěň, âő parent[i] = nil). Šàěąãěâáï ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë i ŋăľâĺ łőàěŋì root[i] ďěàěćă, łőâőàőňã őŋă ŕàĺŋăďńěęĺâ. Ś łăęďőľ ćěàèĺŋőľ ňë áćïğëćăěň őďĺŋ ŕàőæěááőà.

Find-Roots(F ) 1 for(ďńï) łăęďőčő ŕàőæěááőàă i 2 do if parent[i] = nil 3 then root[i] ← i 4 while áãéěáâćãěâ ãğěń i, ďńï łőâőàőčő parent[i] ≠ nil 5 do for(ďńï) łăęďőčő ŕàőæěááőàă i 6 do if parent[i] ≠ nil 7 then root[i] ← root[parent[i]] 8 parent[i] ← parent[parent[i]] Řăąőâă ăńčőàĺâňă ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 30.5. Ŕőáńě ĺŋĺæĺăńĺğăæĺĺ (áâàőłĺ 1–3) łőàŋĺ ĺğćěáâŋë âőńìłő ďńï łőàŋěćëå ćěàèĺŋ (àĺá. 30.5 (a)). Ć æĺłńě while (áâàőłĺ 4–8) ŕàőĺáåőďïâ ŕěàěåőďë

Řĺáãŋőł 30.5 30.5. CREW-ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï łőàŋěľ ďěàěćìěć. Ŋőňěàă ćěàèĺŋ àăáŕőńőęěŋë àïďőň á ŋĺňĺ. Ćŋãâàĺ ćěàèĺŋ ŕőłăğăŋë ğŋăçěŋĺï root. Śâàěńłĺ őąőğŋăçăîâ ááëńłĺ parent. (a)–(d) Śőáâőïŋĺě ďěàěćă ŕěàěď łăęďëň ćëŕőńŋěŋĺěň æĺłńă while (áâàőłĺ 4–8). Ğăňěâĺň, çâő ňăłáĺňăńìŋăï ďńĺŋă ŕãâĺ ŕő áâàěńłăň ŋă łăęďőň èăčě ãňěŋìèăěâáï ćďćőě.

ŕő ãłăğăâěńïň ĺ ğăŕőńŋïîâáï ŕőńï root ã ćěàèĺŋ áńěďãîéĺå (ŕő čńãąĺŋě) ãàőćŋěľ. Ŋă àĺá. 30.5 (b)–(d) ŕőłăğăŋë áőáâőïŋĺï ďěàěćìěć ŕőáńě ŕěàćőčő, ćâőàőčő ĺ âàěâìěčő ćëŕőńŋěŋĺľ æĺłńă. Űĺłń ĺňěěâ áńěďãîéĺľ ĺŋćăàĺăŋâ: ŕőáńě t ŕőćâőàěŋĺľ æĺłńă ńĺąő parent[i] = nil ĺ root[i] áőďěàęĺâ ŕàăćĺńìŋëľ ãłăğăâěńì ŋă łőàěŋì, ńĺąő parent[i] ěáâì ŕàěďőł ŋă àăááâőïŋĺĺ 2^t.

Ăńčőàĺâň Find-Roots ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ŋă CREW-ňăèĺŋě; ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg d), čďě d — ňăłáĺňăńìŋăï ĺğ čńãąĺŋ ďěàěćìěć. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ćáě ğăŕĺáĺ ïćńïîâáï ĺáłńîçăîéĺňĺ — łăęďëľ ŕàőæěááőà ŕàőĺğćőďĺâ ğăŕĺáì âőńìłő ć ŕőńï áćőěľ ćěàèĺŋë. Őďŋăłő çâěŋĺě ć áâàőłăå 7 ĺ 8 ïćńïěâáï őďŋőćàěňěŋŋëň, ŕőáłőńìłã őďŋă ćěàèĺŋă ňőęěâ ąëâì ŕàěďłőň áàăğã ďńï ŋěáłőńìłĺå ďàãčĺå. Ŋăŕàĺňěà, ŋă àĺá. 30.5 (b) ŕàĺ ćâőàőň ćëŕőńŋěŋĺĺ æĺłńă ğŋăçěŋĺï root[4] ĺ parent[4] çĺâăîâáï ŕàőæěááőàăňĺ 18, 2 ĺ 7 őďŋőćàěňěŋŋő.

Ćàěňï àăąőâë áőáâăćńïěâ O(lg d) ŕő âěň ęě ŕàĺçĺŋăň, çâő ĺ ďńï ăńčőàĺâňă List-Rank.

Ŕãáâì âěŕěàì őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě ğăŕàěéěŋő. Šőčďă ňőęŋő ŕőłăğăâì, çâő ŋě áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâňă áő ćàěňěŋěň àăąőâë ňěŋìèě Ω(lg n) (čďě n — őąéěě łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ). Ŕàĺçĺŋă âãâ ć âőň, çâő ŋă łăęďőň èăčě çĺáńő ćěàèĺŋ, łőâőàëě ğŋăîâ áćőľ łőàěŋì, ãćěńĺçĺćăěâáï ŋě ąőńěě çěň ćďćőě, ŕőíâőňã âàěąãěâáï Ω(lg n) èăčőć (ďńï ńěáă ĺğ őďŋőčő ďěàěćă).

Ěáńĺ ňăłáĺňăńìŋăï ćëáőâă ďěàěćìěć ňăńă, âő ăńčőàĺâň Find- Roots àăąőâăěâ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ąëáâàěě, çěň ńîąőľ EREWăńčőàĺâň. Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ ćëáőâě ďěàěćă d = O(lg n) (ŕãáâì, áłăęěň, ĺňěěâáï ćáěčő őďŋő ŕőńŋőě ďěàěćő), CREW-ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(lg lg n), ă ńîąőľ EREW-ăńčőàĺâň âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(lg n).

Ďàãčőľ (ąőńěě ŕàőáâőľ) ŕàĺňěà ćëĺčàëèă őâ ŕăàăńńěńìŋőčő çâěŋĺï áň. ć ãŕà. 30.2-1.

30.2.2 Ŕőńìğă ŕăàăńńěńìŋőľ ğăŕĺáĺ

Řăááňőâàĺň ğăďăçã ő ŋăåőęďěŋĺĺ ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă ć ňăááĺćě ĺğ n ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń. Ňőęŋő ďőłăğăâì, çâő ďńï íâőľ ğăďăçĺ ŋăĺńãçèĺľ EREW-ăńčőàĺâň âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(lg n) ĺ çâő őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě ŋě ŕőğćőńïěâ ãňěŋìèĺâì ćàěňï àăąőâë. Őďŋăłő áãéěáâćãěâ CRCW-ăńčőàĺâň áő ćàěňěŋěň àăąőâë

Řĺáãŋőł 30.6 30.6. Őâëáłăŋĺě ňăłáĺňãňă ć ňăááĺćě ğă ćàěňï O(1) c ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă Fast-Max. Ďńï łăęďőľ (ãŕőàïďőçěŋŋőľ) ŕăàë ⟨i, j⟩ íńěňěŋâőć ňăááĺćă A = ⟨5, 6, 9, 2, 9⟩ ć âăąńĺæě ŕőłăğăŋ àěğãńìâăâ áàăćŋěŋĺï A[i] < A[j] (T őğŋăçăěâ true, F — false). Ěáńĺ ć áâàőłě ěáâì åőâï ąë őďŋă ąãłćă T, âő áőőâćěâáâćãîéĺľ íńěňěŋâ m àăćěŋ false, ĺŋăçě — true. İńěňěŋâë ňăááĺćă, ďńï łőâőàëå ć áâőńąæě m áâőĺâ ğŋăçěŋĺě true, ïćńïîâáï ňăłáĺňăńìŋëňĺ (ĺ ğăŕĺáëćăîâáï ć ïçěľłã max).

O(1). Ŋăŕőňŋĺň, çâő ňë àăááňăâàĺćăěň CRCW-ňőďěńì, ć łőâőàőľ ćáě ŕàőæěááőàë, ŕàőĺğćőďïéĺě ğăŕĺáì ć ďăŋŋãî ïçěľłã, ďőńęŋë ğăŕĺáëćăâì âãďă őďŋő ĺ âő ęě.

Ŕãáâì A[0 . . .n − 1] – ćåőďŋőľ ňăááĺć. Ŋăè CRCW-ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ n^2 ŕàőæěááőàőć. Łăęďëľ ŕàőæěááőà áàăćŋĺćăěâ łăłĺěâő ďćă íńěňěŋâă A[i] ĺ A[j], čďě 0 ⩽ i, j ⩽ n − 1, ĺ ŋãňěàãěâáï ŕăàőľ ĺŋďěłáőć (i, j).

Fast-Max(A) 1 n ← length[A] 2 for i ← 0 to n − 1 3 do m[i] ← true 4 for i ← 0 to n − 1 ĺ j ← 0 to n − 1 (ŕăàăńńěńìŋő) 5 do if A[i] < A[j] 6 then m[i] ← false 7 for i ← 0 to n − 1 (ŕăàăńńěńìŋő) 8 do if m[i] = true 9 then max ← A[j] 10 return max Ć áâàőłě 1 őŕàěďěńïěâáï ďńĺŋă ňăááĺćă A (łăłĺň-âő ĺğ ŕàőæěááőàőć). Ć áâàőłăå 2–3 łăęďëň íńěňěŋâőň ňăááĺćă m ğăŋĺňăěâáï łăłőľ-âő őďĺŋ ŕàőæěááőà (ĺå ã ŋăá ďőáâăâőçŋő — n^2) ĺ ŕőňěéăěâ âãďă ğŋăçěŋĺě true. (Ąãďãéĺľ áňëáń ňăááĺćă m âăłőć: m[i] ĺáâĺŋŋő, łőčďă A[i] — ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ ć ňăááĺćě).

Ďăńìŋěľèăï àăąőâă ăńčőàĺâňă ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 30.6. Ć áâàőłăå 4–6 ŕàőĺáåőďĺâ áàăćŋěŋĺě ćáěå ćőğňőęŋëå ŕăà A[i] ĺ A[j]. Ěáńĺ A[i] < A[j], âő A[i] ŋě ňőęěâ ąëâì ňăłáĺňăńìŋëň íńěňěŋâőň, ŕőíâőňã ňë ğăŕĺáëćăěň ć m[i] ğŋăçěŋĺě false (áâàőłă 6). Ŋěáłőńìłő àăğńĺçŋëå ŕàőæěááőàőć ňőčãâ őďŋőćàěňěŋŋő ŕàőĺğćőďĺâì ğăŕĺáì ć ïçěľłã m[i], ŋő ćáě őŋĺ ğăŕĺáëćăîâ őďŋő ĺ âő ęě ğŋăçěŋĺě – false.

Šăłĺň őąàăğőň, ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï áâàőł 4–6 m[i] ĺáâĺŋŋő ďńï âěå ĺ âőńìłő âěå ĺŋďěłáőć i, ďńï łőâőàëå A[i] — ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ. Ć áâàőłăå 7–9 ňăłáĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ŕőňěéăěâáï ć ŕěàěňěŋŋãî max, łőâőàăï ïćńïěâáï ćëåőďŋëň ğŋăçěŋĺěň (áâàőłă 10). Ł ŕěàěňěŋŋőľ max ňőčãâ őąàăéăâìáï áàăğã ŋěáłőńìłő ŕàőæěááőàőć, ŋő ćáě őŋĺ ŕàĺáćăĺćăîâ ěľ őďŋő ĺ âő ęě ğŋăçěŋĺě, łăł ĺ âàěąãěâáï ć ňőďěńĺ őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ őąéěčő ğŋăçěŋĺï.

Ŕőáłőńìłã ćëŕőńŋěŋĺě łăęďőčő ĺğ æĺłńőć ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(1)

(ćáě ŕàőæěááőàë àăąőâăîâ őďŋőćàěňěŋŋő), őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőáâăćńïěâ O(1). Ăńčőàĺâň ŋě ïćńïěâáï íääěłâĺćŋëň ŕő ğăâàăâăň: őąéĺě ğăâàăâë áőáâăćńïîâ n^2 ·O(1) = O(n^2), ă ŕàőáâěľèĺľ őďŋőŕàőæěááőàŋëľ ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ğă ćàěňï Θ(n). Ąőńěě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň àăááňăâàĺćăěâáï ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 30.2-6.

Ć áãéŋőáâĺ, ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ňăłáĺňãňă őáŋőćăŋ ŋă ćőğňőęŋőáâĺ ćëçĺáńĺâì ńőčĺçěáłőě Ĺ őâ n ăàčãňěŋâőć ğă ćàěňï O(1) ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ n ŕàőæěááőàőć ć ňőďěńĺ á őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáìî őąéěčő ğŋăçěŋĺï (ĺ ć ďàãčĺå, ąőńěě ňőéŋëå CRCW-ňőďěńïå). Ťăłâĺçěáłĺ ďńï i = 0, 1, . . . , n − 1 ćëçĺáńïěâáï m[i] = n−1⋀ j=0 (A[i] ⩾ A[j]) Ćőğňőęŋőáâì ąëáâàő ćëçĺáńïâì ńőčĺçěáłőě Ĺ őâ ňŋőčĺå ăàčãňěŋâőć ĺáŕőńìğãěâáï ĺ ć ďàãčĺå áĺâãăæĺïå. Ŋăŕàĺňěà, ć àăŋěě àăááňőâàěŋŋëå EREW-ăńčőàĺâňăå ňőęŋő őąőľâĺáì ąěğ ĺáŕőńìğőćăŋĺï ãŕàăćńïîéěľ áěâĺ ŕàĺ ŕàőćěàłě ãáńőćĺï őłőŋçăŋĺï æĺłńă, ğăćĺáïéěčő őâ áőáâőïŋĺï ćáěå ŕàőæěááőàőć, ěáńĺ íâő ãáńőćĺě ěáâì łőŋêîŋłæĺï ãáńőćĺľ, ŕàőćěàïěňëå ć łăęďőň ĺğ ŕàőæěááőàőć ğă ćàěňï O(1).

EREW-ňăèĺŋă ŋě őąńăďăěâ âăłĺňĺ ćőğňőęŋőáâïňĺ: ńîąőľ EREW-ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă ć ňăááĺćě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(lg n). Ŕàĺçĺŋă âãâ ć âőň, çâő ŕőáńě łăęďőčő èăčă ăńčőàĺâňă çĺáńő ŕőâěŋæĺăńìŋő ňăłáĺňăńìŋëå íńěňěŋâőć ãňěŋìèăěâáï ŋě ąőńěě çěň ćďćőě, ŕőáłőńìłã ďńï âőčő, çâőąë ĺáłńîçĺâì íńěňěŋâ ĺğ çĺáńă ”ŕőďőğàěćăěňëå”, ŋãęŋő, çâőąë őŋ őłăğăńáï ňěŋìèě łăłőčő-âő ďàãčőčő. Śńěďőćăâěńìŋő, łăęďőě áàăćŋěŋĺě őâąàăáëćăěâ ňăłáĺňãň őďĺŋ íńěňěŋâ, ă çĺáńő áàăćŋěŋĺľ ğă őďĺŋ èăč ŋě ňőęěâ ąëâì ąőńìèě ŕőńőćĺŋë çĺáńă őáâăćèĺåáï ŕőď ŕőďőğàěŋĺěň íńěňěŋâőć.

Ĺŋâěàěáŋő, çâő ŋĺęŋïï őæěŋłă Ω(lg n) áőåàăŋïěâáï, ďăęě ěáńĺ àăğàěèĺâì őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě, âő ěáâì ńîąőľ CREWăńčőàĺâň âăłęě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(lg n). Łãł, Ďćőàł ĺ Řăľèãł [50] ŕőłăğăńĺ, çâő ćàěňï àăąőâë CREW-ăńčőàĺâňă ŋě ňőęěâ ąëâì ňěŋìèě Ω(lg n) ďăęě ŕàĺ ŋăńĺçĺĺ ŋěőčàăŋĺçěŋŋőčő çĺáńă ŕàőæěááőàőć ĺ ŋěőčàăŋĺçěŋŋőľ ŕăňïâĺ. Šě ęě őæěŋłĺ ćěàŋë ĺ ďńï ğăďăçĺ ćëçĺáńěŋĺï ńőčĺçěáłőčő Ĺ őâ n ăàčãňěŋâőć.

30.2.3 Ňőďěńĺàőćăŋĺě CRCW-ňăèĺŋë á ŕőňőéìî EREW-ňăèĺŋë

Ňë ćĺďěńĺ, çâő CRCW-ăńčőàĺâňë ĺŋőčďă àăąőâăîâ ąëáâàěě áőőâćěâáâćãîéĺå EREW-ăńčőàĺâňőć (ŋő ŋě ŋăőąőàőâ: ńîąőľ EREW-ăńčőàĺâň ňőęěâ ćëŕőńŋïâìáï CRCW-ňăèĺŋőľ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ). Ĺâăł, CRCW-ňăèĺŋă őąńăďăěâ ąőńìèĺňĺ ćőğňőęŋő-

Řĺáãŋőł 30.7 30.7. Ňőďěńĺàőćăŋĺě őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ ŋă EREW-ňăèĺŋě. (a) Ÿăč ăńčőàĺâňă ć CRCW-ňőďěńĺ á őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáìî őąéěčő ğŋăçěŋĺï, łőčďă ŕàőæěááőàë őáãéěáâćńïîâ őďŋőćàěňěŋŋãî ğăŕĺáì (ŕàőæěááőàë P0, P2 ĺ P5). (b) Ňőďěńĺàőćăŋĺě íâőčő èăčă ŋă EREW-ňăèĺŋě. Ćŋăçăńě ŕăàă (ïçěľłă, ğŋăçěŋĺě) ğăŕĺáëćăěâáï ć ňăááĺć A. Ğăâěň ňăááĺć áőàâĺàãěâáï ŕő ŕěàćőľ łőňŕőŋěŋâě, ĺ ğăŕĺáëćăěâáï ńĺèì ŕěàćőě ĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őďĺŋăłőćëå ğŋăçěŋĺľ.

áâïňĺ, ŋő ŋăáłőńìłő őŋĺ ąőńìèě? Őłăğëćăěâáï, çâő ěáńĺ çĺáńő ŕàőæěááőàőć őčàăŋĺçěŋő, âő ňőęŋő őæěŋĺâì áćěàåã ŕàěĺňãéěáâćő CRCW-ňăèĺŋë ŕěàěď EREW-ňăèĺŋőľ:

Šěőàěňă 30.1. Ďńï ńîąőčő CRCW-ăńčőàĺâňă (ć ňőďěńĺ őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ őąéěčő ğŋăçěŋĺï), ĺáŕőńìğãîéěčő p ŕàőæěááőàőć, áãéěáâćãěâ EREW-ăńčőàĺâň ďńï âőľ ęě ğăďăçĺ, ćàěňï àăąőâë łőâőàőčő ąőńìèě ćàěňěŋĺ àăąőâë ĺáåőďŋőčő ăńčőàĺâňă ŋě ąőńěě çěň ć O(lg p) àăğ.

Ďőłăğăâěńìáâćő ĺáŕőńìğãěâ äăłâ, àăááňăâàĺćăěňëľ ć àăğďěńě 30.3: áãéěáâćãěâ EREW-ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ p íńěňěŋâőć, łőâőàëľ ĺáŕőńìğãěâ p ŕàőæěááőàőć ĺ àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(lg p).

Ďőáâăâőçŋő ãłăğăâì EREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ňőďěńĺàãěâ łăęďëľ èăč CRCW-ăńčőàĺâňă ğă ćàěňï O(lg p). Ŕőáłőńìłã çĺáńő ŕàőæěááőàőć ć őąőĺå áńãçăïå őďŋő ĺ âő ęě, ŋãęŋő ńĺèì áňőďěńĺàőćăâì őďŋőćàěňěŋŋëľ ďőáâãŕ ł ŕăňïâĺ. Ňë àăááňőâàĺň ćőŕàőá őą őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ, őáâăćĺć őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě çĺâăâěńî (ãŕà. 30.2-7).

Ďńï ňőďěńĺàőćăŋĺï őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ ĺáŕőńìğãěâáï ďőŕőńŋĺâěńìŋëľ ňăááĺć A àăğňěàă p. Řĺá. 30.7 ďěňőŋáâàĺàãěâ őáŋőćŋãî ĺďěî. Ěáńĺ ŕàőæěááőà P_i (ŕàĺ i = 0, 1, . . . , n − 1) ŋăŕàăćńïěâ ďńï ğăŕĺáĺ ć ïçěľłã á ŋőňěàőň l_i ğŋăçěŋĺě x_i, âő ć áőőâćěâáâćãîéěň EREW-ăńčőàĺâňě ŕăàă (l_i, x_i) ğăŕĺáëćăěâáï ć ïçěľłã A[i]. Ŕàĺ íâőň ğăŕĺáĺ őłăğëćăîâáï ĺáłńîçăîéĺňĺ. Ğăâěň ňăááĺć A áőàâĺàãěâáï ŕő ŕěàćőľ łőőàďĺŋăâě ğă ćàěňï O(lg p). Ŕőáńě íâőčő ćáě ďăŋŋëě, ŕőáâãŕĺćèĺě ďńï ğăŕĺáĺ ć ďăŋŋãî ïçěľłã, őłăğëćăîâáï àïďőň.

ŋăďŕĺáĺ ŋă łăàâĺŋłě:

őąéăï ŕăňïâì CRCW-ňăèĺŋë áőďěàęĺňőě CRCW-ŕăňïâĺ [ćňěáâő simulated CRCW global memory]

áőàâĺàőćłă Ğăâěň łăęďëľ ŕàőæěááőà P_i (ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n − 1) áàăćŋĺćăěâ ŕěàćëě łőőàďĺŋăâë áćőěčő ĺ ŕàěďèěáâćãîéěčő íńěňěŋâőć, âő ěáâì A[i] = (l_j, x_j ) ĺ A[i − 1] = (l_k, x_k). Ěáńĺ l_j ≠ l_k ĺńĺ i = 0, âő ŕàőæěááőà P_i ğăŕĺáëćăěâ ğŋăçěŋĺě x_j ć ïçěľłã l_j , ă ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ŋě ďěńăěâ ŋĺçěčő. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ğăŕĺáëćăěâáï ŕěàćőě ĺğ ŕőďàïď ĺďãéĺå ğŋăçěŋĺľ, ŕőáâãŕĺćèĺå ŋă ğăŕĺáì ć ďăŋŋãî ïçěľłã. Řěğãńìâăâ ćáěčő ŕàőæěááă ňőďěńĺàãěâ őďŋőćàěňěŋŋãî ğăŕĺáì, ă őąéěě ćàěňï áőáâăćńïěâ O(lg p).

Ňőęŋő áňőďěńĺàőćăâì ĺ ďàãčĺě ćăàĺăŋâë őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ (ãŕà. 30.2-9).

Łăłăï ęě ňőďěńì ŕàěďŕőçâĺâěńìŋěľ — EREW ĺńĺ CRCW? Ĺ ěáńĺ CRCW, âő łăłőľ ĺğ ćăàĺăŋâőć őďŋőćàěňěŋŋőľ ğăŕĺáĺ ĺáŕőńìğőćăâì? Śâőàőŋŋĺłĺ ňőďěńĺ CRCW ááëńăîâáï ŋă âő, çâő ŕàőčàăňňë ďńï CRCW ŕàőéě ĺ ąëáâàěě. Ŕàőâĺćŋĺłĺ čőćőàïâ, çâő őąőàãďőćăŋĺě ďńï őąěáŕěçěŋĺï őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ ğăňěďńïěâ íâőâ ďőáâãŕ, ŕőíâőňã ŋă ŕàăłâĺłě ćëĺčàëè ćő ćàěňěŋĺ ïćńïěâáï ňŋĺňëň. Ŋă áăňőň-âő ďěńě ŋěćőğňőęŋő ŋăľâĺ ňăłáĺňãň ć ňăááĺćě ğă ćàěňï O(1), čőćőàïâ őŋĺ.

Ďàãčăï âőçłă ğàěŋĺï áőáâőĺâ ć âőň, çâő ňőďěńì PRAM ćőőąéě ïćńïěâáï ŋěŕőďåőďïéěľ: ŕàőæěááőàë ďőńęŋë ąëâì áőěďĺŋěŋë ć áěâì ńĺŋĺïňĺ áćïğĺ, ĺ őąéěŋĺě ďőńęŋő ąëâì ćőğňőęŋő ńĺèì ňěęďã áőáěďŋĺňĺ ć áěâĺ ŕàőæěááőàăňĺ, âăł çâő áâàãłâãàă áěâĺ ïćńïěâáï çăáâìî ňőďěńĺ.

Ćŕàőçěň, áăň ćőŕàőá ő ”ěďĺŋáâćěŋŋő ŕàăćĺńìŋőľ ĺ ŕőďńĺŋŋő ŋăãçŋőľ” ňőďěńĺ ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ ŋě ĺňěěâ áňëáńă. Řăğŋëě ăáŕěłâë àěăńìŋëå łőňŕìîâěàőć őâàăęăîâáï àăğŋëňĺ ňőďěńïňĺ. Łăłőľ ĺğ ăáŕěłâőć ąőńěě ćăęěŋ, áâăŋěâ ïáŋő ć ąãďãéěň.

Şŕàăęŋěŋĺï 30.2-1. Ŕãáâì ńěá áőáâőĺâ ćáěčő ńĺèì ĺğ őďŋőčő ďěàěćă á n ãğńăňĺ. Ŕőłăęĺâě, çâő âőčďă áãéěáâćãěâ CREW-ăńčőàĺâň ŕőĺáłă łőàŋěľ áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(1) ŋěğăćĺáĺňő őâ čńãąĺŋë ďěàěćă. Ŕőłăęĺâě, çâő ńîąőľ EREW-ăńčőàĺâň ďăęě ŕàĺ íâőň ďőŕőńŋĺâěńìŋőň ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(lg n).

30.2-2. Şłăęĺâě EREW-ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă łőàŋěľ áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(lg n), čďě n – őąéěě łőńĺçěáâćő ãğńőć ć ďěàěćìïå.

30.2-3. Ŋăľďĺâě CRCW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ, ĺáŕőńìğãï n ŕàőæěááőàőć, ğă ćàěňï O(1) ćëçĺáńïěâ ńőčĺçěáłőě ĹŃĹ őâ n ăàčãňěŋâőć.

30.2-4. Őŕĺèĺâě íääěłâĺćŋëľ CRCW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ãňŋőęăěâ ďćě ąãńěćë ňăâàĺæë àăğňěàă n × n, ĺáŕőńìğãï n^3 ŕàőæěááőàőć.

30.2-5. Őŕĺèĺâě EREW-ăńčőàĺâň ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå ćěéěáâćěŋŋëå ňăâàĺæ àăğňěàă n×n ğă ćàěňï O(lg n), ĺáŕőńìğãîéĺľ n^3 ŕàőæěááőàőć. Ňőęěâě ńĺ ćë ŋăľâĺ ăńčőàĺâň ďńï CRCW-ňăèĺŋë á ğăŕĺáìî őąéěčő ğŋăçěŋĺï, àăąőâăîéĺľ ąëáâàěě? Ă ďńï łăłőľńĺąő ďàãčőľ ňőďěńĺ CRCW-ňăèĺŋë?

30.2-6^∗. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő ε > 0 áãéěáâćãěâ CRCWăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă ňăłáĺňăńìŋőčő íńěňěŋâă ć ňăááĺćě àăğňěàă n áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(1), ĺáŕőńìğãîéĺľ O(n^{1+ε}) ŕàőæěááőàőć.

30.2-7^∗. Őŕĺèĺâě ăńčőàĺâň ďńï CRCW-ňăèĺŋë á ŕàĺőàĺâěâăňĺ, ŕőğćőńïîéĺľ áńĺâì ďćă őâáőàâĺàőćăŋŋëå ňăááĺćă ğă ćàěňï O(1). Őąêïáŋĺâě, łăł á ŕőňőéìî íâőčő ăńčőàĺâňă őâáőàâĺàőćăâì ňăááĺć ğă ćàěňï O(lg n). §ćńïěâáï ńĺ ŕőńãçěŋŋëľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ íääěłâĺćŋëň ŕő ğăâàăâăň?

30.2-8. Őąêïáŋĺâě, łăł áňőďěńĺàőćăâì őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě CRCW-ňăèĺŋë c p ŕàőæěááőàăňĺ ŋă EREW-ňăèĺŋě ğă ćàěňï O(lg p) (ŕàőŕãéěŋŋăï çăáâì ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 30-1).

30.2-9. Őąêïáŋĺâě, łăł á ŕőňőéìî EREW-ňăèĺŋë áňőďěńĺàőćăâì CRCW-ňăèĺŋã á ğăŕĺáìî łőňąĺŋăæĺĺ ğŋăçěŋĺľ. Ďńï p ŕàőæěááőàőć ćàěňï àăąőâë ďőńęŋő ãćěńĺçĺâìáï ŋě ąőńěě çěň ć O(lg p) àăğ. (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě ŕăàăńńěńìŋőě ćëçĺáńěŋĺě ŕàěäĺłáőć).

30.3 Šěőàěňă Ąàěŋâă ĺ íääěłâĺćŋőáâì ŕő ğăâàăâăň

Šěőàěňă Ąàěŋâă ďăñâ áŕőáőą íääěłâĺćŋő ňőďěńĺàőćăâì áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć á ŕőňőéìî ŕăàăńńěńìŋëå ňăèĺŋ á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň (PRAM). Ś ěñ ŕőňőéìî ňŋőčĺě àěğãńìâăâë ő áőàâĺàãîéĺå áěâïå (čńăćă 28) ĺ áåěňăå ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (čńăćă 29) ŕěàěŋőáïâáï ŋă ňőďěńì PRAM.

Řăááňőâàĺň áåěňã ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (combinational circuit), łőâőàăï áőáâőĺâ ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (combinational element), áőěďĺŋñŋŋëå âăł, çâő ŋě őąàăğãěâáï æĺłńőć. Ć íâőň àăğďěńě ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő äãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë ĺňěîâ ńîąőě łőńĺçěáâćő ćåőďőć, ŋő àőćŋő őďĺŋ ćëåőď (íńěňěŋâ á ŋěáłőńìłĺňĺ ćëåőďăňĺ ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋă ŋěáłőńìłő íńěňěŋâőć á őďŋĺň ćëåőďőň). Ůĺáńő ćåőďőć ŋăğëćăěâáï ćåőďŋőľ áâěŕěŋìî (fan-in) íńěňěŋâă, ă çĺáńő ćåőďőć, ł łőâőàëň ŕőďłńîçñŋ ćëåőď íńěňěŋâă — ěčő ćëåőďŋőľ áâěŕěŋìî (fan-out). Łăł ŕàăćĺńő, ć íâőň àăğďěńě ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő ćåőďŋëě áâěŕěŋĺ ćáěå ĺáŕőńìğãěňëå íńěňěŋâőć őčàăŋĺçěŋë áćěàåã. Ćëåőďŋëě áâěŕěŋĺ ňőčãâ ąëâì ńîąëňĺ.

Řăğňěàőň (size) áåěňë ŋăğëćăěâáï łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć ŋěľ. Ŋăĺąőńìèěě çĺáńő íńěňěŋâőć ŋă ŕãâïå őâ ćåőďőć áåěňë ł ćëåőďã íńěňěŋâă ŋăğëćăěâáï čńãąĺŋőľ (depth) íâőčő íńěňěŋâă. Čńãąĺŋőľ áåěňë ŋăğëćăěâáï ŋăĺąőńìèăï ĺğ čńãąĺŋ ěñ íńěňěŋâőć.

Šěőàěňă 30.2 (âěőàěňă Ąàěŋâă) Ŕàĺ ňőďěńĺàőćăŋĺĺ àăąőâë áåěňë čńãąĺŋë d ĺ àăğňěàă n á őčàăŋĺçěŋŋëňĺ ćåőďŋëňĺ áâěŕěŋïňĺ íńěňěŋâőć á ŕőňőéìî CREWăńčőàĺâňă, ĺáŕőńìğãîéěčő p ŕàőæěááőàőć, ďőáâăâőçŋő ćàěňěŋĺ O(n/p + d). Ďőłăğăâěńìáâćő.

Őâćěďñň ć ŕăňïâĺ ňěáâő ďńï ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ áåěňë ĺ ďńï ćëåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ ćáěå äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Řăąőâã łăęďőčő íńěňěŋâă ňőęŋő áňőďěńĺàőćăâì á ŕőňőéìî őďŋőčő ŕàőæěááőàă ğă ćàěňï O(1): ŕàőæěááőà çĺâăěâ ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ĺ ćëçĺáńïěâ âàěąãěňãî äãŋłæĺî, ğăŕĺáëćăï àěğãńìâăâ ŋă ŋãęŋőě

Řĺáãŋőł 30.8 30.8. Šěőàěňă Ąàěŋâă. Śåěňã àăğňěàă 15 ĺ čńãąĺŋë 5 ňőęŋő áňőďěńĺàőćăâì ŋă CREW-ňăèĺŋě á ďćãňï ŕàőæěááőàăňĺ ğă 9 ⩽ 15/2 + 5 èăčőć. İńěňěŋâë ňőďěńĺàãîâáï áćěàåã ćŋĺğ (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï čńãąĺŋë). İńěňěŋâë, łőâőàëě ňőďěńĺàãîâáï őďŋőćàěňěŋŋő, őąêěďĺŋěŋë ć čàãŕŕë (ŕőłăğăŋë áěàëň æćěâőň); ďńï łăęďőľ čàãŕŕë ãłăğăŋő, ŋă łăłőň èăčě ňőďěńĺàãîâáï ěñ íńěňěŋâë.

ňěáâő; ŕőáłőńìłã ćåőďŋëě áâěŕěŋĺ ćáěå íńěňěŋâőć őčàăŋĺçěŋë áćěàåã, äãŋłæĺî, áőőâćěâáâćãîéãî ńîąőňã íńěňěŋâã, ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ğă ćàěňï O(1).

Šěŕěàì âàěąãěâáï ãłăğăâì, ć łăłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áńěďãěâ ňőďěńĺàőćăâì àăąőâã äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć á ŕőňőéìî p ŕàőæěááőàőć, çâőąë őąěáŕěçĺâì ćàěňï àăąőâë O(n/p + d). Ŕàőąńěňă áőáâőĺâ ć âőň, çâő ćëåőďŋőě ğŋăçěŋĺě íńěňěŋâă ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ńĺèì łőčďă ĺğćěáâŋë ćáě ěčő ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï. (Ąőńìèĺ́ě ćëåőďŋëě áâěŕěŋĺ íńěňěŋâőć ŋě áőğďăîâ ŕàőąńěň, ŕőáłőńìłã őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě àăğàěèěŋő).

Śŋăçăńă ňë ňőęěň ňőďěńĺàőćăâì ńĺèì íńěňěŋâë čńãąĺŋë 1 (ĺå ćåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ĺğćěáâŋë á áăňőčő ŋăçăńă). Ŕőáńě íâőčő ňőęŋő ňőďěńĺàőćăâì íńěňěŋâë čńãąĺŋë 2, ğăâěň čńãąĺŋë 3 ĺ â. ď., ďő čńãąĺŋë d. Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ íńěňěŋâë čńãąĺŋë 1, . . . , i ãęě áňőďěńĺàőćăŋë, âő íńěňěŋâë čńãąĺŋë i + 1 ňőęŋő ňőďěńĺàőćăâì őďŋőćàěňěŋŋő, âăł łăł őŋĺ ŋě ĺáŕőńìğãîâ ćëåőďŋëě ğŋăçěŋĺï ďàãč ďàãčă.

İńěňěŋâë ňőďěńĺàãîâáï ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï čńãąĺŋë, ă ŋă őďŋőľ čńãąĺŋě — ŕő p èâãł ğă àăğ. Ŋă àĺá. 30.8 ŕőłăğăŋő, łăł ŕàőĺáåőďĺâ ňőďěńĺàőćăŋĺě ć ŕàĺňěàě á p = 2.

Ěáńĺ çĺáńő íńěňěŋâőć čńãąĺŋë i àăćŋő n_i, ŋă ĺå ňőďěńĺàőćăŋĺě ãľďñâ ŋě ąőńěě (n_i/p) + 1 èăčőć (ěďĺŋĺæă ŕàĺąăćńïěâáï, ěáńĺ ŕőáńěďŋïï čàãŕŕă ŋěŕőńŋăï). Ćáěčő ŕőńãçăěâáï ŋě ąőńěě d∑ i=1 ( n_i p + 1 ) = n p + d èăčőć. Šěőàěňă ďőłăğăŋă.

Šěőàěňă Ąàěŋâă áŕàăćěďńĺćă ĺ ďńï ňőďěńĺàőćăŋĺï áåěň ŋă EREW-ňăèĺŋě (ŕàĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋőň ãáńőćĺĺ, çâő ćëåőďŋëě áâěŕěŋĺ ćáěå íńěňěŋâőć âăłęě őčàăŋĺçěŋë áćěàåã):

Śńěďáâćĺě 30.3. Ńîąăï áåěňă čńãąĺŋë d ĺ àăğňěàă n, ã łőâőàőľ íńěňěŋâë ĺňěîâ őčàăŋĺçěŋŋëě áćěàåã ćåőďŋëě ĺ ćëåőďŋëě áâěŕěŋĺ, ňőęěâ ąëâì áňőďěńĺàőćăŋă á ŕőňőéìî EREW-ăńčőàĺâňă, ĺáŕőńìğãîéěčő p ŕàőæěááőàőć, áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(n/p + d).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňőďěńĺàőćăŋĺě ŕàőĺğćőďĺâáï âăł ęě, łăł ĺ ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë Ąàěŋâă. Ěďĺŋáâćěŋŋăï àăğŋĺæă áőáâőĺâ ć âőň, çâő ćëåőďŋőě ğŋăçěŋĺě áńěďãěâ áłőŕĺàőćăâì ć O(1) ïçěěł (ĺå łőńĺçěáâćő àăćŋő ňăłáĺňăńìŋőľ ćëåőďŋőľ áâěŕěŋĺ íńěňěŋâă), çâőąë ŕàőæěááőàë ćŕőáńěďáâćĺĺ ňőčńĺ őďŋőćàěňěŋŋő ŕàőçěáâì íâő ğŋăçěŋĺě, ŋě ĺáŕőńìğãï őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě ĺğ őďŋőľ ïçěľłĺ.

Ěáńĺ ćëåőďŋëě áâěŕěŋĺ ŋě őčàăŋĺçěŋë áćěàåã, łőŕĺàőćăŋĺě ŋě ãłńăďëćăěâáï ć O(1) èăčőć, âăł çâő âàěąãěâáï őďŋőćàěňěŋŋőě çâěŋĺě. Ěáńĺ ćåőďŋëě áâěŕěŋĺ ŋě őčàăŋĺçěŋë áćěàåã, âő ć ŋěłőâőàëå áńãçăïå (łőčďă äãŋłæĺőŋăńìŋëě íńěňěŋâë ďőáâăâőçŋő ŕàőáâë) áåěňã ćáñ ęě ňőęŋő áňőďěńĺàőćăâì ŋă CRCW-ňăèĺŋě á ăŋăńőčĺçŋőľ őæěŋłőľ ćàěňěŋĺ àăąőâë (ãŕà. 30.3-1).

Ć ğăňěçăŋĺïå ł čńăćě 28 ãłăğăŋő, çâő áãéěáâćãěâ áőàâĺàãîéăï AKS-áěâì, łőâőàăï áőàâĺàãěâ n çĺáěń ğă ćàěňï O(lg n), ĺáŕőńìğãï O(n lg n) łőňŕăàăâőàőć. Ŕőáłőńìłã ćåőďŋëě áâěŕěŋĺ łőňŕăàăâőàőć őčàăŋĺçěŋë áćěàåã, ďńï n ŕàőæěááőàőć áãéěáâćãěâ EREW-ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áő ćàěňěŋěň àăąőâë O((n lg n)/n + lg n) = O(lg n) (áńěďáâćĺě 30.3). İâőâ àěğãńìâăâ ąëń ĺáŕőńìğőćăŋ ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 30.1. Ł áőęăńěŋĺî, ňŋőęĺâěńì ŕàĺ ńőčăàĺäňě áâőńì ćěńĺł, çâő âăłőľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ ŕàěďáâăćńïěâ ńĺèì âěőàěâĺçěáłĺľ ĺŋâěàěá. Őďŋăłő áãéěáâćãîâ ąőńěě ŕàăłâĺçŋëě EREW-ăńčőàĺâňë áőàâĺàőćłĺ, ŋăŕàĺňěà, ŕăàăńńěńìŋëľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ áńĺïŋĺěň, ŕàĺŋăďńěęăéĺľ Łőãńã [46].

Ŕãáâì âěŕěàì ĺňěěâáï ăńčőàĺâň, ĺáŕőńìğãîéĺľ p ŕàőæěááőàőć, ă çĺáńő ĺňěîéĺåáï ŕàőæěááőàőć (p^′) ňěŋìèě p. Łăł ŕőłăğëćăěâ áńěďãîéăï âěőàěňă, ňőďěńĺàőćăŋĺě ćőğňőęŋő ąěğ ãćěńĺçěŋĺï őąéĺå ğăâàăâ:

Šěőàěňă 30.4. Ŕãáâì ăńčőàĺâň A ĺáŕőńìğãěâ p ŕàőæěááőàőć ĺ ĺňěěâ ćàěňï àăąőâë t. Šőčďă ďńï ńîąőčő p^′ < p áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâň A^′ ďńï âőľ ęě ğăďăçĺ, ĺáŕőńìğãîéĺľ p^′ ŕàőæěááőàőć ĺ ĺňěîéĺľ ćàěňï àăąőâë O(pt/p^′).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ğăŋãňěàãěň èăčĺ ăńčőàĺâňă A çĺáńăňĺ 1, 2, . . . , t. Ăńčőàĺâň A^′ ąãďěâ ňőďěńĺàőćăâì łăęďëľ èăč ğă ćàěňï O(⌈p/p^′⌉) (íâő ďěńăěâáï łăł ć âěőàěňě Ąàěŋâă). Šőčďă őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă A^′ ąãďěâ àăćŋő tO(⌈p/p^′⌉) = O(t⌈p/p^′⌉) = O(pt/p^′), âăł łăł p^′ < p. Őąéĺě ğăâàăâë ăńčőàĺâňă A àăćŋë pt, ă őąéĺě ğăâàăâë ăńčőàĺâňă A^′ àăćŋë O(pt/p^′)p^′ = O(pt), ŕőíâőňã ěáńĺ ăńčőàĺâň A íääěłâĺćěŋ ŕő ğăâàăâăň, âő A^′ âăłęě íääěłâĺćěŋ ŕő ğăâàăâăň.

Ĺďěï ďőłăğăâěńìáâćă ŕàőáâă: ŕàőæěááőà ňőďěńĺàãěâ àăąőâã ŋěáłőńìłĺå ŕàőæěááőàőć ć àěęĺňě ”àăğďěńěŋĺï ćàěňěŋĺ”. Ŋăŕàőâĺć, ”àăáŕăàăńńěńĺćăŋĺě” — àăğďěńěŋĺě àăąőâë őďŋőčő ŕàőæěááőàă ňěęďã ŋěáłőńìłĺňĺ — ďěńő âàãďŋőě ĺ ďńï łăęďőľ łőŋłàěâŋőľ ğăďăçĺ âàěąãěâ áŕěæĺăńìŋőčő àăááňőâàěŋĺï.

Śńěďãîéěě áőőąàăęěŋĺě ŕőğćőńïěâ ĺŋőčďă àěèĺâì ćőŕàőá ő áãéěáâćőćăŋĺĺ íääěłâĺćŋőčő ŕő ğăâàăâăň ăńčőàĺâňă á ďăŋŋëň çĺáńőň ŕàőæěááőàőć. Ŕãáâì ďőłăğăŋő, çâő ŕàĺ ńîąőň łőńĺçěáâćě ŕàőæěááőàőć ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋě ňőęěâ ąëâì ňěŋìèě t, ă ğăâàăâë ŋăĺńãçèěčő őďŋőŕàőæěááőàŋőčő ăńčőàĺâňă àăćŋë w (áńěďőćăâěńìŋő, ğăâàăâë ńîąőčő ăńčőàĺâňă ŋě ňěŋìèě w). Ěáńĺ ć íâőľ áĺâãăæĺĺ ãďăáâáï ŋăľâĺ íääěłâĺćŋëľ ŕő ğăâàăâăň ăńčőàĺâň, ĺáŕőńìğãîéĺľ p = Θ(w/t) ŕàőæěááőàőć, âő âěň áăňëň ąãďãâ ŋăľďěŋë íääěłâĺćŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ńîąőčő łőńĺçěáâćă ŕàőæěááőàőć, ŕàĺ łőâőàőň őŋĺ áãéěáâćãîâ. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ďńï ňěŋìèěčő çĺáńă ŕàőæěááőàőć âăłőľ ăńčőàĺâň ŕőńãçăěâáï ĺğ âěőàěňë Ąàěŋâă, ă íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï áãéěáâćěŋŋő ąőńìèěčő çĺáńă ŕàőæěááőàőć p^′ ŋě ňőęěâ áãéěáâćőćăâì, ŕőáłőńìłã ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă ŋě ňěŋìèě t, ă ğăâàăâë ŋě ňěŋìèě p^′t = ω(pt) = ω(w).

30.3.1 Şŕàăęŋěŋĺï

30.3-1. Ďőłăęĺâě àěğãńìâăâ, ăŋăńőčĺçŋëľ âěőàěňě Ąàěŋâă, ďńï ňőďěńĺàőćăŋĺï ŋă CRCW-ňăèĺŋě áåěň, áőďěàęăéĺå íńěňěŋâë Ĺ ĺ ĹŃĹ c ńîąőľ ćåőďŋőľ áâěŕěŋìî. (Şłăğăŋĺě: ć łăçěáâćě àăğňěàă áńěďãěâ àăááňőâàěâì őąéěě łőńĺçěáâćő ćåőďőć íńěňěŋâőć).

30.3-2. Ďőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ EREW-ăńčőàĺâň ďńï ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć ňăááĺćă ĺğ n íńěňěŋâőć, ĺáŕőńìğãîéĺľ O(n/ lg n) ŕàőæěááőàőć ĺ ĺňěîéĺľ ćàěňï àăąőâë O(lg n). Ŕőçěňã íâőâ ăńčőàĺâň ŋěńìğï ĺáŕőńìğőćăâì ďńï áŕĺáłőć?

30.3-3. Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋëľ ŕő ğăâàăâăň ăńčőàĺâň ďńï ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæë àăğňěàă n × n ŋă ćěłâőà àăğňěàă n áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(lg n). (Şłăğăŋĺě: Ŕőáâàőľâě áŋăçăńă áåěňã ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć.)

30.3-4. Ŕőáâàőľâě CRCW-ăńčőàĺâň ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå ňăâàĺæ àăğňěàă n × n, ĺáŕőńìğãîéĺľ n^2 ŕàőæěááőàőć ĺ ŋě ňěŋěě íääěłâĺćŋëľ ŕő ğăâàăâăň, çěň áâăŋďăàâŋëľ ăńčőàĺâň áő ćàěňěŋěň àăąőâë Θ(n^3). Ąãďěâ ńĺ őŋ EREW-ăńčőàĺâňőň?

30.3-5. Ć ŋěłőâőàëå ňőďěńïå ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ ŕàőæěááőàë ňőčãâ őâłńîçăâìáï ŋă ŋěłőâőàëå èăčăå, âăł çâő çĺáńő ăłâĺćŋëå ŕàőæěááőàőć ãňěŋìèăěâáï. Ŕàĺ ŕőďáçñâě ğăâàăâ ŋă łăęďőň èăčě ãçĺâëćăîâáï âőńìłő ăłâĺćŋëě ŕàőæěááőàë. Ďőłăęĺâě, çâő CRCW-ăńčőàĺâň ć âăłőľ ňőďěńĺ áő ćàěňěŋěň àăąőâë t, ğăâàăâăňĺ w ĺ ńîąëň ŋăçăńìŋëň çĺáńőň ŕàőæěááőàőć ňőęěâ ąëâì áňőďěńĺàőćăŋ ŋă EREW-ňăèĺŋě á p ŕàőæěááőàăňĺ ğă ćàěňï O((w/p + t) lg p). (Őáŋőćŋăï áńőęŋőáâì áőáâőĺâ ć âőň, çâő ğăàăŋěě ŋěĺğćěáâŋő, łăłĺě ŕàőæěááőàë ąãďãâ ăłâĺćŋë.)

30.4 İääěłâĺćŋăï ŕăàăńńěńìŋăï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć

Ć àăğďěńě 30.1.2 ąëń àăááňőâàěŋ EREW-ăńčőàĺâň ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć ďńï áŕĺáłă ĺğ n íńěňěŋâőć ğă ćàěňï O(lg n). Őŋ ĺáŕőńìğãěâ n ŕàőæěááőàőć, ŕőíâőňã ğăâàăâë áőáâăćńïîâ Θ(n lg n), çâő ąőńìèě, çěň ğăâàăâë Θ(n) őďŋőŕàőæěááőàŋőčő ăńčőàĺâňă. Śńěďőćăâěńìŋő, ăńčőàĺâň List-Prefix ŋě ïćńïěâáï íääěłâĺćŋëň ŕő ğăâàăâăň.

Ć íâőň àăğďěńě őŕĺáëćăěâáï ćěàőïâŋőáâŋëľ EREW-ăńčőàĺâň ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć, łőâőàëľ ĺáŕőńìğãěâ Θ(n/ lg n) ŕàőæěááőàőć ĺ ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć (á ąőńìèőľ ćěàőïâŋőáâìî) àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(lg n). Šăłĺň őąàăğőň, íâőâ (ćěàőïâŋőáâŋëľ) ăńčőàĺâň ňőęŋő áçĺâăâì íääěłâĺćŋëň ŕő ğăâàăâăň. Łőŋáâàãłæĺï âěőàěňë 30.4 ŕőğćőńïěâ ãłăğăâì âăłőľ ăńčőàĺâň ďńï ńîąőčő çĺáńă ŕàőæěááőàőć p = O(n/ lg n).

30.4.1 Řěłãàáĺćŋăï ŕăàăńńěńìŋăï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć

Ăńčőàĺâň Randomized-List-Prefix ĺáŕőńìğãěâ ďńï níńěňěŋâŋőčő áŕĺáłă p = Θ(n/ lg n) ŕàőæěááőàőć, âăł çâő łăęďëľ ŕàőæěááőà őâćěçăěâ ğă n/p = Θ(lg n) íńěňěŋâőć. Řăáŕàěďěńěŋĺě őąêěłâőć ŕő ŕàőæěááőàăň ŕàőĺáåőďĺâ ŕàőĺğćőńìŋëň őąàăğőň (ŋě őąïğăâěńìŋő ŕőďàïď) ć ŋăçăńě àăąőâë ăńčőàĺâňă ĺ ąőńěě ŋě ňěŋïěâáï. Ďńï ãďőąáâćă ąãďěň áçĺâăâì, çâő áŕĺáőł ïćńïěâáï ďćãŋăŕàăćńěŋŋëň, ŕőáłőńìłã âăłőľ áŕĺáőł ňőęŋő ĺğčőâőćĺâì ĺğ őďŋőŋăŕàăćńěŋŋőčő ğă ćàěňï O(1).

Ĺďěï ăńčőàĺâňă áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ĺáłńîçĺâì ĺğ áŕĺáłă ŋěłőâőàëě őąêěłâë (ŕàĺáőěďĺŋĺć ĺå ł áńěďãîéĺň ğă ŋĺňĺ), ŕàőĺğćěáâĺ őąàăąőâłã ŕàěäĺłáőć ďńï ŕőńãçĺćèěčőáï áŕĺáłă, ă ğăâěň őąàăąőâăâì ŕàőŕãéěŋŋëě ŕàěäĺłáë, ãçâï ĺáłńîçñŋŋëě íńěňěŋâë. Őďĺŋ ãàőćěŋì àěłãàáĺĺ ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 30.9, ă ćěáì ŕàőæěáá — ŋă àĺá. 30.10.

Ŕàĺ ćëąőàě ĺáłńîçăěňëå íńěňěŋâőć ňë ąãďěň áőąńîďăâì âăłĺě ŕàăćĺńă::

1. Ŋěńìğï őďŋőćàěňěŋŋő ĺáłńîçăâì ďćă íńěňěŋâă, ğă łőâőàëě őâćěçăěâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě ŕàőæěááőà.

2. Ŋěńìğï ĺáłńîçăâì ďćă áőáěďŋĺå ć áŕĺáłě őąêěłâă.

Ŕěàěď âěň łăł őŕĺáëćăâì ňěåăŋĺğň ćëąőàă ĺáłńîçăěňëå íńěňěŋâőć, àăááňőâàĺň ŕőďàőąŋěě áăň ŕàőæěáá ĺáłńîçěŋĺï. Ŕãáâì àěèěŋő ĺáłńîçĺâì k-ľ őąêěłâ. Šőčďă (k + 1)-ľ őąêěłâ ğăŕőňĺŋăěâ ğŋăçěŋĺě [k, k + 1] = [k, k] ⊗ [k + 1, k + 1] (ŕőáńě çěčő k-ľ őąêěłâ ãďăńïěâáï). Ěáńĺ k-ľ őąêěłâ ïćńïěâáï ŕőáńěďŋĺň, âő őŋ ŕàőáâő ãďăńïěâáï ĺğ áŕĺáłă.

Ŕőáńě ãďăńěŋĺï ŕàőæěďãàă Randomized-List-Prefix ćëğëćăěâ splice out = ãďăńěŋĺě splice in = ćőğćàăéěŋĺě ãďăńñŋŋëå àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć ŕàőæěďãàë Randomized-List-Prefix

Řĺáãŋőł 30.9 30.9. Řěłãàáĺćŋëľ ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć áŕĺáłă ŋă ŕàĺňěàě áŕĺáłă ĺğ 9 őąêěłâőć. (a) Ůñàŋëě őąêěłâë ŋăňěçěŋë ďńï ãďăńěŋĺï. (Śàěďĺ ŋĺå ŋěâ áőáěďŋĺå.) (b) Ğŋăçěŋĺě łăęďőčő ãďăńïěňőčő őąêěłâă áőěďĺŋïěâáï áő ğŋăçěŋĺěň áńěďãîéěčő; ăńčőàĺâň àěłãàáĺćŋő ćëğëćăěâáï ŋă ãňěŋìèěŋŋőň áŕĺáłě. (c)-(d) Ć àěğãńìâăâě ãæěńěćèĺě íńěňěŋâë ŕőńãçăîâ ŕàăćĺńìŋëě ğŋăçěŋĺï, ă ãďăńñŋŋëě őąêěłâë ćëçĺáńïîâ áćőĺ ŕàěäĺłáë á ŕőňőéìî ŕàěďëďãéĺå.

splice out ãďăńěŋĺě splice in ćőğćàăéěŋĺě stage 1 ãàőćěŋì 1 (bottom) (ćŋãâàěŋŋĺľ) (top) (ćŋěèŋĺľ)

Řĺáãŋőł 30.10 30.10. Şàőćŋĺ àěłãàáĺĺ ďńï ăńčőàĺâňă Randomized-List- Prefix. Ćŋăçăńě áŕĺáőł áőďěàęĺâ 9 őąêěłâőć. Řěłãàáĺćŋëě ćëğőćë őáãéěáâćńïîâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă áŕĺáőł ŋě áâăŋěâ ŕãáâëň.

áăňã áěąï ŋă ãňěŋìèěŋŋőň áŕĺáłě, ěáńĺ őŋ ěéñ ŋě ŕãáâ. Ŕőáńě íâőčő àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă ćáě íńěňěŋâë ãňěŋìèěŋŋőčő áŕĺáłă áőďěàęăâ ŕàăćĺńìŋëě ğŋăçěŋĺï ŕàěäĺłáőć, ĺ őáâăñâáï ńĺèì őąàăąőâăâì ŕàěäĺłáë, áőőâćěâáâćãîéĺě ĺáłńîçñŋŋëň íńěňěŋâăň.

İâő áďěńăâì ńěčłő: ěáńĺ k-ľ őąêěłâ ąëń ĺáłńîçñŋ, âő (k − 1)-ľ őąêěłâ őáâăńáï ć áŕĺáłě ĺ ŕőáńě àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă áőďěàęĺâ ğŋăçěŋĺě [1, k − 1]. Őáâăñâáï ńĺèì ćëçĺáńĺâì [1, k] = [1, k − 1] ⊗ [k, k]. Şáńőćĺě 1 čăàăŋâĺàãěâ, çâő ďńï łăęďőčő ĺáłńîçñŋŋőčő őąêěłâă ŋăľďñâáï ŕàőæěááőà, łőâőàëľ ąãďěâ ŕàőĺğćőďĺâì ćëçĺáńěŋĺï. Şáńőćĺě 2 őąěáŕěçĺćăěâ ćőğňőęŋőáâì őąàăąőâăâì ŋěďőáâăîéĺľ ŕàěäĺłá, ŕàőĺğćěďï ćáěčő őďŋã őŕěàăæĺî ⊗ (áň. ãŕà. 30-4.1). Ĺâăł, ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ âàěąőćăŋĺľ 1 ĺ 2 łăęďëľ èăč ăńčőàĺâňă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1).

30.4.2 Ćëąőà ãďăńïěňëå őąêěłâőć

Łăł ęě ćëąĺàăâì őąêěłâë ďńï ãďăńěŋĺï? Ŕàěęďě ćáěčő, ŋěőąåőďĺňő áőąńîďăâì âàěąőćăŋĺï 1 ĺ 2. Łàőňě âőčő, áăň ŕàőæěáá ćëąőàă ďőńęěŋ ğăŋĺňăâì ŋěňŋőčő ćàěňěŋĺ (ńãçèě ćáěčő O(1)). Ŋăłőŋěæ, áńěďãěâ ãďăńïâì łăł ňőęŋő ąőńìèě őąêěłâőć, çâőąë őáâăîéĺľáï áŕĺáőł ąëń łăł ňőęŋő łőàőçě ĺ čńãąĺŋă àěłãàáĺĺ — łăł ňőęŋő ňěŋìèě.

Şłăęěň áŕőáőą ãďőćńěâćőàĺâì ćáěň íâĺň âàěąőćăŋĺïň. 1. Łăęďëľ ŕàőæěááőà áńãçăľŋő ćëąĺàăěâ őďĺŋ ĺğ ŕőďćěďőňáâćěŋŋëå ěňã őąêěłâőć (ĺğ çĺáńă őáâăćèĺåáï ć áŕĺáłě).

2. Łăęďëľ ŕàőæěááőà ąàőáăěâ ňőŋěâã ĺ á ćěàőïâŋőáâìî 1/2 ŕőňěçăěâ ćëąàăŋŋëľ ĺň ŋă ŕàěďëďãéěň èăčě őąêěłâ (ă á ćěàőïâŋőáâìî 1/2 ŋě ďěńăěâ ŋĺçěčő).

3. Ł ãďăńěŋĺî ŋăğŋăçăîâáï ŕőňěçěŋŋëě őąêěłâë, ã łőâőàëå áńěďãîéĺľ őąêěłâ ŋě ŕőňěçěŋ: őąêěłâ i ãďăńïěâáï, ěáńĺ őŋ ŕőňěçěŋ, ă next[i] ŋě ŕőňěçěŋ (ŋĺłăłĺň ďàãčĺň ŕàőæěááőàőň). Őŕĺáăŋŋëě ďěľáâćĺï ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(1) ĺ ŋě ĺáŕőńìğãîâ őďŋőćàěňěŋŋëľ ďőáâãŕ ł ŕăňïâĺ.

Őçěćĺďŋő, çâő âàěąőćăŋĺě 1 ćëŕőńŋěŋő (łăęďëľ ŕàőæěááőà ćëąĺàăěâ ŋě ąőńěě őďŋőčő íńěňěŋâă). Šàěąőćăŋĺě 2 âăłęě ćëŕőńŋěŋő, âăł łăł őąêěłâë i ĺ next[i] ŋě ňőčãâ ąëâì ćëąàăŋë őďŋőćàěňěŋŋő — ěáńĺ next[i] ćëąàăŋ, âő őŋ ďőńęěŋ ąëâì ŕőňěçěŋ — ă âőčďă őąêěłâ i ŋě ćëąĺàăěâáï.

30.4.3 Ăŋăńĺğ

Ŕőáłőńìłã èăč àěłãàáĺĺ ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(1), ŋěőąåőďĺňő őæěŋĺâì ńĺèì łőńĺçěáâćő èăčőć, ŕőáńě łőâőàőčő áŕĺáőł áâăŋěâ ŕãáâëň. Ŕãáâì ŋă íâăŕě 1 őŕĺáăŋŋőčő ŕàőæěááă łăłőľ-âő ŕàőæěááőà ćëąàăń őąêěłâ i. Łăłőćă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő őąêěłâ i ŕőŕăďñâ ć çĺáńő ãďăńïěňëå? Ďńï íâőčő ŋãęŋő, çâőąë ŋă íâăŕě 2 őŋ ąëń ŕőňěçěŋ (ćěàőïâŋőáâì 1/2) ĺ çâőąë çâőąë őąêěłâ next[i] ŋě ąëń ŕőňěçěŋ (íâő ŋěğăćĺáĺňőě áőąëâĺě, ĺňěîéěě ćěàőïâŋőáâì ŋě ňěŋìèě 1/2 — ńĺèì őďĺŋ ŕàőæěááőà ňőęěâ ŕőňěâĺâì next[i], ĺ á ćěàőïâŋőáâìî 1/2 őŋ ąěğďěľáâćãěâ). Šăłĺň őąàăğőň, ćěàőïâŋőáâì ãďăńěŋĺï őąêěłâă i ŋěě ňěŋìèě 1/4.

Šăłĺň őąàăğőň, áĺâãăæĺî ňőęŋő őŕĺáăâì âăł. Ĺňěěâáï n/ lg n čàãŕŕ ŕő lg n íńěňěŋâőć ć łăęďőľ (ďńï ŕàőáâőâë ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő íńěňěŋâë ďěńïâáï ŋă čàãŕŕë ąěğ őáâăâłă). Ŋă łăęďőň èăčě çĺáńő íńěňěŋâőć ć čàãŕŕě ňőęěâ ãňěŋìèĺâáï ŋă 1 ĺńĺ őáâăâìáï ŕàěęŋĺň, ŕàĺ íâőň ćěàőïâŋőáâì ãňěŋìèěŋĺï ŋě ňěŋěě 1/4. Şňěŋìèěŋĺï ć àăğŋëå čàãŕŕăå ŋă őďŋőň èăčě ňőčãâ ŋě ąëâì ŋěğăćĺáĺňëňĺ, ŋő ãňěŋìèěŋĺï ŋă àăğŋëå èăčăå ć őďŋőľ čàãŕŕě ŋěğăćĺáĺňë.

Ŋăň ŋăďő ďőłăğăâì, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ ŕőńŋőčő ĺáçěğŋőćěŋĺï ćáěå čàãŕŕ ěáâì O(lg n). Ăŋăńĺğă ďńï őďŋőľ čàãŕŕë âãâ ŋěďőáâăâőçŋő, ŕőáłőńìłã ďăęě őďĺŋ ďőńčő àăąőâăîéĺľ ŕàőæěááőà ãęě ãćěńĺçĺćăěâ őąéěě ćàěňï àăąőâë.

Ňë ŕőłăęěň, çâő á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋěě 1−1/n áŕĺáőł áâăŋěâ ŕãáâëň çěàěğ ćàěňï c lg n ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë c. Ŕőńŋőě ďőłăğăâěńìáâćő őæěŋłĺ Θ(lg n) ďńï ňăâěňăâĺçěáłőčő őęĺďăŋĺï ćàěňěŋĺ àăąőâë őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî (ãŕà. 30.4-4 ĺ 30.4- 5). Ŕőáłőńìłã ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ćěàåŋïï őæěŋłă ćàěňěŋĺ, łőčďă áŕĺáőł áâăŋěâ ŕãáâëň, ąãďěň áçĺâăâì, çâő ćěàőïâŋőáâì ãňěŋìèěŋĺï ďăŋŋőľ čàãŕŕë ŋă łăęďőň èăčě ć âőçŋőáâĺ àăćŋă 1/4 (åőâï ŋă áăňőň ďěńě őŋă ňőęěâ ąëâì ąőńìèě); äőàňăńìŋőě őąőáŋőćăŋĺě ğăłőŋŋőáâĺ âăłőčő ďőŕãéěŋĺï ďăñâáï ć ãŕà. 6.4-8 ĺ 6.4-9.

Řăááňőâàĺň áĺâãăæĺî ďńï őďŋőľ äĺłáĺàőćăŋŋőľ čàãŕŕë. Ćğïć łăłőě-âő ğŋăçěŋĺě c, ŕőáňőâàĺň ŋă ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő áàěďĺ c lg n ŋěğăćĺáĺňëå ĺáŕëâăŋĺľ á ćěàőïâŋőáâìî ãáŕěåă 1/4 ć łăęďőň ąãďěâ ňěŋìèě lg n ãáŕěåőć. (İâő ĺ ąãďěâ ćěàőïâŋőáâìî âőčő, çâő čàãŕŕă őáâăŋěâáï ŋěŕãáâőľ ŕőáńě c lg n ĺáŕëâăŋĺľ.) Őąőğŋăçĺć çĺáńő ãáŕěåőć çěàěğ X, őæěŋĺň ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï {X < lg n} á ŕőňőéìî áńěďáâćĺï 6.3:

P{X < lg n} ⩽ C^{lg n}_{c lg n}(3/4)^{c lg n−lg n} ⩽ ( ec lg n lg n

)_{lg n} (3/4)^{(c−1) lg n} = ( ec(3/4)^{c−1} )_{lg n} ⩽ (1/4)^{lg n} = 1/n^2

(ŕőáńěďŋěě ŋěàăćěŋáâćő ćěàŋő ŕàĺ c ⩾ 20; ćâőàőě ŋěàăćěŋáâćő áńěďãěâ ĺğ (6.9)). Šăłĺň őąàăğőň, ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő çěàěğ c lg n èăčőć ŋě ćáě őąêěłâë ďăŋŋőčő ŕàőæěááőàă ĺáłńîçěŋë, ŋě ŕàěćëèăěâ 1/n^2.

Ćáěčő ĺňěěâáï n/ lg n ŕàőæěááőàőć, ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì ” ŋěãďăçĺ” (őáâăîâáï ŋěãďăńñŋŋëě) őďŋőčő ŕàőæěááőàă ŋăďő ěéñ ãňŋőęĺâì ŋă n/ lg n, (ŋěàăćěŋáâćő Ąãńï, 6.22) ŕőńãçăěâáï ŋě ąőńìèě n lg n · 1 n^2 ⩽ 1 n Ŕőíâőňã á ćěàőïâŋőáâìî ŋě ňěŋěě 1 − 1/n ăńčőàĺâň ğăłőŋçĺâ àăąőâã ğă ćàěňï O(lg n).

Łőŋáâăŋâă 20 ŋě őâàăęăěâ àěăńìŋőčő ąëáâàőďěľáâćĺï ăńčőàĺâňă — ŋă áăňőň ďěńě ŋăèă őæěŋłĺ ďőćőńìŋő čàãąëě, ĺ áàěďŋěě ćàěňï ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋìèě.

30.4.4 Şŕàăęŋěŋĺï

30.4-1. Ŋăàĺáãľâě ŕàĺňěà, ŕőłăğëćăîéĺľ, ŕőçěňã ŋěńìğï ĺáłńîçăâì ĺğ áŕĺáłă ďćă áőáěďŋĺå őąêěłâă.

30.4-2^∗. Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ňőęŋő áńěčłă ĺğňěŋĺâì âăł, çâőąë ćàěňï àăąőâë ć åãďèěň áńãçăě áőáâăćńïńő O(n). Łăł? Ďőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ňőďĺäĺæĺàőćăŋŋőčő ăńčőàĺâňă àăćŋő O(lg n).

30.4-3^∗. Ĺğňěŋĺâě ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň âăł, çâőąë őŋ ĺáŕőńìğőćăń O(n/p) ŕăňïâĺ (ć àăáçñâě ŋă őďĺŋ ŕàőæěááőà) ŋěğăćĺáĺňő őâ čńãąĺŋë àěłãàáĺĺ.

30.4-4^∗. Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąőčő k ⩾ 1 ŋăľďñâáï âăłăï łőŋáâăŋâă c, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ňěŋìèě c lg n á ćěàőïâŋőáâìî 1 − 1/n^k ĺńĺ ąőńìèě. Łăł ğăćĺáĺâ łőŋáâăŋâă c őâ k?

30.4-5^∗. Ďőłăęĺâě, ĺáŕőńìğãï ŕàěďëďãéěě ãŕàăęŋěŋĺě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă ěáâì O(lg n).

30.5 Ŋăàãèěŋĺě áĺňňěâàĺĺ (ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň)

Řăááňőâàĺň áĺâãăæĺî, łőčďă ďćă ŕàőæěááőàă őďŋőćàěňěŋŋő åőâïâ ŕőńãçĺâì ďőáâãŕ ł őąêěłâã. Ŕàĺ őâáãâáâćĺĺ ňěåăŋĺğňă őďŋőćàěňěŋŋőčő ďőáâãŕă ł ŕăňïâĺ őďĺŋ ĺğ ŕàőæěááőàőć ďőńęěŋ ŕőńãçĺâì ďőáâãŕ ŕěàćëň — ŋő łăłőľ? Ğăďăçă ćëąőàă àőćŋő őďŋőčő ĺğ ďćãå ŕàőæěááőàőć ïćńïěâáï çăáâŋëň áńãçăěň ğăďăçĺ ő ŋăàãèěŋĺĺ áĺňňěâàĺĺ (symmetry breaking). Ĺňěŋŋő á âăłőľ ğăďăçěľ áâőńłŋãńĺáì Ůĺçĺłőć ĺ Ňăŋĺńőć, ãáâãŕăï ďàãč ďàãčã ďőàőčã. Ŕőďőąŋëě ğăďăçĺ ŕőáâőïŋŋő ćőğŋĺłăîâ ŕàĺ àěăńĺğăæĺĺ ŕăàăńńěńìŋëå ăńčőàĺâňőć.

Ďńï àěèěŋĺï âăłőľ ğăďăçĺ ňőęŋő ŕàőáâő ąàőáăâì ňőŋěâłã (ĺáŕőńìğőćăâì áńãçăľŋëě çĺáńă). Ŋăŕàĺňěà, ć áńãçăě ďćãå ŕàőæěááőàőć łăęďëľ ĺğ ŋĺå ąàőáăěâ ňőŋěâłã, ĺ ďőáâãŕ ŕőńãçăěâ âőâ, ã łőčő őàñń (ěáńĺ ďćă őàńă ĺńĺ ďćě àěèłĺ — ąàőáăîâ ěéñ àăğ). Ŕàĺ íâőň áĺňňěâàĺï ąãďěâ ŋăàãèěŋă ğă ćàěňï O(1) (ĺňěěâáï ć ćĺďã ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě, áň. ãŕà. 30.5-1).

Ĺáŕőńìğőćăŋĺě áńãçăľŋőáâĺ çăáâő őłăğëćăěâáï ŕőńěğŋëň — ňë ćĺďěńĺ, çâő ćěàőïâŋőáâŋőň ăńčőàĺâňě őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć (àăğďěń 30.4) ĺáŕőńìğőćăŋĺě áńãçăľŋőáâĺ ŕőğćőńïěâ ćëąàăâì ďőáâăâőçŋő ňŋőčő őąêěłâőć, čăàăŋâĺàőćăâì, çâő áőáěďŋĺě ŋě ćëąàăŋë ĺ ŕàĺ íâőň ŕàăćĺńő ćëąőàă ńőłăńìŋő (ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ áĺâãăæĺĺ ã ďćãå áőáěďŋĺå őąêěłâőć).

Ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăěâáï ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ňěâőď ŋăàãèěŋĺï áĺňňěâàĺĺ. Őŋ őáŋőćăŋ ŋě ŋă ąàőáăŋĺĺ ňőŋěâë, ă ŋă ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ŋőňěàőć ŕàőæěááőàőć (ĺńĺ ăďàěáőć ć ŕăňïâĺ). Ŋăŕàĺňěà, ć áńãçăě ďćãå ŕàőæěááőàőć ňőęŋő ŕàěďőáâăćĺâì ďőáâãŕ ŕàőæěááőàã á ňěŋìèĺň ŋőňěàőň. Ŕàĺ íâőň ğăďăçă àěèăěâáï ğă ŕőáâőïŋŋőě ćàěňï.

Ňë ĺáŕőńìğãěň âã ęě ĺďěî ďńï àěèěŋĺï ąőńěě áńőęŋőľ ğăďăçĺ: łăł ćëďěńĺâì (ďőáâăâőçŋő ąőńìèãî) çăáâì őąêěłâőć áŕĺáłă, ěáńĺ ŋěńìğï ćëďěńïâì ďćă áőáěďŋĺå őąêěłâă. Ďńï íâőľ ğăďăçĺ ąãďěâ ŕőáâàőěŋ ŕăàăńńěńìŋëľ ăńčőàĺâň (ć EREW-ňőďěńĺ), ćàěňï àăąőâë łőâőàőčő áőáâăćńïěâ O(lg^∗ n), ěáńĺ ŋőňěàă ŕàőæěááőàőć ąěàãâáï ĺğ ŕàőňěęãâłă 1..n. Ŕőáłőńìłã lg^∗ n ⩽ 5 ŕàĺ n ⩽ 2^{65536}, ŋă ŕàăłâĺłě ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ňőęŋő áçĺâăâì ŕőáâőïŋŋëň (áň. áâà. 00).

Ăńčőàĺâň áőáâőĺâ ĺğ ďćãå çăáâěľ. Śŋăçăńă ğă ćàěňï O(lg^∗ n) ňë ŋăåőďĺň ”6-àăáłàăáłã” áŕĺáłă. Ğăâěň (ğă ćàěňï O(1)) ňë ŕőńãçăěň ĺğ ŋěñ ”ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő” áŕĺáłă; őŋő áőďěàęĺâ ŋě ňěŋěě âàěâĺ őąêěłâőć áŕĺáłă ĺ ŋě áőďěàęĺâ áőáěďŋĺå őąêěłâőć.

30.5.1 Řăáłàăáłĺ ĺ ňăłáĺňăńìŋëě ŋěğăćĺáĺňëě ňŋőęěáâćă

Řăáłàăáłőľ (coloring) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï őâőąàăęěŋĺě C : V → N, ďńï łőâőàőčő C(u) ≠ C(v) ŕàĺ (u, v) ∈ E. Ěáńĺ ŋăğëćăâì C(v) æćěâőň ćěàèĺŋë v, âő ňőęŋő áłăğăâì, çâő łőŋæë ńîąőčő àěąàă ďőńęŋë ĺňěâì àăğŋëě æćěâă. Ňë ĺéěň 6-àăáłàăáłã áŕĺáłă, âő ěáâì åőâĺň ŕőáâăćĺâì ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőľ ćěàèĺŋě ŋěłőâőàëľ æćěâ ĺğ ňŋőęěáâćă {0, 1, 2, 3, 4, 5}, ŕàĺçñň âăł, çâő áőáěďŋĺě ć áŕĺáłě ćěàèĺŋë ĺňěîâ àăğŋëě æćěâă.

Šăłăï àăáłàăáłă áãéěáâćãěâ; ąőńěě âőčő, ïáŋő, çâő ďőáâăâőçŋő ďćãå æćěâőć. Ć áăňőň ďěńě, ňőęŋő ŕőłàăáĺâì ćáě çñâŋëě ćěàèĺŋë ć őďĺŋ æćěâ, ă ćáě ŋěçñâŋëě — ć ďàãčőľ. Ŋő ŋăåőďïáì ć áěàěďĺŋě áŕĺáłă, ŋě âăł ŕàőáâő ŕőŋïâì, çñâŋăï ćěàèĺŋă ĺńĺ ŋěçñâŋăï — ďńï íâőčő ŋãęŋő őâáçĺâăâì ěñ ŋőňěà őâ ŋăçăńă áŕĺáłă, çâő ňőęŋő áďěńăâì ğă ćàěňï O(lg n) (àăğďěń 30.1). Řăğàěèĺć ąőńìèě æćěâőć (łăł ňë ãćĺďĺň, ďőáâăâőçŋő 6), àăáłàăáłã ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ąëáâàěě — ğă ćàěňï O(lg^∗ n), ŕàĺ íâőň ăńčőàĺâň őáâăñâáï ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëň.

Ňŋőęěáâćő V^′ ⊆ V ćěàèĺŋ čàăäă G = (V, E) ŋăğőćñň ŋěğăćĺáĺňëň ňŋőęěáâćőň (independent set), ěáńĺ ŋĺłăłĺě ďćě ćěàèĺŋë ĺğ V^′ ŋě áőěďĺŋěŋë àěąàőň. Ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő V^′ ŋăğëćăěâáï ňăłáĺňăńìŋëň (maximal independent set, MIS), ěáńĺ ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ ńîąőľ ćěàèĺŋë ĺğ V \ V^′ őŋő ŕěàěáâăñâ ąëâì ŋěğăćĺáĺňëň.

Ŋě áńěďãěâ áňěèĺćăâì ğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï âăłőčő ňŋőęěáâćă á čőàăğďő ąőńěě áńőęŋőľ ğăďăçěľ ŋăåőęďěŋĺï ŋěğăćĺáĺňőčő ňŋőęěáâćă ŋăĺąőńìèěľ ňőéŋőáâĺ (łăłőćőě, łőŋěçŋő, ïćńïěâáï ňăłáĺňăńìŋëň — ŋő őąàăâŋőě ŋěćěàŋő). Ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő čàăäă ŕőáńěďŋïï ğăďăçă ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ (áň. čńăćã 36, ğăďăçă 36.1). Ďńï n-íńěňěŋâŋőčő áŕĺáłă ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő ňăłáĺňăńìŋőľ ňőéŋőáâĺ áőáâőĺâ ĺğ ⌈n/2⌉ őąêěłâőć — ďőáâăâőçŋő ćğïâì őąêěłâë çěàěğ őďĺŋ, ŋăçĺŋăï á ŕěàćőčő. İâő ňŋőęěáâćő, łăł ĺ áőőâćěâáâćãîéăï 2-àăáłàăáłă, ňőęěâ ąëâì ŋăľďě)ő á ŕőňőéìî ŕăàăńńěńìŋőľ őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć ğă ćàěňï O(lg n).

Ğăňěâìâě, çâő ć áńãçăě áŕĺáłă ńîąőě ňăłáĺňăńìŋőě ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ áőďěàęĺâ ŋě ňěŋìèě n/3 íńěňěŋâőć. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ĺğ ńîąëå âàñå ŕőďàïď ĺďãéĺå őąêěłâőć åőâï ąë őďĺŋ ďőńęěŋ ćåőďĺâì ć ňŋőęěáâćő — ĺŋăçě áàěďŋĺľ ĺğ íâĺå âàñå ňőęŋő ďőąăćĺâì, áőåàăŋĺć ŋěğăćĺáĺňőáâì.

Ŋĺęě ąãďěâ ŕőłăğăŋő, łăł ğă ćàěňï O(1) ŕőáâàőĺâì ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő ŕő O(1)-àăáłàăáłě.

Řĺáãŋőł 30.11 30.11. Ŕőáâàőěŋĺě 6-àăáłàăáłĺ ĺ áőőâćěâáâćãîéěčő ňăłáĺňăńìŋőčő ŋěğăćĺáĺňőčő ňŋőęěáâćă. Ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ n ŕàőæěááőàőć ĺ àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(lg^∗ n). Ćŋăçăńě áŕĺáőł ĺğ n = 20 őąêěłâőć àăáłàăèěŋ ć 20 æćěâőć (çâő âàěąãěâ ŕïâĺ ąĺâőć). Ğă ďćă èăčă íâă àăáłàăáłă áćőďĺâáï ł 6-àăáłàăáłě. İńěňěŋâë MIS ŕőłăğăŋë çñàŋëň æćěâőň.

30.5.2 Ćëçĺáńěŋĺě 6-àăáłàăáłĺ

Şłăęěň ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ 6-àăáłàăáłã áŕĺáłă. Ňë áçĺâăěň, çâő ğă łăęďëň íńěňěŋâőň x áŕĺáłă ğăłàěŕńñŋ ŕàőæěááőà ŕàőæěááőà, ŋőňěà łőâőàőčő (ĺğćěáâŋëľ ŕàőæěááőàã) ěáâì P (x) ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Ăńčőàĺâň ŕőáńěďőćăâěńìŋő áâàőĺâ àăáłàăáłĺ C_0, C_1, . . . , C_m, ŕőáâěŕěŋŋő ãňěŋìèăï çĺáńő æćěâőć. Ŋăçăńìŋăï àăáłàăáłă C_0 ïćńïěâáï n-àăáłàăáłőľ, ă C_m – 6-àăáłàăáłőľ. Ŋă k-őň èăčě ŕő àăáłàăáłě C_k ćëçĺáńïěâáï àăáłàăáłă C_{k+1}. Ůĺáńő èăčőć m ěáâì O(lg^∗ n).

Ŋăçăńìŋăï àăáłàăáłă C_0 âàĺćĺăńìŋă: C_0[x] = P (x) (æćěâ ćěàèĺŋë ěáâì ŋőňěà áőőâćěâáâćãîéěčő ěľ ŕàőæěááőàă). Ŕőáłőńìłã ŋőňěàă ŕàőæěááőàőć àăğńĺçŋë, íâő őâőąàăęěŋĺě ďěľáâćĺâěńìŋő ïćńïěâáï àăáłàăáłőľ. (Ğăňěâìâě, çâő łăęďëľ æćěâ łőďĺàãěâáï ⌈lg n⌉ ąĺâăňĺ ĺ ňőęěâ åàăŋĺâìáï ć ŕăňïâĺ, ğăŋĺňăï ŋě áńĺèłőň ňŋőčő ňěáâă.)

Őŕĺèěň âěŕěàì ŕàőæěáá ŕőáâàőěŋĺï àăáłàăáłĺ C_{k+1} ŕő C_k (áň. àĺá. 30.11). Ňë áçĺâăěň, çâő łăęďëľ æćěâ łőďĺàãěâáï ąĺâőćőľ áâàőłőľ äĺłáĺàőćăŋŋőľ (ďńï ďăŋŋőľ àăáłàăáłĺ) ďńĺŋë. Ŕěàěåőď őâ C_k ł C_{k+1} ãňěŋìèăěâ íâã ďńĺŋã.

Ĺâăł, ŕãáâì æćěâă àăáłàăáłĺ C_k ğăŕĺáëćăîâáï r ąĺâăňĺ ĺ áőáěďŋĺě őąêěłâë x ĺ next[x] ĺňěîâ æćěâă C_k[x] = a ĺ C_k[next[i]] = b, čďě a = ⟨a_{r−1}, a_{r−2}, . . . , a_0⟩, b = ⟨b_{r−1}, b_{r−2}, . . . , b_0⟩. Űćěâă íâĺ àăğńĺçŋë, ŕőíâőňã a_i ≠ b_i ďńï ŋěłőâőàőčő i őâ 0 ďő r − 1. Ňë őąêïćĺň ŕăàã ⟨i, a_i⟩ æćěâőň íńěňěŋâă x ć ŋőćőľ àăáłàăáłě (ğăłőďĺàőćăć ěñ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ąĺâőć). Űćěâőň ŕőáńěďŋěčő íńěňěŋâă ć ŋőćőľ àăáłàăáłě ňë ąãďěň áçĺâăâì ŕăàã ⟨0, a_0⟩, ěáńĺ ⟨a_{r−1}, a_{r−2}, . . . , a_0⟩ ąëńő ěčő æćěâőň ć áâăàőľ àăáłàăáłě.

Őáâăñâáï ŕőŋïâì, ŕőçěňã ć ŋőćőľ àăáłàăáłě æćěâă áőáěďŋĺå ćěàèĺŋ ąãďãâ àăğńĺçŋë ĺ áłőńìłő ąĺâőć ŋãęŋő ďńï łőďĺàőćăŋĺï ěñ æćěâőć. Ŋăçŋñň á ŕěàćőčő; àăááňőâàĺň ďćă áőáěďŋĺå íńěňěŋâă x ĺ y = next[x] ć ŋăèěň áŕĺáłě. Řăŋìèě őŋĺ ĺňěńĺ æćěâă a = ⟨a_{r−1}, a_{r−2}, . . . , a_0⟩, b = ⟨b_{r−1}, b_{r−2}, . . . , b_0⟩, łőâőàëě àăğńĺçăńĺáì ć ąĺâě i, ĺ ŋőćëľ æćěâ x ěáâì ŕăàă ⟨i, a_i⟩, ŕàĺçñň a_i ≠ b_i. Ŕãáâì ŋőćëľ æćěâ y ěáâì ŕăàă ⟨j, b_j⟩. Ćĺďŋő, çâő ŕăàë íâĺ àăğńĺçŋë: ěáńĺ àăğńĺçŋë ĺå ŕěàćëě çńěŋë, âő ĺ ďőłăğëćăâì ŋěçěčő, ěáńĺ ęě ŕěàćëě çńěŋë áőćŕăďăîâ (i = j), âő àăğńĺçŋë ćâőàëě b_j àăćŋő b_i ĺ ŋě àăćŋő a_i.

Šěŕěàì ő łőńĺçěáâćě ąĺâőć: ěáńĺ ŋă k-őň èăčě æćěâă ğăŕĺáëćăńĺáì r ąĺâăňĺ, âő ŋă (k + 1)-őň èăčě őŋĺ ąãďãâ ğăŕĺáëćăâìáï ćáěčő ⌈lg r⌉ + 1 ąĺâăňĺ. Ěáńĺ r ⩾ 4, âő ŕàĺ íâőň çĺáńő ąĺâőć ãňěŋìèăěâáï. Ěáńĺ ęě r = 3, âő ďćă æćěâă ňőčãâ àăğńĺçăâìáï ć àăğàïďăå 0, 1 ĺńĺ 2, ŕőíâőňã ŋă áńěďãîéěň èăčě ŋőňěà ńîąőčő æćěâă ąãďěâ ŋăçĺŋăâìáï á ⟨00⟩, ⟨01⟩ ĺńĺ ⟨10⟩ ĺ őłăŋçĺćăâìáï ŋãńñň ńĺąő ěďĺŋĺæěľ. Ŕàĺ íâőň ĺğ ćőáìňĺ æćěâőć ŕőńãçăěâáï ŋě ąőńěě èěáâĺ, âăł çâő ňë ŕàĺåőďĺâ ł 6-àăáłàăáłě.

Ěáńĺ ŕàěďŕőńőęĺâì, çâő őŕěàăæĺï ŕőĺáłă ňőęěâ ŋăľâĺ ŋãęŋëľ ĺŋďěłá ĺ áőćěàèĺâì ńěćëľ áďćĺč ğă ćàěňï O(1), âő łăęďëľ èăč ğăŋĺňăěâ ćàěňï O(1). Ăńčőàĺâň ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ŋă EREW-ňăèĺŋě, âăł łăł łăęďőňã ŕàőæěááőàã ŋěőąåőďĺň ďőáâãŕ ńĺèì ł ďćãň őąêěłâăň — x ĺ next[x].

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő çĺáńő èăčőć ďő ŕőńãçěŋĺï 6-àăáłàăáłĺ áőáâăćńïěâ O(lg^∗ n). Ŋăŕőňŋĺň, çâő lg^∗ n őŕàěďěńïńőáì łăł çĺáńő ŕàĺňěŋěŋĺľ ł n äãŋłæĺĺ lg, ŕőáńě łőâőàëå àěğãńìâăâ ąãďěâ ŋě ąőńìèě 1. Ąőńěě âőçŋő, ěáńĺ çěàěğ lg^{(i)} n őąőğŋăçĺâì i-łàăâŋőě ŕàĺňěŋěŋĺě ńőčăàĺäňă, âő

lg^∗ n = min { i ⩾ 0 : lg^{(i)} n ⩽ 1 }

Ć ŋăèěň áńãçăě çĺáńő ąĺâőć ŋă łăęďőň èăčě âőęě ńőčăàĺäňĺàãěâáï, ŋő ğăâěň őłàãčńïěâáï (á ĺğąëâłőň) ĺ ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă 1. Ŕàőćěàĺň, çâő ćáñ àăćŋő çĺáńő èăčőć ěáâì O(lg^∗ n).

Ŕãáâì r_i – çĺáńő ąĺâőć, łőâőàëňĺ ğăŕĺáëćăîâáï æćěâă ŕěàěď i-ň èăčőň. Ňë ďőłăęěň ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő r_i ⩽ ⌈lg^{(i)} n⌉ + 2 ŕàĺ ⌈lg^{(i)} n⌉ ⩾ 2 Ĺğŋăçăńìŋő r_1 ⩽ ⌈lg n⌉. Ŕãáâì ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő ďńï (i − 1)-čő èăčă. Ŕőáłőńìłã r_i = ⌈lg r_{i−1}⌉ + 1, ĺňěěň

r_i = ⌈lg r_{i−1}⌉ + 1 ⩽ ⌈lg(⌈lg^{(i−1)} n⌉ + 2)⌉ + 1 ⩽ ⌈lg(lg^{(i−1)} n + 3)⌉ + 1 ⩽ ⌈lg(2 lg^{(i−1)} n)⌉ + 1 = ⌈lg(lg^{(i−1)} n) + 1⌉ + 1 = ⌈lg^{(i)} n⌉ + 2

Ůěâćñàâőě ŋěàăćěŋáâćő ŕőńãçăěâáï âăł: ěáńĺ ⌈lg^{(i)} n⌉ ⩾ 2, âő ⌈lg^{(i−1)} n⌉ ⩾ 3, âăł çâő ãćěńĺçěŋĺě ŋă 3 ňőęŋő ğăňěŋĺâì ãňŋőęěŋĺěň ŋă 2. Ŕőíâőňã ďńï m = lg^∗ n − 1 ĺňěěň r_m ⩽ ⌈lg^{(m−1)}⌉ + 2 ⩽ 4, âăł łăł lg^{(m+1)} n ⩽ 1 ĺ lg^{(m)} n ⩽ 2 ŕő őŕàěďěńěŋĺî lg^∗ n. Ğŋăçĺâ, r_{m+1} ⩽ 3, ĺ ěéñ çěàěğ èăč ŕàőæěáá ğăłőŋçĺâáï. Šăłĺň őąàăğőň, őąéěě łőńĺçěáâćő èăčőć áőáâăćńïěâ O(lg^∗ n).

30.5.3 Ŕőńãçěŋĺě ňăłáĺňăńìŋőčő ŋěğăćĺáĺňőčő ňŋőęěáâćă ĺğ 6- àăáłàăáłĺ

Ŕãáâì ďăŋ áŕĺáőł ĺğ n őąêěłâőć ĺ ěčő àăáłàăáłă C ć c æćěâőć. Őŕĺèěň EREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕőğćőńïěâ ŋăľâĺ ŕő íâőľ àăáłàăáłě ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő (MIS) ğă ćàěňï O(c). Ć çăáâŋőáâĺ, ğŋăï 6-àăáłàăáłã, ňőęŋő ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő ğă ćàěňï O(1).

Ĺďěï ăńčőàĺâňă ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 30.11 (èěáâì ŕàăćëå łőńőŋőł). Ďńï łăęďőčő őąêěłâă x áőőâćěâáâćãîéĺľ ŕàőæěááőà åàăŋĺâ ąĺâ alive[x]. Ŕàĺ íâőň alive[x] = true őğŋăçăěâ, çâő íńěňěŋâ x ěéñ ĺňěěâ èăŋá ŕőŕăáâì ć MIS. Ćŋăçăńě alive[x] = true ďńï ćáěå őąêěłâőć x.

Ăńčőàĺâň ŋă łăęďőň èăčě àăááňăâàĺćăěâ íńěňěŋâë őďŋőčő æćěâă. Ŕãáâì âěłãéĺľ æćěâ àăćěŋ i. Łăęďëľ ŕàőæěááőà ŕàőćěàïěâ ďńï áćőěčő íńěňěŋâă x ãáńőćĺï C[x] = i ĺ alive[x] = true. Ěáńĺ őąă ãáńőćĺï ćëŕőńŋěŋë, âő íńěňěŋâ x ćłńîçăěâáï ć MIS, ă alive-ąĺâë áőáěďŋĺå á ŋĺň íńěňěŋâőć (áńěďãîéěčő ĺ ŕàěďëďãéěčő) ãáâăŋăćńĺćăîâáï àăćŋëňĺ false (íâĺ íńěňěŋâë ŋěńìğï ćłńîçăâì ć MIS). Ŕőáńě c èăčőć łăęďëľ őąêěłâ ńĺąő ćłńîçñŋ ć MIS, ńĺąő ĺňěěâ alive-ąĺâ, àăćŋëľ false.

Ŕőłăęěň, çâő ŕőńãçěŋŋőě ňŋőęěáâćő ďěľáâćĺâěńìŋő ïćńïěâáï ŋěğăćĺáĺňëň ĺ ňăłáĺňăńìŋëň. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ć ňŋőęěáâćő ŕőŕăńĺ ďćă áőáěďŋĺå őąêěłâă. Ć áĺńã áćőľáâć àăáłàăáłĺ őŋĺ ĺňěîâ àăğŋëě æćěâă, ŕőíâőňã ćłńîçěŋë ŋă àăğŋëå èăčăå. Ŋő ćłńîçñŋŋëľ ŕěàćëň őąêěłâ ďőńęěŋ ąëń ãáâăŋőćĺâì alive-ąĺâ ćâőàőčő ć ŕőńőęěŋĺě false, ĺ ćâőàőľ íńěňěŋâ ãęě ŋě ňőč ąëâì ćłńîçñŋ.

Ňăłáĺňăńìŋőáâì ňŋőęěáâćă őçěćĺďŋă. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ íńěňěŋâ x ŋě ćłńîçñŋ ć ňŋőęěáâćő, âő alive[x] = false, ŕőíâőňã ć ňŋőęěáâćő ćłńîçñŋ őďĺŋ ĺğ ěčő áőáěďěľ. Ŕőíâőňã ŕàĺ ďőąăćńěŋĺĺ íńěňěŋâă x ňŋőęěáâćő ŕěàěáâăŋěâ ąëâì ŋěğăćĺáĺňëň.

Łăęďëľ èăč ăńčőàĺâňă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(1). Ăńčőàĺâň ňőęěâ ąëâì àěăńĺğőćăŋ ŋă EREW-ňăèĺŋě, ŕőáłőńìłã łăęďëľ ŕàőæěááőà őąàăéăěâáï âőńìłő ł âàñň őąêěłâăň – áćőěňã ĺ ěčő áőáěďïň. Ćňěáâě á ăńčőàĺâňőň ŕőĺáłă 6-àăáłàăáłĺ íâőâ ăńčőàĺâň ďăñâ ćőğňőęŋőáâì ŋăľâĺ ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő (ĺ âěň áăňëň àěèĺâì ğăďăçã ő ŋăàãèěŋĺĺ áĺňňěâàĺĺ) ğă ćàěňï O(lg^∗ n) á ŕőňőéìî ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋőčő ăńčőàĺâňă.

30.5.4 Şŕàăęŋěŋĺï

30.5-1 Ďőłăęĺâě, çâő ć ŕàĺňěàě á ćëąőàőň őďŋőčő ĺğ ďćãå ŕàőæěááőàőć á ŕőňőéìî ąàőáăŋĺï ňőŋěâłĺ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě âàěąãěňőčő ćàěňěŋĺ łőŋěçŋő.

30.5-2 Ŕãáâì ďăŋă 6-àăáłàăáłă áŕĺáłă ĺğ n íńěňěŋâőć. Ŋăľďĺâě EREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(1) áâàőĺâ 3-àăáłàăáłã âőčő ęě áŕĺáłă, ĺáŕőńìğãï n ŕàőæěááőàőć.

30.5-3 Ŕãáâì ďěàěćő á n ãğńăňĺ ğăďăŋő áńěďãîéĺň őąàăğőň: łăęďëľ ãğěń, łàőňě łőàŋï, ĺňěěâ ãłăğăâěńì ŋă àőďĺâěńï. Ŋăľďĺâě CREW-ăńčőàĺâň, łőâőàëľ áâàőĺâ O(1)-àăáłàăáłã íâőčő ďěàěćă ğă ćàěňï O(lg^∗ n).

30.5-4^∗. Ŕàĺďãňăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă O(1)- àăáłàăáłĺ čàăäă áâěŕěŋĺ 3 ĺ őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

30.5-5^∗. Ŋăğőćñň k-àăğďěńñŋŋëň ŕőďňŋőęěáâćőň áŕĺáłă (kruling set) ňŋőęěáâćő ěčő őąêěłâőć, łőâőàőě ŋě áőďěàęĺâ áőáěďŋĺå őąêěłâőć ĺ ŋě ĺňěěâ ďëàőł ďńĺŋë ąőńìèě k (âő ěáâì ěčő ďőŕőńŋěŋĺě ŋě áőďěàęĺâ ąőńěě k ŕőďàïď ĺďãéĺå őąêěłâőć). Ŋăŕàĺňěà, ńîąőě ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő ąãďěâ 2-àăğďěńñŋŋëň. Łăł ŋăľâĺ O(lg n)-àăğďěńñŋŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ć n-íńěňěŋâŋőň áŕĺáłě ğă ćàěňï O(1), ĺáŕőńìğãï n ŕàőæěááőàőć? Šőâ ęě ćőŕàőá ďńï O(lg lg n)-ňŋőęěáâćă.

30.5-6^∗ Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň ŕőĺáłă 6-àăáłàăáłĺ níńěňěŋâŋőčő áŕĺáłă ğă ćàěňï O(lg(lg^∗ n)), ŕàěďŕőńăčăï, çâő łăęďëľ ŕàőæěááőà ňőęěâ åàăŋĺâì ğăàăŋěě ćëçĺáńěŋŋãî âăąńĺæã àăğňěàă O(lg n). (Şłăğăŋĺě. Őâ áłőńìłĺå ğŋăçěŋĺľ ğăćĺáĺâ łőŋěçŋëľ æćěâ őąêěłâă ć ŕőáâàőěŋŋőľ ŋăňĺ 6-àăáłàăáłě?)

30.6 Ğăďăçĺ

30-1 Őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć ŋă őâàěğłăå Ŕàĺ őąàăąőâłě ŕàěäĺłáőć ŋă őâàěğłăå (segmented prefix computation), łăł ĺ ŕàĺ őąëçŋőľ őąàăąőâłě ŕàěäĺłáőć, äĺłáĺàőćăŋă ąĺŋăàŋăï ăááőæĺăâĺćŋăï őŕěàăæĺï ⊗ ŋă ňŋőęěáâćě S. Ŕő ďăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ x = ⟨x_1, x_2, . . . , x_n⟩, x_i ∈ S ĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ čàăŋĺæ (segment sequence) b = ⟨b_1, b_2, . . . , b_n⟩, čďě b_i ∈ {0, 1}, b_1 = 1, âàěąãěâáï ćëçĺáńĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨y_1, y_2, . . . , y_n⟩, y_i ∈ S, łőâőàăï áâàőĺâáï âăł: łăęďăï ěďĺŋĺæă ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ b őğŋăçăěâ ŋăçăńő ŋőćőčő őâàěğłă, ĺ ŋă łăęďőň őâàěğłě ŋěğăćĺáĺňő ŕàőĺğćőďĺâáï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć (áň. àĺá. 30.12).

a. Őŕàěďěńĺň ŋă ňŋőęěáâćě ŕăà {0, 1} × S ŋőćãî őŕěàăæĺî ^⊗: (a, z) ^⊗(a^′, z^′) = { (a, z ⊗ z^′) ěáńĺ a^′ = 0 (1, z^′) ěáńĺ a^′ = 1

Ďőłăęĺâě, çâő íâă őŕěàăæĺï ăááőæĺăâĺćŋă.

b). Ŋăľďĺâě EREW-ăńčőàĺâň ďńï őąàăąőâłĺ ŕàěäĺłáőć ŋă őâàěğłăå ğă ćàěňï O(lg n).

c). Ŋăľďĺâě EREW-ăńčőàĺâň, áőàâĺàãîéĺľ áŕĺáőł ĺğ n kàăğàïďŋëå çĺáěń ğă ćàěňï O(k lg n).

30-2 Ŕőĺáł ňăłáĺňãňă ĺğ n çĺáěń á ŕőňőéìî n ŕàőæěááőàőć Ğďěáì őŕĺáăŋ CRCW-ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï ňăłáĺňãňă ĺğ n çĺáěń, ĺáŕőńìğãîéĺľ p = n ŕàőæěááőàőć.

Řĺáãŋőł 30.12 30.12. Őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć ŋă őâàěğłăå (őŕěàăæĺï — áńőęěŋĺě). Ŕőłăğăŋë ćåőďŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ x ĺ b ĺ ćëåőďŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì y. Ć íâőň ŕàĺňěàě ĺňěěâáï 5 őâàěğłőć.

a. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ m ⩽ p/2, âő ŋăåőęďěŋĺě ňăłáĺňãňă ĺğ m çĺáěń ňőęŋő ğă ćàěňï O(1) áćěáâĺ ł ŋăåőęďěŋĺî ňăłáĺňãňă ĺğ ŋě ąőńěě çěň m^2/p çĺáěń, ĺáŕőńìğãï CRCW-ňăèĺŋã á p ŕàőæěááőàăňĺ.

b. Ŕãáâì ćŋăçăńě ĺňěěâáï m = ⌊p/2⌋ çĺáěń. Śłőńìłő ĺå őáâăŋěâáï ŕőáńě k ŕàĺňěŋěŋĺľ łőŋáâàãłæĺĺ ŕãŋłâă (a)?

c. Ŕőáâàőľâě CRCW-ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ňăłáĺňãňă ĺğ n çĺáěń áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(lg lg n), ĺáŕőńìğãîéĺľ p = n ŕàőæěááőàőć.

30-3 Śćïğŋëě łőňŕőŋěŋâë Ć íâőľ ğăďăçě áâàőĺâáï ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E). Ăńčőàĺâň ŕàěďŋăğŋăçěŋ ďńï CRCW-ňăèĺŋë (ć łőâőàőľ ňőęěâ ğăŕĺáăâìáï ńîąőě ĺğ őďŋőćàěňěŋŋő ğăŕĺáëćăěňëå ğŋăçěŋĺľ) á |V + E| ŕàőæěááőàăňĺ. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ňë åàăŋĺň ãłăğăâěńì p[v]. Ćŋăçăńě p[v] = v ďńï ćáěå ćěàèĺŋ v. Ć łőŋæě p[v] = p[u] ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă u ĺ v ńěęăâ ć őďŋőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě. Ćő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ãłăğăâěńĺ őąàăğãîâ ŋěáłőńìłő ďěàěćìěć ááëńőł (pointer trees). Ďěàěćő ááëńőł ŋăğëćăěâáï ğćěğďőľ (star), ěáńĺ p[u] = p[v] ďńï ńîąëå ďćãå ěčő ćěàèĺŋ u ĺ v.

Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő łăęďőě àěąàő ć čàăäě ŕàőďãąńĺàőćăŋő, âő ěáâì ćňěáâě á ŕăàőľ (u, v) ňŋőęěáâćő E áőďěàęĺâ ŕăàã (v, u). Ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ ďćě őáŋőćŋëå őŕěàăæĺĺ: Hook ĺ Jump, ă âăłęě ŕàőæěďãàã Star, łőâőàăï ďěńăěâ star[v] àăćŋëň true, ěáńĺ ćěàèĺŋă v ŕàĺŋăďńěęĺâ ğćěğďě.

Hook(G) 1 Star(G) 2 for(ďńï) łăęďőčő àěąàă (u, v) ∈ E[G] 3 do if star[u] ĺ p[u] > p[v] 4 then p[p[u]] ← p[v] 5 Star(G) 6 for(ďńï) łăęďőčő àěąàă (u, v) ∈ E[G] 7 do if star[u] ĺ p[u] ≠ p[v] 8 then p[p[u]] ← p[v] Jump(G) 1 for(ďńï) łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ V [G] 2 do p[v] ← p[p[v]] Ăńčőàĺâň àăąőâăěâ áńěďãîéĺň őąàăğőň: ćŋăçăńě ćëŕőńŋïěâáï Hook, ă ğăâěň çěàěďãîâáï Hook, Jump, Hook, Jump ĺ âăł ďăńěě, ŕőłă ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ ŕàőæěďãàë Jump ŋě őłăęěâáï, çâő ŋĺ őďĺŋ ãłăğăâěńì ŋě ňěŋïěâáï. Ğăňěâìâě, çâő ćŋăçăńě ďćăęďë ćëŕőńŋïěâáï ŕàőæěďãàă Hook.

a. Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Star(G).

b. Ďőłăęĺâě, çâő ãłăğăâěńĺ p őąàăğãîâ ć ńîąőľ ňőňěŋâ ŋěáłőńìłő ďěàěćìěć, ŕàĺçñň łőàŋĺ ŋăåőďïâáï ć âěå ćěàèĺŋăå, łőâőàëě ãłăğëćăîâ ŋă áěąï. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ p[u] = p[v], âő u ĺ v ńěęăâ ć őďŋőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě.

c. Ďőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ŕàăćĺńìŋő, âő ěáâì őáâăŋăćńĺćăěâáï ĺ ć ňőňěŋâ őáâăŋőćłĺ p[u] = p[v] âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă u ĺ v ŕàĺŋăďńěęăâ őďŋőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâě.

Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă. Řăááňőâàĺň łăłãî-ŋĺąãďì áćïğŋãî łőňŕőŋěŋâã C, áőďěàęăéãî ŋě ňěŋìèě ďćãå ćěàèĺŋ. Ŕãáâì ć ŋěłőâőàëľ ňőňěŋâ àăąőâë ăńčőàĺâňă łőňŕőŋěŋâă C áőáâőĺâ ĺğ ŋěáłőńìłĺå ďěàěćìěć {T_i}. Őŕàěďěńĺň ŕőâěŋæĺăń łőňŕőŋěŋâë C łăł Φ(C) = ∑ T_i height(T_i) čďě height(T_i) – ćëáőâă ďěàěćă T_i. Ŋăèă æěńì – ŕőłăğăâì, çâő łăęďăï ŕăàă őŕěàăæĺľ Hook–Jump ãňěŋìèăěâ Φ(C) ć ŋěłőâőàőě äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő àăğ (ĺńĺ ěéñ áĺńìŋěě).

d. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőáńě ŕěàćőčő ćëğőćă ŕàőæěďãàë Hook ŋěâ ďěàěćìěć ćëáőâë 0 ĺ çâő Φ(C) ⩽ |V |.

e. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőáńěďãîéĺě ćëğőćë ŕàőæěďãàë Hook ŋě ãćěńĺçĺćăîâ Φ(C).

f. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőáńě ńîąőčő ćëğőćă ŕàőæěďãàë Hook, łàőňě ŕěàćőčő, áàěďĺ ďěàěćìěć ááëńőł ŋěâ ğćñğď (ğă ĺáłńîçěŋĺěň áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ, ćáě ćěàèĺŋë łőâőàëå ãęě őąêěďĺŋěŋë ć őďŋã ğćěğďã).

g. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ďěàěćìï ááëńőł ďńï ďăŋŋőľ áćïğŋőľ łőňŕőŋěŋâë C ěéñ ŋě ŕàěćàăâĺńĺáì ć őďŋã ğćěğďã, âő ŕőáńě ćëğőćă ŕàőæěďãàë Jump ŕőâěŋæĺăń Φ(C) ãňěŋìèăěâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ć ŕőńâőàă àăğă. Łăłőć ŋăĺåãďèĺľ áńãçăľ (łőčďă ŕőâěŋæĺăń ãňěŋìèăěâáï ňěŋìèě ćáěčő)?

h. Ćëćěďĺâě ĺğ ŕàěďëďãéěčő, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă áőáâăćńïěâ O(lg |V |).

30-4 Šàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺě ĺğőąàăęěŋĺï Ćĺďěőŕăňïâì ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł ňăâàĺæã ąĺâőć M àăğňěàă p × p (áçĺâăěň, çâő âőçłĺ ąëćăîâ çñàŋëňĺ ĺ ąěńëňĺ). Ŕàĺ íâőň ŋă ďĺáŕńěě ćĺďŋă ěñ çăáâì — ćěàåŋïï ńěćăï ŕőďňăâàĺæă àăğňěàă n × n. Őŕàěďěńĺň őŕěàăæĺî ŕěàěŋőáă ąńőłă ąĺâőć (Block Transfer of bits, BitBLT). Ŕàőæěďãàă BitBLT(r_1, c_1, r_2, c_2, nr, nc, ∗) ćëŕőńŋïěâ ŕàĺáćăĺćăŋĺï

M[r_2 + i, c_2 + j] ← M[r_2 + i, c_2 + j] ∗ M[r_1 + i, c_1 + j]

ďńï ćáěå i = 0, 1, . . . , nr − 1, j = 0, 1, . . . , nc − 1. Ğďěáì ∗ őąőğŋăçăěâ ńîąãî ĺğ 16 ąĺŋăàŋëå ńőčĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ.

Ŕãáâì âàěąãěâáï âàăŋáŕőŋĺàőćăâì ćĺďĺňãî çăáâì ĺğőąàăęěŋĺï: M[i, j] ← M[j, i]. Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćàěňï łőŕĺàőćăŋĺï ąĺâőć ňěŋìèě, çěň ćàěňï ŕěàěŋőáă ąńőłă ąĺâőć, âăł çâő ňë őæěŋĺćăŋĺěň ĺňěŋŋő çĺáńő őŕěàăæĺľ BitBLT.

Ďőłăęĺâě, çâő ňőęŋő âàăŋáŕőŋĺàőćăâì ĺğőąàăęěŋĺě, ćëğćăć ŕàőæěďãàã BitBLT ćáěčő ńĺèì O(lg n) àăğ. Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő p áãéěáâćěŋŋő ąőńìèě, çěň n, âăł çâő ĺňěěâáï ąőńìèőě àăąőçěě ŕàőáâàăŋáâćő, čďě ňőęŋő áőåàăŋïâì ŕàőňěęãâőçŋëě àěğãńìâăâë. Łăłăï çăáâì íâőčő ŕàőáâàăŋáâćă ĺáŕőńìğãěâáï? (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě ŕőďåőď ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, ğăŕãáłăï ŕàőæěďãàã BitBLT á őŕěàăæĺěľ Ĺ).

30.7 Łőňňěŋâăàĺĺ

Ŕăàăńńěńìŋëě ăńčőàĺâňë ďńï łőňąĺŋăâőàŋëå ğăďăç őŕĺáëćăîâ Ăłń [9], Łăàŕ ĺ Řăňăçăŋďàă [118] ĺ Ńěľâőŋ [135]. Řăğńĺçŋëě ňőďěńĺ ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ őŕĺáăńĺ Ţćăŋč ĺ Ąàĺččá [109], ă âăłęě ďě Čàőőâ [110].

Ŋăçăńő âěőàĺĺ ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ őâŋőáĺâáï ł łőŋæã 1940-å čőďőć XX ćěłă, łőčďă Ďę. äőŋ Ŋěľňăŋ [38] ććñń ŕőŋïâĺě łńěâőçŋőčő ăćâőňăâă, łőâőàëľ ŕő áãâĺ ïćńïěâáï ďćãňěàŋëň ňăááĺćőň ŕàőæěááőàőć á łőŋěçŋëň çĺáńőň áőáâőïŋĺľ, àăáŕőńőęěŋŋëå ć ãğńăå łńěâçăâőľ ąãňăčĺ. áěâłě. Ňőďěńì PRAM ććěńĺ Ťőàçãŋ ĺ Ćăľńĺ [73] (ŕőåőęĺě ňőďěńĺ ŕàěďńăčăńĺáì ňŋőčĺňĺ ăćâőàăňĺ ĺ àăŋìèě).

Ňěâőď ŕěàěåőďőć ŕő ãłăğăâěńïň ąëń ŕàěďńőęěŋ Ćăľńĺ [204]. Ŕăàăńńěńìŋăï őąàăąőâłă ŕàěäĺłáőć ąëńă àăááňőâàěŋă ć àăąőâě Őäňăŋă [152] (ć łőŋâěłáâě áńőęěŋĺï á ŕàěďćëçĺáńěŋĺěň ŕěàěŋőáőć). Ňěâőď íľńěàőćă æĺłńă ŕàěďńőęĺńĺ Šăàìïŋ ĺ Ćĺèłĺŋ [191].

Śőőâŋőèěŋĺï ňěęďã çĺáńőň ŕàőæěááőàőć ĺ ćàěňěŋěň ďńï ğăďăçĺ ŋăåőęďěŋĺï ňăłáĺňãňă n íńěňěŋâőć ĺğãçăń Ćăńĺăŋâőň [193]; őŋ ęě ďőłăğăń, çâő ďńï íâőľ ğăďăçĺ ŋě áãéěáâćãěâ íääěłâĺćŋőčő ŕő ğăâàăâăň ăńčőàĺâňă áő ćàěňěŋěň àăąőâë O(1). Łãł, Ďćőàł ĺ Řăľèãł [50] ďőłăğăńĺ, çâő ćëçĺáńěŋĺě ňăłáĺňãňă ŋă CREWňăèĺŋě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Ω(lg n). Ňěâőď ňőďěńĺàőćăŋĺï CRCWňăèĺŋë á ŕőňőéìî EREW-ňăèĺŋë ŕàěďńőęĺń Ćĺèłĺŋ [195].

Šěőàěňã 30.2 ďőłăğăń Ąàěŋâ [34]. İääěłâĺćŋëľ íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŋăåőęďěŋĺï ŋőňěàőć ć áŕĺáłě ŕàěďńőęĺńĺ Ăŋďěàáőŋ ĺ Ňĺńńěà [11]. Őŋĺ ŕàěďńőęĺńĺ âăłęě íääěłâĺćŋëľ ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň ďńï íâőľ ğăďăçĺ [10]. Ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň ŋăàãèěŋĺï áĺňňěâàĺĺ ćğïâ ĺğ àăąőâë Čőńìďąěàčă ĺ Ŕńőâłĺŋă [84]; őŋ őáŋőćăŋ ŋă ŕőåőęěň ăńčőàĺâňě á âěň ęě ćàěňěŋěň àăąőâë, łőâőàëľ ŕàĺďãňăńĺ Łőãń ĺ Ćĺèłĺŋ [47].

31 Ňăâàĺæë ĺ ďěľáâćĺï á ŋĺňĺ

Ňăâàĺæë çăáâő ćáâàěçăîâáï ć ŋăãçŋëå àăáçñâăå, ŕőíâőňã ćăęŋő ãňěâì íääěłâĺćŋő á ŋĺňĺ àăąőâăâì. İâă čńăćă áőďěàęĺâ łàăâłőě ććěďěŋĺě ć âěőàĺî ňăâàĺæ ĺ őŕěàăæĺľ ŋăď ŋĺňĺ. Őáőąőě ćŋĺňăŋĺě ãďěńïěâáï ãňŋőęěŋĺî ňăâàĺæ ĺ àěèěŋĺî áĺáâěň ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ.

Ć àăğďěńě 31.1 ňë ććěďñň őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï ĺ őąőğŋăçěŋĺï. Ć àăğďěńě 31.2 ĺğńăčăěâáï ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă, ŕőğćőńïîéĺľ ãňŋőęĺâì ďćě ňăâàĺæë àăğňěàă n × n ğă ćàěňï Θ(n^{lg 7}) = O(n^{2.81}). (Ŕőïćńěŋĺě ăńčőàĺâňă ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ, àăąőâăîéěčő ąëcâàěě, çěň áâăŋďăàâŋëľ, ąëńő ć áćőñ ćàěňï ąőńìèőľ ŋěőęĺďăŋŋőáâìî.) Ć àăğďěńě 31.3 ňë ććěďñň ŕőŋïâĺï łćăğĺłőńìæă, łőńìæă ĺ ŕőńï, ă ğăâěň áäőàňãńĺàãěň ďőŕãéěŋĺï, ŋěőąåőďĺňëě ďńï ŕàăćĺńìŋőľ àăąőâë ăńčőàĺâňă Ÿâàăááěŋă. İâőâ àăğďěń áőďěàęĺâ âăłęě ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ąëáâàëľ ăńčőàĺâň ŕěàěňŋőęěŋĺï ąãńěćëå ňăâàĺæ, őáŋőćăŋŋëľ ŋă ăńčőàĺâňě Ÿâàăááěŋă. Ć àăğďěńě 31.4 àăááłăğëćăěâáï, łăł àěèăâì áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ á ŕőňőéìî âăł ŋăğëćăěňőčő LUPàăğńőęěŋĺï. Ć àăğďěńě 31.5 ňë őąáãďĺň áćïğì ňěęďã ğăďăçěľ ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ ĺ ğăďăçěľ őąàăéěŋĺï ňăâàĺæë. Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 31.6 ňë àăááňőâàĺň áĺňňěâàĺçěáłĺě ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě ňăâàĺæë ĺ ŕőłăęěň, łăł á ĺå ŕőňőéìî ňőęŋő àěèăâì ŕěàěőŕàěďěńñŋŋëě áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ ňěâőďőň ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć.

31.1 Ňăâàĺæë ĺ ĺå áćőľáâćă

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŋăŕőňŋĺň őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï âěőàĺĺ ňăâàĺæ, ĺáŕőńìğãěňëě ć ďăńìŋěľèěň.

Ňăâàĺæë ĺ ćěłâőàë.

Ňăâàĺæěľ (matrix) ŋăğëćăěâáï ŕàïňőãčőńìŋăï âăąńĺæă çĺáěń.

Ŋăŕàĺňěà, A = ( a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} ) = = ( 1 2 3 4 5 6

) (31.1)

ïćńïěâáï 2 × 3 ňăâàĺæěľ A = (a_{ij} ), ć łőâőàőľ ŋă ŕěàěáěçěŋĺĺ i-ľ áâàőłĺ ĺ j-čő áâőńąæă áâőĺâ íńěňěŋâ a_{ij} (i = 1, 2 ĺ j = 1, 2, 3). Ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ňăâàĺæë ąőńìèĺňĺ ąãłćăňĺ, ă ĺå íńěňěŋâë — áőőâćěâáâćãîéĺňĺ ňăńěŋìłĺňĺ ąãłćăňĺ á ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłáăňĺ. Ňŋőęěáâćő ćáěå (m × n)-ňăâàĺæ á ćěéěáâćěŋŋëňĺ íńěňěŋâăňĺ őąőğŋăçăěâáï R^{m×n}. Ć őąéěň áńãçăě, ňŋőęěáâćő ňăâàĺæ àăğňěàă m × n, íńěňěŋâë łőâőàëå ąěàãâáï ĺğ ňŋőęěáâćă S, őąőğŋăçăěâáï S^{m×n}.

Ŕàĺ âàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺĺ ňăâàĺæë A ěñ áâàőłĺ áâăŋőćïâáï áâőńąæăňĺ ĺ ŋăőąőàőâ. Ňăâàĺæă, ŕőńãçăěňăï ĺğ A âàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺěň, őąőğŋăçăěâáï A^T (the transpoose of A). Ŋăŕàĺňěà, ďńï ňăâàĺæë A ĺğ (31.1)

A^T = 1 4 2 5 3 6 Ćěłâőàőň (vector) ŋăğëćăěâáï őďŋőňěàŋëľ ňăááĺć çĺáěń. Ŋăŕàĺňěà, x = 2 3 5 (31.2) ïćńïěâáï ćěłâőàőň ĺğ âàñå íńěňěŋâőć. Ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ćěłâőàë ňăńěŋìłĺňĺ ąãłćăňĺ. Ďńï i−čő íńěňěŋâă ćěłâőàă x, áőáâőïéěčő ĺğ n íńěňěŋâőć, ŕàĺňěŋïěâáï őąőğŋăçěŋĺě x_i (i = 1, 2, ..., n). Śâăŋďăàâŋőľ äőàňőľ ćěłâőàă ňë ąãďěň áçĺâăâì ćěłâőà-áâőńąěæ (âő ěáâì n × 1-ňăâàĺæã); ŕàĺ ěčő âàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺĺ ŕőńãçăěâáï ćěłâőà-áâàőłă:

x^T = ( 2 3 5 ).

Ćěłâőà, i-ľ íńěňěŋâ łőâőàőčő àăćěŋ 1, ă ćáě őáâăńìŋëě íńěňěŋâë àăćŋë 0, ŋăğëćăîâ ěďĺŋĺçŋëň ćěłâőàőň (unit vector) ĺ őąőğŋăçăîâ e_i. Łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ěďĺŋĺçŋőčő ćěłâőàă őąëçŋő őŕàěďěńïěâáï ĺğ łőŋâěłáâă.

Ŋãńěćőľ ňăâàĺæěľ (zero matrix) ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæă, ćáě íńěňěŋâë łőâőàőľ àăćŋë 0. Šăłăï ňăâàĺæă őąëçŋő őąőğŋăçăěâáï 0. Ůâő ŕőŋĺňăâì ŕőď íâĺň őąőğŋăçěŋĺěň — çĺáńő 0 ĺńĺ ŋãńěćãî ňăâàĺæã — őąëçŋő ïáŋő ĺğ łőŋâěłáâă; ěáńĺ ĺňěěâáï ć ćĺďã ňăâàĺæă, âő àăğňěà ěñ âőęě őŕàěďěńïěâáï ĺğ łőŋâěłáâă.

Ůăáâő ćáâàěçăîâáï łćăďàăâŋëě ňăâàĺæë (square matrices) — ňăâàĺæë àăğňěàă n × n. Ŋěłőâőàëě ĺå ćĺďë ňë őâňěâĺň őáőąő.

1. Ş ďĺăčőŋăńìŋőľ ňăâàĺæë (diagonal matrix) ćáě ćŋěďĺăčőŋăńìŋëě íńěňěŋâë àăćŋë ŋãńî (a_{ij} = 0 ŕàĺ i ≠ j), ŕőíâőňã őŋă ňőęěâ ąëâì ğăďăŋă ŕěàěçĺáńěŋĺěň íńěňěŋâőć, áâőïéĺå ŋă ďĺăčőŋăńĺ.

diag(a_{11}, a_{22}, . . . , a_{nn}) = a_{11} 0 . . . 0 0 a_{22} . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . a_{nn} .

2. Ěďĺŋĺçŋőľ ňăâàĺæěľ (identity matrix) ŋăğëćăěâáï ďĺăčőŋăńìŋăï ňăâàĺæă, ďĺăčőŋăńì łőâőàőľ ğăŕőńŋěŋă ěďĺŋĺæăňĺ:

I_n = diag(1, 1, ..., 1) = 1 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . 1 .

Ĺŋőčďă ĺŋďěłá n ŕàĺ ąãłćě I őŕãáłăěâáï; àăğňěà ňăâàĺæë ć íâőň áńãçăě őŕàěďěńïěâáï ĺğ łőŋâěłáâă. Śâőńąæăňĺ ěďĺŋĺçŋőľ ňăâàĺæë áńãęăâ ćěłâőàë e_1, e_2, . . . , e_n.

3. Ş âàñåďĺăčőŋăńìŋőľ ňăâàĺæë (tridiagonal matrix) ŋěŋãńěćëě íńěňěŋâë ňőčãâ ŕőïćńïâìáï ŋă čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ (t_{i,i} ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n), ŕàïňő ŋăď ŋěľ (t_{i,i+1} ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n − 1), ĺńĺ ŕàïňő ŕőď ŋěľ (t_{i+1,i} ŕàĺ i = 1, 2, . . . , n − 1). Ćáě őáâăńìŋëě íńěňěŋâë àăćŋë ŋãńî (t_{ij} = 0 ŕàĺ |i − j| > 1):

T = t_{11} t_{12} 0 0 . . . 0 0 0 t_{21} t_{22} t_{23} 0 . . . 0 0 0 . . . . . . . . ... . . . . . . 0 0 0 0 . . . t_{n−2,n−2} t_{n−2,n−1} 0 0 0 0 0 . . . t_{n−1,n−2} t_{n−1,n−1} t_{n−1,n} 0 0 0 0 . . . 0 t_{n,n−1} t_{n,n}

.

4. Ş ćěàåŋě-âàěãčőńìŋőľ ňăâàĺæë (upper-triangular matrix) ćáě íńěňěŋâë ŕőď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńìî àăćŋë ŋãńî (u_{ij} = 0 ŕàĺ i > j):

U = u_{11} u_{12} . . . u_{1n} 0 u_{22} . . . u_{2n} . . . . ... . . 0 0 . . . u_{nn} .

5. Ş ŋĺęŋě-âàěãčőńìŋőľ ňăâàĺæë (lower-triangular matrix) ćáě íńěňěŋâë ŋăď čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńìî àăćŋë ŋãńî (l_{ij} = 0 ŕàĺ i < j):

L = l_{11} 0 . . . 0 l_{12} l_{22} . . . 0 . . . . ... . . l_{n1} l_{n2} . . . l_{nn} .

6. Ňăâàĺæă ŕěàěáâăŋőćłĺ (permutation matrix) ĺňěěâ ć âőçŋőáâĺ őďŋã ěďĺŋĺæã ć łăęďőľ áâàőłě ĺ łăęďőň áâőńąæě; ŋă ćáěå ŕàőçĺå ňěáâăå ã ŋěñ áâőïâ ŋãńĺ. Ŕàĺňěà ňăâàĺæë ŕěàěáâăŋőćłĺ:

P = 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 .

Şňŋőęěŋĺě ćěłâőàă x ŋă ňăâàĺæã ŕěàěáâăŋőćłĺ ŕàĺćőďĺâ ł ŕěàěáâăŋőćłě ěčő íńěňěŋâőć.

7. Śĺňňěâàĺçěáłăï ňăâàĺæă (symmetric matrix) ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî A = A^T . Ŋăŕàĺňěà, ňăâàĺæă A = 1 2 3 2 6 4 3 4 5

ïćńïěâáï áĺňňěâàĺçěáłőľ.

Ďěľáâćĺï á ňăâàĺæăňĺ.

İńěňěŋâăňĺ ňăâàĺæë ĺńĺ ćěłâőàă áńãęăâ íńěňěŋâë ŋěłőâőàőľ çĺáńőćőľ áĺáâěňë (ďěľáâćĺâěńìŋëě çĺáńă, łőňŕńěłáŋëě çĺáńă, őáâăâłĺ ŕő ňőďãńî ŕàőáâőčő çĺáńă). Őŕěàăæĺĺ áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï ć íâőľ çĺáńőćőľ áĺáâěňě ňőęŋő àăáŕàőáâàăŋĺâì ŋă ňăâàĺæë á íńěňěŋâăňĺ ĺğ ŋěñ.

Őŕàěďěńĺň áńőęěŋĺě ňăâàĺæ (matrix addition) áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕãáâì ďăŋë (m × n)-ňăâàĺæë A = (a_{ij} ) ĺ B = (b_{ij} ). Ŋăğőćñň ĺå áãňňőľ (m × n)-ňăâàĺæã C = (c_{ij}) = A + B á íńěňěŋâăňĺ c_{ij} = a_{ij} + b_{ij} , čďě i = 1, 2, . . . , m ĺ j = 1, 2, . . . , n. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, áńőęěŋĺě ňăâàĺæ őáãéěáâćńïěâáï ŕőłőňŕőŋěŋâŋő. Ŋãńěćăï ňăâàĺæă ïćńïěâáï ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň ďńï őŕěàăæĺĺ áńőęěŋĺï ňăâàĺæ:

A + 0 = A

= 0 + A

Ŕãáâì λ – çĺáńő, ă A = (a_{ij} ) — ňăâàĺæă. Ňőęŋő ãňŋőęĺâì ňăâàĺæã A ŋă çĺáńő λ, ãňŋőęĺć łăęďëľ íńěňěŋâ A ŋă λ. Řěğãńìâăâ ãňŋőęěŋĺï –ňăâàĺæă λA = (λa_{ij} ) (scalar multiple of A). Őáőąő őâňěâĺň ňăâàĺæã −A = (−1) · A, ŋăğëćăěňãî ŕàőâĺćőŕőńőęŋőľ ł A ňăâàĺæěľ (negative of a matrix A). İńěňěŋâ á ĺŋďěłáăňĺ ij ć ňăâàĺæě −A àăćěŋ −a_{ij} , ŕőíâőňã

A + (−A) = 0

= (−A) + A

Ćëçĺâăŋĺě ňăâàĺæë (matrix subtraction) ňë âěŕěàì ňőęěň őŕàěďěńĺâì łăł ŕàĺąăćńěŋĺě ŕàőâĺćőŕőńőęŋőľ ňăâàĺæë: A − B = A + (−B). Şňŋőęěŋĺě ňăâàĺæë A ŋă ňăâàĺæã B (matrix multiplication) őáãéěáâćĺňő, ńĺèì ěáńĺ őŋĺ ĺňěîâ áőčńăáőćăŋŋëě àăğňěàë, âő ěáâì çĺáńő áâőńąæőć A áőćŕăďăěâ á çĺáńőň áâàőł B. (Ğăŕĺáì AB ŕőďàăğãňěćăěâ, çâő ňăâàĺæë A ĺ B ĺňěîâ áőčńăáőćăŋŋëě àăğňěàë.) Ěáńĺ A = (a_{ij} ) — (m × n)-ňăâàĺæă, ă B = (b_{ij} ) — (n×p)-ňăâàĺæă, âő ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺěň C = AB ŋăğëćăěâáï (m×p)- ňăâàĺæă C = (c_{ij} ), ć łőâőàőľ c_{ik} = n∑ j=1 a_{ij} b_{jk} (31.3)

ďńï i = 1, 2, . . . , m ĺ k = 1, 2, . . . , p. Ĺňěŋŋő íâã äőàňãńã àěăńĺğãěâ ŕàőæěďãàă Matrix-Multiply ĺğ àăğďěńă 26.1, ãňŋőęăîéăï łćăďàăâŋëě ňăâàĺæë (m = n = p). Ůâőąë ćëçĺáńĺâì ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå (n × n) ňăâàĺæ, Matrix-Multiply ćëŕőńŋïěâ n^3 ãňŋőęěŋĺľ ĺ n^2(n − 1) áńőęěŋĺľ, âăł çâő ćàěňï ěñ àăąőâë ěáâì Θ(n^3).

Ňăâàĺæë őąńăďăîâ ňŋőčĺňĺ (åőâï ĺ ŋě ćáěňĺ) áćőľáâćăňĺ çĺáěń. Ěďĺŋĺçŋăï ňăâàĺæă ïćńïěâáï ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň ďńï ãňŋőęěŋĺï: ďńï ńîąőľ (m × n)-ňăâàĺæë A: I_mA = AI_n = A Şňŋőęěŋĺě ŋă ŋãńěćãî ňăâàĺæã ďăñâ ŋãńěćãî ňăâàĺæã:

A0 = 0.

Şňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ ăááőæĺăâĺćŋő: A(BC) = (AB)C (31.4) ďńï ńîąëå ňăâàĺæ A, B ĺ C áőčńăáőćăŋŋëå àăğňěàőć. Şňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ ďĺáâàĺąãâĺćŋő őâŋőáĺâěńìŋő áńőęěŋĺï: A(B + C) = AB + AC (B + C)D = BD + CD (31.5)

Ŕàĺ n ≠ 1 ãňŋőęěŋĺě n × n ňăâàĺæ, ćőőąéě čőćőàï, ŋě łőňňãâă-

âĺćŋő. Ŋăŕàňěà, ďńï A = ( 0 1 0 0 ) ĺ B = ( 0 0 0 1 ) ĺňěěň

AB = ( 1 0 0 0 ) , ŋő BA = ( 0 0 0 1 ) . Śçĺâăï ćěłâőà-áâőńąěæ (n × 1)-ňăâàĺæěľ, ă ćěłâőà-áâàőłã — (1 × n)-ňăâàĺæã, ňë ňőęěň ŕěàěňŋőęăâì ćěłâőàë ĺ ňăâàĺæë. Ěáńĺ A — m × n ňăâàĺæă, ă x — ćěłâőà ĺğ n łőňŕőŋěŋâ, âő ŕàőĺğćěďěŋĺě Ax ěáâì ćěłâőà ĺğ m łőňŕőŋěŋâ. Ěáńĺ x ĺ y – ćěłâőàë ĺğ n łőňŕőŋěŋâ, âő ŕàőĺğćěďěŋĺě

x^T y = n∑ i=1 x_iy_i ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ çĺáńő ((1×1)−ňăâàĺæã), ŋăğëćăěňőě áłăńïàŋëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň (inner product) x ĺ y. Ňăâàĺæă Z = xy^T àăğňěàă n × n c íńěňěŋâăňĺ z_{ij} = x_iz_j ŋăğëćăěâáï âěŋğőàŋëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň (outer product) íâĺå ęě ćěłâőàőć. Ěćłńĺďőćă ŋőàňă (euclidean norm) ‖x‖ ćěłâőàă x őŕàěďěńïěâáï àăćěŋáâćőň

‖x‖ = (x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_n)^{1/2}

= (x^T x)^{1/2}.

Ŋőàňă ćěłâőàă x — íâő ěčő ďńĺŋă ć n-ňěàŋőň ěćłńĺďőćőň ŕàőáâàăŋáâćě.

Őąàăâŋăï ňăâàĺæă, àăŋč ĺ ďěâěàňĺŋăŋâ.

Ňăâàĺæěľ, őąàăâŋőľ ł (n × n)−ňăâàĺæě A (inverse of A) ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæă A^{−1}, ďńï łőâőàőľ AA^{−1} = I_n = A^{−1}A. (ěáńĺ âăłőćăï áãéěáâćãěâ). Ŋăŕàĺňěà, ( 1 1 1 0 )_{−1} = ( 0 1 1 −1 ) . Ňŋőčĺě ŋěŋãńěćëě n × n ňăâàĺæë ŋě ĺňěîâ őąàăâŋëå. Ňăâàĺæë, ŋě ĺňěîéĺě őąàăâŋëå, ŋăğëćăîâáï ŋěőąàăâĺňëňĺ (noninvertible) ĺńĺ ćëàőęďěŋŋëňĺ (singular). Ŕàĺňěà ŋěŋãńěćőľ ćëàőęďěŋŋőľ ňăâàĺæë: ( 1 0 1 0 ) . Ňăâàĺæă, ĺňěîéăï őąàăâŋãî, ŋăğëćăěâáï őąàăâĺňőľ (invertible) ĺńĺ ŋěćëàőęďěŋŋőľ (nonsingular). Ěáńĺ őąàăâŋăï ňăâàĺæă áãéěáâćãěâ, âő őŋă ěďĺŋáâćěŋŋă (áň.ãŕàăęŋěŋĺě 31.1-4). Ěáńĺ n × n ňăâàĺæë A ĺ B őąàăâĺňë, âő

(BA)^{−1} = A^{−1}B^{−1}. (36.1)

Őŕěàăæĺï őąàăéěŋĺï ňăâàĺæë ŕěàěáâăŋőćőçŋă á őŕěàăæĺěľ âàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺï: ( A^{−1} )_T = ( A^T )_{−1} . Čőćőàïâ, çâő ćěłâőàë x_1, x_2, . . . , x_n ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňë (linearly dependent), ěáńĺ ŋăľďñâáï ŋăąőà łőíääĺæĺěŋâőć c_1, c_2, . . . , c_n, ŋě ćáě ĺğ łőâőàëå àăćŋë ŋãńî, ďńï łőâőàőčő c_1x_1 +c_2x_2 +· · ·+c_nx_n = 0. Ŋăŕàĺňěà, ćěłâőàë ( 1 2 3 )_T , ( 2 6 4 )_T , ĺ ( 4 11 9 )_T ğăćĺáĺňë, ŕőáłőńìłã 2x_1 + 3x_2 − 2x_3 = 0. Ćěłâőàë, ŋě ïćńïîéĺěáï ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňëňĺ, ŋăğëćăîâáï ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňëňĺ (linearly independent). Šăłőćë, ŋăŕàĺňěà, áâőńąæë ěďĺŋĺçŋőľ ňăâàĺæë.

Śâőńąæőćëň àăŋčőň (column rank) ŋěŋãńěćőľ m × n-ňăâàĺæë A ŋăğëćăěâáï ŋăĺąőńìèěě çĺáńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňëå áâőńąæőć A. Śâàőçŋëň àăŋčőň (row rank) ŋăğëćăěâáï ŋăĺąőńìèěě çĺáńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňëå áâàőł. Ďńï ńîąőľ ňăâàĺæë A íâĺ ďćă çĺáńă àăŋčőć áőćŕăďăîâ, âăł çâő ĺå őąéěě ğŋăçěŋĺě ŋăğëćăěâáï ŕàőáâő àăŋčőň (rank) A. Řăŋč (m × n)-ňăâàĺæë ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ æěńőě çĺáńő ć ŕàěďěńăå őâ 0 ďő min(n, m). (Řăŋč ŋãńěćőľ ňăâàĺæë àăćěŋ 0, ă àăŋč ěďĺŋĺçŋőľ ňăâàĺæë I_n àăćěŋ n.) Ŕàĺćěďñň íłćĺćăńěŋâŋőě őŕàěďěńěŋĺě, ĺŋőčďă ąőńěě ãďőąŋőě: àăŋčőň ŋěŋãńěćőľ (m×n)-ňăâàĺæë A ŋăğëćăěâáï ŋăĺňěŋìèěě çĺáńő r, ďńï łőâőàőčő ŋăľďãâáï ňăâàĺæë B ĺ C àăğňěàőć m×r ĺ r×n áőőâćěâáâćěŋŋő, ďńï łőâőàëå A = BC. Łćăďàăâŋăï n×n ňăâàĺæă àăŋčă n ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæěľ ŕőńŋőčő àăŋčă (has full rank). Őáŋőćŋőě áćőľáâćő àăŋčőć âăłőćő:

Šěőàěňă 31.1 Łćăďàăâŋăï ňăâàĺæă ĺňěěâ ŕőńŋëľ àăŋč âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋă ŋěćëàőęďěŋă.

Ňăâàĺæă àăğňěàă m×n, ĺňěîéăï àăŋč n, ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæěľ ŕőńŋőčő áâőńąæőćőčő àăŋčă (has full column rank).

Ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà x, ďńï łőâőàőčő Ax = 0, ŋăğëćăěâáï ăŋŋãńĺàãîéĺň ćěłâőàőň (null vector) ňăâàĺæë A. Śńěďãîéăï âěőàěňă (ďőłăğăâěńìáâćő łőâőàőľ őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî ć łăçěáâćě ãŕà. 31.1-8) ĺ ěñ áńěďáâćĺě ãáâăŋăćńĺćăîâ áćïğì ňěęďã áãéěáâćőćăŋĺěň ăŋŋãńĺàãîéěčő ćěłâőàă, ćëàőęďěŋŋőáâìî ĺ ćěńĺçĺŋőľ áâőńąæőćőčő àăŋčă.

Šěőàěňă 31.2 Ňăâàĺæă ĺňěěâ ŕőńŋëľ áâőńąæőćëľ àăŋč âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ŋěñ ŋě áãéěáâćãěâ ăŋŋãńĺàãîéěčő ćěłâőàă.

Śńěďáâćĺě 31.3 Łćăďàăâŋăï ňăâàĺæă ćëàőęďěŋă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ŋěñ ŋăľďñâáï ăŋŋãńĺàãîéĺľ ćěłâőà.

Ňĺŋőàőň íńěňěŋâă a_{ij} ňăâàĺæë A àăğňěàă n×n (ijth minor) ŋăğëćăěâáï (n−1)×(n−1)-ňăâàĺæă A_{[ij]}, ŕőńãçăěňăï ćëçñàłĺćăŋĺěň i−ľ áâàőłĺ ĺ j−čő áâőńąæă ć ňăâàĺæě A. Šěŕěàì őŕàěďěńĺâěńì (determinant) ňăâàĺæë A ğăďăñâáï âăłőľ àěłãàáĺćŋőľ äőàňãńőľ:

det(A) = a_{11} ěáńĺ n = 1, a_{11} det(A_{[ij]}) − a_{12} det(A_{[12]})+ + · · · + (−1)^{n+1}a_{1n} det(A_{[1n]}) ěáńĺ n > 1.

Ňŋőęĺâěńì (−1)^{i+j} det(A_{[ij]}) ŋăğëćăěâáï ăńčěąàăĺçěáłĺň ďőŕőńŋěŋĺěň (cofactor) íńěňěŋâă a_{ij} .

Śńěďãîéĺě ďćě âěőàěňë (ďőłăğăâěńìáâćă ňë őŕãáłăěň) ãłăğëćăîâ őáŋőćŋëě áćőľáâćă őŕàěďěńĺâěńï.

Šěőàěňă 31.4 (Śćőľáâćă őŕàěďěńĺâěńï) Őŕàěďěńĺâěńì łćăďàăâŋőľ ňăâàĺæë A őąńăďăěâ áńěďãîéĺňĺ áćőľáâćăňĺ:

• Ěáńĺ ć łăłőľ-ńĺąő áâàőłě ĺńĺ łăłőň-ńĺąő áâőńąæě ňăâàĺæë áâőïâ őďŋĺ ŋãńĺ, âő ěñ őŕàěďěńĺâěńì àăćěŋ 0.

• Ěáńĺ ãňŋőęĺâì ćáě íńěňěŋâë łăłőľ-ńĺąő áâàőłĺ ňăâàĺæë ŋă ŋěłőâőàőě çĺáńő λ, âő ěñ őŕàěďěńĺâěńì ãňŋőęĺâáï ŋă λ.

• Ěáńĺ ŕàĺąăćĺâì ł íńěňěŋâăň őďŋőľ áâàőłĺ áőőâćěâáâćãîéĺě íńěňěŋâë ďàãčőľ, âő őŕàěďěńĺâěńì ŋě ĺğňěŋĺâáï (ăŋăńőčĺçŋő ďńï áâőńąæőć).

• Őŕàěďěńĺâěńĺ ňăâàĺæ A ĺ A^T àăćŋë.

• Ŕàĺ ŕěàěáâăŋőćłě ďćãå áâàőł ĺńĺ áâőńąæőć ňăâàĺæë ěñ őŕàěďěńĺâěńì ňěŋïěâ ğŋăł.

Ěáńĺ A ĺ B — łćăďàăâŋëě ňăâàĺæë őďĺŋăłőćőčő àăğňěàă, âő det(AB) = det(A) det(B).

Šěőàěňă 31.5 Łćăďàăâŋăï ňăâàĺæă A ćëàőęďěŋă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă det(A) = 0.

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě ňăâàĺæë Ňăâàĺæă A àăğňěàă n × n ŋăğëćăěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ (positive-definite), ěáńĺ x^T Ax > 0 ďńï ńîąőčő ŋěŋãńěćőčő ćěłâőàă x àăğňěàă n. Ŋăŕàĺňěà, ěďĺŋĺçŋăï ňăâàĺæă ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńěŋă, ŕőáłőńìłã ďńï ćěłâőàă x = (x_1, x_2, . . . , x_n)^T ≠ 0 ňë ĺňěěň

x^T I_nx = x^T x = ‖x‖^2 = n∑ i=1 x^2_i > 0.

Ůăáâő ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě ňăâàĺæë ćőğŋĺłăîâ âăł: Šěőàěňă 31.6 Ďńï ńîąőľ ňăâàĺæë A ŕőńŋőčő áâőńąæőćőčő àăŋčă ňăâàĺæă A^T A ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńěŋă.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕőłăęěň, çâő x^T (A^T A)x > 0 ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő ŋěŋãńěćőčő ćěłâőàă x. Ć áăňőň ďěńě,

x^T (A^T A)x = (Ax)^T (Ax)(Şŕàăęŋěŋĺě 31.1-3) = ‖Ax‖^2 ⩾ 0 (31.8)

Ćëàăęěŋĺě ‖Ax‖^2 ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áãňňã łćăďàăâőć íńěňěŋâőć ćěłâőàă Ax. Ěáńĺ ‖Ax‖^2 = 0, âő ćáě íńěňěŋâë ćěłâőàă Ax àăćŋë 0, âő ěáâì Ax = 0. Ŋő A — ňăâàĺæă ŕőńŋőčő áâőńąæőćőčő àăŋčă, ŕőíâőňã ŕő âěőàěňě 31.2 őâáîďă áńěďãěâ, çâő x = 0.

Ďàãčĺě áćőľáâćă ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëå ňăâàĺæ ãłăğăŋë àăğďěńě 31.6.

Şŕàăęŋěŋĺï 31.1-1 Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ŋĺęŋě-âàěãčőńìŋëå ňăâàĺæ ïćńïěâáï ŋĺęŋě-âàěãčőńìŋőľ ňăâàĺæěľ. Ďőłăęĺâě, çâő őŕàěďěńĺâěńì ŋĺęŋě- ĺńĺ ćěàåŋěâàěãčőńìŋőľ ňăâàĺæë àăćěŋ ŕàőĺğćěďěŋĺî ěñ ďĺăčőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Ďőłăęĺâě, çâő ňăâàĺæă, őąàăâŋăï ł ŋĺęŋě-âàěãčőńìŋőľ, áăňă ąãďãâ ŋĺęŋě-âàěãčőńìŋőľ (ěáńĺ áãéěáâćãěâ).

31.1-2 Ŕãáâì P ĺ A — (n×n) ňăâàĺæë, ŕàĺçñň P — ňăâàĺæă ŕěàěáâăŋőćłĺ. Ďőłăęĺâě, çâő ňăâàĺæă P A ŕőńãçăěâáï ĺğ A ŕěàěáâăŋőćłőľ áâàőł, ă AP — ŕěàěáâăŋőćłőľ áâőńąæőć. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ňăâàĺæ ŕěàěáâăŋőćłĺ áŋőćă ąãďěâ ňăâàĺæěľ ŕěàěáâăŋőćłĺ. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ P — ňăâàĺæă ŕěàěáâăŋőćłĺ, âő P őąàăâĺňă, P^{−1} = P^T , ĺ P^T âăłęě ïćńïěâáï ňăâàĺæěľ ŕěàěáâăŋőćłĺ.

31.1-3 Ďőłăęĺâě, çâő (AB)^T = B^T A^T . Ďőłăęĺâě, çâő ňăâàĺæă A^T A ïćńïěâáï áĺňňěâàĺçěáłőľ ďńï ńîąőľ ňăâàĺæë A.

31.1-4 Ďőłăęĺâě, çâő őąàăâŋăï ňăâàĺæă ěďĺŋáâćěŋŋă: ěáńĺ ňăâàĺæë B ĺ C ïćńïîâáï őąàăâŋëňĺ ł ňăâàĺæě A, âő B = C.

31.1-5 Ŕãáâì ďăŋë (n×n)-ňăâàĺæë A ĺ B, ďńï łőâőàëå AB = I. Ŕãáâì A^′ ŕőńãçăěâáï ĺğ A ŕàĺąăćńěŋĺěň j-ľ áâàőłĺ ł i-ľ. Ďőłăęĺâě, çâő ňăâàĺæă B^′, őąàăâŋăï ł A^′, ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋă ćëçĺâăŋĺěň i-čő áâőńąæă ĺğ j-čő ć ňăâàĺæě B.

31.1-6

Ŕãáâì A — łőňŕńěłáŋăï (n × n)-ňăâàĺæă. Ďőłăęĺâě, çâő ćáě íńěňěŋâë A^{−1} ąãďãâ ćěéěáâćěŋŋëňĺ ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, ěáńĺ ćěéěáâćěŋŋë ćáě íńěňěŋâë A.

31.1-7 Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ŋěćëàőęďěŋŋăï ňăâàĺæă A ïćńïěâáï áĺňňěâàĺçěáłőľ, âő ňăâàĺæă A^{−1} âőęě ąãďěâ áĺňňěâàĺçěáłőľ. Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ćáïłőľ ňăâàĺæë B ŋăďńěęăéěčő àăğňěàă ňăâàĺæă BAB^T ąãďěâ áĺňňěâàĺçěáłőľ.

31.1-8 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï ňăâàĺæ ŕőńŋőčő áâőńąæőćőčő àăŋčă, ĺ âőńìłő ďńï ŋĺå, ĺğ àăćěŋáâćă Ax = 0 áńěďãěâ àăćěŋáâćő x = 0. (Şłăğăŋĺě. Ğăŕĺèĺâě ãáńőćĺě ńĺŋěľŋőľ ğăćĺáĺňőáâĺ áâőńąæőć łăł ňăâàĺçŋőě ãàăćŋěŋĺě.)

31.1-9 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąëå ňăâàĺæ A ĺ B áőčńăáőćăŋŋëå àăğňě- àőć rank(AB) ⩽ min(rank(A), rank(B)), ŕàĺçñň íâő ŋěàăćěŋáâćő őąàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő, ěáńĺ őďŋă ĺğ ňăâàĺæ łćăďàăâŋăï ĺ ŋěćëàőęďěŋŋăï, (Şłăğăŋĺě. Ćőáŕőńìğãľâěáì ćâőàëň őŕàěďěńěŋĺěň àăŋčă.)

31.1-10 Ňăâàĺæěľ Ćăŋďěàňőŋďă (Vandermonde matrix) ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæă

V (x_0, x_1, . . . , x_{n−1}) =

1 x_0 x^2_0 . . . x^{n−1}_0 1 x_1 x^2_1 . . . x^{n−1}_1 . . . . . . ... . . 1 x_{n−1} x^2_{n−1} . . . x^{n−1}_{n−1} .

Ďőłăęĺâě, çâő

det(V (x_0, x_1, . . . , x_{n−1})) = ∏ 0⩽j⩽k⩽n−1 (x_k − x_j ).

(Şłăğăŋĺě. Ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕőńăčăï i = n − 1, n − 2, . . . , 1 ŕàĺąăćìâě ł (i + 1)-ňã áâőńąæã i-ľ, ãňŋőęěŋŋëľ ŋă (−x_0), ă ğăâěň ŕàĺňěŋĺâě ĺŋďãłæĺî.)

31.2 Ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ

Ć íâőň àăğďěńě ĺğńăčăěâáï őâłàëâëľ Ÿâàăááěŋőň àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ãňŋőęăîéĺľ ďćě n×n ňăâàĺæë ğă ćàěňï Θ(n^{lg 7}) = O(n^{2.81}). Ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n őŋ àăąőâăěâ ąëáâàěě ŕàőáâěľèěčő ăńčőàĺâňă Matrix-Multiply ĺğ àăğďěńă 26.1.

Őąéăï áåěňă ăńčőàĺâňă.

Ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ďěľáâćãěâ ŕő ŕàĺŋæĺŕã ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”. Ŕãáâì ŋãęŋő ćëçĺáńĺâì ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå (n × n)- ňăâàĺæ C = AB. Ŕàěďŕőńőęĺć, çâő n ïćńïěâáï âőçŋőľ áâěŕěŋìî 2, àăğďěńĺň łăęďãî ĺğ ňăâàĺæ A,B ĺ C ŋă 4 ąńőłă àăğňěàă (n/2 × n/2). Ŕěàěŕĺèěň àăćěŋáâćő C = AB áńěďãîéĺň őąàăğőň: ( r s l u ) = ( a b c d ) ( e g f h ) . (31.9)

(Ć ãŕà. 31.2-2 ŕàěďńăčăěâáï àăááňőâàěâì áńãçăľ, ć łőâőàőň n ŋě ïćńïěâáï âőçŋőľ áâěŕěŋìî 2.) Ďńï ãďőąáâćă ŕőďňăâàĺæë ć A ĺďãâ ŕő ăńäăćĺâã ŕőàïďłě áńěćă ŋăŕàăćő, ă ŕőďňăâàĺæë ć B — áćěàåã ćŋĺğ, ć áőőâćěâáâćĺĺ á ŕàăćĺńőň ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ. Şàăćŋěŋĺě (31.9) àăáŕăďăěâáï ŋă çěâëàě ãàăćŋěŋĺï

r = ae + bf (31.10)

s = as + bh (31.11)

t = ce + df (31.12)

u = cg + dh (31.13)

Łăęďőě ĺğ çěâëàñå ãàăćŋěŋĺľ âàěąãěâ ďćãå ãňŋőęěŋĺľ (n/2 × n/2)−ňăâàĺæ, ŕőáńě çěčő ŕàőĺğćěďěŋĺï áłńăďëćăîâáï. Řăááňőâàĺň ěáâěáâćěŋŋëľ àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ĺáŕőńìğãîéĺľ íâĺ áőőâŋőèěŋĺï. Ěčő ćàěňï àăąőâë T (n) (ďńï ňăâàĺæ àăğňěàă n×n) ãďőćńěâćőàïěâ ŋěàăćěŋáâćã

T (n) = 8T (n/2) + Θ(n^2) (31.14)

Őâáîďă T (n) = Θ(n^3), ŋő ŋĺçěčő ŋőćőčő ňë ŋě ŕőńãçĺńĺ, âăł łăł áâăŋďăàâŋëľ ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ ĺňěěâ (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ) âő ęě ćàěňï àăąőâë.

Ÿâàăááěŋ ŕàĺďãňăń, łăł áíłőŋőňĺâì őďŋő ãňŋőęěŋĺě ĺ őąőľâĺáì ńĺèì 7 ãňŋőęěŋĺïňĺ (n/2 × n/2)−ňăâàĺæ ĺ Θ(n^2) őŕěàăæĺïňĺ áńőęěŋĺï ĺ ćëçĺâăŋĺï çĺáěń ďńï ãňŋőęěŋĺï (n × n)-ňăâàĺæ. Řěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě âőčďă ŕàĺŋĺňăěâ ćĺď

T (n) = 7T (n/2) + Θ(n^2), (31.15)

őâłãďă

T (n) = Θ(n^{lg 7})

= O(n^{2.81}).

Ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ãňŋőęăěâ ďćě (n × n)-ňăâàĺæë A ĺ B âăł:

1. Łăęďăï ĺğ ňăâàĺæ A ĺ B àăğąĺćăěâáï ŋă 4 ąńőłă, łăł ć (31.9).

2. Śâàőïâáï 14 ňăâàĺæ A_1, B_1, A_2, B_2, . . . , A_7, B_7. àăğňěàă (n/2 × n/2) (ďńï çěčő ŋãęŋő Θ(n^2) őŕěàăæĺľ áńőęěŋĺï/ćëçĺâăŋĺï çĺáěń)

3. Řěłãàáĺćŋő ćëçĺáńïîâáï 7 ŕàőĺğćěďěŋĺľ ňăâàĺæ ňěŋìèěčő àăğňěàă P_i = A_iB_i (i = 1, . . . , 7).

4. Ćëçĺáńïîâáï çăáâĺ r, s, t, u ĺáłőňőľ ňăâàĺæë C. Őŋĺ ïćńïîâáï ńĺŋěľŋëňĺ łőňąĺŋăæĺïňĺ ňăâàĺæ P_i á łőíääĺæĺěŋâăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {−1, 0, 1}, ĺ ćëçĺáńěŋĺě ĺå âàěąãěâ Θ(n^2) őŕěàăæĺľ áńőęěŋĺï/ćëçĺâăŋĺï çĺáěń.

Ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă, őçěćĺďŋő, ãďőćńěâćőàïěâ áőőâŋőèěŋĺî (31.15). Ĺğńőęĺň âěŕěàì őŕãéěŋŋëě ďěâăńĺ.

Łăłĺě ęě ňăâàĺæë ňěŋìèěčő àăğňěàă ŋãęŋő ŕěàěňŋőęăâì? Čőâőëě äőàňãńë ďńï P_1–P_7 ŕàőćěàĺâì ńěčłő, âàãďŋěě ŕőŋïâì, łăł ďő ŋĺå ňőęŋő ďőčăďăâìáï. Ćőâ őďĺŋ ĺğ ćőğňőęŋëå ŕãâěľ.

Ąãďěň ĺáłăâì ŕàőĺğćěďěŋĺï P_i áàěďĺ ćëàăęěŋĺľ ćĺďă

P_i = A_iB_i = (α_{i1}a + α_{i2}b + α_{i3}c + α_{i4}d) · (β_{i1}e + β_{i2}f + β_{i3}g + β_{i4}h), (31.16) čďě łőíääĺæĺěŋâë α_{ij} , β_{ij} ŕàĺŋĺňăîâ ğŋăçěŋĺï −1, 0, 1. Łőŋěçŋő, ňőęŋő ĺáłăâì äőàňãńë ďńï P_i ĺ ć ąőńěě őąéěň ćĺďě, ŋő őłăğëćăěâáï, çâő íâőčő ãęě ďőáâăâőçŋő.

Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő ŕőáńě àăáłàëâĺï áłőąőł łãáłĺ ňăâàĺæë A ąãďãâ áâőïâì áńěćă ć ŕőŕăàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺïå, ă łãáłĺ ňăâàĺæë B — áŕàăćă. İâő ćăęŋő, ŕőáłőńìłã ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ ŋě łőňňãâăâĺćŋő.

Ďńï ãďőąáâćă ňë ąãďěň ĺğőąàăęăâì ńĺŋěľŋãî łőňąĺŋăæĺî ŕőŕăàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ łãáłőć ňăâàĺæ ŕàĺ ŕőňőéĺ (4×4)-ňăâàĺæë, íńěňěŋâăňĺ łőâőàőľ áńãęăâ áőőâćěâáâćãîéĺě łőíääĺæĺěŋâë ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺĺ. Ŋăŕàĺňěà, àăćěŋáâćő (31.10) ğăŕĺèěâáï ć ćĺďě äőàňãńă ŋăąàăŋă ňŋőľ ŋě ćŕőńŋě ćěàŋő r = ae + bf

= ( a b c d ) +1 0 0 0 0 +1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e f g h

= e f g h a b c d

+ · · · · + · · · · · · · · · · . Ďńï łàăâłőáâĺ ňë ğăňěŋïěň +1 ŋă +, 0 ŋă · ĺ −1 ŋă - ĺ őŕãáłăěň ĺňěŋă áâőńąæőć ĺ áâàőł. Ć íâĺå âěàňĺŋăå âàĺ őáâăńìŋëě łőňŕőŋěŋâë àěğãńìâĺàãîéěľ ňăâàĺæë C ğăŕĺèãâáï âăł: s = ag + bh

= · · + · · · · + · · · · · · · · , t = ce + df

= · · · · · · · · + · · · · + · · , u = cg + dh

= · · · · · · · · · · + · · · · + .

[Ćĺďŋő, çâő ŋĺ őďŋã ĺğ ňăâàĺæ s, t, u, v ŋěńìğï ćëçĺáńĺâì ğă őďŋő ãňŋőęěŋĺě ŕő äőàňãńě (31.16) — ŋãęŋő ďćă. Ěáńĺ ďěńăâì íâő ŋěğăćĺáĺňő ďńï łăęďőľ ĺğ çěâëàñå ňăâàĺæ, ŕőâàěąãěâáï 8 ãňŋőęěŋĺľ. Őďŋăłő, łăł ňë ãćĺďĺň, őďŋő ãňŋőęěŋĺě ňőęŋő áíłőŋőňĺâì, ĺáŕőńìğãï őďŋĺ ĺ âě ęě ŕàőĺğćěďěŋĺï ďńï ŋěáłőńìłĺå ňăâàĺæ.]

Ŋăçŋñň áő áńěďãîéěčő ŋăąńîďěŋĺï: s ňőęŋő ćëçĺáńĺâì łăł s = P_1+P_2, čďě łăęďăï ĺğ ňăâàĺæ P_1 ĺ P_2 âàěąãěâ őďŋőčő ãňŋőęěŋĺï:

P_1 = A_1B_1 = a · (g − h) = ag − ah

= · · + − · · · · · · · · · · · · . P_2 = A_2B_2 = (a + b) · h = ah + bh

= · · · + · · · + · · · · · · · · .

Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ňőęŋő ćëçĺáńĺâì t. Ĺňěŋŋő, t = P_3 + P_4, čďě P_3 = A_3B_3 = (c + d) · e = ce + de

= · · · · · · · · + · · · + · · · ,

ĺ P_4 = A_4B_4 = d · (f − e) = df − de

= · · · · · · · · · · · · − + · · .

Ĺâăł, ňë ĺğàăáåőďőćăńĺ çěâëàě ãňŋőęěŋĺï ŋă ćëçĺáńěŋĺě ňăâàĺæ s ĺ t — ŕőłă çâő ŋĺłăłőľ íłőŋőňĺĺ ŕő áàăćŋěŋĺî á őçěćĺďŋëň ŕőàïďłőň ďěľáâćĺľ. Őďŋăłő ŕő åőďã ďěńă ňë ćëçĺáńĺńĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï, łőâőàëě ŋăň ěéñ ŕàĺčőďïâáï.

Łăęďőě ĺğ ćőáìňĺ áńăčăěňëå, ćáâàěçăîéĺåáï ć ŕàăćőľ çăáâĺ àăćěŋáâć (31.10)–(31.13) ąãďěň ŋăğëćăâì áãéěáâćěŋŋëň. Şęě ćëçĺáńěŋŋëě ďćě ňăâàĺæë s ĺ t áőďěàęăâ 4 áãéěáâćěŋŋëå çńěŋă ag, bh, ce ĺ df. Őáâăñâáï ćëçĺáńĺâì r ĺ u; őŋĺ ćłńîçăîâ ć áěąï 4 áãéěáâćěŋŋëå áńăčăěňëå ae, bf, cg ĺ dh, łőâőàëě áőőâćěâáâćãîâ ďĺăčőŋăńìŋëň ŕőğĺæĺïň (4 × 4)−ňăâàĺæë), áďěńăć ŋě ąőńěě âàñå ãňŋőęěŋĺľ. Šěň áăňëň őďŋő ãňŋőęěŋĺě ďőńęŋő őåćăâëćăâì ďćă áãéěáâćěŋŋëå áńăčăěňëå. Ŕőŕàőąãěň âăł:

P_5 = A_5B_5 = (a + d) · (e + h) = ae + ah + de + dh

= + · · + · · · · · · · · + · · + .

Ŕőňĺňő ďćãå ŋãęŋëå ŋăň áńăčăěňëå ae ĺ dh ĺňěîâáï ďćă ńĺèŋĺå: ah ĺ de. Şŋĺçâőęĺň ĺå á ŕőňőéìî P_4 ĺ P_2, ŕàĺ íâőň ŕőïćïâáï ďćă ďàãčĺå:

P_5 + P_4 − P_2 = ae + dh + df − bh

= + · · · · · · − · · · · · + · + .

Ĺáŕőńìğőćăć ěéñ őďŋő ŕàőĺğćěďěŋĺě

P_6 = A_6B_6

= (b − d) · (f + h) = bf + bh − df − dh

= · · · · · + · + · · · · · − · − , ŕőńãçĺň

r = P_5 + P_4 − P_2 + P_6 = ae + bf

= + · · · · + · · · · · · · · · · .

Ĺâăł, ŋă âàĺ ňăâàĺæë ãèńő 6 ãňŋőęěŋĺľ — çâő ęě ć íâőň åőàőèěčő? Ă ćâő çâő: ŕàĺ áĺňňěâàĺçŋőň ćëçĺáńěŋĺĺ u ňë áŋőćă ĺáŕőńìğãěň P_5 ĺ őďŋő ãňŋőęěŋĺě áíłőŋőňĺň. Ďńï áŋăçăńă áňěáâĺň ńĺèŋĺě áńăčăěňëě ć P_5 ć ďàãčőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ŕàĺ ŕőňőéĺ P_1 ĺ P_3:

P_5 + P_1 − P_3 = ae + ag − ce + dh

= + · + · · · · · − · · · · · · + .

Ćëçĺâăï ďőŕőńŋĺâěńìŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě

P_7 = A_7B_7

= (a − c) · (e + g) = ae + ag − ce − cg

= + · + · · · · · − · − · · · · · , ŕőńãçăěň

u = P_5 + P_1 − P_3 − P_7 = cg + dh

= · · · · · · · · · · + · · · · + .

Ňë ćĺďĺň, çâő 7 ňăâàĺæ P_1, P_2, . . . , P_7 ŕőğćőńïîâ ŕőńŋőáâìî ćëçĺáńĺâì ŕàĺğćěďěŋĺě C = AB, çâő ğăćěàèăěâ őŕĺáăŋĺě ăńčőàĺâňă Ÿâàăááěŋă.

Őąáãęďěŋĺě Ŋă ŕàăłâĺłě ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ŕàĺňěŋïěâáï àěďłő ĺğ-ğă ąőńìèőľ ćěńĺçĺŋë łőŋáâăŋâë, áőďěàęăéěľáï ć ăáĺňŕâőâĺçěáłőň ćëàăęěŋĺĺ ďńï ćàěňěŋĺ ěčő àăąőâë. Ŕàĺňěŋěŋĺě ěčő őŕàăćďăŋő ďńï ŕńőâŋëå (áőďěàęăéĺå ňăńő ŋãńěľ) ňăâàĺæ ďőáâăâőçŋő ąőńìèőčő àăğňěàă (ŕàĺňěàŋő őâ 45 × 45). Ŋěąőńìèĺě ňăâàĺæë ŕàőéě ćáěčő ŕěàěňŋőęăâì őąëçŋëň áŕőáőąőň, ă ďńï ąőńìèĺå àăğàěęěŋŋëå (áőďěàęăéĺå ňŋőčő ŋãńěľ) ňăâàĺæ áãéěáâćãîâ áŕěæĺăńìŋëě ăńčőàĺâňë, ŋă ŕàăłâĺłě àăąőâăîéĺě ąëáâàěě èâàăááěŋőćáłőčő. Ňěâőď Ÿâàăááěŋă, âăłĺň őąàăğőň, ŕàěďáâăćńïěâ ĺŋâěàěá ć őáŋőćŋőň á âěőàěâĺçěáłőľ âőçłĺ ğàěŋĺï.

Ěéñ ąőńěě áńőęŋëě ňěâőďë (àăááňőâàěŋĺě łőâőàëå ćëåőďĺâ ğă àăňłĺ íâőľ łŋĺčĺ) ŕőğćőńïîâ ŕěàěňŋőęĺâì ďćě (n × n)−ňăâàĺæë ěéñ ąëáâàěě. Ŋăĺńãçèăï ĺğćěáâŋăï őæěŋłă áőáâăćńïěâ ŕàĺąńĺğĺâěńìŋő O(n^{2.376}). Ůâő łăáăěâáï ŋĺęŋĺå őæěŋőł, âő ŋě ĺğćěáâŋő ŋĺçěčő, łàőňě âàĺćĺăńìŋőľ őæěŋłĺ Ω(n^2) (ŕő çĺáńĺã íńěňěŋâőć ňăâàĺæë-àěğãńìâăâă), âăł çâő àăğàëć ňěęďã ŋĺęŋĺňĺ ĺ ćěàåŋĺňĺ őæěŋłăňĺ ŕő-ŕàěęŋěňã ćěńĺł.

Ďńï ŕàĺňěŋěŋĺï ăńčőàĺâňă Ÿâàăááěŋă ŋě őąïğăâěńìŋő, çâőąë íńěňěŋâăňĺ ňăâàĺæ ąëńĺ ćěéěáâćěŋŋëě çĺáńă. Ćăęŋő, çâőąë çĺáńőćăï áĺáâěňă, łőâőàőľ őŋĺ ŕàĺŋăďńěęăâ, ïćńïńăáì łőńìæőň. Őďŋăłő ãďăñâáï ĺáŕőńìğőćăâì ĺďěî Ÿâàăááěŋă ć ŋěáłőńìłő ąőńěě őąéěľ áĺâãăæĺĺ; ňë àăááňőâàĺň íâőâ ćőŕàőá ć áńěďãîéěň àăğďěńě.

Şŕàăęŋěŋĺï 31.2-1 Ĺáŕőńìğãï ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă, ćëŕőńŋĺâě ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ: ( 1 3 5 7 ) ( 8 4 6 2 ) . 31.2-2 Ňőďĺäĺæĺàãľâě ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă, ŋăãçĺćèĺáì ŕěàěňŋőęăâì á ěčő ŕőňőéìî (n × n)−ňăâàĺæë ğă ćàěňï Θ(n^{lg 7}) ŕàĺ ćáěå ğŋăçěŋĺïå n, (ă ŋě âőńìłő ďńï áâěŕěŋěľ 2).

31.2-3 Ŕàěďáâăćĺň áěąě, çâő ňë ãňěěň ŕěàěňŋőęăâì ďćě (3 × 3)- ňăâàĺæë, áďěńăć k ãňŋőęěŋĺľ (ŕàĺ íâőň ŋě ĺáŕőńìğãï łőňňãâăâĺćŋőáâĺ ãňŋőęěŋĺï) ĺ ĺáŕőńìğãěň íâőâ ŕàĺñň àěłãàáĺćŋő ďńï ãňŋőęěŋĺï (n × n)-ňăâàĺæ, łăł ć ňěâőďě Ÿâàăááěŋă. Ŕàĺ łăłĺå k íâő ŕőğćőńĺńő ąë ãńãçèĺâì őæěŋłã Ÿâàăááěŋă ĺ ãňŋőęăâì (n × n)−ňăâàĺæë ğă ćàěňï o(n^{lg 7}). Łăłăï őæěŋłă ŕàĺ íâőň ŕőńãçĺńăáì ąë?

31.2-4 Ć.§. Ŕăŋ ŕàĺďãňăń áŕőáőąë ãňŋőęěŋĺï ďćãå ňăâàĺæ àăğňěàă 68 × 68 (132464 ãňŋőęěŋĺľ çĺáěń), 70 × 70 (143640 ãňŋőęěŋĺľ) ĺ 72 × 72 (155424 ãňŋőęěŋĺľ). Łăłőľ ĺğ ŋĺå ďăñâ ńãçèãî ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã ďńï ãňŋőęěŋĺĺ (n × n)-ňăâàĺæ ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ŕàĺñňă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”? Śàăćŋĺâě íâã őæěŋłã á őæěŋłőľ ďńï ăńčőàĺâňă Ÿâàăááěŋă.

31.2-5 Ŋăáłőńìłő ąëáâàő ňőęŋő ãňŋőęĺâì (kn × n)-ňăâàĺæã ŋă (n × kn)-ňăâàĺæã, ĺáŕőńìğãï ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ć łăçěáâćě ŕőďŕàőčàăňňë? Ă áłőńìłő ćàěňěŋĺ ãľďñâ ŋă ãňŋőęěŋĺě âěå ęě ňăâàĺæ ć őąàăâŋőň ŕőàïďłě?

31.2-6 Łăł ãňŋőęĺâì ďćă łőňŕńěłáŋëå çĺáńă a + bi ĺ c + di, ĺáŕőńìğãï ńĺèì 3 őŕěàăæĺĺ ãňŋőęěŋĺï ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń? (Ăńčőàĺâň ďőńęěŋ ŕőńãçăâì ŋă ćåőď ğŋăçěŋĺï a, b, c, d ĺ ćëçĺáńïâì ćěéěáâćěŋŋãî ĺ ňŋĺňãî çăáâĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï, âő ěáâì ac − bd ĺ ad + bc.)

31.3 Őąàăéěŋĺě ňăâàĺæ

Ŋă ŕàăłâĺłě àěèěŋĺě áĺáâěň ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ ŋě âàěąãěâ őąàăéěŋĺï ňăâàĺæ, łăł ňë áĺďěńĺ ć ŕàěëďãéěň àăğďěńě (LUP-àăğńőęěŋĺě). Ŋő ćáñ-âăłĺ ňőęěâ ŕőŋăďőąĺâìáï ćëçĺáńĺâì őąàăâŋãî ňăâàĺæã, ĺ âőčďă íâő ňőęŋő áďěńăâì á ŕőňőéìî âőčő ęě LUP-àăğńőęěŋĺï. Ĺŋâěàěá (áłőàěě âěőàěâĺçěáłĺľ, ćŕàőçěň) ŕàěďáâăćńïěâ âăłęě ćőŕàőá ő âőň, łăł ãáłőàĺâì ŕőĺáł ćëçĺáńěŋĺě őąàăâŋőľ ňăâàĺæë á ŕőňőìî ňěâőďőć Ÿâàăááěŋă. (Ĺňěŋŋő íâã æěńì ŕàěáńěďőćăń Ÿâàăááěŋ ć áćőěľ àăąőâě.)

Ćëçĺáńěŋĺě őąàăâŋőľ ňăâàĺæë á ŕőňőéìî LUP-àăğńőęěŋĺï. Ŕãáâì ŋăň ďăŋő LUP-àăğńőęěŋĺě P A = LU ňăâàĺæë A àăğňěàă (n × n). Ğŋăï ěčő, ňőęŋő àěèĺâì áĺáâěňã ćĺďă Ax = b á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë LU-Solve ğă ćàěňï Θ(n^2). Ůâőąë àěèĺâì ďàãčãî áĺáâěňã Ax = b^′ (á âőľ ęě ňăâàĺæěľ, ŋő ďàãčőľ ŕàăćőľ çăáâìî) ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï ěéñ áâőńìłő ęě ćàěňěŋĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ğŋăï LUP-àăğńőęěŋĺě ňăâàĺæë A, ňőęŋő àěèĺâì k áĺáâěň á ňăâàĺæěľ A ğă ćàěňï Θ(kn^2).

Ňăâàĺçŋőě ãàăćŋěŋĺě AX = I_n (31.24)

ďńï őąàăâŋőľ ňăâàĺæë X ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł áőćőłãŕŋőáâì n áĺáâěň ćĺďă Ax = b. Őąőğŋăçĺň i-ľ áâőńąěæ ňăâàĺæë X çěàěğ X_i; âőčďă AX_i = e_i, i = 1, . . . , n ŕőáłőńìłã i-ň áâőńąæőň ňăâàĺæë I_n ïćńïěâáï ěďĺŋĺçŋëľ ćěłâőà e_i). Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋăåőęďěŋĺě őąàăâŋőľ ňăâàĺæë áćőďĺâáï ł àěèěŋĺî n ãàăćŋěŋĺľ á őďŋőľ ňăâàĺæěľ ĺ àăğŋëňĺ ŕàăćëňĺ çăáâïňĺ. Ŕőáńě ćëŕőńŋěŋĺï LUP -àăğńőęěŋĺï (ćàěňï O(n^3)) ŋă àěèěŋĺě łăęďőčő ĺğ n ãàăćŋěŋĺľ ŋãęŋő ćàěňï O(n^2), âăł çâő ĺ íâă çăáâì àăąőâë âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n^3).

Şňŋőęěŋĺě ĺ őąàăéěŋĺě ňăâàĺæ Šěŕěàì ňë ŕőłăęěň, łăłĺň őąàăğőň ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ąëáâàëľ ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ ďńï ąëáâàőčő ćëçĺáńěŋĺï őąàăâŋőľ ňăâàĺæë. (Ŕőďçěàłŋñň, çâő íâő ãńãçèěŋĺě ĺňěěâ áłőàěě âěőàěâĺçěáłĺľ ĺŋâěàěá.) Ňë ďőłăęěň, çâő (ŕàĺ ŋěłőâőàëå ěáâěáâćěŋŋëå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå) ćëçĺáńěŋĺě őąàăâŋőľ ňăâàĺæë ĺňěěâ âã ęě áńőęŋőáâì, çâő ĺ ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ âőčő ęě àăğňěàă (á âőçŋőáâìî ďő ãňŋőęěŋĺï ŋă łőŋáâăŋâã). Śŋăçăńă ňë ďőłăęěň ąőńěě ŕàőáâãî çăáâì íâőčő ãâćěàęďěŋĺï.

Šěőàěňă 31.11 (Şňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ ŋě áńőęŋěě őąàăéěŋĺï) Ěáńĺ ňőęŋő őąàăâĺâì (n × n)-ňăâàĺæã ğă ćàěňï I(n), ŕàĺçñň I(3n) = O(I(n)), âő ňőęŋő ãňŋőęĺâì ďćě (n × n)-ňăâàĺæë ğă ćàěňï O(I(n)).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕãáâì ŋăďő ćëçĺáńĺâì ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå (n × n)-ňăâàĺæ A ĺ B. Śőáâăćĺň (3n × 3n)-ňăâàĺæã

D = I_n A 0 0 I_n B 0 0 I_n .

Ňăâàĺæă, őąàăâŋăï ł D, ĺňěěâ ćĺď

D^{−1} = I_n −A AB 0 I_n −B 0 0 I_n ,

ĺ ňë ňőęěň ćëçĺáńĺâì AB łăł (n × n)-ŕőďňăâàĺæã ć ćěàåŋěň ŕàăćőň ãčńã ňăâàĺæë D^{−1}.

Ňăâàĺæã D ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ğă ćàěňï Θ(n^2) = O(I(n)) (ğăňěâĺň, çâő I(n) ⩾ n^2, âăł łăł ŋãęŋő ćëçĺáńĺâì ćáě n^2 íńěňěŋâőć őąàăâŋőľ ňăâàĺæë), ă őąàăâĺâì ğă ćàěňï O(I(3n)) = O(I(n)) (áőčńăáŋő ãáńőćĺî). Őâáîďă ĺ áńěďãěâ ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë.

Ŋăńőęěŋŋőě ŋă I(n) ãáńőćĺě I(3n) = O(I(n)) őğŋăçăěâ, çâő I(n) ŋě ďěńăěâ ąőńìèĺå áłăçłőć á àőáâőň n. Ŋăŕàĺňěà, äãŋłæĺï I(n) = Θ(n^c lg^d n) őąńăďăěâ âăłĺň áćőľáâćőň ŕàĺ ńîąëå ğŋăçěŋĺïå c > 0, d ⩾ 0. Śćěďěŋĺě őąàăéěŋĺï ňăâàĺæ ł ãňŋőęěŋĺî Ŋăň ŕőŋïďőąïâáï ŋěłőâőàëě áćőľáâćă áĺňňěâàĺçěáłĺå ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëå ňăâàĺæ, łőâőàëě ňë ďőłăęěň ć àăğďěńě 31.6.

Šěőàěňă 31.11 (Őąàăéěŋĺě ňăâàĺæ ŋě áńőęŋěě ãňŋőęěŋĺï) Ěáńĺ ňőęŋő ãňŋőęĺâì ďćě (n × n)-ňăâàĺæë ğă ćàěňï M(n), ŕàĺçñň M(n) ňőŋőâőŋŋő ŋěãąćăěâ ĺ ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî c_1M(n) ⩽ M(2n) ⩽ c_2M(n) ŕàĺ ŋěłőâőàëå c_1 ĺ c_2, ŕàĺçñň c_1 > 2, âő ňőęŋő őąàăâĺâì ŋěćëàőęďěŋŋãî (n × n)-ňăâàĺæã ğă ćàěňï O(M(n)). Ďőłăğăâěńìáâćő. Őąàăéěŋĺě ňăâàĺæë áćőďĺâáï ł őąàăéěŋĺî ąőńìèěľ ňăâàĺæë, âăł łăł ( A 0 0 I_k )_{−1} = ( A^{−1} 0 0 I_k ) , ďńï ńîąőčő k > 0. Ŕőíâőňã ňë ňőęěň ďőłăğëćăâì âěőàěňã ďńï n, ïćńïîéĺåáï áâěŕěŋïňĺ ďćőľłĺ, ŕőáłőńìłã ğŋăçěŋĺï M(n) ĺ M(n^′), čďě n^′ — ąńĺęăľèăï áćěàåã áâěŕěŋì ďćőľłĺ, őâńĺçăîâáï ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã àăğ.

Ŕãáâì áŋăçăńă ňăâàĺæă A, łőâőàãî ŋăň ŋăďő őąàăâĺâì, ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ. Řăğőąìñň ěñ ŋă çěâëàě ąńőłă àăğňěàă n/2 × n/2: A = ( B C^T C D ) . (31.25)

Řăááňőâàĺň ňăâàĺæã

S = D − CB^{−1}C^T , (31.26)

(ďőŕőńŋěŋĺě Ÿãàă) ĺ ŋăŕĺèěň áőőâŋőèěŋĺě

A^{−1} = ( B^{−1} + b^{−1}C^T S^{−1}CB^{−1} −B^{−1}C^T S^{−1} −S^{−1}CB^{−1} S^{−1} ) (31.27)

(ŕàőćěàïěâáï ãňŋőęěŋĺěň ŋă A). Ŕőáłőńìłã A ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ, âő B ĺ S őąńăďăîâ âěň ęě áćőľáâćőň, ĺ ŕőâőňã őąàăâĺňë (ńěňňë 31.13, 31.14 ĺ 31.15). Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő B^{−1}C^T = (CB^{−1})^T ĺ B^{−1}C^T S^{−1} = (S^{−1}CB^{−1})^T (ãŕà. 31.1-3) Śőőâŋőèěŋĺï (31.26) ĺ (31.27) ğăďăîâ àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň őąàăéěŋĺï ňăâàĺæë, ĺáŕőńìğãîéĺľ 4 őŕěàăæĺĺ ãňŋőęěŋĺï (n/2 × n/2)−ňăâàĺæ: C · B^{−1}, (CB^{−1}) · C^T , S^{−1} · (CB^{−1}), (CB^{−1})^T · (S^{−1}CB^{−1}) ,

ă âăłęě 2 őŕěàăæĺĺ őąàăéěŋĺï ňăâàĺæ âőčő ęě àăğňěàă ĺ O(n^2) áńőęěŋĺľ ĺ ďàãčĺå őŕěàăæĺľ. Ŕőńãçăěň àěłãààěŋâŋãî äőàňãńã I(n) ⩽ 2I(n/2) + 4M(n/2) + dn^2 ďńï ŋěłőâőàčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő d. Ŕãáâì C — ďőáâăâőçŋő ąőńìèăï łőŋáâăŋâă (ŋăáłőńìłő, ãćĺďĺň ďăńìèě). Šőčďă ňőęŋő ďőłăğëćăâì ŋěàăćěŋáâćő I(n) ⩽ CM(n) ŕő ĺŋďãłæĺĺ: I(n) ⩽ 2I(n/2) + 4M(n/2) + dn^2 ⩽ ⩽ 2CM(n/2) + 4M(n/2) + dn^2 ⩽ ⩽ Cc_1M(n/2) ⩽ ⩽ CM(n) Ŋăďő âőńìłő ŕàőćěàĺâì, çâő ŕàĺ ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå C ŕěàěåőď őâ ćâőàőľ áâàőłĺ ł âàěâìěľ ć íâőň ŋěàăćěŋáâćě ğăłőŋěŋ. Ć áăňőň ďěńě ŕàĺ ąőńìèĺå C őáŋőćŋőľ ćłńăď ďăñâ ŕěàćőě áńăčăěňőľ ćâőàőľ áâàőłĺ (ŋăŕőňŋĺň, çâő M(n) ⩾ n^2, âăł łăł ŋãęŋő ćëçĺáńĺâì ćáě n^2 íńěňěŋâőć ŕàőĺğćěďěŋĺï), ĺ őáâăñâáï ćáŕőňŋĺâì, çâő c_1 > 2 ŕő ãáńőćĺî âěőàěňë.

Ĺâăł, á ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëňĺ áĺňňěâàĺçěáłĺňĺ ňăâàĺæăňĺ ňë àăğőąàăńĺáì. Ěáńĺ ŋěćëàőęďěŋŋăï ňăâàĺæë A ŋě ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłàľ ňăâàĺæěľ, âő àăááňőâàĺň ňăâàĺæã A^T A, łőâőàăï ãęě ąãďěâ âăłőćőľ (ãŕàăęŋěŋĺî 31.1-3, âěőàěňă 31.6). Őáâăñâáï ğăňěâĺâì, çâő

A^{−1} = (A^T A)^{−1}A^T ,

ŕőáłőńìłã ((A^T A)^{−1}A^T )A = (A^T A)^{−1}(A^T A) = I_n, ă őąàăâŋăï ňăâàĺæă ěďĺŋáâćěŋŋă. Ćĺďŋő, çâő ďőáâăâőçŋő ćëçĺáńĺâì ŕàőĺğćěďěŋĺě A^T A, őąàăâĺâì ěčő (łăł — ňë ãęě ğŋăěň) ĺ ãňŋőęĺâì àěğãńìâăâ ŋă ňăâàĺæã A^T . Łăęďëľ ĺğ âàñå èăčőć âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(M(n)), áńěďőćăâěńìŋő, ćáïłãî ŋěćëàőęďěŋŋãî ňăâàĺæã ňőęŋő őąàăâĺâì ğă ćàěňï O(M(n)).

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 31.12 ŋăćőďĺâ ŋă ňëáńì ő ŋőćőň áŕőáőąě àěèěŋĺï áĺáâěňë Ax = b á ŋěćëàőęďěŋŋőľ ňăâàĺæěľ A, ŋě âàěąãîéěň ć áěąï ćëąőàă čńăćŋőčő íńěňěŋâă. Şňŋőęĺć ãàăćŋěŋĺě áńěćă ŋă (ŋěćëàőęďěŋŋãî) ňăâàĺæã A^T , ŕőńãçĺň íłćĺćăńěŋâŋőě ãàăćŋěŋĺě (A^T A)x = A^T b. Ňăâàĺæă A^T A ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ, ĺ ďńï ŋěñ ňőęŋő ŋăľâĺ LU-àăğńőęěŋĺě á ŕőňőéìî ŕàőæěďãàë LU-Decomposition, ă ğăâěň àěèĺâì áĺáâěňã á ŕàăćőľ çăáâìî A^T b, ĺáŕőńìğãï ŕàïňãî ĺ őąàăâŋãî ŕőďáâăŋőćłã. Ćáñ íâő, łőŋěçŋő, âăł, ŋő ŋă ŕàăłâĺłě ńãçèě ŕàĺňěŋĺâì ŕàőæěďãàã LUP-Decomposition ł ĺáåőďŋőľ ňăâàĺæě A ŕàĺ íâőň łőŋáâăŋâă ć őæěŋłě ďńï çĺáńă őŕěàăæĺľ ňěŋìèě, ĺ őèĺąłĺ őłàãčńěŋĺï ňěŋìèě áłăğëćăîâáï ŋă àěğãńìâăâě.

Şŕàăęŋěŋĺï 31.5-1 Ďőłăęĺâě, çâő ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ áâőńì ęě âàãďŋő, łăł ĺ ćőğćěďěŋĺě ňăâàĺæë ć łćăďàăâ: ďőłăęĺâě çâő ěáńĺ M(n) — ćàěňï, âàěąãěňőě ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå (n × n)Nňăâàĺæ, ă S(n) — ćàěňï, ŋãęŋőě ďńï ćőğćěďěŋĺï (n × n)-ňăâàĺæë ć łćăďàăâ, âő S(n) = Θ(M(n)).

31.5-2 Ďőłăęĺâě, çâő ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ áâőńì ęě âàãďŋő, łăł ĺ ćëçĺáńěŋĺě LUP-àăğńőęěŋĺï. Ťőàňăńìŋő čőćőàï, ďőłăęĺâě çâő ěáńĺ M(n) — ćàěňï, âàěąãěňőě ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå (n × n)- ňăâàĺæ, ă L(n) — ćàěňï, ŋãęŋőě ďńï ćëçĺáńěŋĺï LUP-àăğńőęěŋĺï (n × n)-ňăâàĺæë, âő L(n) = Θ(M(n)).

31.5-3 Ďőłăęĺâě, çâő ćëçĺáńěŋĺě őŕàěďěńĺâěńï ŋě âàãďŋěě ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ: ďőłăęĺâě çâő ěáńĺ M(n) — ćàěňï, âàěąãěňőě ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå (n×n)-ňăâàĺæ, âő őŕàěďěńĺâěńì (n×n)-ňăâàĺæë ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ğă ćàěňï D(n) = O(M(n)).

31.5-4 Ŕãáâì M(n)) — ćàěňï, ŋãęŋőě ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå ąãńěćëå ňăâàĺæ àăğňěàă n×n, ă T (n) — ćàěňï, ŋãęŋőě ďńï ćëçĺáńěŋĺï âàăŋğĺâĺćŋőčő ğăňëłăŋĺï ąãńěćőľ (n × n)−ňăâàĺæë. Ŕőłăęĺâě, çâő M(n) = O(T (n)) ĺ T (n) = O(M(n) lg n) ŕàĺ ŋěłőâőàëå ěáâěáâćěŋŋëå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ŋă M ĺ T .

31.5-5 Ŕàĺňěŋĺň ńĺ ňěâőď őąàăéěŋĺï ňăâàĺæ ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 31.12 ł ňăâàĺæăň ŋăď ŕőńěň ćëçěâőć ŕő ňőďãńî 2? Ŕőçěňã?

31.5-6* Łăł őąőąéĺâì ăńčőàĺâň ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 31.12 ŋă áńãçăľ ňăâàĺæ ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłáŋëå çĺáěń?

(Şłăğăŋĺě. Šàăŋáŕőŋĺàőćăŋĺě ňăâàĺæë ğăňěŋïěâáï áőŕàïęěŋĺěň: ňăâàĺæă A^∗ (conjugate transpose) ŕőńãçăěâáï łőňŕńěłáŋëň áőŕàïęěŋĺěň ćáěå íńěňěŋâőć ć A^T . Řőńì áĺňňěâàĺçěáłĺå ňăâàĺæë ĺčàăîâ íàňĺâőćë, ďńï łőâőàëå A = A^∗.)

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć687

31.4 Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć

İâő őçěŋì ćăęŋëľ łńăáá ňăâàĺæ, ĺ őŋĺ őąńăďăîâ àăğŋëňĺ ŕőńěęŋëňĺ áćőľáâćăňĺ. Ŋăŕàĺňěà, âăłăï ňăâàĺæă ŋě ňőęěâ ąëâì ćëàőęďěŋŋőľ; ŕàĺ ŕőáâàőěŋĺĺ LU-àăğńőęěŋĺï ňőęŋő ŋě ŕàőćőďĺâì ćëąőàă čńăćŋőčő íńěňěŋâă — ćáñ àăćŋő ďěńěŋĺï ŋă ŋőńì ŋě ąãďěâ, łăł ňë ãćĺďĺň. Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕőłăęěň, łăł ĺå ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï âăł ŋăğëćăěňőčő ŕàĺąńĺęěŋĺï ňěâőďőň ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć. Ŋăçŋñň á âăłőčő ćăęŋőčő áćőľáâćă:

Ńěňňă 31.13 Ńîąăï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋăï áĺňňěâàĺçěáłăï ňăâàĺæă ïćńïěâáï ŋěćëàőęďěŋŋőľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕãáâì ňăâàĺæă A ćëàőęďěŋă ĺ x — ŋěŋãńěćőľ ćěłâőà, ďńï łőâőàőčő Ax = 0 (áńěďáâćĺě 31.3). Šőčďă x^T Ax = 0, ĺ ŕőâőňã ňăâàĺæă A ŋě ňőęěâ ąëâì ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ.

Šěŕěàì ŕěàěľďěň ł ąőńěě áńőęŋőňã ćőŕàőáã: ŕőçěňã ŕàőæěďãàă LU-Decomposition ďńï áńãçăï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëå áĺňňěâàĺçěáłĺå ňăâàĺæ őąåőďĺâáï ąěğ ďěńěŋĺï ŋă 0. Ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï ŕőŋïâĺě k-čő ãčńőćőčő ňĺŋőàă (leading submatrix) ňăâàĺæë A. Őŋ őŕàěďěńïěâáï łăł ŕőďňăâàĺæă, áâőïéăï ŋă ŕěàěáěçěŋĺĺ ŕěàćëå k áâàőł ĺ ŕěàćëå k áâőńąæőć ňăâàĺæë A; őąőğŋăçĺň ěčő A_k.

Ńěňňă 31.14 Ćáïłĺľ ãčńőćőľ ňĺŋőà ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæë áăň ïćńïěâï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Śĺňňěâàĺçŋőáâì őçěćĺďŋă. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŕőńőęĺâěńìŋőľ őŕàěďěńñŋŋőáâĺ ňĺŋőàă A_k ćőğìňñň ŕàőĺğćőńìŋëľ kíńěňěŋâŋëľ ćěłâőà x. Řăğąĺć ňăâàĺæã ňăâàĺæë A ŋă ąńőłĺ A = ( A_k B^T B C ) . ĺ ŕàĺňěŋĺć ãáńőćĺě ŕőńőęĺâěńìŋőľ őŕàěďěńñŋŋőáâĺ ł ćěłâőàã, ďőŕőńŋěŋŋőňã ŋãńïňĺ, ŕőńãçăěň âàěąãěňőě:

x^T A_kx = ( x^T 0 ) (A_k B^T B C ) ( x 0 )

= ( x^T 0 ) A ( x 0 )

> 0.

Šěŕěàì ŕőáňőâàĺň ŋă ďőŕőńŋěŋĺě Ÿãàă ďńï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëå ňăâàĺæ. Ŕãáâì A_k — čńăćŋëľ ňĺŋőà ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæë A. Řăğőąìñň A ŋă ąńőłĺ áńěďãîéĺň őąàăğőň: A = ( A_k B^T B C ) . (31/28)

Ďőŕőńŋěŋĺěň Ÿãàă ł ŕőďňăâàĺæě A_k ňăâàĺæë A (Schur complement of A with respect to A_k) ąãďěň ŋăğëćăâì ňăâàĺæã

S = C − BA^{−1}_k B^T . (31.29)

Ŕő ńěňňě 31.14 ňăâàĺæă A_k ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ, ŕőíâőňã (ńěňňă 31.13) A^{−1}_k áãéěáâćãěâ. Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő ŕàĺ k = 1 íâő őŕàěďěńěŋĺě áőčńăáãěâáï á ŕàěęŋĺň őŕàěďěńěŋĺěň (31.23).

Ďőłăęěň àěğãńìâăâ, ĺáŕőńìğőćăŋŋëľ ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 31.12.

Ńěňňă 31.15 (ő ďőŕőńŋěŋĺĺ Ÿãàă) Ěáńĺ A ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ, ă A_k — ěñ k−ľ ãčńőćőľ ňĺŋőà, âő ďőŕőńŋěŋĺě Ÿãàă ł ŕőďňăâàĺæě A_k ňăâàĺæë A áăňő ąãďěâ áĺňňěâàĺçěáłőľ ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ ňăâàĺæěľ.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Łăł áńěďãěâ ĺğ ãŕàăęŋěŋĺï 31.1-7, ňăâàĺæă S ąãďěâ áĺňňěâàĺçěáłőľ; őáâăñâáï ŕőłăğăâì ěñ ŕőńőęĺâěńìŋãî őŕàěďěńñŋŋőáâì. Ňë ğŋăěň, çâő x^T Ax > 0 ďńï ńîąőčő ŋěŋãńěćőčő ćěłâőàă x. Řăğąĺć ćěłâőà x ŋă çăáâĺ y ĺ z (ć áőőâćěâáâćĺĺ á àăğąĺěŋĺěň (31.28) ňăâàĺæë A), ňë ňőęěň ŋăŕĺáăâì áńěďãîéěě âőęďěáâćő (ňăâàĺæă A_k őąàăâĺňă, łăł ňë ğŋăěň): x^T Ax = ( y^T z^T ) (A_k B^T B C ) ( y z )

= y^T A_k y + y^T B^T z + z^T By + Z^T Cz

= (y + A^{−1}_k B^T z)^T A_k(y + A^{−1}_k B^T z) + z^T (C − BA^{−1}_k B^T )z, (31.30) (Ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő áőőâćěâáâćãěâ ćëďěńěŋĺî ŕőńŋőčő łćăďàăâă, łăł ňë ãćĺďĺň ć ãŕà. 31.6-2.)

Šěŕěàì ďńï ńîąőčő z ňőęŋő ŕőďőąàăâì âăłőě y, çâőąë ŕěàćőě áńăčăěňőě ć áőőâŋőèěŋĺĺ (31.30) őąàăâĺńőáì ć 0 — ă ğŋăçĺâ, őáâăîéěěáï ćâőàőě áńăčăěňőě z^T (C − BA^{−1}_k B^T )z = z^T Sz ŕőńőęĺâěńìŋő ďńï ńîąőčő z. Ŕőńőęĺâěńìŋăï őŕàěďěńñŋŋőáâì S ďőłăğăŋă.

Śńěďáâćĺě 31.16

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć689

Ďńï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæë ŕàőæěďãàă LU-Decomposition ŋě áâăńłĺćăěâáï á ďěńěŋĺěň ŋă 0.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕãáâì A — ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋăï áĺňňěâàĺçěáłăï ňăâàĺæă. Ďőłăęěň, çâő ćáě čńăćŋëě íńěňěŋâë ŕő åőďã ďěľáâćĺï ąãďãâ ŕőńőęĺâěńìŋë (ĺ âěň áăňëň ŋě àăćŋë 0). Ŕěàćëľ ĺğ ŋĺå (a_{11}) ŕőńőęĺâěńěŋ, ŕőáłőńìłã ŕő őŕàěďěńěŋĺî ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ ňăâàĺæë a_{11} = e^T_1 Ae^T_1 > 0. Ŋă áńěďãîéěň èăčě àěłãàáĺĺ ăńčőàĺâň ŕàĺňěŋïěâáï ł ďőŕőńŋěŋĺî Ÿãàă, łőâőàőě ŕő ńěňňě 31.15 áăňő ïćńïěâáï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ, âăł çâő ĺ ćáě ďăńìŋěľèĺě čńăćŋëě íńěňěŋâë ŕőńőęĺâěńìŋë (ĺŋďãłæĺï).

Ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć.

Ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć ĺáŕőńìğãěâ ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ďńï őâëáłăŋĺï łàĺćëå ďăŋŋőčő ćĺďă, ŕőåőďïéĺå ŕőąńĺğőáâĺ őâ ğăďăŋŋëå âőçěł. Ŕãáâì ŋăň ğăďăŋ ŋăąőà âőçěł

(x_1, y_1), (x_2, y_2), . . . , (x_m, y_m)

(x_i ≠ x_j ŕàĺ i ≠ j), ŕàĺçñň ğŋăçěŋĺï y_i áçĺâăîâáï áőďěàęăéĺňĺ őèĺąłĺ ĺğňěàěŋĺï. Ňë ĺéěň äãŋłæĺî F (x), ďńï łőâőàőľ

y_i = F (x_i) + η_i, (31.31)

ŕàĺ i = 1, . . . , m, ŕàĺçñň ŕőčàěèŋőáâĺ η_i ňăńë. Ĺéěň ňë ěñ áàěďĺ äãŋłæĺľ őŕàěďěńěŋŋőčő łńăááă, ă ĺňěŋŋő, áàěďĺ ńĺŋěľŋëå łőňąĺŋăæĺľ_n ∑ j=1 c_j f_j (x). ğăàăŋěě ćëąàăŋŋëå ąăğĺáŋëå äãŋłæĺľ (basic functions) f_j . Ůăáâő ć łăçěáâćě ąăğĺáŋëå äãŋłæĺľ àăááňăâàĺćăîâ ňőŋőňë f_j (x) = x^{j−1} ćŕńőâì ďő ŋěłőâőàőľ äĺłáĺàőćăŋŋőľ áâěŕěŋĺ; ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë ĺéěň F áàěďĺ ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ŋě ćëèě n − 1:

c_1 + c_2x + c_3x^2 + · · · + c_nx^{n−1}.

Ŕàĺ n = m ňőęŋő ŋăľâĺ ňŋőčőçńěŋ, ć âőçŋőáâĺ ŕàőåőďïéĺľ çěàěğ ğăďăŋŋëě âőçłĺ, âő ěáâì ãďőćńěâćőàïîéĺľ áőőâŋőèěŋĺî (31.31) á ŋãńěćëňĺ ŕőčàěèŋőáâïňĺ. Łăł ŕàăćĺńő, âăłőľ ŕőďåőď őłăğëćăěâáï ŋěãďăçŋëň, âăł łăł őèĺąłĺ ĺğňěàěŋĺľ áĺńìŋő ćńĺïîâ ŋă ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă ćŋě x_1, x_2, . . . , x_n, ĺ ŕőńãçăěâáï ěàãŋďă. Řăğãňŋěě ćëąàăâì n ňŋőčő ňěŋìèĺň m — âőčďă ěáâì èăŋá, çâő ”èãň”, ćŋőáĺňëľ őèĺąłăňĺ ĺğňěàěŋĺï, őâäĺńìâàãěâáï. Ňë ŋě őąáãęďăâì ŕàăłâĺçěáłĺě ŕàăćĺńă ćëąőàă n, ă ąãďěâ áçĺâăâì, çâő n ãęě ğăďăŋő. Ňë ŕőńãçăěň áĺáâěňã, čďě ãàăćŋěŋĺľ ąőńìèě, çěň ŋěĺğćěáâŋëå, ğăâő ĺå ŋě ŋăďő àěèăâì âőçŋő — ěáńĺ ńěćăï çăáâì ąńĺğłă ł ŕàăćőľ, ãęě åőàőèő. Łăł ŕőáâãŕăâì á âăłőľ áĺáâěňőľ?

Ŕãáâì A — ňăâàĺæă ğŋăçěŋĺľ ąăğĺáŋëå äãŋłæĺľ ć ğăďăŋŋëå âőçłăå: A = f_1(x_1) f_2(x_1) . . . f_n(x_1) f_1(x_2) f_2(x_2) . . . f_n(x_2) . . . . ... . . f_1(x_m) f_2(x_m) . . . f_n(x_m) ,

ă c — ćěłâőà ĺğ n ĺáłőňëå łőíääĺæĺěŋâőć: c = (c_k). Šőčďă

Ac = f_1(x_1) f_2(x_1) . . . f_n(x_1) f_1(x_2) f_2(x_2) . . . f_n(x_2) . . . . ... . . f_1(x_m) f_2(x_m) . . . f_n(x_m) c_1 c_2 . . c_n

= F (x_1) F (x_2) . . F (x_m)

ąãďěâ ćěłâőàőň ĺğ m ğŋăçěŋĺľ, çěàěğ łőâőàëě ŕàőåőďĺâ łàĺćăï.

Ňë åőâĺň, çâőąë ćěłâőà ŋěćïğłĺ (approximation error) η = Ac − y, (àăğňěàă m) ąëń łăł ňőęŋő ňěŋìèě. Ğďěáì ”ňěŋìèě” ňë ŕőŋĺňăěň łăł ”łőàőçě”, ćëçĺáńïï ďńĺŋã ŕő äőàňãńě

‖η‖ = (_m ∑ i=1 η^2_i )_{1/2}

(ěćłńĺďőćă ŋőàňă). Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë åőâĺň, çâőąë áãňňă łćăďàăâőć ŋěćïğőł ąëńă ňĺŋĺňăńìŋőľ, őâáîďă ĺ ŋăğćăŋĺě ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć (least squares). Łăł ãçăâ ć łãàáě ăŋăńĺğă, ďńï ŕőĺáłă ňĺŋĺňãňă ŋăďő ŕàőďĺääěàěŋæĺàőćăâì

‖η‖^2 = ‖Ac − y‖^2 = n∑ i=1 n∑ j=1 a_{ij} c_j − y_i 2

ŕő ćáěň ŕěàěňěŋŋëň c_k ∂‖η‖^2 ∂c_k = n∑ i=1 2 n∑ j=1 a_{ij} c_j − y_i a_{ik} = 0. (31.32)

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć691

İâã áĺáâěňã ĺğ n ãàăćŋěŋĺľ (k = 1, 2, . . . , n) ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł ňăâàĺçŋőňě ãàăćŋěŋĺě (Ac − y)^T A = 0, łőâőàőě (áň. ãŕà. 31.1-3) íłćĺćăńěŋâŋő ãàăćŋěŋĺî A^T (Ac − y) = 0. Řăáłàëć áłőąłĺ, ňë ŕàĺåőďĺň ł ãàăćŋěŋĺî

A^T Ac = A^T y, (31.33)

ŋăğëćăěňőňã ć ňăâěňăâĺçěáłőľ áâăâĺáâĺłě ŋőàňăńìŋëň ãàăćŋěŋĺěň (normal equation). Ňăâàĺæă A^T A ąãďěâ áĺňňěâàĺçěáłőľ (ãŕà. 31.1-3), ĺ, ěáńĺ âőńìłő A ĺňěěâ ŕőńŋëľ áâőńąæőćëľ àăŋč, ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ (âěőàěňă 31.6). Ć íâőň áńãçăě (ńěňňă 31.13) áãéěáâćãěâ őąàăâŋăï ňăâàĺæă (A^T A)^{−1}, ĺ àěèěŋĺě áĺáâěňë (31.33) ěďĺŋáâćěŋŋő:

c = ((A^T A)^{−1}A^T )y = A^+y,

(31.34)

Ğďěáì çěàěğ A^+ őąőğŋăçěŋă ňăâàĺæă (A^T A)^{−1}A^T , ŋăğëćăěňăï ŕáěćďőőąàăâŋőľ (pseudoinverse) ł ňăâàĺæě A. İâő ŕőŋïâĺě ïćńïěâáï ěáâěáâćěŋŋëň őąőąéěŋĺěň ŕőŋïâĺï őąàăâŋőľ ňăâàĺæë ŋă áńãçăľ ŋěłćăďàăâŋëå ňăâàĺæë. (Śàăćŋĺâě äőàňãńã (31.34), ďăîéãî àěèěŋĺě áĺáâěňë Ac = y ŕő ňěâőďã ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć, á äőàňãńőľ x = A^{−1}b, ďăîéěľ âőçŋőě àěèěŋĺě áĺáâěňë Ax = b.)

Ďńï ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň 5 íłáŕěàĺňěŋâăńìŋëå âőçěł

(−1, 2), (1, 1), (2, 1), (3, 0), (5, 3)

(çñàŋëě łàãęłĺ àĺá. 31.3.) Ňë åőâĺň ŕàőćěáâĺ àïďőň á ŋĺňĺ čàăäĺł łćăďàăâŋőčő âàñåçńěŋă

F (x) = c_1 + c_2x + c_3x^2.

Ćëŕĺèěň ňăâàĺæã ğŋăçěŋĺľ ąăğĺáŋëå äãŋłæĺľ:

A = 1 x_1 x^2_1 2 x_2 x^2 3 x_3 x^2_3 4 x_4 x^2_4 5 x_5 x^2_5 = 1 −1 1 1 1 1 1 2 4 1 3 9 1 5 25

ĺ ŋăľďñň ŕáěćďőőąàăâŋãî ł ŋěľ:

A^+ =

0.500 0.300 0.200 0.100 −0.100 −0.388 0.093 0.190 0.193 −0.088 0.060 −0.036 −0.048 −0.036 0.060 .

Řĺáãŋőł 31.1 31.3 Ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć ć ŕàĺňěŋěŋĺĺ ł âőçłăň {(−1, 2), (1, 1), (2, 1), (3, 0), (5, 3)} (çñàŋëě). Ŕőłăğăŋ ŋăĺńãçèĺľ łćăďàăâŋëľ âàñåçńěŋ ĺ ěčő ğŋăçěŋĺï (áćěâńëě łàãęłĺ). Śěàëě őâàěğłĺ — ŋěćïğłĺ, ĺå áãňňă łćăďàăâőć ďőńęŋă ąëâì łăł ňőęŋő ňěŋìèě.

Ĺáłőňëľ ćěłâőà łőíääĺæĺěŋâőć (c = A^+y) ąãďěâ àăćěŋ c = 1.200 −0.757 0.214 . Őâćěâ: łćăďàăâŋëľ âàñåçńěŋ

F (x) = 1.200 − 0.757x + 0.214x^2,

ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŋăĺńãçèěě ŕàĺąńĺęěŋĺě ć áňëáńě ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć.

Ŋă ŕàăłâĺłě ŕàĺ àěèěŋĺĺ ŋőàňăńìŋőčő ãàăćŋěŋĺï (31.33) áâàőïâ LU-àăğńőęěŋĺě ňăâàĺæë A^T A — íâő ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋăï áĺňňěâàĺçěáłăï ňăâàĺæă (ěáńĺ A ĺňěěâ ŕőńŋëľ àăŋč, áň. ãŕà. 31.1-3 ĺ âěőàěňã 31.6).

Şŕàăęŋěŋĺï 31.6-1 Ďőłăęĺâě, çâő ćáě íńěňěŋâë ŋă ďĺăčőŋăńĺ ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæë ŕőńőęĺâěńìŋë.

31.6-2 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçě-

áłőľ ňăâàĺæë àăğňěàă 2×2 ( a b b c ) ďĺáłàĺňĺŋăŋâ ac−b^2 ŕőńőęĺ-

âěńěŋ, ćëďěńĺć ŕőńŋëľ łćăďàăâ ć áőőâćěâáâćãîéěľ łćăďàăâĺçŋőľ äőàňě (ăŋăńőčĺçŋő ďőłăğăâěńìáâćã Ńěňňë 31.15). Łăł ćëćěáâĺ íâő ĺğ ãâćěàęďěŋĺï ńěňňë 31.15?

31.6-3 Ďőłăęĺâě, çâő ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ ňăâàĺæë ňăâàĺæë ŋăåőďĺâáï ŋă ěñ ďĺăčőŋăńĺ.

31.6-4 Ďőłăęĺâě, çâő őŕàěďěńĺâěńì ćáïłőčő ãčńőćőčő ňĺŋőàă ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæë ŕőńőęĺâěńěŋ.

31.6-5 Ŕãáâì A_k — k−ľ ãčńőćőľ ňĺŋőà ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ ňăâàĺæë A. Ďőłăęĺâě, çâő ć ŕàĺ ŕőáâàőěŋĺĺ LU-àăğńőęěŋĺï ňăâàĺæë A á ŕőňőéìî LU-Decomposition k−ľ čńăćŋëľ íńěňěŋâ ąãďěâ àăćěŋ det(A_k)/ det(A_{k−1}). (Ňë ŕőńăčăěň ãáńőćŋő det(A_0) = 1.)

31.6-6 Ďăŋë âőçłĺ (1, 1), (2, 1), (3, 3), (4, 8). Ŕőáâàőľâě ŕàĺąńĺęěŋĺě ćĺďă F (x) = c_1 + c_2x lg x + c_3e^x

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć693

ňěâőďőň ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć.

31.6-7 Ďőłăęĺâě áńěďãîéĺě áćőľáâćă ŕáěćďőőąàăâŋëå ňăâàĺæ: AA^+A = A, A^+AA^+ = A^+,

(AA^+)^T = AA^+,

(A^+A)^T = A^+A.

Ğăďăçĺ 31-1 Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň Ÿăňĺàă ďńï ãňŋőęěŋĺï ąãńěćëå ňăâàĺæ.

Ć àăğďěńě 31.3 ňë ćĺďěńĺ, çâő ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ŋěńìğï ŕàőáâő âăł ŕàĺňěŋĺâì ďńï ąãńěćëå ňăâàĺæ, ŕőáłőńìłã ąãńěćő łćăğĺłőńìæő Q = ({0, 1}, ∨, ∧, 0, 1) ŋě ïćńïěâáï łőńìæőň. Šěőàěňă 31.10 ňőďĺäĺæĺàãěâ ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ĺ ŕőğćőńïěâ ãňŋőęĺâì ďćě ąãńěćëě ňăâàĺæë àăğňěàă n × n ğă ćàěňï O(n^{lg 7}), ŋő ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ ŕàĺåőďĺâáï ćëŕőńŋïâì ŋăď O(lg n)-ąĺâőćëňĺ çĺáńăňĺ. Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň Ÿăňĺàă ŕàőĺğćőďĺâ âőńìłő ąĺâőćëě őŕěàăæĺĺ ĺ àăąőâăěâ ŕőçâĺ áâőńì ęě ąëáâàő, őďŋăłő ŋě ćáěčďă ďăñâ ŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ. Śěľçăá ňë ěčő őŕĺèěň.

a. Ŕőłăęĺâě, çâő çĺáńőćăï áĺáâěňă R = ({0, 1}, ⊕, ∧, 0, 1), čďě ⊕ őğŋăçăěâ XOR (ĺáłńîçăěéěě ĹŃĹ, áńőęěŋĺě ŕő ňőďãńî 2) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ łőńìæő.

Ŕãáâì A ĺ B — ąãńěćë (n × n)−ňăâàĺæë, ă C = AB — ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺě ŋăď łćăğĺłőńìæőň Q Ŕőáâàőĺň ŕő ňăâàĺæě A ňăâàĺæã A^′ âăł: ŋãńĺ őáâăîâáï ŋă áćőĺå ňěáâăå, ă łăęďăï ěďĺŋĺæă ńĺąő őáâăñâáï ŋă ňěáâě, ńĺąő ğăňěŋïěâáï ŋãńñň (á ćěàőïâŋőáâìî 50%, àăğŋëě ěďĺŋĺæë ćěďãâ áěąï ŋěğăćĺáĺňő).

b. Ŕőńőęĺň C^′ = (c^′_{ij}) = A^′B, ŕàĺçñň ãňŋőęěŋĺě ćëŕőńŋïěâáï ŋăď łőńìæőň R. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ_{ij} = 0, âő^′_{ij} = 0. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ c_{ij} = 1, âő^′_{ij} = 1 á ćěàőïâŋőáâìî 1/2.

c. Ćğïć ŕàőĺğćőńìŋőě ε > 0, ŕőćâőàĺň ŕàőæěďãàã ŕőáâàőěŋĺï A^′ ĺ ćëçĺáńěŋĺï C^′ çěň lg(n^2/ε) àăğ ĺńĺ ąőńěě, łăęďëľ àăğ ďěńăï ŋěğăćĺáĺňëě áńãçăľŋëě ćëąőàë. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ c_{ij} = 1 ďńï ŋěłőâőàëå i ĺ j, âő ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő c^′_{ij} ŋĺ àăğã ŋě ŕàĺňěâ ğŋăçěŋĺï 1, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ε/n^2. Ďőłăęĺâě, çâő ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő ć ńîąőľ ŕőğĺæĺĺ, čďě c_{ij} = 1, åőâì àăğ ąëń ŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ (â.ě. 1), ŋě ňěŋìèěě 1 − ε.

d. Ďńï ńîąőľ łőŋáâăŋâë k ãłăęĺâě ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ąãńěćëå (n × n)-ňăâàĺæ ğă ćàěňï O(n^{lg 7} lg n) á ćěàőïâŋőáâìî őèĺąłĺ ŋě ćëèě 1/n^k. Ŋăď íńěňěŋâăňĺ ňăâàĺæ àăğàěèăěâáï ŕàőĺğćőďĺâì âőńìłő ŕőąĺâőćëě őŕěàăæĺĺ ∧, ∨ ĺ ⊕.

31-2 Šàñåďĺăčőŋăńìŋëě áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ.

Řăááňőâàĺň âàñåďĺăčőŋăńìŋãî ňăâàĺæã

A = 1 −1 0 0 0 −1 2 −1 0 0 0 −1 2 −1 0 0 0 −1 2 −1 0 0 0 −1 2 .

a. Ŋăľďĺâě LU-àăğńőęěŋĺě ňăâàĺæë A.

b. Ĺáŕőńìğãï ŕàïňãî ĺ őąàăâŋãî ŕőďáâăŋőćłã, àěèĺâě áĺáâěňã Ax = ( 1 1 1 1 1 )_T . c. Ŋăľďĺâě őąàăâŋãî ňăâàĺæã A^{−1}.

d. Ŕőłăęĺâě, łăł àěèăâì áĺáâěňã Ax = b á ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋőľ áĺňňěâàĺçěáłőľ âàñåďĺăčőŋăńìŋőľ (n×n)-ňăâàĺæěľ A ğă ćàěňï O(n), ĺáŕőńìğãï LU-àăğńőęěŋĺě. Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ńîąőľ ăńčőàĺâň, őáŋőćăŋŋëľ ŋă őąàăéěŋĺĺ ňăâàĺæë A, ĺňěěâ ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ åãďèãî őæěŋłã áńőęŋőáâĺ.

e. Ŕőłăęĺâě, łăł àěèăâì áĺáâěňã Ax = b á ŋěćëàőęďěŋŋőľ âàñåďĺăčőŋăńìŋőľ (n × n)-ňăâàĺæěľ A ğă ćàěňï O(n), ĺáŕőńìğãï LUP-àăğńőęěŋĺě.

31-3 Śŕńăľŋë Ŕàőćőďï łàĺćëě çěàěğ ğăďăŋŋëě âőçłĺ, çăáâő ĺáŕőńìğãîâ łãąĺçěáłĺě áŕńăľŋë (cubic splines). Ŕãáâì ğăďăŋ ŋăąőà (n + 1) âőçěł {(x_i, y_i) : i = 0, 1, . . . , n}, ŕàĺçñň x_0 < x_1 < · · · < x_n. Ňë åőâĺň ŕàőćěáâĺ çěàěğ ćáě íâĺ âőçłĺ łàĺćãî, áőáâőïéãî ĺğ łãáłőć n łãąĺçěáłĺå ŕőńĺŋőňőć, ŋă łăęďőň őâàěğłě áćőľ. Łőčďă x ŕàőąěčăěâ őâàěğőł [x_i, x_{i+1}] (i = 0, 1, . . . , n), áŕńăľŋ f őŕàěďěńïěâáï àăćěŋáâćőň f(x) = f_i(x−x_i), čďě f_i(x) = a_i +b_ix+c_ix^2 +d_ix^3 — łãąĺçěáłĺľ ŕőńĺŋőň. Šőçłĺ x_i, ć łőâőàëå łãáłĺ áőáâëłőćëćăîâáï, ŋăğëćăîâáï ãğńăňĺ (knots) Ďńï ŕàőáâőâë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő x_i = i ŕàĺ i = 0, 1, . . . , n.

Ŕőâàěąőćăć őâ f ŋěŕàěàëćŋőáâĺ, ŕőńãçĺň ãáńőćĺï:

f(x_i) = f_i(0) = y_i, f(x_{i+1}) = f_i(1) = y_{i+1},

ďńï i = 0, 1, . . . , n−1. Őâáãâáâćĺě ĺğńőňőć (àăğàëćőć ŕěàćőľ ŕàőĺğćőďŋőľ) ć ãğńăå ďăñâ ãáńőćĺï

f^′(x_{i+1}) = f^′_i (1) = f^′_{i+1}(0),

ďńï i = 0, 1, . . . , n − 1.

a. Ŕãáâì ňë łăłĺň-âő őąàăğőň ćëąàăńĺ, ŕőňĺňő áăňĺå ğŋăçěŋĺľ y_i = f(x_i), ěéñ ĺ ŕàőĺğćőďŋëě D_i = f^′(x_i) ć łăęďőň ãğńě. Ćëàăğĺâě łőíääĺæĺěŋâë a_i, b_i, c_i ĺ d_i çěàěğ ğŋăçěŋĺï y_i, y_{i+1}, D_i ĺ D_{i+1}. (Ŋăŕőňĺŋăěň, çâő x_i = i.) Śłőńìłő ćàěňěŋĺ ŕőŋăďőąĺâáï ďńï âăłőčő ćëçĺáńěŋĺï?

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć695

Ěáńĺ ğŋăçěŋĺï ŕàőĺğćőďŋőľ ć ãğńăå ŋě ğăďăŋë, ćáâăñâ ćőŕàőá őą ĺå ćëąőàě. Őďĺŋ ĺğ ňěâőďőć áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŕőâàěąőćăâì ŋěŕàěàëćŋőáâĺ ćŕńőáâì ďő ćâőàőľ ŕàőĺğćőďŋőľ f^{′′}. İâő ďăñâ ŋăąőà ãáńőćĺľ:

f^{′′}(x_{i+1}) = f^{′′}_i (1) = f^′_{i+1}(0),

ďńï i = 0, 1, . . . , n − 1. Ŕőłă çâő ğŋăçěŋĺï ćâőàőľ ŕàőĺğćőďŋőľ f ć âőçłăå x_0 ĺ x_n ŋĺłăł ŋě őčàăŋĺçĺćăîâáï; ŕőńőęĺć f^{′′}(x_0) = f^{′′}_0 (0) = 0 ĺ f^{′′}(x_n) = f^{′′}_n (1) = 0, ŕőńãçăěň âăł ŋăğëćăěňëľ ěáâěáâćěŋŋëľ łãąĺçěáłĺľ áŕńăľŋ (natural cubic spline).

b. Ĺáŕőńìğãï ŋěŕàěàëćŋőáâì ćŕńőâì ďő ćâőàőľ ŕàőĺğćőďŋőľ, ŕőłăęĺâě, çâő

D_{i−1} + 4D_i + D_{i+1} = 3(y_{i+1} − y_{i−1}) (31.35)

ďńï i = 1, . . . , n − 1.

c. Ďńï ěáâěáâćěŋŋëå łãąĺçěáłĺå áŕńăľŋőć ďőłăęĺâě àăćěŋáâćă

2D_0 + 4D_1 = 3(y_1 − y_0), (31.36)

D_{n−1} + 2D_n = 3(y_n − y_{n−1}). (31.37)

d. Ŕěàěŕĺèĺâě ãàăćŋěŋĺï (31.35)–(31.37) ć ćĺďě ňăâàĺçŋőčő ãàăćŋěŋĺï ŋă ćěłâőà ŋěĺğćěáâŋëå D = (D_0, D_1, . . . , D_n). Łăłĺňĺ áćőľáâćăňĺ őąńăďăěâ ňăâàĺæă íâőčő ãàăćŋěŋĺï?

e. Ďőłăęĺâě, çâő ěáâěáâćěŋŋëľ łãąĺçěáłĺľ áŕńăľŋ ďńï n + 1 âőçěł ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ğă ćàěňï O(n) (áà. ğăďăçã 31-2).

f. Łăł ŕőáâàőĺâì ěáâěáâćěŋŋëľ łãąĺçěáłĺľ áŕńăľŋ ďńï n + 1 âőçěł (x_0, y_0), . . .(x_n, y_n), ã łőâőàëå x_0 < x_1 < · · · < x_n, (ŋő ŋě őąïğăâěńìŋő x_i = i). Łăłőě ňăâàĺçŋőě ãàăćŋěŋĺě ŕàĺďñâáï àěèăâì ĺ áłőńìłő ćàěňěŋĺ ďńï íâőčő ŕőâàěąãěâáï?

Ğăňěçăŋĺï Šěőàĺï çĺáńěŋŋëå ňěâőďőć — æěńăï ŋăãłă, łőâőàőľ ňë ěďćă łőáŋãńĺáì. Ňë őáőąěŋŋő àěłőňěŋďãěň áńěďãîéĺě ãçěąŋĺłĺ: Ďęőàďę ĺ Ńìî [18], Čőńãą ĺ ćăŋ Ńőăŋ [89], Ŕàěáá, Ťńíŋěàĺ, Šìîłőńìáłĺ ĺ Ćěââěàńĺŋč [161,162], Śâàěŋč [181,182].

Ŕőïćńěŋĺě àăąőâë Ÿâàăááěŋă [183] ć 1969 čőďã ąëńő ąőńìèĺň áîàŕàĺğőň — ŋĺłâő ŋě őęĺďăń, çâő őąëçŋëľ ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ ŋě őŕâĺňăńěŋ. Ś âěå ŕőà ăáĺňŕâőâĺçěáłăï ćěàåŋïï őæěŋłă áńőęŋőáâĺ ãňŋőęěŋĺï ňăâàĺæ ňŋőčőłàăâŋő ãńãçèăńăáì ĺ ďőáâĺčńă O(n^{2.376}) (Łőŕŕěàáňĺâ ĺ Ćĺŋőčàăď [52]). Ŋăčńïďŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ăńčőàĺâňă Ÿâàăááěŋă łăàâĺŋłăňĺ á ŕńîáăňĺ ĺ ňĺŋãáăňĺ ąëńő ĺáŕőńìğőćăŋő ć àăąőâě Ŕăâěàáőŋă [15]. Ťĺèěà ĺ Ňěľěà [67] ŕàĺňěŋĺńĺ ăńčőàĺâň Ÿâàăááěŋă ďńï ãňŋőęěŋĺï ąãńěćëå ňăâàĺæ (âěőàěňă 31.10 íâőčő àăğďěńă)

Ňěâőď Čăãááă ĺáłńîçěŋĺï ŋěĺğćěáâŋëå, ŕàĺňěŋïîéĺľáï ŕàĺ ŕőáâàőěŋĺĺ LU- ĺ LUP-àăğńőęěŋĺï, ąëń ŕěàćëň áĺáâěňăâĺçěáłĺň ňěâőďőň àěèěŋĺï áĺáâěň ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ (ĺ őďŋĺň ĺğ ŕěàćëå çĺáńěŋŋëå ăńčőàĺâňőć). Ěčő ĺğőąàěâěŋĺě őąëçŋő áćïğëćăîâ á ĺňěŋěň Ł.Ť. Čăãááă (1777-1855), åőâï őŋ ąëń ĺğćěáâěŋ ĺ àăŋìèě.

Ăńčőàĺâň őąàăéěŋĺï ğă ćàěňï ćàěňï O(n^{lg 7}) áőďěàęĺâáï ć łńăááĺçěáłőľ àăąőâě Ÿâàăááěŋă [183]. Ćĺŋőčàăď [203] ğăňěâĺń, çâő Ć áćőěľ ãęě ãŕőňĺŋăćèěľáï àăąőâě [183] çâő ãňŋőęěŋĺě ňăâàĺæ ŋě áńőęŋěě őąàăéěŋĺï; őąàăâŋãî őæěŋłã ŕőńãçĺńĺ Ăåő, Ţőŕłàőäâ ĺ Şńìňăŋ [4].

Ŕàěłàăáŋőě ĺğńőęěŋĺě âěőàĺĺ ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëå áĺňňěâàĺçěáłĺå ňăâàĺæ (ĺ ćőőąéě ńĺŋěľŋőľ ăńčěąàë) ĺňěěâáï ć łŋĺčě Śâàěŋčă [182]. Ŋă á. 334 ěñ ăćâőà ŕĺèěâ: ”Ňěŋï çăáâő áŕàăèĺćăîâ, ąëćăîâ ńĺ ŋěáĺňňěâàĺçŋëě ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëå ňăâàĺæăå. § ŋĺłőčďă ŋě ĺáŕőńìğãî íâőčő âěàňĺŋă.”

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć697

32. Ňŋőčőçńěŋë ĺ ąëáâàőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě Śâăŋďăàâŋëě áŕőáőąë áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ n âàěąãîâ ćàěňěŋĺ Θ(n) ĺ Θ(n^2) áőőâćěâáâćěŋŋő. Ć íâőľ čńăćě őŕĺáëćăěâáï, łăł ãňěŋìèĺâì ćàěňï ãňŋőęěŋĺï ďő Θ(n lg n) ŕàĺ ŕőňőéĺ ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě (Fast Fourier Transform, FFT).

Ňŋőčőçńěŋë Ňŋőčőçńěŋ (polynomial) A(x) őâ ŕěàěňěŋŋőľ x ŋăď ŕőńěň F (polynomial in the variable x over F ) ĺňěěâ ćĺď A(x) = n−1∑ j=0 a_j x^j .

Ğŋăçěŋĺï a_0, a_1, . . . , a_{n−1} ŕàĺŋăďńěęăâ ŕőńî F (ć ąőńìèĺŋáâćě ŋăèĺå ŕàĺňěàőć F ąãďěâ ŕőńěň łőňŕńěłáŋëå çĺáěń C ). Őŋĺ ŋăğëćăîâáï łőíääĺæĺěŋâăňĺ (coefficients) ňŋőčőçńěŋă. Ŋăĺąőńìèĺľ ĺğ ŕőłăğăâěńěľ áâěŕěŋěľ á ŋěŋãńěćëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ ŋăğëćăěâáï áâěŕěŋìî (degree) ňŋőčőçńěŋă. Šăłĺň őąàăğőň, ŋăèă äőàňãńă ďăěâ őąéĺľ ćĺď ňŋőčőçńěŋă áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n (polynomial of degree-bound n).

Ŕãáâì A(x) ĺ B(x) — ďćă ňŋőčőçńěŋă áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n. Ěáńĺ ňë ĺå áńőęĺň, âő ŕőńãçĺň ĺå áãňňã (sum), ňŋőčőçńěŋ C(x) áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n, łőíääĺæĺěŋâë łőâőàőčő ěáâì áãňňë áőőâćěâáâćãîéĺå łőíääĺæĺěŋâőć A(x) ĺ B(x). Ć íâőň áńãçăě C(x) = A(x) + B(x) ďńï ćáěå x ĺğ ŕőńï F . Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ A(x) = n−1∑ j=0 a_j x^j , ă B(x) = n−1∑ j=0 b_j x^j , âő (x) = n−1∑ j=0 c_j x^j , čďě c_j = a_j + b_j ďńï j = 0, 1, . . ., n − 1. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ A(x) = 6x^3 + 7x^2 −10x+9, ă B(x) = −2x^3 +4x−5, âőčďă C(x) = 4x^3 +7x^2 −6x+4.

Řěğãńìâăâőň ãňŋőęěŋĺï ďćãå ňŋőčőçńěŋőć A(x) ĺ B(x) ąãďěâ ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺě (product) — ňŋőčőçńěŋ C(x), ďńï łőâőàőčő C(x) = A(x)B(x) ďńï ćáěå x ĺğ ŕőńï F . Şňŋőęěŋĺě ćëŕőńŋïěâáï âăł: łăęďőě áńăčăěňőě ňŋőčőçńěŋă A(x) ãňŋőęăěâáï ŋă łăęďőě áńăčăěňőě ňŋőčőçńěŋă B(x), ŕőáńě çěčő ćëŕőńŋïěâáï ŕàĺćěďěŋĺě ŕőďőąŋëå çńěŋőć (áńăčăěňëå á őďĺŋăłőćëňĺ áâěŕěŋïňĺ). Ŋăŕàĺňěà, ňë ňőęěň ãňŋőęĺâì A(x) = 6x^3 +7x^2 −10x+9 ŋă B(x) = −2x^3 +4x−5 áńěďãîéĺň őąàăğőň:

[ğďěáì ŕàĺćőďĺâáï ãňŋőęěŋĺě áâőńąĺłőň - ŋăďő ćğïâì ěčő ĺğ őàĺčĺŋăńìŋëå äăľńőć]

% 6x^3 + 7x^2 - 10x + 9
% -2x^3 + 4x - 5
% ------------------------
% -30x^3 - 35x^2 + 50x - 45
% 24x^4 +28x^3 - 40x^2 + 36x
% -12x^6 -14x^5 +20x^4 -18x^3
% ----------------------------------------------
% -12x^6 -14x^5 +44x^4 -20x^3 - 75x^2 + 86x - 45

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŕàőĺğćěďěŋĺě C(x) ďćãå ňŋőčőçńěŋőć A(x) ĺ B(x) áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n őŕàěďěńïěâáï łăł C(x) = 2n−2∑

j=0 c_j x^j , (32.1) čďě c_j = j∑ k=0 a_kb_{j−k} . (32.2) Śâěŕěŋì ňŋőčőçńěŋă-ŕàőĺğćěďěŋĺï àăćŋă áãňňă áâěŕěŋěľ áőňŋőęĺâěńěľ:

degree(C) = degree(A) + degree(B).

Ŕőíâőňã ŕàőĺğćěďěŋĺě ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋěľ ňěŋìèě m ĺ n ąãďěâ ňŋőčőçńěŋőň áâěŕěŋĺ ňěŋìèě m+n−1 (ĺ âěň ąőńěě ňěŋìèě m+n).

Ŕńăŋ čńăćë Ć àăğďěńě 32.1 àăááňăâàĺćăîâáï ďćě áŕőáőąă ŕàěďáâăćńěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć: łăł ŋăąőà łőíääĺæĺěŋâőć ĺ á ŕőňőéìî ŋăąőàă ğŋăçěŋĺľ ć ğăďăŋŋëå âőçłăå. Ćëŕőńŋěŋĺě ãňŋőęěŋĺï ŕő äőàňãńě (32.2) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n^2), ěáńĺ ňŋőčőçńěŋë ğăďăîâáï áćőĺňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ. Ěáńĺ ňŋőčőçńěŋë ğăďăîâáï áćőĺňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ ć ŋěłőâőàëå âőçłăå, âő ďńï ãňŋőęěŋĺï ďőáâăâőçŋő ćàěňěŋĺ O(n) (ãňŋőęăěň ğŋăçěŋĺï ŕőâőçěçŋő). Ĺáŕőńìğãï ŕěàěåőď őâ őďŋőčő ŕàěďáâăćńěŋĺï ł ďàãčőňã ĺ ŕőâőçěçŋőě ãňŋőęěŋĺě, ňë áňőęěň ćëŕőńŋïâì ãňŋőęěŋĺě (ŋăåőďĺâì łőíääĺæĺěŋâë ŕàőĺğćěďěŋĺï ŕő ğăďăŋŋëň łőíääĺæĺěŋâăň áőňŋőęĺâěńěľ) ğă ćàěňï Θ(n lg n). Ďńï íâőčő ŋăň ŕőâàěąãîâáï łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ ĺğ ěďĺŋĺæë, ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ĺ őąàăâŋőě ł ŋěňã (àăğďěń 32.2). Ć àăğďěńě 32.3 őŕĺáëćăîâáï ąëáâàëě ŕőáńěďőćăâěńìŋëě ĺ ŕăàăńńěńìŋëě àěăńĺğăæĺĺ ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě.

Ŕőáłőńìłã ňë ŕőáâőïŋŋő ĺáŕőńìğãěň łőňŕńěłáŋëě çĺáńă, ć íâőň àăğďěńě áĺňćőń i ğăàěğěàćĺàőćăŋ ďńï ňŋĺňőľ ěďĺŋĺæë ( √ −1).

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć699

32.1 Ŕàěďáâăćńěŋĺě ňŋőčőçńěŋőć Ňŋőčőçńěŋ ňőęŋő ğăďăâì, ãłăğăć ěčő łőíääĺæĺěŋâë, ă ňőęŋő — ŋăąőàőň ěčő ğŋăçěŋĺľ ć ŋěłőâőàőň çĺáńě âőçěł. Ŕěàěåőď őâ őďŋőčő áŕőáőąă ł ďàãčőňã ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăŋ ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ğă ćàěňï Θ(n lg n).

Ğăďăŋĺě ňŋőčőçńěŋă ćěłâőàőň łőíääĺæĺěŋâőć

Ňŋőčőçńěŋ A(x) =^{n−1} ∑ j=0 a_j x^j ňőęěâ ąëâì ğăďăŋ ćěłâőàőň łő-

íääĺæĺěŋâőć a = (a_0, a_1, . . ., a_{n−1}) (coefficient representation). (Ć ňăâàĺçŋëå ãàăćŋěŋĺïå íâőčő àăğďěńă ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ć őáŋőćŋőň ćěłâőàë-áâőńąæë.)

Ŕàěďáâăćńěŋĺě ňŋőčőçńěŋă łőíääĺæĺěŋâăňĺ ãďőąŋő ć æěńőň àïďě áńãçăěć. Ŋăŕàĺňěà, őŕěàăæĺï ćëçĺáńěŋĺï ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă A(x) ć ďăŋŋőľ âőçłě x_0 (evaluating the polynomial at a given point) ňőęěâ ąëâì ćëŕőńŋěŋă ğă ćàěňï Θ(n) ŕő áåěňě Čőàŋěàă (Horner’s rule):

A(x_0) = a_0 + x_0(a_1 + x_0(a_2 + · · · + x_0(a_{n−1})) . . .)).

Śńőęěŋĺě ňŋőčőçńěŋőć, ğăďăŋŋëå ćěłâőàăňĺ łőíääĺæĺěŋâőć, âăłęě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n): ěáńĺ ňŋőčőçńěŋë ğăďăŋë ćěłâőàăňĺ łőíääĺæĺěŋâőć a = (a_0, a_1, . . ., a_{n−1}) ĺ b = (b_0, b_1, . . ., b_{n−1}), âő ĺå áãňňă ğăďăěâáï ćěłâőàőň c = (c_0, c_1, . . ., c_{n−1}), ć łőâőàőň c_j = a_j + b_j ďńï j = 0, 1, . . ., n − 1.

Šěŕěàì àăááňőâàĺň ãňŋőęěŋĺě ďćãå ňŋőčőçńěŋőć A(x) ĺ B(x), áâěŕěŋĺ ŋĺęě n. Ěáńĺ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ĺáŕőńìğőćăâì äőàňãńã 32.2), âő ŋă ćëçĺáńěŋĺï ŕőâàěąãěâáï ćàěňï Θ(n^2), ŕőáłőńìłã łăęďëľ łőíääĺæĺěŋâ ćěłâőàă a ŋăďő ãňŋőęĺâì ŋă łăęďëľ łőíääĺæĺěŋâ ćěłâőàă b. Ŕőíâőňã ćăęŋő ŋăãçĺâìáï íłőŋőňĺâì ŕàĺ ãňŋőęěŋĺĺ — áăňőľ âàãďőěňłőľ ĺğ àăááňőâàěŋŋëå őŕěàăæĺľ. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë åőâĺň ąëáâàő ćëçĺáńïâì ćěłâőà c, ğăďăŋŋëľ ãàăćŋěŋĺěň (32.2). Őŋ ŋăğëćăěâáï áćñàâłőľ (convolution) ćěłâőàőć a ĺ b ĺ őąőğŋăçăěâáï c = a ⊗ b. Ćëçĺáńěŋĺě áćñàâłĺ (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ãňŋőęěŋĺě ňŋőčőçńěŋőć, ğăďăŋŋëå ćěłâőàăňĺ łőíääĺæĺěŋâőć) çăáâő ćáâàěçăěâáï ŋă ŕàăłâĺłě.

Ğăďăŋĺě ňŋőčőçńěŋă ŋăąőàőň ğŋăçěŋĺľ Ťĺłáĺàãěň n àăğńĺçŋëå âőçěł x_0, x_1, . . . , x_{n−1}. Ňŋőčőçńěŋ A(x) áâěŕěŋĺ ŋĺęě n őďŋőğŋăçŋő őŕàěďěńïěâáï áćőĺňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ ć íâĺå âőçłăå, âő ěáâì ŋăąőàőň ĺğ n ŕăà ăàčãňěŋâ-ğŋăçěŋĺě {(x_0, y_0), (x_1, y_1), . . ., (x_{n−1}, y_{n−1})}, čďě y_k = A(x_k) (32.3)

ďńï k = 0, 1, . . ., n − 1. Šăłĺň őąàăğőň, ďńï łăęďőčő ŋăąőàă âőçěł x_0, x_1, . . ., x_{n−1} ňë ŕőńãçăěň áćőľ áŕőáőą ŕàěďáâăćńěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć á ŕőňőéìî ğŋăçěŋĺľ ć íâĺå âőçłăå.

Ŕěàěåőď őâ łőíääĺæĺěŋâőć ňŋőčőçńěŋă A(x) ł ěčő ğŋăçěŋĺïň âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n^2), ěáńĺ ňë ćëçĺáńïěň őâďěńìŋő ğŋăçěŋĺě ć łăęďőľ ĺğ n âőçěł ŕő áåěňě Čőàŋěàă ğă Θ(n) èăčőć. Ć ďăńìŋěľèěň ňë ãćĺďĺň, çâő ćàěňï ňőęŋő áőłàăâĺâì — ŕàĺ ŕőďåőďïéěň ćëąőàě âőçěł ďőáâăâőçŋő O(n lg n) őŕěàăæĺľ.

Őąàăâŋëľ ŕěàěåőď — őâ ŋăąőàă ğŋăçěŋĺľ ňŋőčőçńěŋă ł ěčő łőíääĺæĺěŋâăň — ŋăğëćăěâáï ĺŋâěàŕőńïæĺěľ (interpolation). Śńěďãîéăï âěőàěňă ãâćěàęďăěâ, çâő ĺŋâěàŕőńïæĺï ćëŕőńŋïěâáï őďŋőğŋăçŋő, ěáńĺ áâěŕěŋì ňŋőčőçńěŋă ňěŋìèě çĺáńă âőçěł ĺŋâěàŕőńïæĺĺ.

Šěőàěňă 32.1 (Őďŋőğŋăçŋőáâì ĺŋâěàŕőńïæĺĺ) Ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă {(x_0, y_0), (x_1, y_1), . . ., (x_{n−1}, y_{n−1})} ŕăà ăàčãňěŋâ-ğŋăçěŋĺě (ćáě x_i àăğńĺçŋë) áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ ňŋőčőçńěŋ A(x) áâěŕěŋĺ ŋĺęě n, ďńï łőâőàőčő y_k = A(x_k) ďńï k = 0, 1, . . ., n − 1. Ďőłăğăâěńìáâćő Šěőàěňă ãâćěàęďăěâ, çâő ŋěłőâőàăï ňăâàĺæă őąàăâĺňă. Ć áăňőň ďěńě, ãàăćŋěŋĺě (32.3) ňőęŋő ğăŕĺáăâì ć ňăâàĺçŋőň ćĺďě:

1 x_0 x^2_0 . . . x^{n−1}_0 1 x_1 x^2_1 . . . x^{n−1}_1 . . . . . . ... . . 1 x_{n−1} x^2_{n−1} . . . x^{n−1}_{n−1} a_0 a_1 . . a_{n−1} = y_0 y_1 . . y_{n−1} (32.4)

Ńěćăï ňăâàĺæă ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæěľ Ćăŋďěàňőŋďă (Vandermonde matrix) ĺ őąőğŋăçăěâáï V (x_0, x_1, . . ., x_{n−1}). Łăł ãâćěàęďăěâ ãŕàăęŋěŋĺě 31.1-10, őŕàěďěńĺâěńì íâőľ ňăâàĺæë àăćěŋ ∏ j<k (x_k − x_j ),

ĺ ŕő âěőàěňě 31.5 íâă ňăâàĺæă ïćńïěâáï őąàăâĺňőľ (ŋěćëàőęďěŋŋőľ), ěáńĺ x_k àăğńĺçŋë. Ŕőíâőňã łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă a_j őďŋőğŋăçŋő őŕàěďěńïîâáï ŕő äőàňãńě a = V (x_0, x_1, . . ., x_{n−1})^{−1}y. İâő ďőłăğăâěńìáâćő áćőďĺâ ğăďăçã ĺŋâěàŕőńïæĺĺ ł àěèěŋĺî áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ (32.4). Ěáńĺ ďěńăâì íâő ŕő őąéĺň ŕàăćĺńăň àěèěŋĺï áĺáâěň ńĺŋěľŋëå ãàăćŋěŋĺľ, őŕĺáăŋŋëň ć čńăćě 31 (LU-àăğńőęěŋĺě), ŕőâàěąãěâáï ćàěňï O(n^3). Ąőńěě ąëáâàëľ ăńčőàĺâň ĺŋâěàŕőńïæĺĺ őáŋőćëćăěâáï ŋă äőàňãńě Ńăčàăŋęă:

A(x) = n−1∑ k=0 y_k ∏ j≠k (x − x_j ) ∏ j≠k (x_k − x_j )

. (32.5)

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć701

Şąěďĺâěáì, çâő ŕàăćăï çăáâì (32.5) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ňŋőčőçńěŋ áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ĺ çâő A(x_k) = y_k ďńï ćáěå k. Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 32.1-4 ŕàěďńăčăěâáï ŕőłăğăâì, çâő á ŕőňőéìî äőàňãńë Ńăčàăŋęă ňőęŋő ćëçĺáńĺâì łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă A ğă ćàěňï Θ(n^2).

Šăłĺň őąàăğőň, ňë ňőęěň ŕěàěåőďĺâì őâ ŋăąőàă n łőíääĺæĺěŋâőć ł ŋăąőàã ğŋăçěŋĺľ ć n âőçłăå ĺ őąàăâŋő ğă O(n^2) őŕěàăæĺľ. (Ĺŋâěàŕőńïæĺï ïćńïěâáï ćëçĺáńĺâěńìŋő ŋěãáâőľçĺćőľ őŕěàăæĺěľ. Ţőâï őŕĺáăŋŋëľ ğďěáì ŕőďåőď ňăâěňăâĺçěáłĺ łőààěłâěŋ, ŋăďő ŕőŋĺňăâì, çâő ŋěąőńìèőě ĺğňěŋěŋĺě ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ ĺńĺ őèĺąłĺ őłàãčńěŋĺï ćő ćàěňï ćëçĺáńěŋĺľ ňőčãâ ćëğćăâì áĺńìŋőě ĺğňěŋěŋĺě àěğãńìâăâă.)

Ŕàěďáâăćńěŋĺě ňŋőčőçńěŋă á ŕőňőéìî ğŋăçěŋĺľ ć ğăďăŋŋëå âőçłăå ãďőąŋő ďńï ňŋőčĺå őŕěàăæĺľ: ŋăŕàĺňěà, ďńï áńőęěŋĺï ďőáâăâőçŋő áńőęĺâì ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć ć łăęďőľ ĺğ âőçěł. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ ňŋőčőçńěŋ A(x) ğăďăŋ ŋăąőàőň ŕăà {(x_0, y_0), (x_1, y_1), . . ., (x_{n−1}, y_{n−1})}, ă ňŋőčőçńěŋ B — ŋăąőàőň {(x_0, y^′_0), (x_1, y^′_1), . . ., (x_{n−1}, y^′_{n−1})}, (ğăňěâìâě, çâő ğŋăçěŋĺï A ĺ B ğăďăŋë ć őďŋĺå ĺ âěå ęě n âőçłăå), âő ňŋőčőçńěŋ C(x) ğăďăěâáï ŕăàăňĺ

{(x_0, y_0 + y^′_0), (x_1, y_1 + y^′_1), . . ., (x_{n−1}, y_{n−1} + y^′_{n−1})}.

Ŕőďőąŋëň őąàăğőň ňőęŋő ŕőáâãŕăâì ĺ á ãňŋőęěŋĺěň, ŕěàěňŋőęăï ğŋăçěŋĺï ć łăęďőľ âőçłě ŕő őâďěńìŋőáâĺ. Ŋăďő ĺňěâì ć ćĺďã, őďŋăłő, çâő ŕàĺ ãňŋőęěŋĺĺ áâěŕěŋĺ ňŋőčőçńěŋőć áłńăďëćăîâáï, ĺ ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ňőęěâ ĺňěâì áâěŕěŋì ąőńìèě n. Őŋă ğăćěďőňő ňěŋìèě 2n (ďăęě 2n − 1), âăł çâő ďńï ćőááâăŋőćńěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺï ďőáâăâőçŋő 2n âőçěł (âěőàěňă 32.1). Šăłĺň őąàăğőň, ãňŋőęăï ďćă ňŋőčőçńěŋă A ĺ B áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n, ŕőńěğŋő á áăňőčő ŋăçăńă ĺňěâì ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć A ĺ B ŋě ć n, ă ć 2n âőçłăå (őďŋĺå ĺ âěå ďńï ďńï A ĺ B). Ŕőáńě íâőčő íâĺ ğŋăçěŋĺï ňőęŋő ŕěàěňŋőęĺâì ğă ğă ćàěňï Θ(n) ĺ ŕőńãçĺâì ŕàěďáâăćńěŋĺě ŕàőĺğćěďěŋĺï C = AB ć ćĺďě ŋăąőàă ŕăà ăàčãňěŋâ–ğŋăçěŋĺě. (Śàăćŋĺâě íâő ćàěňï á Θ(n^2) ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ łőíääĺæĺěŋâőć ŕàőĺğćěďěŋĺï ŕő äőàňãńě (32.2).)

Őáâăńőáì őąáãďĺâì âăłőľ ćőŕàőá: ňë ğŋăěň ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă ć ğăďăŋŋëå âőçłăå; łăł ŋăľâĺ ěčő ğŋăçěŋĺě ć âőçłě, łőâőàőľ ŋěâ áàěďĺ ŋĺå? Ŕő-ćĺďĺňőňã, ŋěâ ąőńěě ŕàőáâőčő áŕőáőąă áďěńăâì íâő, çěň áŋăçăńă ŋăľâĺ łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă, ă ğăâěň ćëçĺáńĺâì ěčő ğŋăçěŋĺě ć ŋãęŋőľ âőçłě.

Ąëáâàőě ãňŋőęěŋĺě ňŋőčőçńěŋőć, ğăďăŋŋëå ćěłâőàőň łőíääĺæĺěŋâőć

Ŋăďŕĺáĺ ŋă áăňőľ łăàâĺŋłě ŋă áâàěńłăå:

Őąëçŋőě ãňŋőęěŋĺě, ćàěňï Θ(n^2) Ćëçĺáńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ, ćàěňï Θ(n lg n) Ĺŋâěàŕőńïæĺï, ćàěňï Θ(n lg n) Ŕőâőçěçŋőě ãňŋőęěŋĺě, ćàěňï Θ(n) ć ŕàăćőň áâőńąæě:

Ŕàěďáâăćńěŋĺě ŋăąőàőň łőíääĺæĺěŋâőć Ŕàěďáâăćńěŋĺě ŋăąőàőň ğŋăçěŋĺľ

Řĺáãŋőł 31.2 32.1 Śåěňă ąëáâàőčő ăńčőàĺâňă ãňŋőęěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć. Ć ćěàåŋěľ çăáâĺ àĺáãŋłă ňŋőčőçńěŋë ğăďăŋë ćěłâőàăňĺ łőíääĺæĺěŋâőć, ć ŋĺęŋěľ — ğŋăçěŋĺïňĺ. Śâàěńłĺ, ĺďãéĺě áńěćă ŋăŕàăćő, áőőâćěâáâćãîâ ãňŋőęěŋĺî. Śĺňćőńë ω^i_{2n} őąőğŋăçăîâ łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ ĺğ ěďĺŋĺæë áâěŕěŋĺ 2n.

Ěáńĺ ŋăãçĺâìáï ąëáâàő ŕěàěåőďĺâì őâ łőíääĺæĺěŋâăň ł ğŋăçěŋĺïň ĺ őąàăâŋő, âő ŕőïćĺâáï ćőğňőęŋőáâì ĺáŕőńìğőćăâì ćőğňőęŋőáâì ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ãňŋőęĺâì ğŋăçěŋĺï ć ďăŋŋëå âőçłăå ďńï ąëáâàőčő ãňŋőęěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć, ğăďăŋŋëå ćěłâőàőň łőíääĺæĺěŋâőć (őâ łőíääĺæĺěŋâőć ŕěàěåőďĺň ł ğŋăçěŋĺïň — ŕěàěňŋőęăěň — ŕěàěåőďĺň őąàăâŋő).

Ŕàĺ íâőň ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ńîąőľ ŋăąőà ĺğ n àăğńĺçŋëå âőçěł, ŋő ćëąàăć ĺå ãďőąŋëň őąàăğőň, ňőęŋő áőłàăâĺâì ćàěňï ŕàěőąàăğőćăŋĺï ć âã ĺ ďàãčãî áâőàőŋã ďő Θ(n lg n). Łăł ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 32.2, ãďőąŋő ćğïâì ć łăçěáâćě âőçěł łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ ĺğ ěďĺŋĺæë, ć íâőň áńãçăě őąă ŕěàěåőďă áćěďãâáï ł âăł ŋăğëćăěňőňã ďĺáłàěâŋőňã ŕàěőąàăğőćăŋĺî Ťãàìě (Discrete Fourier Transform, DFT) ĺ őąàăâŋőňã ł ŋěňã ŕàěőąàăğőćăŋĺî, łőâőàëě ćëŕőńŋïîâáï ğă Θ(n lg n) őŕěàăæĺľ.

İâőâ ŕńăŋ ďěľáâćĺľ ĺğőąàăęěŋ ŋă àĺá. 32.1. Łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ, ŕàĺ ãňŋőęěŋĺĺ ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ŕőńãçăěâáï ňŋőčőçńěŋ áâěŕěŋĺ ňěŋìèě 2n, ŕőíâőňã ďńï ŋăçăńă ňë ďőŕőńŋïěň ňŋőčőçńěŋë–áőňŋőęĺâěńĺ ŋãńěćëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ áâăàèĺå áâěŕěŋěľ. Ŕőáńě íâőčő ňë ĺňěěň ďěńő á ňŋőčőçńěŋăňĺ áâěŕěŋĺ ňěŋìèě 2n, ĺ ŕőâőňã ĺáŕőńìğãěň ”łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ áâěŕěŋĺ 2n ĺğ ěďĺŋĺæë”, őąőğŋăçăěňëě ω^i_{2n} ŕàĺ i = 0, 1, . . . , 2n − 1.

Ĺâăł, ŕőćâőàĺň ěéě àăğ, łăł ãňŋőęăâì ďćă ňŋőčőçńěŋă A(x) ĺ B(x) áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő n ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ďćőľłĺ — íâőčő ćáěčďă ńěčłő ďőáâĺçì, ďőąăćńïï ŋãńěćëě łőíääĺæĺěŋâë áâăàèĺå áâěŕěŋěľ.

1. Şďćőěŋĺě łőńĺçěáâćă łőíääĺæĺěŋâőć. Ďőŕőńŋĺâì ćěłâőàă łőíääĺæĺěŋâőć, ğăďăîéĺě ňŋőčőçńěŋë A(x) ĺ B(x), ŋãńěćëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ áâăàèĺå áâěŕěŋěľ âăł, çâőąë ć ćěłâőàăå łőíääĺæĺěŋâőć áâăńő ŕő 2n íńěňěŋâőć.

2. Ćëçĺáńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ. Ŕàĺ ŕőňőéĺ ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě (ŕàĺňěŋïěňőčő ďćăęďë — ďńï A ĺ ďńï B) ćëçĺáńĺâì ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć A(x) ĺ B(x) ć âőçłăå, ïćńïîéĺåáï łőàŋïňĺ

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć703

áâěŕěŋĺ 2n ĺğ ěďĺŋĺæë.

3. Ŕőâőçěçŋőě ãňŋőęěŋĺě. Ŕőâőçěçŋő ãňŋőęĺâì ŕőńãçěŋŋëě ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć A(x) ĺ B(x) ďàãč ŋă ďàãčă. Ć àěğãńìâăâě ŕőńãçăîâáï ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă C(x) = A(x)B(x) ć łőàŋïå áâěŕěŋĺ 2n ĺğ ěďĺŋĺæë.

4. Ĺŋâěàŕőńïæĺï. Ŕőńãçĺâì łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă C(x) ŕàĺ ŕőňőéĺ őąàăâŋőčő ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, ŕàĺňěŋěŋŋőčő ěčő ğŋăçěŋĺïň ć łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë.

Ÿăčĺ 1 ĺ 3 âàěąãîâ ćàěňěŋĺ Θ(n), ă èăčĺ 2 ĺ 4 — ćàěňěŋĺ Θ(n lg n), łăł ňë ãćĺďĺň ć áńěďãîéěň àăğďěńě. Šěň áăňëň ąãďěâ ďőłăğăŋă áńěďãîéăï âěőàěňă:

Šěőàěňă 32.2 Ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ňőęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋő ğă Θ(n lg n) őŕěàăæĺľ. (Ňŋőčőçńěŋë ŋă ćåőďě ĺ ćëåőďě ğăďăîâáï ćěłâőàăňĺ łőíääĺæĺěŋâőć.)

Şŕàăęŋěŋĺï 32.1-1 Ŋăľďĺâě ŕàőĺğćěďěŋĺě ňŋőčőçńěŋőć A(x) = 7x^3 − x^2 + x − 10 ĺ B(x) = 8x^3 − 6x + 3, ĺáŕőńìğãï äőàňãńã (32.2).

32.1-2 Ğŋăçěŋĺě ňŋőčőçńěŋă A(x) áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ć ďăŋŋőľ âőçłě x_0 ňőęŋő ŋăľâĺ, àăğďěńĺć A(x) ŋă ňŋőčőçńěŋ (x − x_0) ĺ ŕőńãçĺć çăáâŋőě q(x) (łőâőàőě ïćńïěâáï ňŋőčőçńěŋőň áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n− 1) ĺ őáâăâőł r, ďńï łőâőàëå

A(x) = q(x)(x − x_0) + r.

§áŋő, çâő A(x_0) = r. Ŕőłăęĺâě, łăł ćëçĺáńĺâì őáâăâőł r ĺ łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă q(x) ğă ćàěňï Θ(n), ěáńĺ ďăŋë x_0 ĺ łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă A.

32.1-3 Ňŋőčőçńěŋ A(x) = ∑_{n−1} j=0 a_j x^j ğăďăŋ ŋăąőàőň áćőĺå ğŋăçěŋĺľ ć n őâńĺçŋëå őâ 0 âőçłăå. Şłăęĺâě n ŕăà ăàčãňěŋâ-ğŋăçěŋĺě, ğăďăîéĺå ňŋőčőçńěŋ A^{rev}(x) = ∑_{n−1} j=0 a_{n−1−j} x^j . (Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋăďő ãłăğăâì n àăğńĺçŋëå âőçěł ĺ ŋăľâĺ ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă A^{rev} ć íâĺå âőçłăå.)

32.1-4 Ŕőłăęĺâě, łăł ĺáŕőńìğőćăâì äőàňãńã (32.5) ďńï ĺŋâěàŕőńïæĺĺ ğă ćàěňï Θ(n^2). (Şłăğăŋĺě: Śŋăçăńă ćëçĺáńĺâě ∏ k (x−x_k), ďńï ćëçĺáńěŋĺï j-őčő áńăčăěňőčő ŋăďő àăğďěńĺâì ŕőńãçěŋŋëľ ňŋőčőçńěŋ ŋă (x − x_j ). Śň. ãŕàăęŋěŋĺě 32.1-2.)

32.1-5 Ŕőçěňã ŋě ãďăñâáï ďěńĺâì ňŋőčőçńěŋë âěň ęě ňěâőďőň, ďěńï ĺå ğŋăçěŋĺï ŕőâőçěçŋő? Řăááňőâàĺâě őâďěńìŋő áńãçăĺ, łőčďă ňŋőčőçńěŋë ďěńïâáï ďàãč ŋă ďàãčă ŋăæěńő ĺ ĺ łőčďă ĺňěěâáï őáâăâőł.

32.1-6

Řĺáãŋőł 31.3 32.2 Ğŋăçěŋĺï ω^0_8 , ω^1_8 , . . . , ω^7_8 ŋă łőňŕńěłáŋőľ ŕńőáłőáâĺ, čďě ω8 = e^{2πi/8} — čńăćŋőě ğŋăçěŋĺě łőàŋï áâěŕěŋĺ 8 ĺğ ěďĺŋĺæë.

Řăááňőâàĺň ďćă ňŋőęěáâćă, A ĺ B, łăęďőě ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ n æěńëå çĺáěń ć ďĺăŕăğőŋě őâ 0 ďő 10n. Ňë åőâĺň ŋăľâĺ ĺå ďěłăàâőćã áãňňã (Cartesian sum) A ĺ B, őŕàěďěńïěňãî łăł C = {x + y : x ∈ A ĺ y ∈ B}. Ğăňěâìâě, çâő C ňőęěâ áőďěàęăâì æěńëě çĺáńă őâ 0 ďő 20n. Ŋăá ĺŋâěàěáãîâ íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă C, ă âăłęě ĺå ”łàăâŋőáâĺ” (áłőńìłĺňĺ áŕőáőąăňĺ ďăŋŋëľ íńěňěŋâ ňőęŋő ŕőńãçĺâì, áńőęĺć íńěňěŋâ A á íńěňěŋâőň B). Ŕőłăęĺâě, çâő íâă ğăďăçă ňőęěâ ąëâì àěèěŋă ğă ćàěňï Θ(n lg n). (Şłăğăŋĺě: ŕàěďáâăćìâě A ĺ B ňŋőčőçńěŋăňĺ áâěŕěŋĺ ŋě ąőńìèě 10n.)

32.2 Ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě. Ąëáâàëľ ăńčőàĺâň Ć àăğďěńě 32.1 ňë áőąĺàăńĺáì ĺáŕőńìğőćăâì łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ ĺğ ěďĺŋĺæë łăł âőçłĺ, ć łőâőàëå ćëçĺáńïîâáï ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă, ĺ čőćőàĺńĺ, çâő ćëçĺáńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ ć ŋĺå ĺ ĺŋâěàŕőńïæĺï ŕàőćőďïâáï ğă ćàěňï O(n lg n). Ňë áěľçăá őąêïáŋĺň, łăł íâő ďěńăěâáï á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ďĺáłàěâŋőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě ĺ ąëáâàőčő ăńčőàĺâňă ěčő ćëŕőńŋěŋĺï.

Łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ ěďĺŋĺæë Łőňŕńěłáŋëň łőàŋěň áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë (complex nth root of unity) ŋăğëćăîâ âăłőě łőňŕńěłáŋőě çĺáńő ω, çâő

ω^n = 1.

Ĺňěěâáï àőćŋő n łőňŕńěłáŋëå łőàŋěľ áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë. Őŋĺ ĺňěîâ ćĺď e^{2πik/n} ďńï k = 0, 1, . . . , n − 1. Ćáŕőňĺŋăï äőàňãńã ďńï íłáŕőŋěŋâë łőňŕńěłáŋőčő çĺáńă, ňőęŋő ŋăŕĺáăâì

e^{iu} = cos u + i sin u.

Ŋă àĺáãŋłě 32.2 ćĺďŋő, çâő łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ ěďĺŋĺæë àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋë ŋă őłàãęŋőáâĺ ěďĺŋĺçŋőčő àăďĺãáă á æěŋâàőň ć ŋãńě. Ğŋăçěŋĺě ω_n = e^{2πi/n} (32.6)

ŋăğëćăěâáï čńăćŋëň ğŋăçěŋĺěň łőàŋï áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë (the principal nth root of unity). Őáâăńìŋëě łőàŋĺ ĺğ ěďĺŋĺæë ïćńïîâáï ěčő áâěŕěŋïňĺ.

Łőňŕńěłáŋëě łőàŋĺ áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë őąàăğãîâ čàãŕŕã ŕő ãňŋőęěŋĺî (áň. àăğďěń 33.3). İâă čàãŕŕă ĺňěěâ âã ęě áâàãłâãàã, çâő ĺ ăďďĺâĺćŋăï čàãŕŕă (Z_n, +), ŕőáłőńìłã àăćěŋáâćő ω^n = ω^0_n = 1 ŕőłăğëćăěâ, çâő ω^j_nω^k_n = ω^{j+k}_n = ω^{(j+k) mod n}_n . Ăŋăńőčĺçŋő, ω^{−1}_n = ω^{n−1}_n . Ďőłăęěň ŋěłőâőàëě áćőľáâćă łőàŋěľ ĺğ ěďĺŋĺæë.

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć705

Ńěňňă 32.3 (Ńěňňă ő áőłàăéěŋĺĺ) Ďńï ńîąëå æěńëå n ⩾ 0, k ⩾ 0 ĺ d > 0 ω^{dk}_{dn} = ω^k_n. 32.7 Ďőłăğăâěńìáâćő Śőčńăáŋő (32.6), ω^{dk}_{dn} = (e^{2πi/dn})^{dk} = (e^{2πi/n})^k = ω^k_n. Śńěďáâćĺě 32.4 Ďńï ńîąőčő çñâŋőčő n > 0

ω^{n/2}_n = ω_2 = −1.

Ďőłăğăâěńìáâćő őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî ć łăçěáâćě ãŕà. 32.2-1. Ńěňňă 32.5 (Ńěňňă ő ďěńěŋĺĺ ŕőŕőńăň) Ěáńĺ n > 0 çñâŋő, âő, ćőğćěďï ć łćăďàăâ ćáě n łőňŕńěłáŋëå łőàŋěľ áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë, ňë ŕőńãçĺň ćáě n/2 łőňŕńěłáŋëå łőàŋěľ áâěŕěŋĺ n/2 ĺğ ěďĺŋĺæë (łăęďëľ — ŕő ďćă àăğă).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő łőàŋĺ ω^k_n ĺ ω^{k+n/2}_n őâńĺçăîâáï ğŋăłőň ĺ ŕàĺ ćőğćěďěŋĺĺ ć łćăďàăâ ďăîâ őďŋő ĺ âő ęě çĺáńő ω^{2k}_n = ω^k_{n/2}.

Ńěňňă ő ďěńěŋĺĺ ŕőŕőńăň ŕőğćőńĺâ áćěáâĺ ćëçĺáńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ ňŋőčőçńěŋă ć łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë áâěŕěŋĺ n ł ćëçĺáńěŋĺî ğŋăçěŋĺľ ďàãčĺå ňŋőčőçńěŋőć ć łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë áâěŕěŋĺ n/2.

Ńěňňă 32.6 (Ńěňňă ő áńőęěŋĺĺ) Ďńï ńîąőčő æěńőčő n ⩾ 1 ĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋőčő æěńőčő k, ŋě łàăâŋőčő n, ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő n−1∑ j=0 (ω^k_n)^j = 0.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕő äőàňãńě (3.3) (łőâőàăï ćěàŋă ĺ ďńï łőňŕńěłáŋëå çĺáěń) ĺňěěň n−1∑ j=0 (ω^k_n)^j =

(ω^k_n)^n − 1 ω^k_n − 1 = (ω^n )^k − 1 ω^k_n − 1 = (1)^k − 1 ω^k_n − 1

= 0.

(ğŋăňěŋăâěńì ŋě őąàăéăěâáï ć ŋãńì, âăł łăł k ŋě łàăâŋő n).

Ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě Ćáŕőňŋĺň, çâő ňë åőâĺň ćëçĺáńĺâì ğŋăçěŋĺě ňŋőčőçńěŋă A(x) = n−1∑ j=0 a_j x^j áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ć łőàŋïå áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë, âő ěáâì ć âőçłăå ω^0_n, ω^1_n, ω^2_n, . . . , ω^{n−1}_n . (Ŋăŕőňŋĺň, çâő ďńï ãňŋőęěŋĺï ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ňěŋìèě m ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ ĺå ğŋăçěŋĺï ć 2m âőçłăå, âăł çâő ŋëŋěèŋěě ğŋăçěŋĺě n ãďćőěŋő ŕő áàăćŋěŋĺî á àăğďěńőň 32.1). Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő n ïćńïěâáï áâěŕěŋìî 2 (íâőčő ďńï ŋăèĺå æěńěľ ďőáâăâőçŋő, âăł łăł ł ňŋőčőçńěŋã ćáěčďă ňőęŋő ďőąăćĺâì ŋãńěćëě áâăàèĺě łőíääĺæĺěŋâë). Ĺâăł, ŋăň ğăďăŋ ćěłâőà łőíääĺæĺěŋâőć a = (a_0, a_1, . . . , a_{n−1}) ĺ ŋăďő ćëçĺáńĺâì

y_k = A(ω^k_n) = n−1∑ j=0 a_j ω^{kj}_n . (32.8)

ďńï k = 0, 1, . . . , n − 1.

Ćěłâőà y = (y_0, y_1, . . . , y_{n−1}) ŋăğëćăěâáï ďĺáłàěâŋëň ŕàěőąàăğőćăŋĺěň Ťãàìě (Discrete Fourier Transform, DFT) ćěłâőàă a = (a_0, a_1, . . . , a_{n−1}). Őąőğŋăçěŋĺě: y = DFT_n(a).

Ąëáâàőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě (Fast Fourier Transform, FFT) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ňěâőď ąëáâàőčő ćëçĺáńěŋĺï ďĺáłàěâŋőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, ĺáŕőńìğãîéĺľ áćőľáâćă łőňŕńěłáŋëå łőàŋěľ ĺğ ěďĺŋĺæë ĺ âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ Θ(n lg n) (ă ŋě Θ(n^2), łăł ŕőńãçĺâáï ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ äőàňãń (32.8)).

Ąëáâàőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ĺáŕőńìğãěâ ňěâőď ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”. Ćëďěńĺň ć ňŋőčőçńěŋě A őâďěńìŋő çńěŋë çñâŋëå ĺ ŋěçñâŋëå áâěŕěŋěľ, ğăŕĺáăć

A(x) = A^{[0]}(x^2) + xA^{[1]}(x^2), (32.9) čďě A^{[0]}(x) = a_0 + a_2x + a_4x^2 + . . . + a_{n−2}x^{n/2−1}, ĺ A^{[1]}(x) = a_1 + a_3x + a_5x^2 + . . . + a_{n−1}x^{n/2−1}.

Šěň áăňëň ğăďăçă ćëçĺáńěŋĺï A(x) ć âőçłăå ω^0_n, ω^1_n, . . . , ω^{n−1}_n áćőďĺâáï ł

1. ćëçĺáńěŋĺî ğŋăçěŋĺľ ňŋőčőçńěŋőć A^{[0]} ĺ A^{[1]} áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n/2 ć âőçłăå (ω^0_n)^2, (ω^1_n)^2, . . . , (ω^{n−1}_n )^2; (32.10)

2. łőňąĺŋăæĺĺ àěğãńìâăâőć ŕő äőàňãńě (32.9).

Ńěňňă ő ďěńěŋĺĺ ŕőŕőńăň čăàăŋâĺàãěâ, çâő áŕĺáőł (32.10) áőďěàęĺâ ćáěčő n/2 àăğńĺçŋëå çĺáěń, ă ĺňěŋŋő, łőňŕńěłáŋëå łőàŋěľ áâěŕěŋĺ n/2 ĺğ ěďĺŋĺæë (łăęďëľ ćåőďĺâ ďćăęďë). Šăłĺň őąàăğőň, ŋăň ŋãęŋő ćëçĺáńĺâì ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć A^{[0]} ĺ A^{[1]} (áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n/2) ć n/2 łőňŕńěłáŋëå łőàŋïå áâěŕěŋĺ n/2 ĺğ ěďĺŋĺæë. İâĺ ŕőďğăďăçĺ ĺňěîâ âőâ ęě ćĺď, çâő ĺáåőďŋăï, ŋő ćďćőě ňěŋìèĺľ àăğňěà. Ňë ŕàĺåőďĺň ł âăłőňã àěłãàáĺćŋőňã ăńčőàĺâňã:

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć707

ćëçĺáńěŋĺï ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě ćěłâőàă a = (a_0, a_1, . . . , a_{n−1}) (čďě n — áâěŕěŋì 2):

\textsc{Recursive-FFT}$(a)$ % Řěłãàáĺćŋőě ĄŔŤ

1 $n\leftarrow length[a]$ \qquad $n$ --- áâěŕěŋì $2$
2 if $n=1$
3 \quad then return $a$
4 $\omega_n\leftarrow e^{2\pi i/n}$
5 $\omega\leftarrow 1$
6 $a^{[0]}\leftarrow (a_0,a_2,\ldots,a_{n-2})$
7 $a^{[1]}\leftarrow (a_1,a_3,\ldots,a_{n-1})$
8 $y^{[0]}\leftarrow$ \textsc{Recursive-FFT}$(a^{[0]})$
9 $y^{[1]}\leftarrow$ \textsc{Recursive-FFT}$(a^{[1]})$
10 for $k\leftarrow0$ to $n/2-1$
11 \quad do $y_k\leftarrow y_k^{[0]} + \omega y_k^{[1]}$
12 \qquad $y_{k+(n/2)}\leftarrow y_k^{[0]} - \omega y_k^{[1]}$
13 \qquad $\omega\leftarrow\omega\omega_n$
14 return $y$

Ŕàőæěďãàă Recursive-FFT àăąőâăěâ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Śâàőłĺ 2–3 őąàăğãîâ ”ąăğĺá àěłãàáĺĺ”: ďĺáłàěâŋëň ŕàěőąàăğőćăŋĺěň Ťãàìě ďńï ćěłâőàă ďńĺŋë 1 ïćńïěâáï áăň íâőâ ćěłâőà, âăł łăł y_0 = a_0ω^0_1 = a_01 = a_0.

Ć áâàőłăå 6–7 äőàňĺàãîâáï ćěłâőàă łőíääĺæĺěŋâőć ňŋőčőçńěŋőć A^{[0]} ĺ A^{[1]}. Śâàőłĺ 4, 5 ĺ 13 čăàăŋâĺàãîâ, çâő ω = ω^k_n ć ňőňěŋâ ćëŕőńŋěŋĺï áâàőł 11–12 (ňë íłőŋőňĺň ćàěňï, ŋě ćëçĺáńïï ğŋăçěŋĺě ω^k_n łăęďëľ àăğ ğăŋőćő) Ć áâàőłăå 8–9 àěłãàáĺćŋő ćëçĺáńïîâáï ğŋăçěŋĺï

y^{[0]}_k = A^{[0]}(ω^k_{n/2}),

y^{[1]}_k = A^{[1]}(ω^k_{n/2}),

ĺńĺ (ŕőáłőńìłã ω^k_{n/2} = ω^{2k}_n ŕő ńěňňě ő áőłàăéěŋĺĺ)

y^{[0]}_k = A^{[0]}(ω^{2k}_n ),

y^{[1]}_k = A^{[1]}(ω^{2k}_n ).

Ć áâàőłăå 11–12 áőąĺàăîâáï ćňěáâě àěğãńìâăâë àěłãàáĺćŋëå ćëçĺáńěŋĺľ DFT_{n/2}. Ć áâàőłě 11 ďńï y_0, y_1, . . . , y_{n/2−1} ŕőńãçăěâáï

y_k = y^{[0]}_k + ω^k_ny^{[1]}_k = A^{[0]}(ω^{2k}_n ) + ω^k_nA^{[1]}(ω^{2k}_n ) = A(ω^k_n);

ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő áńěďãěâ ĺğ (32.9). Ďńï y_{n/2}, y_{n/2+1}, . . . , y_{n−1} áâàőłă 12 ďăñâ (ŕàĺ k = 0, 1, . . . , n/2 − 1)

y_{k+(n/2)} = y^{[0]}_k − ω^k_ny^{[1]}_k

= y^{[0]}_k + ω^{k+(n/2)} n y^{[1]}_k

= A^{[0]}(ω^{2k}_n ) + ω^{k+(n/2)}_n A^{[1]}(ω^{2k}_n )

= A^{[0]}(ω^{2k+n}_n ) + ω^{k+(n/2)}_n A^{[1]}(ω^{2k+n}_n ) = A(ω^{k+(n/2)} n ). Ćâőàőě àăćěŋáâćő ćěàŋő, ŕőáłőńìłã ω^{k+(n/2)}_n = −ω^k_n. Ůěâćñàâőě àăćěŋáâćő ćěàŋő, ŕőáłőńìłã ĺğ ω^n = 1 áńěďãěâ, çâő ω^{2k}_n = ω^{2k+n}_n . Ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő áńěďãěâ ĺğ ãàăćŋěŋĺï (32.9). Šăłĺň őąàăğőň, ćěłâőà y, ćőğćàăéăěňëľ ŕàőæěďãàőľ Recursive-FFT, ďěľáâćĺâěńìŋő ěáâì ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ćåőďŋőčő ćěłâőàă a. Śłőńìłő ćàěňěŋĺ ğăŋĺňăěâ ŕàőæěďãàă Recursive-FFT? Ěáńĺ ŋě ãçĺâëćăâì àěłãàáĺćŋëě ćëğőćë, őŋă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n), čďě n — ďńĺŋă ćåőďŋőčő ćěłâőàă. Ś ãçñâőň àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕőńãçăěň âăłőě áőőâŋőèěŋĺě ďńï ćàěňěŋĺ T (n) àăąőâë ŕàőæěďãàë

T (n) = 2T (n/2) + Θ(n) = Θ(n lg n).

Šăłĺň őąàăğőň, ŕàĺćěďñŋŋëľ ăńčőàĺâň (àěłãàáĺćŋëľ ćăàĺăŋâ ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě) ŕőğćőńïěâ ćëçĺáńĺâì ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ć łőňŕńěłáŋëå łőàŋïå áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë ğă ćàěňï Θ(n lg n).

Ĺŋâěàŕőńïæĺï ŕő ğŋăçěŋĺïň ć łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë Ŋăň őáâăńőáì ŕőłăğăâì, łăł ŕěàěľâĺ őąàăâŋő őâ ğŋăçěŋĺľ ňŋőčőçńěŋă ć łőňŕńěłáŋëå łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë ł ěčő łőíääĺæĺěŋâăň. Ďńï íâőčő ňë ŕàěďáâăćĺň ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě łăł ãňŋőęěŋĺě ŋă ňăâàĺæã, ĺ ŋăľďñň őąàăâŋãî ňăâàĺæã.

Śőčńăáŋő ãàăćŋěŋĺî (32.4), ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł ňăâàĺçŋőě ãňŋőęěŋĺě y = V_na, čďě V_n — íâő ňăâàĺæă Ćăŋďěàňőŋďă, áőáâăćńěŋŋăï ĺğ áâěŕěŋěľ ω_n:

y_0 y_1 y_2 y_3 . . y_{n−1}

=

1 1 1 1 . . . 1 1 ω_n ω^2_n ω^3_n . . . ω^{n−1}_n 1 ω^2_n ω^4_n ω^6_n . . . ω^{2(n−1)}_n 1 ω^3_n ω^6_n ω^9_n . . . ω^{3(n−1)}_n . . . . . . . . ... . . 1 ω^{n−1}_n ω^{2(n−1)}_n ω^{3(n−1)}_n . . . ω^{(n−1)(n−1)}_n a_0 a_1 a_2 a_3 . . a_{n−1}

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć709

İńěňěŋâ ňăâàĺæë V_n á ĺŋďěłáăňĺ (k, j) àăćěŋ ω^{kj}_n (ŕàĺ j, k = 0, 1, . . . , n−1); ŕőłăğăâěńĺ áâěŕěŋěľ ć ňăâàĺæě V_n őąàăğãîâ ”âăąńĺæã ãňŋőęěŋĺï”.

Őąàăâŋăï őŕěàăæĺï a = DFT^{−1}_n (y) áőáâőĺâ ć ãňŋőęěŋĺĺ ňăâàĺæë V^{−1}_n (őąàăâŋőľ ł V_n) ŋă y.

Šěőàěňă 32.7 İńěňěŋâ á ĺŋďěłáăňĺ (j, k) ňăâàĺæë V^{−1}_n àăćěŋ ω^{−kj}_n /n. Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕőłăęěň, çâő V^{−1}_n V_n = I_n, čďě I_n — íâő ěďĺŋĺçŋăï (n × n)- ňăâàĺæă. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, (j, j^′)-ľ íńěňěŋâ ŕàőĺğćěďěŋĺï V^{−1}_n V_n ěáâì

[V^{−1}_n V_n]_{jj}′ = n−1∑ k=0 (ω^{−kj}_n /n)(ω^{kj′}_n ) = n−1∑ k=0 ω^{k(j′−j)} n /n. Ŕőáńěďŋïï áãňňă àăćŋă 1 ŕàĺ j = j^′ ĺ àăćŋă 0 ŕàĺ j ≠ j^′ ŕő ńěňňě ő áńőęěŋĺĺ (ńěňňă 32.6). Ć áăňőň ďěńě, −(n − 1) ⩽ j^′ − j ⩽ n − 1, âăł çâő j − j^′ ŋě ďěńĺâáï ŋă n ŕàĺ j ≠ j^′.

Ğŋăï őąàăâŋãî ňăâàĺæã V^{−1}_n , ňë ňőęěň ŋăľâĺ a = DFT^{−1}_n (y) ŕő äőàňãńě

a_j = 1 n n−1∑ k=0 y_kω^{−kj}_n , 32.11 ďńï j = 0, 1, . . . , n − 1. Śàăćŋĺć äőàňãńë (32.8) ĺ (32.11), ňë ćĺďĺň, çâő ďńï ćëçĺáńěŋĺï őąàăâŋőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì âőâ ęě ăńčőàĺâň (ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě), ŕőňěŋïć ć ŋñň a ĺ y ňěáâăňĺ, ğăňěŋĺć ω_n ŋă ω^{−1}_n ĺ àăğďěńĺć łăęďëľ íńěňěŋâ àěğãńìâăâă ŋă n (áň. ãŕà. 32.2-4). Šăłĺň őąàăğőň, DFT^{−1}_n âăłęě ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ğă ćàěňï Θ(n lg n).

Ĺâăł, ňë ŋăãçĺńĺáì ŕěàěåőďĺâì őâ łőíääĺæĺěŋâőć ňŋőčőçńěŋă ł ŋăąőàã ěčő ğŋăçěŋĺľ ć łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë ĺ őąàăâŋő ğă ćàěňï Θ(n lg n). İâő ãňěŋĺě ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï ãňŋőęěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć. Śäőàňãńĺàãěň áőőâćěâáâćãîéĺľ àěğãńìâăâ ć ćĺďě âěőàěňë:

Šěőàěňă 32.8 (ő áćñàâłě) Ďńï ńîąëå ćěłâőàőć a ĺ b àăğňěàŋőáâĺ n, čďě n — áâěŕěŋì ďćőľłĺ ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő

a ⊗ b = DFT^{−1}_{2n} (DFT_{2n}(a) • DFT_{2n}(b)),

ěáńĺ ďőŕőńŋĺâì ćěłâőàë a ĺ b ŋãńěćëňĺ íńěňěŋâăňĺ ďő ďńĺŋë 2n, ĺ çěàěğ • őąőğŋăçĺâì ŕőłőňŕőŋěŋâŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå 2n– íńěňěŋâŋëå ćěłâőàőć.

Şŕàăęŋěŋĺï 32.2-1 Ďőłăęĺâě áńěďáâćĺě 32.4 32.2-2

Ŋăľďĺâě ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ćěłâőàă (0, 1, 2, 3). 32.2-3 Ćëŕőńŋĺâě ãŕà. 32.1-1, ĺáŕőńìğãï áåěňã ąëáâàőčő (ćàěňï Θ(n lg n)) ăńčőàĺâňă ãňŋőęěŋĺï ňŋőčőçńěŋőć (àĺá. 32.1).

32.2-4 Ŋăŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã ćëçĺáńěŋĺï DFT^{−1}_n ğă ćàěňï Θ(n lg n). 32.2-5 Łăł ąëáâàő ćëŕőńŋĺâì ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, ěáńĺ n ïćńïěâáï áâěŕěŋìî âàőľłĺ? Ŋăŕĺèĺâě àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë áőőâćěâáâćãîéěľ ŕàőæěďãàë ĺ àěèĺâě ěčő.

32.2-6^∗ Ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ćěłâőàă ĺğ n íńěňěŋâőć ňőęŋő ćëçĺáńïâì ŋě ŋăď ŕőńěň C , ă ć łőńìæě Z_m æěńëå çĺáěń ŕő ňőďãńî m, čďě m = 2^{tn/2} + 1, čďě t — ŕàőĺğćőńìŋőě ŕőńőęĺâěńìŋőě æěńőě çĺáńő. Ŕàĺ íâőň àőńì ω_n ĺčàăěâ 2^t. Ŕőłăęĺâě, çâő ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ĺ őąàăâŋőě ł ŋěňã ďńï ćěłâőàőć á íńěňěŋâăňĺ ĺğ íâőčő łőńìæă łőààěłâŋő őŕàěďěńěŋë ĺ ňőčãâ ąëâì ćëçĺáńěŋë ğă ćàěňï O(n lg n) ŕő âőľ ęě áåěňě.

32.2-7 Ŕőłăęĺâě łăł ďńï ďăŋŋőčő áŕĺáłă çĺáěń z_0, z_1, . . . , z_{n−1} (ŋě őąïğăâěńìŋő àăğńĺçŋëå) ŋăľâĺ łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă P (x) áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n, ĺňěîéěčő ãłăğăŋŋëě ć áŕĺáłě łőàŋĺ (á ãçñâőň łàăâŋőáâĺ). Ćàěňï àăąőâë ďőńęŋő ąëâì O(n lg n). (Şłăğăŋĺě. Ňŋőčőçńěŋ P (x) őąàăéăěâáï ć ŋãńì ć âőçłě a âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďěńĺâáï ŋă (x − a).)

32.2-8^∗ Řăááňőâàĺň ŕàěőąàăğőćăŋĺě ćěłâőàă a = (a_0, a_1, . . . , a_{n−1}), ŕěàěćőďïéěě ěčő ć ćěłâőà y = (y_0, y_1, . . . , y_{n−1}), ğăďăŋŋëľ äőàňãńőľ y_k = ∑_{n−1} j=0 a_j z^{jk} , čďě z — ŕàőĺğćőńìŋőě łőňŕńěłáŋőě çĺáńő. (Ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ïćńïěâáï çăáâŋëň áńãçăěň ďńï z = ω_n.) Ďőłăęĺâě, çâő íâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ğă ćàěňï O(n lg n) ďńï ńîąőčő łőňŕńěłáŋőčő çĺáńă z. (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě àăćěŋáâćő

y_k = z^{k2 /2} n−1∑ j=0 (a_j z^{j2 /2})(z^{−(k−j)2 /2}),

çâőąë ŕàěďáâăćĺâì àěğãńìâăâ ŕàěőąàăğőćăŋĺï łăł áćñàâłã.)

32.3 İääěłâĺćŋëě àěăńĺğăæĺĺ ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě Ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě çăáâő ćáâàěçăěâáï ŋă ŕàăłâĺłě, ŕàĺçñň ć áĺâãăæĺïå, čďě áłőàőáâì àăąőâë őçěŋì ćăęŋă (őąàăąőâłă áĺčŋăńőć ĺ â.ŕ.). Ć íâőň àăğďěńě àăááňăâàĺćăîâáï ďćě íääěłâĺćŋëě àěăńĺğăæĺĺ ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě. Śŋăçăńă ňë àăááňőâàĺň ĺâěàăâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, łőâőàëľ ĺňěěâ ńãçèĺě łőŋáâăŋâë ć ăáĺňŕâőâĺçěáłőľ őæěŋłě O(n lg n), çěň àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň àăğďěńă 32.2.

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć711

Řĺáãŋőł 31.4 32.3 Ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăąőçłĺ. Śńěćă ŕőáâãŕăîâ ďćă ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺï, ω^k_n ãňŋőęăěâáï ŋă y^{[1]}_k , áŕàăćă ćëďăîâáï ğŋăçěŋĺï áãňňë ĺ àăğŋőáâĺ. Řĺáãŋőł ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł áåěňã, áőáâăćńěŋŋãî ĺğ íńěňěŋâőć áńőęěŋĺï, ćëçĺâăŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï.

Řĺáãŋőł 31.5 32.4 Ďěàěćő ćåőďŋëå ćěłâőàőć ďńï àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Recursive-FFT. Ĺáåőďŋëň ïćńïěâáï ćëğőć ŕàĺ n = 8.

Ğăâěň ňë ĺáŕőńìğãěň âě ęě ĺďěĺ ďńï ąëáâàőľ ŕăàăńńěńìŋőľ àěăńĺğăæĺĺ.

Ĺâěàăâĺćŋăï àěăńĺğăæĺï ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě Ŕàěęďě ćáěčő ğăňěâĺň, çâő ć æĺłńě for ć áâàőłăå 10–13 ŕàőæěďãàë Recursive-FFT ďćăęďë ćëçĺáńïěâáï ğŋăçěŋĺě ω^k_ny^{[1]}_k . Ććěďï ćàěňěŋŋãî ŕěàěňěŋŋãî t, ňőęŋő ğăŕőňŋĺâì ğŋăçěŋĺě íâőčő őąéěčő ŕőďćëàăęěŋĺï (common subexpression — âěàňĺŋőńőčĺï, ĺáŕőńìğãěňăï àăğàăąőâçĺłăňĺ łőňŕĺńïâőàőć), çâőąë ŋě ćëçĺáńïâì ěčő ćâőàĺçŋő:

for $k \leftarrow 0$ to $n/2-1$
\quad do $t \leftarrow \omega y_k^{[1]}$
\qquad $y_k \leftarrow y_k^{[0]} + t$
\qquad $y_{k+(n/2)} \leftarrow y_k^{[0]} - t$
\qquad $\omega \leftarrow \omega \omega_n$

Ćëŕőńŋïěňëě ć íâőň æĺłńě ďěľáâćĺï ŕőłăğăŋë ŋă àĺá. 32.3; ĺå ŋăğëćăîâ ŕàěőąàăğőćăŋĺěň ąăąőçłĺ (butterfly operation).

Śěľçăá ňë ŕőłăęěň, łăł ŕőáâàőĺâì ĺâěàăâĺćŋëľ (ă ŋě àěłãàáĺćŋëľ) ćăàĺăŋâ ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě. Ŋă àĺáãŋłě 32.4 ŕőłăğăŋë ćåőďŋëě ćěłâőàë ć ďěàěćě àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Recursive-FFT, ŋăçĺŋăï á ěě ćëğőćă ďńï n = 8.

Şłăğăŋë ćåőďŋëě ćěłâőàë ďńï àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕàőæěďãàë Recursive-FFT; łăęďëľ âăłőľ ćëğőć ŕőàőęďăěâ ďćă ŋőćëå (ďńï ćěłâőàőć ŕőńőćĺŋŋőľ ďńĺŋë). Ŋă àĺáãŋłě ńěćëľ ŕőâőňőł áőőâćěâáâćãěâ ŕěàćőňã ĺğ ŋĺå, ă ŕàăćëľ — ćâőàőňã.

İâĺ àěłãàáĺćŋëě ćëğőćë ňőęŋő ğăňěŋĺâì ćëçĺáńěŋĺěň áŋĺğã ććěàå. Řăáŕőńőęĺň íńěňěŋâë ĺáåőďŋőčő ćěłâőàă a ć âőň ŕőàïďłě, ć łăłőň őŋĺ ŕőïćńïîâáï ć ńĺáâìïå ďěàěćă (ŋĺęŋïï áâàőłă). Ğăâěň ćőğìňñň ŕăàë íńěňěŋâőć, ćëçĺáńĺň ďńï ŋĺå ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě, ĺáŕőńìğãï ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăąőçłĺ. Ŕőńãçĺâáï áőďěàęĺňőě ćâőàőľ áŋĺğã áâàőłĺ àĺáãŋłă. (İńěňěŋâë ĺáåőďŋőčő ćěłâőàă ąőńìèě ŋě ŋãęŋë, âăł çâő ňőęŋő ğăŕĺáăâì àěğãńìâăâë ŕàěőąàăğőćăŋĺľ ŋă ĺå ňěáâő.) Šěŕěàì ĺğ łăęďëå ďćãå ŕăà ňë áőąĺàăěň çěâćñàłã, ďćăęďë ćëŕőńŋĺć ŕàěőąàăğőćăŋĺě ąăąőçłĺ, ŕőńãçăěâáï n/4 çěâćñàőł. Ďăńěě ĺğ çěâćñàőł áőąĺàăîâáï ćőáìňñàłĺ ĺ â.ď.; ŋă ŕőáńěďŋěň èăčě ĺğ ďćãå ćěłâőàőć ďńĺŋë n/2, ïćńïîéĺåáï ŕàěőąàăğőćăŋĺïňĺ Ťãàìě çñâŋőľ ĺ ŋěçñâŋőľ çăáâĺ ćěłâőàă a, ĺğčőâăćńĺćăěâáï ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ćáěčő ćěłâőàă a.

Śőőâćěâáâćãîéăï ŕàőčàăňňă ĺáŕőńìğãěâ ćěłâőà A[0..n − 1] ć łőâőàëľ ć ŋăçăńě àăąőâë ňë ŕőňěéăěň íńěňěŋâë ćěłâőàă a ć âőň ŕőàïďłě, ć łőâőàőň ĺďãâ ńĺáâìï ďěàěćă àĺá. 32.4. (Ůâő íâő ğă ŕőàïďőł, ňë őąáãďĺň ďăńìèě.) Ććěďñň âăłęě ŕěàěňěŋŋãî s, ć łőâőàőľ ąãďěâ áőďěàęăâìáï âěłãéĺľ ŋőňěà ãàőćŋï ć ďěàěćě àěłãàáĺĺ (àăáâãéĺľ őâ s = 1 ďńï ńĺáâìěć ďő lg n ďńï łőàŋï, łőčďă ňë ŕőńãçăěň n-íńěňěŋâŋëľ àěğãńìâăâ). Ćőâ áåěňă ŕàőčàăňňë:

1 for $s \leftarrow 1$ to $\lg n$
2 \quad do for $k \leftarrow 0$ to $n-1$ by $2^s$
3 \qquad do ŕàěőąàăğőćăâì ďćă $2^{s-1}$-íńěňěŋâŋëå łãáłă
\quad\qquad $A[k..k+2^{s-1}-1]$ ĺ $A[k+2^{s-1}..k+2^s-1]$
\quad\qquad ć $2^s$-íńěňěŋâŋëľ łãáőł $A[k..k+2^s-1]$

Őŕĺèěň âěńő æĺłńă (áâàőłă 3) ąőńěě ŕőďàőąŋő. Ňë ćőáŕàőĺğćőďĺň æĺłń for ĺğ ŕàőæěďãàë Recursive-FFT, ĺáŕőńìğãï ćňěáâő y^{[0]} łãáőł A[k..k +2^{s−1} −1], ă ćňěáâő y^{[1]} — łãáőł A[k +2^{s−1}..k +2^s −1]. Ğŋăçěŋĺě ω (ĺáŕőńìğãěňőě ć ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ ąăąőçłĺ) ğăćĺáĺâ őâ s: őŋő ěáâì ω_m, čďě m = 2^s. Ćàěňěŋŋăï ŕěàěňěŋŋãî u ĺáŕőńìğãěâáï ć ŕàěőąàăğőćăŋĺĺ ąăąőçłĺ. Šăłĺň őąàăğőň, àăğćñàâëćăï áâàőłã 3 ć ŕàěďëďãéěľ ŕàőæěďãàě, ŕőńãçăěň âăłãî ŕàőčàăňňã:

\textsc{FFT-Base}
1 $n \leftarrow length[a]$ \qquad $n$ ěáâì áâěŕěŋì 2
2 for $s \leftarrow 1$ to $\lg n$
3 \quad do $m \leftarrow 2^s$
4 \qquad $\omega_m \leftarrow e^{2\pi i/m}$
5 \qquad for $k \leftarrow 0$ to $n-1$ by m
6 \qquad\quad do $\omega \leftarrow 1$
7 \qquad\qquad for $j \leftarrow 0$ to $m/2-1$
8 \qquad\qquad\quad do $t \leftarrow \omega A[k+j+m/2]$
9 \qquad\qquad\qquad $u \leftarrow A[k+j]$
10 \qquad\qquad\qquad $A[k+j] \leftarrow u + t$
11 \qquad\qquad\qquad $A[k+j+m/2] \leftarrow u - t$
12 \qquad\qquad\qquad $\omega \leftarrow \omega \omega_m$

Ŋăłőŋěæ, ŕàěďáâăćĺň őłőŋçăâěńìŋãî ćěàáĺî ĺâěàăâĺćŋőľ ŕàőæěďãàë ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, ć łőâőàőľ ďćă ćŋãâàěŋŋĺå æĺłńă ŕěàěáâăćńěŋë (íłőŋőňĺï ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ ω) ĺ ĺáŕőńìğőćăŋă ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ŕàőæěďãàă Bit-Reverse-Copy(a, A), łőŕĺàãîéăï íńěňěŋâë ćěłâőàă a ć ňăááĺć A ć ŋãęŋőň ŋăň ŕőàïďłě.

\textsc{Iterative-FFT}$(a)$
1 \textsc{Bit-Reverse-Copy}$(a, A)$
2 $n \leftarrow length[a]$ \quad $n$ --- áâěŕěŋì $2$
3 for $s \leftarrow 1$ to $\lg n$

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć713

4 \quad do $m \leftarrow 2^s$
5 \qquad $\omega_m \leftarrow e^{2\pi i/m}$
6 \qquad $\omega \leftarrow 1$
7 \qquad for $j \leftarrow 0$ to $m/2-1$
8 \qquad\quad do for $k \leftarrow j$ to $n-1$ by $m$
9 \qquad\qquad\quad do $t \leftarrow \omega A [k+m/2]$
10 \qquad\qquad\qquad $u \leftarrow A[k]$
11 \qquad\qquad\qquad $A[k] \leftarrow u+t$
12 \qquad\qquad\qquad $A[k+m/2] \leftarrow u-t$
13 \qquad\qquad $\omega \leftarrow \omega \omega_m$

Łăłĺň őąàăğőň ŕàőæěďãàă Bit-Reverse-Copy ŕěàěáâăćńïěâ íńěňěŋâë ćåőďŋőčő ćěłâőàă a, ŕőňěéăï ĺå ć ňăááĺć A? Ŕőáňőâàěć ŋă ńĺáâìï ďěàěćă ŋă àĺá. 32.4, ňőęŋő ğăňěâĺâì, çâő őŋĺ àăáŕőńőęěŋë ”ŕěàěćñàŋãâőň ďćőĺçŋőň” ŕőàïďłě (“bit-reverse binary”). Őąêïáŋĺň, çâő ĺňěěâáï ć ćĺďã. Ůěàěğ rev(k) ŕàĺ k = 0, 1, 2, . . . , 2^n − 1 őąőğŋăçĺň (lg n)-ąĺâőćőě æěńőě çĺáńő, ďćőĺçŋăï ğăŕĺáì łőâőàőčő ŕőńãçăěâáï, ěáńĺ ŋăŕĺáăâì ďćőĺçŋãî ğăŕĺáì çĺáńă k (ćáěčő lg n ąĺâőć, ćłńîçăï ŋăçăńìŋëě ŋãńĺ, ěáńĺ őŋĺ ěáâì) ”ğăďőň ŋăŕěàñď”. Šăł ćőâ, ŕàőæěďãàă Bit-Reverse-Copy ŕőňěéăěâ íńěňěŋâ a_k ć A[rev(k)]. Ŋă àĺáãŋłě 32.4, ŋăŕàĺňěà, ńĺáâìï a_0, a_1, a_2, . . . , a_7 ŕőïćńïîâáï ć ŕőğĺæĺïå 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7; ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě ŋőňěàă ŕőğĺæĺľ ğăŕĺáëćăîâáï łăł 000, 100, 010, 110, 001, 101, 011, 111. (Őâňěâĺň, çâő rev(rev(k)) = k.)

Ůâőąë ŕőŋïâì, ŕőçěňã ńĺáâìï ĺďãâ ć ŕěàěćñàŋãâőň ďćőĺçŋőň ŕőàïďłě, ğăňěâĺň, çâő ć łőàŋě ďěàěćă ŋăńěćő ĺďãâ ĺŋďěłáë á ŋãńěćëň ňńăďèĺň ąĺâőň, ă ŋăŕàăćő — á ěďĺŋĺçŋëň, çâő ŕőáńě őąàăéěŋĺï ąĺâőć áőőâćěâáâćãěâ őąëçŋőňã ŕőàïďłã (áŋăçăńă çĺáńă á ŋãńěćëň áâăàèĺň ąĺâőň, ŕőâőň á ěďĺŋĺçŋëň). Őâąàăáëćăï ŋă łăęďőň ãàőćŋě ňńăďèĺľ ąĺâ, ňë ŕàőďőńęăěň íâőâ ŕàőæěáá ćŋĺğ ŕő ďěàěćã, ĺ ć łőŋæě łőŋæőć ŕőńãçăěň ŕěàěćñàŋãâëľ ďćőĺçŋëľ ŕőàïďőł ć ńĺáâìïå.

Ŕőáłőńìłã äãŋłæĺî rev(k) ńěčłő ćëçĺáńïâì, ňőęŋő ğăŕĺáăâì ŕàőæěďãàã Bit-Reverse-Copy (łőŕĺàőćăŋĺě ć ŕěàěćñàŋãâőň ďćőĺçŋőň ŕőàïďłě) áńěďãîéĺň őąàăğőň:

\textsc{Bit-Reverse-Copy}$(a,A)$
1 $n \leftarrow length[a]$
2 for $k \leftarrow 0$ to $n-1$
3 \quad do $A [{\mathrm rev}(k)] \leftarrow a_k$

Ŕőáâàőěŋŋăï ĺâěàăâĺćŋăï àěăńĺğăæĺï ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n lg n). Ć áăňőň ďěńě, ćëğőć Bit- Reverse-Copy ğăćěďőňő ãłńăďëćăěâáï ć O(n lg n) őŕěàăæĺľ, ŕőáłőńìłã æĺłń ĺáŕőńŋïěâáï n àăğ, ă æěńőě çĺáńő őâ 0 ďő n − 1 ğăŋĺňăěâ lg n ąĺâőć, łőâőàëě ňőčãâ ąëâì őąàăéěŋë ğă ćàěňï O(lg n). (Ŋă ŕàăłâĺłě ňë őąëçŋő ğăàăŋěě ğŋăěň ğŋăçěŋĺě n, ŕőíâőňã ňő-

Řĺáãŋőł 31.6 32.5 Śåěňă Parralel-FFT, ćëçĺáńïîéăï ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ďńï n = 8 ćåőďőć. Šàĺ ãàőćŋï áőőâćěâáâćãîâ ğŋăçěŋĺïň s = 1, 2, 3. Ďńï n ćåőďőć ŕőďőąŋăï áåěňă ĺňěěâ čńãąĺŋã Θ(lg n) ĺ àăğňěà Θ(n lg n).

ęěň ĺğčőâőćĺâì âăąńĺæã ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ rev(k) ğăàăŋěě ĺ ŕőńìğőćăâìáï íâőľ âăąńĺæěľ. Ňőęŋő âăłęě ĺáŕőńìğőćăâì ŕàĺñň ĺğ ğăďăçĺ 18-1, ŕőğćőńïîéĺľ őąàăâĺâì ćáě n çĺáěń őâ 0 ďő n − 1 ğă O(n) őŕěàăæĺľ.)

Ňë ďőńęŋë ěéñ ŕàőćěàĺâì, çâő őáâăńìŋăï çăáâì ŕàőæěďãàë Iterative-FFT âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ(n lg n), İâő ïáŋő: ŋă łăęďőň ĺğ lg n ãàőćŋěľ ďěàěćă àěłãàáĺĺ (àĺá. 32.4) ĺňěěâáï n çĺáěń, ŋă ŕőńãçěŋĺě łăęďőčő ĺğ ŋĺå àăáåőďãěâáï O(1) őŕěàăæĺľ.

Ŕăàăńńěńìŋăï áåěňă ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě Ĺğńőęěŋŋëě ĺďěĺ ŕőğćőńïîâ ŕőáâàőĺâì áåěňã ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć, íääěłâĺćŋő ćëŕőńŋïîéãî ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě. (Śåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć őŕĺáăŋë ć čńăćě 29; ć ŋăèěň áńãçăě íńěňěŋâë ąãďãâ ćëŕőńŋïâì ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ.)

Śåěňă, ćëŕőńŋïîéăï ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ďńï n ćåőďőć, łőâőàãî ňë ŋăğőćñň Parallel-FFT, ĺğőąàăęěŋă ŋă àĺá. 32.5 (ďńï n = 8). Ğŋăçěŋĺï ŋă ćåőď ŕőáâãŕăîâ ć ŕěàěćñàŋãâőň ďćőĺçŋőň ŕőàïďłě; áåěňă áőďěàęĺâ lg n łăáłăďőć, ć łăęďőň ĺğ łőâőàëå ŕăàăńńěńìŋő ćëŕőńŋïîâáï n/2 ŕàěőąàăğőćăŋĺľ ąăąőçłĺ Šăłĺň őąàăğőň, čńãąĺŋă áåěňë ěáâì Θ(lg n).

Šăłőě àăáŕăàăńńěńĺćăŋĺě ćőğňőęŋő, ŕőáłőńìłã ŋă łăęďőň ãàőćŋě àěłãàáĺĺ (àĺá. 32.4) ĺňěěâáï n/2 ŋěğăćĺáĺňëå ŕàěőąàăğőćăŋĺľ ąăąőçłĺ, łőâőàëě ňőęŋő ćëŕőńŋïâì ŕăàăńńěńìŋő.

Şŕàăęŋěŋĺï 32.3-1 Ŕőłăęĺâě àăąőâã ŕàőæěďãàë Iterative-FFT ŋă ŕàĺňěàě ćåőďŋőčő ćěłâőàă (0, 2, 3, −1, 4, 5, 7, 9).

32.3-2 Łăł àěăńĺğőćăâì ăńčőàĺâň ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, ćëŕőńŋïï ŕěàěáâăŋőćłã ć ŕěàěćñàŋãâőň ďćőĺçŋőň ŕőàïďłě ć łőŋæě, ă ŋě ć ŋăçăńě? (Şłăğăŋĺě. Řăááňőâàĺâě őąàăâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě.)

32.3-3 Śłőńìłő ŕàőćőďőć, íńěňěŋâőć áńőęěŋĺï, ćëçĺâăŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï ĺňěěâáï ć áåěňě Parallel-FFT őŕĺáăŋŋőľ ć íâőň àăğďěńě? (Łăęďëľ ŕàőćőď áőěďĺŋïěâ őďĺŋ ćëåőď á őďŋĺň ĺńĺ ŋěáłőńìłĺňĺ ćåőďăňĺ.)

32.3-4* Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áãňňăâőàë ć áåěňě Parallel-FFT ĺŋőčďă ńőňăîâáï ĺ ćëďăîâ ŋă ćëåőďě ŋőńì ŋěğăćĺáĺňő őâ ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő áńőňăńáï àőćŋő őďĺŋ áãňňăâőà, ĺ ňë ŋě ğŋăěň, łăłőľ. Łăł ňőęŋő ąëáâàő ěčő ŋăľâĺ, ŕőďăćăï ŋă ćåőď

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć715

áåěňë àăğŋëě ŋăąőàë ğŋăçěŋĺľ ĺ ŋăąńîďăï ğă ćëåőďŋëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ?

Ğăďăçĺ 32-1 Şňŋőęěŋĺě ňěâőďőň àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ a. Ŕőłăęĺâě, łăł ãňŋőęĺâì ďćă ńĺŋěľŋëå ňŋőčőçńěŋă ax + b ĺ cx + d, áďěńăć âőńìłő âàĺ ãňŋőęěŋĺï. (Şłăğăŋĺě: őďŋĺň ĺğ ãňŋőęěŋĺľ ąãďěâ (a + b) · (c + d).)

b. Ŕàěďńőęĺâě ďćă ăńčőàĺâňă ďńï ćëçĺáńěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺï ďćãå ňŋőčőçńěŋőć áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n, âàěąãîéĺå ćàěňěŋĺ Θ(n^{log2 3}). (Ňőęŋő ďěńĺâì łőíääĺæĺěŋâë ňŋőčőçńěŋă ŋă áâăàèãî ĺ ňńăďèãî ŕőńőćĺŋë, ă ňőęŋő àăğďěńïâì łőíääĺæĺěŋâë ŕàĺ çñâŋëå ĺ ŋěçñâŋëå áâěŕěŋïå.)

c. Ŕőłăęĺâě, łăł ňőęŋő ãňŋőęĺâì ďćă n-ąĺâŋëå æěńëå çĺáńă ğă O(n^{log2 3}) èăčőć, áçĺâăï, çâő ŋă łăęďőň èăčě őąàăąăâëćăěâáï O(1) ąĺâőć.

32-2 Šěŕńĺæěćë ňăâàĺæë Šěŕńĺæěćőľ ňăâàĺæěľ (Toeplitz matrix) ŋăğëćăěâáï ňăâàĺæă A = (a_{ij} ) àăğňěàă n × n, ďńï łőâőàőľ a_{ij} = a_{i−1,j−1} ďńï i = 2, 3, . . . , n ĺ j = 2, 3, . . . , n. a. Őąïğăâěńìŋő ńĺ áãňňă ďćãå âěŕńĺæěćëå ňăâàĺæ ïćńïěâáï âěŕńĺæěćőľ? Ă ŕàőĺğćěďěŋĺě?

b. Őŕĺèĺâě, łăł ŕàěďáâăćĺâì âěŕńĺæěćë ňăâàĺæë âăł, çâőąë ďćě âěŕńĺæěćë ňăâàĺæë àăğňěàă n × n ňőęŋő ąëńő áńőęĺâì ğă ćàěňï O(n).

c. Ŋăŕĺèĺâě ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï âěŕńĺæěćőľ ňăâàĺæë àăğňěàă n × n ŋă ćěłâőà ďńĺŋë n ğă ćàěňï O(n lg n) (ĺáŕőńìğãï ŕàěďáâăćńěŋĺě ŕãŋłâă b).

d. Ŋăŕĺèĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï ďćãå âěŕńĺæěćëå ňăâàĺæ àăğňěàă n × n ĺ őæěŋĺâě ěčő ćàěňï àăąőâë.

32-3 Ćëçĺáńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ ćáěå ŕàőĺğćőďŋëå ňŋőčőçńěŋă ć âőçłě Ňŋőčőçńěŋ A(x) áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ğăďăŋ áćőĺňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ (a_0, a_1, . . . , a_{n−1}). Ňë åőâĺň ŋăľâĺ ěčő ğŋăçěŋĺě ćňěáâě áő ćáěňĺ ŕàőĺğćőďŋëňĺ ć ğăďăŋŋőľ âőçłě x_0.

a. Ŕãáâì ĺğćěáâŋë łőíääĺæĺěŋâë b_0, b_1, . . . , b_{n−1} ć ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ňŋőčőçńěŋă A(x) ŕő áâěŕěŋïň (x − x^0): A(x) = n−1∑ j=0 b_j (x − x_0)^j ,

Łăł âőčďă ŋăľâĺ ğŋăçěŋĺě ňŋőčőçńěŋă A(x) ĺ ćáěå ěčő ŕàőĺğćőďŋëå ć âőçłě x_0 ğă ćàěňï O(n)?

b. Őąêïáŋĺâě, łăł ŋăľâĺ b_0, b_1, . . . , b_{n−1} ğă ćàěňï O(n lg n), ěáńĺ ĺğćěáâŋë ğŋăçěŋĺï A(x_0 + ω^k_n) ŕàĺ k = 0, 1, . . . , n − 1.

c. Ďőłăęĺâě, çâő

A(x_0 + ω^k_n) = n−1∑ r=0 ω^{krn} r! n−1∑ j=0 f(j)g(r − j) ,

čďě f(j) = a_j · j!, ă g(l) = { x^{−l}_0 /(−l)! −(n − 1) ⩽ l ⩽ 0, 0 1 ⩽ l ⩽ (n − 1). d. Őąêïáŋĺâě, łăł ćëçĺáńĺâì A(x_0 + ω^k_n) ďńï k = 0, 1, . . . , n − 1 ğă ćàěňï O(n lg n). Ŕőłăęĺâě, çâő ćáě ŕàőĺğćőďŋëě ňŋőčőçńěŋă A(x) ć âőçłě x_0 ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ğă ćàěňï O(n lg n).

32-4 Ćëçĺáńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ ňŋőčőçńěŋă ć ŋěáłőńìłĺå âőçłăå Ňë ćĺďěńĺ, çâő ğŋăçěŋĺě ňŋőčőçńěŋă ć âőçłě ňőęŋő ŋăľâĺ ğă ćàěňï O(n), ĺáŕőńìğãï áåěňã Čőàŋěàă. Łàőňě âőčő, ňë ğŋăěň, çâő á ŕőňőéìî ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě ňőęŋő ŋăľâĺ ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă ć n łőňŕńěłáŋëå łőàŋïå ĺğ ěďĺŋĺæë ğă ćàěňï O(n lg n). Śěľçăá ňë ŕőłăęěň, łăł ćëçĺáńĺâì ğŋăçěŋĺï ňŋőčőçńěŋă áâěŕěŋĺ ňěŋìèě n ć n ńîąëå âőçłăå ğă ćàěňï O(n lg^2 n).

Ŕàĺ íâőň ňë ĺáŕőńìğãěň (ąěğ ďőłăğăâěńìáâćă) âőâ äăłâ, çâő ňőęŋő ŋăľâĺ őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï őďŋőčő ňŋőčőçńěŋă ŋă ďàãčőľ ğă ćàěňï O(n lg n). Ŋăŕàĺňěà, őáâăâłőň őâ ďěńěŋĺï 3x^3+x^2−3x+1 ŋă x^2 + x + 2 àăćěŋ

(3x^3 + x^2 − 3x + 1) mod (x^2 + x + 2) = 5x − 3.

Ŕő łőíääĺæĺěŋâăň ňŋőčőçńěŋă A(x) = ∑_{n−1} k=0 a_k x^k ĺ n âőçłăň x_0, x_1, . . . , x_{n−1} ňë åőâĺň ŋăľâĺ n ğŋăçěŋĺľ A(x_0), A(x_1), . . . , A(x_{n−1}). Ďńï 0 ⩽ i ⩽ j ⩽ n − 1 őŕàěďěńĺň ňŋőčőçńěŋë P_{ij} (x) = ∏_j k=i(x − x_k) ĺ Q_{ij} = A(x) mod P_{ij} (x).

Ğăňěâìâě, çâő áâěŕěŋì Q_{ij} (x) ŋě ąőńìèě j − i.

ă. Ďőłăęĺâě, çâő A(x) mod (x − z) = A(z) ďńï ńîąőľ âőçłĺ z. ą. Ďőłăęĺâě, çâő Q_{kk} (x) = A(x_k) ĺ çâő Q_{0,n−1}(x) = A(x). ć. Ďőłăęĺâě, çâő Q_{ik} (x) = Q_{ij} (x) mod P_{ik}(x) ĺ Q_{kj} (x) = Q_{ij} (x) mod P_{kj} (x) ďńï i ⩽ k ⩽ j.

č. Şłăęĺâě ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ A(x_0), A(x_1), . . . , A(x_{n−1}) ğă ćàěňï O(n lg^2 n).

32-5 Ąëáâàőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ć łőńìæě ćëçěâőć Ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě (ć âőň ćĺďě, łăł őŋő ąëńő ŋăňĺ őŕàěďěńěŋő), ĺáŕőńìğãěâ ćëçĺáńěŋĺï á łőňŕńěłáŋëňĺ çĺáńăňĺ, çâő ňőęěâ ŕàĺćěáâĺ ł ŕőâěàě âőçŋőáâĺ ĺğ-ğă őèĺąőł őłàãčńěŋĺï. İâő őáőąěŋŋő ŋěęěńăâěńìŋő, ěáńĺ ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ĺ àěğãńìâăâăňĺ ïćńïîâáï æěńëě çĺáńă (ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ ňë ŕěàěňŋőęăěň ďćă ňŋőčőçńěŋă á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ) — ąãďěâ ŕńőåő, ěáńĺ ĺğ-ğă őèĺąőł ňë ŕőńãçĺň őďŋő çĺáńő ćňěáâő ďàãčőčő.

Ŕőńőęĺâěńìŋő őŕàěďěńñŋŋëě áĺňňěâàĺçěáłĺě ňăâàĺæë ĺ ňěâőď ŋăĺňěŋìèĺå łćăďàăâőć717

Ć íâőň áńãçăě ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ćăàĺăŋâ ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě, ĺáŕőńìğãîéĺľ łőńìæő ćëçěâőć (ć łőâőàőň ćëçĺáńěŋĺï ŕàőćőďïâáï âőçŋő). Ňë ãęě ćĺďěńĺ (ãŕà. 32.2-6), çâő ćőğňőęŋő ĺáŕőńìğőćăŋĺě ćëçěâőć àăğňěàőň Ω(n) ąĺâőć ďńï àăąőâë á n-âőçěçŋëň ďĺáłàěâŋëň ŕàěőąàăğőćăŋĺěň Ťãàìě. Ć íâőľ ğăďăçě àăááňăâàĺćăěâáï ąőńěě ŕàăłâĺçŋëľ ŕőďåőď, ĺáŕőńìğãîéĺľ Ω(lg n)-ąĺâőćãî ăàĺäňěâĺłã ćëçěâőć. (ňë ĺáŕőńìğãěň ňăâěàĺăń čńăćë 33).

Ŕàěďŕőńăčăěâáï, çâő çĺáńő n ěáâì áâěŕěŋì 2.

a. Ąãďěň ĺáłăâì ŋăĺňěŋìèěě k, ďńï łőâőàőčő çĺáńő p = kn + 1 — ŕàőáâőě. Ŋăľďĺâě ŕàőáâőľ íćàĺáâĺçěáłĺľ ďőćőď ć ŕőńìğã âőčő, çâő k ŕàĺňěàŋő àăćŋő lg n. (Ğŋăçěŋĺě k ňőęěâ őłăğăâìáï áĺńìŋő ąőńìèĺň ĺńĺ ňěŋìèĺň, ŋő ěáâì őáŋőćăŋĺï őęĺďăâì, çâő ć áàěďŋěň ŕőâàěąãěâáï ŕàőćěàĺâì O(lg n) łăŋďĺďăâőć ŋă àőńì k.)

Ŕãáâì g ïćńïěâáï őąàăğãîéěľ čàãŕŕë Z^∗_p ĺ w = g^k mod p. b. Ŕőłăęĺâě, çâő ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ĺ őąàăâŋőě ł ŋěňã ňőęŋő łőààěłâŋő őŕàěďěńĺâì ďńï őŕěàăæĺľ ŕő ňőďãńî p, ĺáŕőńìğãï w ć łăçěáâćě čńăćŋőčő ğŋăçěŋĺï łőàŋï áâěŕěŋĺ n ĺğ ěďĺŋĺæë.

c. Şąěďĺâěáì, çâő ąëáâàőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ĺ őąàăâŋőě ł ŋěňã ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ć łőńìæě ćëçěâőć ŕő ňőďãńî p ğă ćàěňï O(n lg n), ěáńĺ áçĺâăâì, çâő őŕěàăæĺĺ ŋăď O(lg n)-ąĺâőćëňĺ çĺáńăňĺ ćëŕőńŋïîâáï ğă ěďĺŋĺçŋőě ćàěňï. (Śçĺâăľâě p ĺ w ĺğćěáâŋëňĺ.)

d. Ćëçĺáńĺâě ďĺáłàěâŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ćěłâőàă (0, 5, 3, 7, 7, 2, 1, 6), ĺáŕőńìğãï ćëçĺáńěŋĺï ŕő ňőďãńî 17. Ğăňěâìâě, çâő g = 3 ïćńïěâáï čěŋěàăâőàőň Z^∗_{17}.

Ğăňěçăŋĺï Ŕàěáá, Ťńíŋěàĺ, Šìîłőńìáłĺ ĺ Ćěââěàńĺŋč (Vetterling) [161, 162] ďăîâ åőàőèěě őŕĺáăŋĺě ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě ĺ ěčő ŕàĺńőęěŋĺľ. Ţőàőèěě ććěďěŋĺě ć âěőàĺî őąàăąőâłĺ áĺčŋăńőć (őąńăáâì, čďě ąëáâàőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě Ťãàìě ŕàĺňěŋïěâáï çăéě ćáěčő) ŋăŕĺáăńĺ Őŕŕěŋčěľň ĺ Şĺńáłĺ [153].

Őąëçŋő ĺğőąàěâěŋĺě ňěâőďă ąëáâàőčő ŕàěőąàăğőćăŋĺï Ťãàìě ć 1960-å čőďăå áćïğëćăîâ á ĺňěŋăňĺ Łãńĺ ĺ Šìîłĺ [51]. Ŋă áăňőň ďěńě íâőâ ňěâőď ŋěőďŋőłàăâŋő ćáâàěçăńáï ĺ àăŋìèě, ŋő ěčő ćăęŋőáâì áâăńă őçěćĺďŋőľ ńĺèì á ŕőïćńěŋĺï áőćàěňěŋŋëå æĺäàőćëå ćëçĺáńĺâěńìŋëå ňăèĺŋ. Ŕàěáá, Ťńíŋěàĺ, Šìîłőńìáłĺ ĺ Ćěââěàńĺŋč ãłăğëćăîâ, çâő íâőâ ňěâőď ğŋăńĺ Řãŋčě (Runge) ĺ Łñŋĺč (König) ěéñ ć 1924 čőďã.

33. Šěőàěâĺłő-çĺáńőćëě ăńčőàĺâňë

33 Šěőpěâĺłő-çĺáńőćëě ăńčőpĺâňë

Łőčďă-âő âěőàĺï çĺáěń ąëńă łńăááĺçěáłĺň ŕàĺňěàőň łàăáĺćőľ, ŋő áőćěàèěŋŋő ąěáŕőńěğŋőľ őąńăáâĺ çĺáâőľ ňăâěňăâĺłĺ. Śěľçăá âěőàěâĺłő-çĺáńőćëě ăńčőàĺâňë èĺàőłő ĺáŕőńìğãîâáï — ŕàěęďě ćáěčő ć àăğńĺçŋëå łàĺŕâőčàăäĺçěáłĺå áåěňăå, čďě ŋãęŋë ąőńìèĺě ŕàőáâëě çĺáńă. Ć íâőľ čńăćě ňë őáŋőćŋëě äăłâë ĺ ăńčőàĺâňë, ĺáŕőńìğãěňëě ć âăłőčő àőďă ŕàĺńőęěŋĺïå.

Řăğďěń 33.1 ŕőáćïéñŋ őáŋőćăň âěőàĺĺ çĺáěń (ďěńĺňőáâì, áàăćŋěŋĺï ŕő ňőďãńî, âěőàěňă őą ěďĺŋáâćěŋŋőáâĺ àăğńőęěŋĺï ŋă ŕàőáâëě ňŋőęĺâěńĺ). Ć àăğďěńě 33.2 àăááňăâàĺćăěâáï őďĺŋ ĺğ áăňëå ďàěćŋĺå ăńčőàĺâňőć — ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă ŕőĺáłă ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï ďćãå æěńëå çĺáěń. Ć àăğďěńě 33.3 ňë ŋăŕőňĺŋăěň őáŋőćŋëě äăłâë ăàĺäňěâĺłĺ ć łőńìæăå ćëçěâőć. Ć àăğďěńě 33.4 ňë ĺğãçĺň őáâăâłĺ, ďăćăěňëě łàăâŋëňĺ ďăŋŋőčő çĺáńă a ŕő ďăŋŋőňã ňőďãńî n, ĺ ŋăãçĺňáï àěèăâì ãàăćŋěŋĺě ax ≡ b (mod n) ŕàĺ ŕőňőéĺ ăńčőàĺâňă Ěćłńĺďă. Řăğďěń 33.5 ŕőáćïéñŋ ”łĺâăľáłőľ âěőàěňě őą őáâăâłăå”. Ć àăğďěńě 33.6 àăááňăâàĺćăîâáï őáâăâłĺ őâ ďěńěŋĺï áâěŕěŋěľ ďăŋŋőčő çĺáńă a ŕő äĺłáĺàőćăŋŋőňã ňőďãńî; ĺğńăčăěâáï ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï a^b mod n ŕàĺ ŕőňőéĺ ňŋőčőłàăâŋőčő ćőğćěďěŋĺï ć łćăďàăâ. (İâőâ ăńčőàĺâň ĺčàăěâ ćăęŋěľèãî àőńì ŕàĺ ŕàőćěàłě ŕàőáâőâë çĺáěń.) Ć àăğďěńě 33.7 őŕĺáëćăěâáï őďŋă ĺğ âăł ŋăğëćăěňëå łàĺŕâőáĺáâěň á őâłàëâëň łńîçőň — áĺáâěňă RSA. Řăğďěń 33.8 áőďěàęĺâ ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ŕàőćěàłĺ çĺáěń ŋă ŕàőáâőâã (á ěčő ŕőňőéìî ĺéãâ ąőńìèĺě ŕàőáâëě çĺáńă, ĺáŕőńìğãěňëě ďńï čěŋěàăæĺĺ łńîçěľ ć áĺáâěňě RSA). Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 33.9 ňë ŕàĺćěďñň ďőáâăâőçŋő íääěłâĺćŋëľ íćàĺáâĺçěáłĺľ ăńčőàĺâň, ŕőňőčăîéĺľ àăğńăčăâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ ŋěąőńìèĺě æěńëě çĺáńă. Őâňěâĺâì, çâő ĺňěŋŋő őâáãâáâćĺě (ŋă áěčőďŋïèŋĺľ ďěŋì) íääěłâĺćŋőčő ăńčőàĺâňă àăğńőęěŋĺï çĺáěń ŋă ňŋőęĺâěńĺ ŕőğćőńïěâ ĺáŕőńìğőćăâì áĺáâěňã RSA; ěáńĺ âăłőľ ăńčőàĺâň ŋăľďñâáï, ćáï íâă áĺáâěňă àãåŋěâ ć őďŋőçăáìě. (Šăł çâő őâáãâáâćĺě ăńčőàĺâňă ňőęěâ ąëâì ŕőńěğŋěě ěčő áãéěáâćőćăŋĺï!)

Ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ á ďńĺŋŋëňĺ çĺáńăňĺ Řăąőâăï á ąőńìèĺňĺ æěńëňĺ çĺáńăňĺ, ňë ďőńęŋë ďőčőćőàĺâìáï, çâő áçĺâăâì àăğňěàőň ćåőďŋëå ďăŋŋëå âőľ ĺńĺ ĺŋőľ ğăďăçĺ, ă âăłęě ãáńőćĺâìáï őâŋőáĺâěńìŋő áâőĺňőáâĺ íńěňěŋâăàŋëå ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ.

Ć íâőľ čńăćě ŕőď ”ąőńìèĺň ćåőďőň” (ćåőďőň ąőńìèőčő àăğňěàă) ňë ąãďěň ŕőŋĺňăâì ćåőď, áőďěàęăéĺľ ąőńìèĺě çĺáńă (ă ŋě ćåőď, áőďěàęăéĺľ ňŋőčő çĺáěń — łăł, áłăęěň, ć ğăďăçě áőàâĺàőćłĺ). Ŕőíâőňã àăğňěà ćåőďă ňë ąãďěň ĺğňěàïâì łőńĺçěáâćőň ąĺâőć, ĺáŕőńìğőćăŋŋëå ďńï ğăŕĺáĺ çĺáěń. Ăńčőàĺâň, ŕőńãçăîéĺľ ŋă ćåőď æěńëě çĺáńă a_1, a_2, . . . , a_k, ŋăğëćăěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň (polinomial-time algorithm), ěáńĺ ćàěňï ěčő àăąőâë őčàăŋĺçěŋő ňŋőčőçńěŋőň őâ lg a_1, lg a_2, . . . , lg a_k, âő ěáâì ňŋőčőçńěŋőň őâ ďńĺŋ ĺáåőďŋëå ďăŋŋëå (ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï).

Ďő áĺå ŕőà ňë őąëçŋő áçĺâăńĺ, çâő ăàĺäňěâĺçěáłĺě ďěľáâćĺï (ãňŋőęěŋĺě, ďěńěŋĺě, ćëçĺáńěŋĺě őáâăâłă) ćëŕőńŋïîâáï ğă ěďĺŋĺæã ćàěňěŋĺ. İâő ąëńő àăğãňŋő, ŕőłă ŋě ĺáŕőńìğőćăńĺáì ąőńìèĺě çĺáńă, ŋő âěŕěàì âăłőľ ŕőďåőď ŕěàěáâăñâ ąëâì ăďěłćăâŋëň. Ćëŕőńŋěŋĺě ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ áăňő áâăŋőćĺâáï ďőáâăâőçŋő âàãďőñňłĺň. Ŕőíâőňã çĺáńő őŕěàăæĺľ âěőàěâĺłőçĺáńőćőčő ăńčőàĺâňă ěáâěáâćěŋŋěě ĺğňěàïâì ć ąĺâőćëå őŕěàăæĺïå (bit operations). Ŋăŕàĺňěà, ŕàőáâěľèĺľ ňěâőď ãňŋőęěŋĺï ďćãå β−ąĺâőćëå æěńëå çĺáěń âàěąãěâ Θ(β^2) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ďěńěŋĺě β−ąĺâőćőčő çĺáńă ŋă ąőńěě łőàőâłőě ĺńĺ ćëçĺáńěŋĺě őáâăâłă őâ ďěńěŋĺï β−ąĺâőćőčő çĺáńă ŋă ąőńěě łőàőâłőě (áâăŋďăàâŋëňĺ ňěâőďăňĺ) âàěąãîâ Θ(β^2) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ (áň. ãŕà. 33.1-11.)

Łăł ŕàăćĺńő, ŕàőáâěľèĺě ăńčőàĺâňë ŋě ïćńïîâáï őŕâĺňăńìŋëňĺ. Ŋăŕàĺňěà, ŋěáńőęŋëľ ăńčőàĺâň, ĺáŕőńìğãîéĺľ ňěâőď “àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, ãňŋőęăěâ ďćă β−ąĺâőćëå æěńëå çĺáńă. ďěńăï Θ(β^{lg2 3}) (ąĺâőćëå) őŕěàăæĺľ, ă áăňëľ ąëáâàëľ ĺğ ĺğćěáâŋëå ŋă áěčőďŋïèŋĺľ ďěŋì ăńčőàĺâňőć âàěąãěâ Θ(β lg β lg lg β) őŕěàăæĺľ. Ŋă ŕàăłâĺłě őąëçŋő ŕàĺňěŋïîâ ŕàőáâěľèĺě ăńčőàĺâňë, ŕőíâőňã ć ŋăèĺå àăáçñâăå ňë ąãďěň ĺáåőďĺâì ĺğ őæěŋłĺ őæěŋłã Θ(β^2) ďńï ãňŋőęěŋĺï ĺ ďěńěŋĺï.

Ć íâőľ čńăćě ňë ąãďěň őąàăéăâì ćŋĺňăŋĺě ĺ ŋă çĺáńő ăàĺäňěâĺçěáłĺå, ĺ ŋă çĺáńő ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ.

33.1 Ŋăçăńìŋëě áćěďěŋĺï ĺğ âěőàĺĺ çĺáěń

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŋăŕőňŋĺň ŋěłőâőàëě áćőľáâćă ňŋőęěáâć æěńëå çĺáěń (Z = {. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .}) ĺ ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń (N = {0, 1, 2, . . .}). Ďěńĺňőáâì ĺ ďěńĺâěńĺ.

Čőćőàïâ, çâő d ďěńĺâ a (d divides a, ğăŕĺáì d | a), ěáńĺ a = kd ŕàĺ ŋěłőâőàőň æěńőň k. Śĺŋőŋĺňë: ” d ïćńïěâáï ďěńĺâěńěň a” (d is a divisor of a), ”a ďěńĺâáï ŋă d”. ”a łàăâŋő d” (a is a multiple of d). Ůĺáńő 0 łàăâŋő ńîąőňã çĺáńã. Ěáńĺ a > 0 ĺ d | a, âő |d| ⩽ |a|. Ěáńĺ d ŋě ďěńĺâ a, ŕĺèãâ d ∤ a.

Őąëçŋő ŕěàěçĺáńïîâ âőńìłő ŕőńőęĺâěńìŋëě ďěńĺâěńĺ; ŋăŕàĺňěà, ďěńĺâěńĺ çĺáńă 24 — íâő çĺáńă 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 ĺ áăňő çĺáńő 24.

Ŕàőáâëě ĺ áőáâăćŋëě çĺáńă.

Ůĺáńő a, ŋě ĺňěîéěě ďěńĺâěńěľ, łàőňě ±1 ĺ ±a, ŋăğëćăěâáï ŕàőáâëň (prime); âăłőćë çĺáńă

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, . . . .

Ŕàőáâëå çĺáěń ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő (ãŕà. 33.1-1). Űěńőě çĺáńő a > 1, ŋě ïćńïîéěěáï ŕàőáâëň, ŋăğëćăěâáï áőáâăćŋëň (composite). Ůĺáńő 1, çĺáńő 0, ă âăłęě őâàĺæăâěńìŋëě æěńëě çĺáńă ňë ŋě őâŋőáĺň ŋĺ ł ŕàőáâëň, ŋĺ ł áőáâăćŋëň.

Ďěńěŋĺě á őáâăâłőň. Śàăćŋěŋĺï ŕő ňőďãńî.

Ťĺłáĺàãěň æěńőě çĺáńő n. Ćáě æěńëě çĺáńă ďěńïâáï ŋă n čàãŕŕ ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ őáâăâłőć, łőâőàëě őŋĺ ďăîâ ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n: çĺáńă ćĺďă kn (łàăâŋëě n) őąàăğãîâ őďŋã čàãŕŕã, çĺáńă ćĺďă kn + 1 — ďàãčãî ĺ â.ŕ.

Śâàőčő čőćőàï, âãâ áńěďãěâ áőáńăâìáï ŋă âăłãî âěőàěňã (ŕőďàőąŋőáâĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ć ãçěąŋĺłě ŕő âěőàĺĺ çĺáěń, ŋăŕàĺňěà, ć łŋĺčě Ŋĺćěŋă ĺ Űãłěàňăŋă [151]):

Šěőàěňă 33.1 (ő ďěńěŋĺĺ á őáâăâłőň) Ďńï ńîąőčő æěńőčő çĺáńă a ĺ ŕőńőęĺâěńìŋőčő æěńőčő çĺáńă n áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋăï ŕăàă æěńëå çĺáńă q ĺ r, ďńï łőâőàëå 0 ⩽ r < n ĺ a = qn + r. Ůĺáńő q = ⌊a/n⌋ ŋăğëćăěâáï çăáâŋëň (quotient); çĺáńő r, őąőğŋăçăěňőě a mod n, ŋăğëćăěâáï őáâăâłőň (remainder, residue). Őçěćĺďŋő, çâő n | a âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă a mod n = 0, çâő a = ⌊a/n⌋n + (a mod n) (33.1) ĺ çâő a mod n = a − ⌊a/n⌋n. (33.2) Čőćőàïâ, çâő a áàăćŋĺňő á b ŕő ňőďãńî n (a is equivalent to b, modulo n; ğăŕĺáì: a ≡ b (mod n)) ěáńĺ (a mod n) = (b mod n), âő ěáâì n | (b − a). Ěáńĺ a ŋě áàăćŋĺňő á b ŕő ňőďãńî n, ŕĺèãâ a ≢ b (mod n). Ŋăŕàĺňěà, 61 ≡ 6 (mod 11) ĺ −13 ≡ 22 ≡ 2 (mod 5).

Ćáě æěńëě çĺáńă ďěńïâáï ŋă n łńăááőć íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŕő ňőďãńî n (eqivalence classes modulo n). Ůĺáńő a ćåőďĺâ ć łńăáá [a]_n = {a + kn : k ∈ Z}. Ŋăŕàĺňěà, [3]_7 = [−4]_7 = [10]_7 = {. . . , −11, −4, 3, 10, 17, . . .}. Ňŋőęěáâćő ćáěå łńăááőć íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŕő ňőďãńî n őąőğŋăçăěâáï

Z_n:

Z_n = {[a]_n : 0 ⩽ a ⩽ n − 1}. (33.3)

Ćëąĺàăï ć łăęďőň łńăááě ŕő ŕàěďáâăćĺâěńî, ňőęŋő áçĺâăâì, çâő Z_n = {0, 1, . . . , n − 1}. (33.4) Őąéĺě ďěńĺâěńĺ. Ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì.

Śàěďĺ ćáěå őąéĺå ďěńĺâěńěľ (common divisors) ďăŋŋëå çĺáěń a ĺ b ňőęŋő ćëąàăâì ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì. (greatest common divisor), łőâőàëľ őąőğŋăçăîâ gcd(a, b) ĺńĺ (a, b) (őŋ őŕàěďěńñŋ, ěáńĺ åőâï ąë őďŋő ĺğ çĺáěń a ĺ b őâńĺçŋő őâ 0; ŕőńőęĺň ďńï ãďőąáâćă gcd(0, 0) = 0.

Ćăęŋëě áćőľáâćă őąéĺå ďěńĺâěńěľ ĺ ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï:

ěáńĺ d | a ĺ d | b, âő d | (a + b) ĺ d | (a − b). (33.5)

ěáńĺ d | a ĺ d | b, âő d | (ax + by), (33.6)

ŕàĺ ńîąëå æěńëå x ĺ y. Ěáńĺ a | b âő |a| ⩽ |b| ĺńĺ b = 0, ŕőíâőňã

ěáńĺ a | b ĺ b | a, âő a = ±b. (33.7)

gcd(a, b) = gcd(b, a) (33.8)

gcd(a, b) = gcd(−a, b), (33.9) gcd(a, b) = gcd(|a|, |b|), (33.10) gcd(a, 0) = |a|, (33.11)

gcd(a, ka) = |a| ŕàĺ ćáïłőň k ∈ Z. (33.12)

Šěőàěňă 33.2 Ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì æěńëå çĺáěń a ĺ b, ŋě àăćŋëå 0 őďŋőćàěňěŋŋő, ïćńïěâáï ŋăĺňěŋìèĺň ŕőńőęĺâěńìŋëň íńěňěŋâőň ňŋőęěáâćă {ax + by : x, y ∈ Z} æěńőçĺáńěŋŋëå ńĺŋěľŋëå łőňąĺŋăæĺľ çĺáěń a ĺ b.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì ŋăĺňěŋìèĺľ ŕőńőęĺâěńìŋëľ íńěňěŋâ íâőčő ňŋőęěáâćă àăćěŋ s. Šőčďă s = ax + by ďńï ŋěłőâőàëå x, y ∈ Z. Ŕőńőęĺň q = ⌊a/s⌋. Śőčńăáŋő (33.2), a mod s = a − qs = a − q(ax + by) = a(1 − qx) + b(−qy),

ĺ ŕőâőňã őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï a ŋă s âőęě ïćńïěâáï ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺěľ a ĺ b. Ŋő s ąëń ŋăĺňěŋìèěľ ŕőńőęĺâěńìŋőľ łőňąĺŋăæĺěľ âăłőčő ćĺďă, âăł çâő a mod s = 0 ĺ s | a. Ŕő ăŋăńőčĺçŋëň ŕàĺçĺŋăň ćěàŋő s | b. Šăłĺň őąàăğőň, s ïćńïěâáï őąéĺň ďěńĺâěńěň a ĺ b, ŕőíâőňã gcd(a, b) ⩾ s. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, gcd(a, b) ďěńĺâ łăł a, âăł ĺ b, ă ŕőâőňã ďěńĺâ ĺ s = ax + by (33.6). Ŕőáłőńìłã s > 0, őâáîďă áńěďãěâ, çâő gcd(a, b) ⩽ s. Šăłĺň őąàăğőň, gcd(a, b) ⩾ s ĺ gcd(a, b) ⩽ s, âăł çâő gcd(a, b) = s,

Śńěďáâćĺě 33.3 Ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì ďćãå æěńëå çĺáěń łàăâěŋ ńîąőňã ĺå őąéěňã ďěńĺâěńî.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕő âěőàěňě 33.2 gcd(a, b) ïćńïěâáï ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺěľ a ĺ b. Śńěďáâćĺě 33.4 Ďńï ńîąëå æěńëå çĺáěń a ĺ b ĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋőčő æěńőčő çĺáńă n ćëŕőńŋïěâáï áőőâŋőèěŋĺě gcd(an, bn) = ngcd(a, b).

Ďőłăğăâěńìáâćő. İńěňěŋâë ćĺďă anx + bny ŕőńãçăîâáï ĺğ íńěňěŋâőć ćĺďă ax + by ãňŋőęěŋĺěň ŋă n, âăł çâő íâő őâŋőáĺâáï ĺ ł ŋăĺňěŋìèěňã íńěňěŋâã âăłőčő ćĺďă.

Śńěďáâćĺě 33.5 Ďńï ńîąëå ŕőńőęĺâěńìŋëå æěńëå çĺáěń n, a ĺ b ĺğ n | ab ĺ gcd(a, n) = 1 áńěďãěâ n | b.

Ďőłăğăâěńìáâćő őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî (ãŕà. 33.1-4). Ćğăĺňŋő ŕàőáâëě çĺáńă.

Űěńëě çĺáńă a ĺ b ćğăĺňŋő ŕàőáâë (are relatively prime), ěáńĺ gcd(a, b) = 1.

Šěőàěňă 33.6 Ěáńĺ gcd(a, p) = 1 ĺ gcd(b, p) = 1, âő (ab, p) = 1 (ďńï ńîąëå æěńëå çĺáěń a, b, p). Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕő âěőàěňě 33.2 ŋăľďãâáï æěńëě çĺáńă x, y, x^′ ĺ y^′, ďńï łőâőàëå ax + py = 1, bx^′ + py^′ = 1.

Ŕěàěňŋőęăï íâĺ àăćěŋáâćă, ňë ćĺďĺň, çâő ab(xx^′) + p(ybx^′ + y^′ax + pyy^′) = 1, âăł çâő 1 ïćńïěâáï æěńőçĺáńěŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺěľ ab ĺ p; őáâăńőáì áőáńăâìáï ŋă âěőàěňã 33.2.

Űěńëě çĺáńă n_1, n_2, . . . , n_k ŋăğëćăîâáï ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâëňĺ (pairwise relatively prime), ěáńĺ ńîąëě ďćă ĺğ ŋĺå ćğăĺňŋő ŕàőáâë.

Řăğńőęěŋĺě ŋă ŕàőáâëě ňŋőęĺâěńĺ Šěőàěňă 33.7 Ěáńĺ ŕàőáâőě çĺáńő p ďěńĺâ ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå æěńëå çĺáěń a ĺ b, âő p | a ĺńĺ p | b.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ěáńĺ íâő ŋě âăł ĺ p ŋě ďěńĺâ ŋĺ a, ŋĺ b, âő P ćğăĺňŋő ŕàőáâő á íâĺňĺ çĺáńăňĺ (ďàãčĺå ďěńĺâěńěľ ã p ŋěâ), ĺ ŕőâőňã ćğăĺňŋő ŕàőáâő á ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺěň (âěőàěňă 33.6).

Šěőàěňă 33.8 (Śãéěáâćőćăŋĺě ĺ ěďĺŋáâćěŋŋőáâì àăğńőęěŋĺï) Ćáïłőě áőáâăćŋőě çĺáńő a ěďĺŋáâćěŋŋëň őąàăğőň ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě a = p^{e1}_1 p^{e2}_2 · · · p^{er}_r , čďě p_1 < p_2 < · · · < p_r — ŕàőáâëě çĺáńă, ă e_i — ŕőńőęĺâěńìŋëě æěńëě çĺáńă.

Ďőłăğăâěńìáâćő őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî (ãŕà. 33.1-10). Şŕàăęŋěŋĺï. 33.1-1 Ďőłăęĺâě, çâő áãéěáâćãěâ ąěáłőŋěçŋő ňŋőčő ŕàőáâëå çĺáěń.

(Şłăğăŋĺě: ŋĺ őďŋő ĺğ ŕàőáâëå çĺáěń p_1, p_2, . . . , p_k ŋě ďěńĺâ çĺáńő (p_1p_2 · · · p_k) + 1.)

33.1-2 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ a | b ĺ b | c, âő a | c. 33.1-3 Ŕãáâì çĺáńő p — ŕàőáâőě, ă 0 < k < p. Ďőłăęĺâě, çâő (k, p) = 1. 33.1-4 Ďőłăęĺâě áńěďáâćĺě 33.5. 33.1-5 Ŕãáâì çĺáńő p — ŕàőáâőě, ă 0 < k < p. Ďőłăęĺâě, çâő p | C^k_p . Ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő ďńï ńîąëå æěńëå a, b ĺ ŕàőáâőčő p ćëŕőńŋïěâáï áàăćŋěŋĺě

(a + b)^p ≡ a^p + b^p (mod p).

33.1-6 Ŕãáâì a ĺ b — æěńëě çĺáńă, ŕàĺçñň a | b ĺ b > 0. Ďőłăęĺâě, çâő (x mod b) mod a = x mod a ŕàĺ ńîąőň æěńőň x. Ďőłăęĺâě, çâő (ŕàĺ âěå ęě ďőŕãéěŋĺïå) ĺğ x ≡ y (mod b) áńěďãěâ, çâő x ≡ y (mod a) ŕàĺ ńîąëå æěńëå x ĺ y.

33.1-7 Ťĺłáĺàãěň æěńőě ŕőńőęĺâěńìŋőě k. Ąãďěň ŋăğëćăâì æěńőě çĺáńő n (âőçŋőľ) k-ľ áâěŕěŋìî (kth power), ěáńĺ n àăćŋő a^k ŕàĺ ŋěłőâőàőň æěńőň a. Űěńőě çĺáńő n > 1 ŋăğőćñň ŋěâàĺćĺăńìŋőľ áâěŕěŋìî (nontrivial power), ěáńĺ őŋő ïćńïěâáï k-ľ áâěŕěŋìî ŕàĺ ŋěłőâőàőň æěńőň k > 1. Ŕàěďńőęĺâě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ, ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋőě çĺáńő n ŋěâàĺćĺăńìŋőľ áâěŕěŋìî.

33.1-8 Ďőłăęĺâě áćőľáâćă (33.8)–(33.12). 33.1-9 Ďőłăęĺâě, çâő äãŋłæĺï gcd ăááőæĺăâĺćŋă, âő ěáâì ďńï gcd(a, gcd(b, c)) = gcd(gcd(a, b), c) ďńï ńîąëå æěńëå a, b, c.

33.1-10* Ďőłăęĺâě âěőàěňã 33.8. 33.1-11 Ŕàěďńőęĺâě ăńčőàĺâňë, ćëçĺáńïîéĺě ğă ćàěňï O(β^2) çăáâŋőě ĺ őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï β-ąĺâőćőčő æěńőčő çĺáńă ŋă ąőńěě łőàőâłőě (ćàěňěŋěň áçĺâăěň çĺáńő ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ).

33.1-12 Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŕěàěćőďïéĺľ β-ąĺâőćőě æěńőě çĺáńő ĺğ ďćőĺçŋőľ áĺáâěňë ć ďěáïâĺçŋãî. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ãňŋőęěŋĺě ĺ ďěńěŋĺě ďćãå æěńëå çĺáěń ďńĺŋë ŋě ąőńěě β (ĺňěěâáï ć ćĺďã ďńĺŋă ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ M(β), âő ŕěàěćőď β−ąĺâőćőčő æěńőčő çĺáńă ĺğ ďćőĺçŋőľ áĺáâěňë ć ďěáïâĺçŋãî ňőęěâ ąëâì ćëŕőńŋěŋ ğă ćàěňï Θ(M(β) lg β).

(Şłăğăŋĺě. Ĺáŕőńìğãľâě ňěâőď ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ”, ŕőńãçăï őâďěńìŋő ńěćãî ĺ ŕàăćãî çăáâĺ àěğãńìâăâă.)

33.2 Ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćáě àăááňăâàĺćăěňëě æěńëě çĺáńă ŕőńőęĺâěńìŋë (ďńï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï ğŋăł àőńĺ ŋě ĺčàăěâ).

Ňőęŋő ćëçĺáńïâì (a, b), àăğńăčăï a ĺ b ŋă ňŋőęĺâěńĺ ĺ őâąĺàăï őąéĺě ňŋőęĺâěńĺ: ěáńĺ

a = p^{e1}_1 p^{e2}_2 · . . . · p^{er}_r (33.13) ĺ b = p^{f1}_1 p^{f2}_2 · . . . · p^{fr}_r , (33.14) âő gcd(a, b) = p^{min(e1,f1 )}

1 p^{min(e2,f2)} 2 · . . . · p^{min(er ,fr )} r (33.15)

Ŋő àăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺâěńĺ, łăł ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 33.9, ïćńïěâáï âàãďŋőľ ğăďăçěľ, âăł çâő ěčő ńãçèě ĺğąěčăâì.

Ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă ďńï ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï őáŋőćăŋ ŋă áńěďãîéěľ âěőàěňě.

Šěőàěňă 33.9 (Řěłãààěŋâŋăï äőàňãńă ďńï gcd) Ŕãáâì a — æěńőě ŋěőâàĺæăâěńìŋőě, ă b — æěńőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő. Šőčďă gcd(a, b) = gcd(b, a mod b).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕăàă (a, b) ĺňěěâ âě ęě ďěńĺâěńĺ, çâő ĺ ŕăàă (b, a mod b) (a mod b ïćńïěâáï æěńőçĺáńěŋŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺěľ a ĺ b ĺ ŋăőąőàőâ). Ŕőíâőňã ĺ ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì ã íâĺå ŕăà őďĺŋăłőćëľ.

Ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă.

Ŕàĺćőďĺňëľ ŋĺęě ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï őŕĺáăŋ ć łŋĺčě Ěćłńĺďă ”Ŋăçăńă” (őłőńő 300 č. ďő Ř.Ţ.), åőâï, ćőğňőęŋő, ąëń ĺğćěáâěŋ ĺ àăŋěě. Ňë ğăŕĺèěň ěčő ć ćĺďě àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàë; ěñ ćåőďőň ïćńïîâáï ŋěőâàĺæăâěńìŋëě æěńëě çĺáńă a ĺ b.

Euclid (a,b)
1 if b=0
2 then return a
3 else return Euclid (b, a mod b)

Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ Euclid(30, 21) = Euclid(21.9) = Euclid(9, 3) = Euclid(3, 0) = 3 ŕàőæěďãàă ćëğëćăěâ áěąï âàĺęďë.

Ŕàăćĺńìŋőáâì ŕàőæěďãàë Euclid ćëâěłăěâ ĺğ áőőâŋőèěŋĺï (33.11) ĺ ĺğ âěőàěňë 33.9. Ŕàőæěďãàă ŋě ňőęěâ àăąőâăâì ąěáłőŋěçŋő, ŕőáłőńìłã àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć ŕàőĺáåőďĺâ á ňěŋìèĺň ğŋăçěŋĺěň ćâőàőčő ăàčãňěŋâă.

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ěćłńĺďă.

Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ěćłńĺďă, áçĺâăï, çâő àăğňěàă ćåőďă áńãçăľ a > b ⩾ 0 (ŕàĺ b > a ⩾ 0 ŕàőæěďãàă Euclid(a, b) ŕěàćëň ďěńőň ćëğëćăěâ áěąï, ŕěàěáâăćĺć ăàčãňěŋâë ňěáâăňĺ, ă ŕàĺ a = b > 0 àăąőâă ŕàőæěďãàë ğăćěàèăěâáï ŕőáńě ěďĺŋáâćěŋŋőčő àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă, ŕőáłőńìłã a mod a = 0). Ğăňěâĺň, çâő ćő ćáěå àěłãàáĺćŋëå ćëğőćăå ŕěàćëľ ăàčãňěŋâ ąãďěâ áâàőčő ąőńìèě ćâőàőčő (őáâăâőł ňěŋìèě ďěńĺâěńï).

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Euclid ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő čńãąĺŋě àěłãàáĺĺ. Ďńï ěñ őæěŋłĺ ŋăň ŕàĺčőďïâáï çĺáńă Ťĺąőŋăççĺ F_k, őŕàěďěńñŋŋëě àěłãààěŋâŋëň áőőâŋőèěŋĺěň (2.13).

Ńěňňă 33.10 Ŕãáâì a > b ⩾ 0. Ěáńĺ ŕàőæěďãàă Euclid(a, b) ćő ćàěňï àăąőâë ćëğëćăěâ áěąï k àăğ (k ⩾ 1), âő a ⩾ F_{k+2} ĺ b ⩾ F_{k+1}.

Ďőłăğăâěńìáâćő ŕàőćěďñň ĺŋďãłæĺěľ ŕő k. Ąăğĺáőň ĺŋďãłæĺĺ áńãęĺâ ğŋăçěŋĺě k = 1. Ěáńĺ ŕàőĺáåőďĺâ åőâì őďĺŋ àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć, âő b ⩾ 1 = F_2; ŕő ãáńőćĺî âěőàěňë a > b, âăł çâő a ⩾ 2 = F_3.

Ŕãáâì ńěňňă ćëŕőńŋěŋă ďńï áńãçăï k − 1 ćëğőćőć; ďőłăęěň ěñ ďńï k ćëğőćőć. Ŋă ŕěàćőň èăčě ŕàőæěďãàă Euclid(a, b) ćëŕőńŋïěâ ćëğőć Euclid(b, a mod b), ćŋãâàĺ łőâőàőčő ŕàőĺáåőďĺâ k − 1 àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć, âăł çâő ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłæĺĺ b ⩾ F_{k+1} ĺ (a mod b) ⩾ F_k. Ĺğ ŋěàăćěŋáâćă a > b > 0 áńěďãěâ, çâő ⌊a/b⌋ ⩾ 1 ĺ b + (a mod b) = b + (a − ⌊a/b⌋b) ⩽ a, âăł çâő a ⩾ b + (a mod b) ⩾ F_{k+1} + F_k = F_{k+2}.

Ĺğ ńěňňë 33.10 ćëâěłăěâ áńěďãîéăï âěőàěňă. Šěőàěňă 33.11 (Šěőàěňă Ńăňě) Ŕãáâì k — æěńőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő. Ěáńĺ a > b ⩾ 0 ĺ b < F_{k+1}, âő ŕàőæěďãàă Euclid(a, b) ćëŕőńŋïěâ ňěŋěě k àěłãàáĺćŋëå

Řĺáãŋőł 33.1 33.1: Řăąőâă ŕàőæěďãàë Extended-Euclid ŋă ćåőďě (99, 78). Extended-Euclid(99, 78) ćőğćàăéăěâ âàőľłã (3, −11, 14), âăł çâő (99, 78) = 3 = 99 · (−11) + 78 · 14.

ćëğőćőć.

Ŕőłăęěň, çâő őæěŋłă âěőàěňë 33.11 ŋěãńãçèăěňă, àăááňőâàěć ćëçĺáńěŋĺě ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï áőáěďŋĺå çĺáěń Ťĺąőŋăççĺ. Ŕàőæěďãàă Euclid(F_3, F_2) ćëŕőńŋïěâ őďĺŋ àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć. Ŕőáłőńìłã F_{k+1} mod F_k = F_{k−1}, ćëçĺáńěŋĺě ąãďěâ ĺďâĺ âăł: gcd(F_{k+1}, F_k) = gcd(F_k, (F_{k+1} mod F_k )) = (F_k , F_{k−1}), ŕőíâőňã ćëçĺáńěŋĺě Euclid(F_{k+1}, F_k) ćłńîçăěâ àőćŋő k − 1 àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ĺ ćěàåŋïï őæěŋłă ďőáâĺčăěâáï.

Ŕőáłőńìłã F_k ŕàĺňěàŋő àăćŋő φ^k/ √ 5, čďě φ = (1 + √ 5)/2 — âăł ŋăğëćăěňőě ”ğőńőâőě áěçěŋĺě” áň. (2.14)), çĺáńő àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ďńï Euclid(a, b) (ŕàĺ a > b ⩾ 0) áőáâăćńïěâ O(lg b). (Ąőńěě âőçŋãî őæěŋłã áň. ć ãŕà. 33.2-5.) Ěáńĺ ŕàőæěďãàă Euclid ŕàĺňěŋïěâáï ł ďćãň β-ąĺâőćëň çĺáńăň, âő ěľ ŕàĺåőďĺâáï ćëŕőńŋïâì O(β) ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ, ĺńĺ O(β^3) ąĺâőćëå (áçĺâăěň, çâő ãňŋőęěŋĺě ĺ ďěńěŋĺě β−ąĺâőćëå çĺáěń âàěąãěâ O(β^2) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ). Ŋă áăňőň ďěńě áŕàăćěďńĺćă ąőńěě áĺńìŋăï őæěŋłă O(β^2) ŋă çĺáńő ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ, ćëŕőńŋïěňëå ŕàőæěďãàőľ Euclid (ğăďăçă 33-2).

Řăáèĺàěŋŋëľ ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă.

Ŋěňŋőčő ďőŕőńŋĺć ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă, ňőęŋő ŕőńãçăâì á ěčő ŕőňőéìî łőíääĺæĺěŋâë x ĺ y, ďńï łőâőàëå

d = (a, b) = ax + by (33.18)

(âěőàěňă 33.2). Őąàăâĺâě ćŋĺňăŋĺě, çâő łőíääĺæĺěŋâë x ĺ y ňőčãâ őłăğăâìáï ŋě âőńìłő ŕőńőęĺâěńìŋëňĺ, ŋő ĺ ŋãńěćëňĺ ĺńĺ őâàĺæăâěńìŋëňĺ. (İâĺ łőíääĺæĺěŋâë ŋãęŋë ďńï ćëçĺáńěŋĺï őąàăâŋëå íńěňěŋâőć ć łőńìæě ćëçěâőć.)

Ŕàőæěďãàă Extended-Euclid ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ŕàőĺğćőńìŋãî ŕăàã æěńëå çĺáěń ĺ ćëďăñâ ŋă ćëåőďě âàőľłã æěńëå çĺáěń (d, x, y), ãďőćńěâćőàïîéĺå áőőâŋőèěŋĺî (33.18).

Extended-Euclid (a,b)
1 if b=0
2 then return (a,1,0)
3 (d’,x’,y’) \gets Extended-Euclid(b,a mod b)
4 (d,x,y) \gets (d’, y’, x’-\lfloor a/b\rfloor y’)
5 return (d,x,y)

Řĺáãŋőł 33.1 ĺńńîáâàĺàãěâ àăąőâã ŕàőæěďãàë Extended- Euclid ŋă ćåőďě (99, 78)

Ěáńĺ b = 0, ŕàőæěďãàă Extended-Euclid ćëďăñâ ğŋăçěŋĺě d = a, ă âăłęě ğŋăçěŋĺï x = 1 ĺ y = 0, ďńï łőâőàëå d = a = ax + by.

Ěáńĺ b ≠ 0, àěłãàáĺćŋëľ ćëğőć ŕőğćőńïěâ ŋăľâĺ çĺáńă (d^′, x^′, y^′), âăłĺå, çâő d^′ = (b, a mod b) ĺ

d^′ = bx^′ + (a mod b)y^′. (33.19)

Łăł ňë ğŋăěň, d^′ = d, âăł çâő őáâăńőáì ŋăľâĺ x ĺ y, ďńï łőâőàëå d = ax+by. Ŕěàěŕĺèěň àăćěŋáâćő (33.19): d = bx^′ +(a−⌊a/b⌋b)y^′ = ay^′ + b(x^′ − ⌊a/b⌋y^′). Šăłĺň őąàăğőň, ňőęŋő ŕőńőęĺâì x = y^′ ĺ y = x^′ − ⌊a/b⌋y^′. Łăł ĺ àăŋìèě, çĺáńő àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć ŕàĺ àăąőâě Extended-Euclid(a, b) áőáâăćńïěâ O(lg b).

Şŕàăęŋěŋĺï 33.2-1 Őąêïáŋĺâě, łăłĺň őąàăğőň ĺğ àăćěŋáâć (33.13)–(33.14) áńěďãěâ àăćěŋáâćő (33.15).

33.2-2 Ŕàőáńěďĺâě ğă ćëŕőńŋěŋĺěň ŕàőæěďãàë Extended-Euclid ŋă ćåőďě (899, 493) ĺ ŋăľďĺâě âàőľłã (d, x, y).

33.2-3 Ďőłăęĺâě, çâő ďńï ńîąëå æěńëå çĺáěń a, k ĺ n ćëŕőńŋïěâáï àăćěŋáâćő gcd(a, n) = gcd(a + kn, n).

33.2-4 Ŕěàěŕĺèĺâě ŕàőæěďãàã Euclid, ğăňěŋĺć àěłãàáĺî æĺłńőň ĺ őčàăŋĺçĺćèĺáì äĺłáĺàőćăŋŋëň őąêñňőň ŕăňïâĺ (ĺáŕőńìğãï ńĺèì äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő æěńëå ŕěàěňěŋŋëå)

33.2-5 Ŕãáâì a > b ⩾ 0. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Euclid(a, b) ćëŕőńŋïěâ ŋě ąőńěě 1 + log_φ b àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć. Ďőłăęĺâě ąőńěě âőçŋãî őæěŋłã 1 + log_φ(b/gcd(a, b)).

33.2-6 Łăłőľ őâćěâ ďăñâ ŕàőæěďãàă Extended-Euclid(F_{k+1}, F_k)? 33.2-7 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ d | a, d | b ĺ d = ax + by, âő d = gcd(a, b). 33.2-8 Řăáŕàőáâàăŋĺň őŕàěďěńěŋĺě äãŋłæĺĺ gcd ŋă ąőńìèěě çĺáńő ăàčãňěŋâőć, ŕőńőęĺć gcd(a_0, a_1, . . . , a_n) = gcd(a_0, gcd(a_1, . . . , a_n)). Ŕőłăęĺâě, çâő àěğãńìâăâ ŋě ğăćĺáĺâ őâ ŕőàïďłă ăàčãňěŋâőć. Ŕàěďńőęĺâě ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï łőíääĺæĺěŋâőć x_0, x_1, . . . , x_n, ďńï łőâőàëå gcd(a_0, a_1, . . . , a_n) = a_0x_0 + a_1x_1 + · · · + a_nx_n,, ćëŕőńŋïîéĺľ O(n + lg(max_i a_i)) őŕěàăæĺľ ďěńěŋĺï.

33.2-9 Ŋăğőćñň ŋăĺňěŋìèĺň őąéĺň łàăâŋëň (least common multiple) æěńëå çĺáěń a_1, a_2, . . . , a_n ŋăĺňěŋìèěě ŕőńőęĺâěńìŋőě æěńőě çĺáńő, łàăâŋőě łăęďőňã ĺğ ŋĺå (őąőğŋăçěŋĺě lcm(a_0, a_1, . . . , a_n)). Şłăęĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ lcm(a_0, a_1, . . . , a_n) ĺ ĺáŕőńìğãîéĺľ őŕěàăæĺî ŕőĺáłă ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï (ďćãå çĺáěń) ć łăçěáâćě ŕőďŕàőčàăňňë.

33.2-10 Ďőłăęĺâě, çâő çĺáńă n_1, n_2, n_3 ĺ n_4 ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă gcd(n_1n_2, n_3n_4) = gcd(n_1n_3, n_2n_4) = 1.

Ŕőłăęĺâě, çâő íâő ãâćěàęďěŋĺě ňőęŋő őąőąéĺâì, ďőłăğăâì ãâćěàęďěŋĺě âăłőčő âĺŕă: çĺáńă n_1, n_2, . . . , n_k ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ gcd(a_1, b_1) = gcd(a_2, b_2) = . . . = gcd(a_t, b_t) = 1, čďě t = ⌈lg k⌉, ă çĺáńă a_i ĺ b_i ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ŕàőĺğćěďěŋĺï ŋěłőâőàëå n_i.

33.3 Ňőďãńïàŋăï ăàĺäňěâĺłă

Ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ ŕő ňőďãńî n ŕàőćőďïâáï ŋăď çĺáńăňĺ 0, 1, . . . , n − 1 âăł: ěáńĺ àěğãńìâăâ áńőęěŋĺï, ćëçĺâăŋĺï ĺńĺ ãňŋőęěŋĺï ćëåőďĺâ ğă ŕàěďěńë ãłăğăŋŋőčő ĺŋâěàćăńă, âő őŋ ğăňěŋïěâáï őáâăâłőň ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n. Śńőęŋěě őąáâőĺâ ďěńő á ďěńěŋĺěň. Ůâőąë àăğőąàăâìáï ć íâőň, ŋăŕőňŋĺň ŋěłőâőàëě ŕőŋïâĺï âěőàĺĺ čàãŕŕ.

Łőŋěçŋëě čàãŕŕë.

Ňŋőęěáâćő S á őŕàěďěńñŋŋőľ ŋă ŋñň ąĺŋăàŋőľ őŕěàăæĺěľ ⊕ ŋăğëćăěâáï čàãŕŕőľ (group), ěáńĺ ćëŕőńŋěŋë âăłĺě áćőľáâćă:

1. Ğăňłŋãâőáâì (closure): a ⊕ b ∈ S ďńï ńîąëå a, b ∈ S. 2. Śãéěáâćőćăŋĺě ŋěľâàăńìŋőčő íńěňěŋâă (identity): áãéěáâćãěâ íńěňěŋâ e ∈ S, ďńï łőâőàőčő e ⊕ a = a ⊕ e = a ďńï ńîąőčő a ∈ S (âăłőľ íńěňěŋâ ňőęěâ ąëâì âőńìłő őďĺŋ, âăł łăł e = e·e^′ = e^′ ďńï ńîąëå ďćãå íńěňěŋâőć e ĺ e^′ á âăłĺň áćőľáâćőň).

3. Ăááőæĺăâĺćŋőáâì (associativity): a ⊕ (b ⊕ c) = (a ⊕ b) ⊕ c ďńï ńîąëå a, b, c ∈ S. 4. Śãéěáâćőćăŋĺě őąàăâŋëå íńěňěŋâőć (inverses): ďńï ćáïłőčő a ∈ S ŋăľďñâáï ěďĺŋáâćěŋŋëľ íńěňěŋâ b ∈ S, ďńï łőâőàőčő a ⊕ b = b ⊕ a = e. Ŋăŕàĺňěà, æěńëě çĺáńă á őŕěàăæĺěľ áńőęěŋĺï: őąàăğãîâ čàãŕŕã.

Ć ŋěľ 0 áńãęĺâ ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň, ă őąàăâŋëň (ŕő áńőęěŋĺî) íńěňěŋâőň ł çĺáńã a ïćńïěâáï çĺáńő (−a). Čàãŕŕă ŋăğëćăěâáï ăąěńěćőľ (abelian), ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő áćőľáâćő łőňňãâăâĺćŋőáâĺ: a ⊕ b = b ⊕ a ďńï ćáěå a, b ∈ S.

Čàãŕŕă ŋăğëćăěâáï łőŋěçŋőľ (finite), ěáńĺ çĺáńő íńěňěŋâőć ć ŋěľ łőŋěçŋő.

Ăďďĺâĺćŋëě ĺ ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋëě čàãŕŕë ćëçěâőć Ňőęŋő ŕőáâàőĺâì ďćě čàãŕŕë, íńěňěŋâăňĺ łőâőàëå ąãďãâ ćëçěâë (őáâăâłĺ ŕő ňőďãńî n, ĺńĺ łńăááë íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ŕő ňőďãńî n, áň. àăğďěń 33.1).

Ňë áłńăďëćăěň ĺ ãňŋőęăěň ćëçěâë ŕő ňőďãńî n ŕő ŕàăćĺńăň

[a]_n +_n [b]_n = [a + b]_n, [a]_n ·_n [b]_n = [ab]_n.

Řĺáãŋőł 33.2 33.2 (a) Čàãŕŕă ćëçěâőć ŕő ňőďãńî 6 ŕő áńőęěŋĺî (Z6, +6). (b) Čàãŕŕă őąàăâĺňëå ćëçěâőć ŕő ňőďãńî 15 ŕő ãňŋőęěŋĺî (Z^∗_{15}, ·15).

İâĺ őŕàěďěńěŋĺï łőààěłâŋë, âăł łăł áãňňă (ŕàőĺğćěďěŋĺě) ŋě ĺğňěŋĺâáï ŕő ňőďãńî n, ěáńĺ ĺğňěŋĺâì áńăčăěňëě (ňŋőęĺâěńĺ) ŋă íłćĺćăńěŋâŋëě ŕő ňőďãńî n.

Ăďďĺâĺćŋăï čàãŕŕă ćëçěâőć ŕő ňőďãńî n (additive group modulo n) áőďěàęĺâ ćëçěâë [0]_n, [1]_n, . . . , [n−1]_n; őŋĺ áłńăďëćăîâáï őŕĺáăŋŋëň ćëèě őąàăğőň; őŋă őąőğŋăçăěâáï (Z_n, +_n).

Šěőàěňă 33.12 Śĺáâěňă (Z_n, +_n) ïćńïěâáï łőŋěçŋőľ ăąěńěćőľ čàãŕŕőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ăááőæĺăâĺćŋőáâì ĺ łőňňãâăâĺćŋőáâì őŕěàăæĺĺ +_n áńěďãîâ ĺğ ăŋăńőčĺçŋëå áćőľáâć áńőęěŋĺï æěńëå çĺáěń. Ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň ïćńïěâáï 0 (âőçŋěě čőćőàï, [0]_n). Őąàăâŋëň (őâŋőáĺâěńìŋő čàãŕŕőćőľ őŕěàăæĺĺ) íńěňěŋâőň ł a (âőçŋěě, [a]_n) áńãęĺâ (−a) (âő ěáâì, [−a]_n ĺńĺ [n − a]_n).

Ŋěáłőńìłő áńőęŋěě őŕàěďěńïěâáï ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋăï čàãŕŕă ćëçěâőć ŕő ňőďãńî n (mutiplicative group modulo n). İńěňěŋâë íâőľ čàãŕŕë őąàăğãîâ ňŋőęěáâćő Z^∗_n, áőáâőïéěě ĺğ íńěňěŋâőć Z_n, ćğăĺňŋő ŕàőáâëå á n. Ŕőŋïâĺě ćğăĺňŋőľ ŕàőáâőâë ĺňěěâ áňëáń (ŋě ğăćĺáĺâ őâ ćëąőàă ŕàěďáâăćĺâěńï ć łńăááě íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ): ěáńĺ k — æěńőě çĺáńő, âő (a, n) = 1 àăćŋőáĺńìŋő (a + kn, n) = 1 (ãŕà. 33.2-3).

Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň áńãçăľ n = 15 (àĺá. 33.2 (b), čďě ŕěàěçĺáńěŋë íńěňěŋâë áőőâćěâáâćãîéěľ čàãŕŕë ĺ ŕőłăğăŋă âăąńĺæă ãňŋőęěŋĺï).

Šěőàěňă 33.13 Śĺáâěňă (Z^∗_n, ·_n) ïćńïěâáï łőŋěçŋőľ ăąěńěćőľ čàãŕŕőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕàőćěàĺň, çâő ńîąőľ íńěňěŋâ ĺňěěâ őąàăâŋëľ ć áňëáńě čàãŕŕőćőľ őŕěàăæĺĺ. (Ŋěľâàăńìŋëň íńěňěŋâőň ïćńïěâáï łńăáá [1].) Ůâőąë ŋăľâĺ őąàăâŋëľ ł íńěňěŋâã a, àăááňőâàĺň âàőľłã (d, x, y), ćëďăćăěňãî ŕàőæěďãàőľ Extended-Euclid(a, n). Ŕőáłőńìłã a ∈ Z^∗_n, çĺáńă a ĺ n ćğăĺňŋő ŕàőáâë ĺ d = (a, b) = 1, ŕőíâőňã ax + ny = 1 ĺ ax ≡ 1 (mod n). Šăłĺň őąàăğőň, íńěňěŋâ [x]_n ïćńïěâáï őąàăâŋëň ł [a]_n ć čàãŕŕě (Z^∗_n, ·_n). Ěďĺŋáâćěŋŋőáâì őąàăâŋőčő ňőęŋő ďőłăğăâì (łăł ĺ ďńï ńîąőľ čàãŕŕë) áńěďãîéĺň őąàăğőň: ěáńĺ x ĺ x^′ őąàăâŋë ł a, âő (x ⊕ a) ⊕ x^′ = e ⊕ x^′ = x^′, ă ŕěàěáâăćĺć áłőąłĺ ŕő ăááőæĺăâĺćŋőáâĺ, ŕőńãçĺň x ⊕ (a ⊕ x^′) = x ⊕ e = x,

Ć ďăńìŋěľèěň ňë ďńï ŕàőáâőâë ąãďěň őąőğŋăçăâì áńőęěŋĺě ĺ ãňŋőęěŋĺě ŕő ňőďãńî őąëçŋëňĺ ğŋăłăňĺ + ĺ · (ĺŋőčďă őŕãáłăï ğŋăł ãňŋőęěŋĺï), ă ăďďĺâĺćŋãî ĺ ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋãî čàãŕŕë ćëçěâőć ŕő ňőďãńî n ąãďěň őąőğŋăçăâì Z_n ĺ Z^∗_n (ŋě ãŕőňĺŋăï čàãŕŕőćãî őŕěàăæĺî). İńěňěŋâ, őąàăâŋëľ (őâŋőáĺâěńìŋő őŕěàăæĺĺ ãňŋőęěŋĺï) ł a, ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì a^{−1} mod n. Łăł őąëçŋő, çăáâŋőě a/b ć Z^∗_n őŕàěďěńïěâáï łăł ab^{−1} (mod n). Ŋăŕàĺňěà, ć Z^∗_{15} ĺňěěň 7^{−1} ≡ 13 (mod 15), ŕőáłőńìłã 7 · 13 ≡ 91 ≡ 1 (mod 15), őâłãďă 4/7 ≡ 4 · 13 ≡ 7 (mod 15).

Ůĺáńő íńěňěŋâőć ć Z^∗_n őąőğŋăçăěâáï φ(n). Ťãŋłæĺï φ ŋăğëćăěâáï φ-äãŋłæĺěľ İľńěàă (Euler’s phi function). Ňőęŋő ďőłăğăâì âăłãî äőàňãńã ďńï äãŋłæĺĺ İľńěàă: φ(n) = n ( 1 − 1 p_1 ) · . . . · ( 1 − 1 p_s ) , (33.20)

čďě p_1, . . . , p_s — áŕĺáőł ćáěå ŕàőáâëå ďěńĺâěńěľ çĺáńă n. Ňőęŋő ŕőïáŋĺâì íâã äőàňãńã âăł: áńãçăľŋőě çĺáńő t ćğăĺňŋő ŕàőáâő á n, ěáńĺ őŋő ŋě ďěńĺâáï ŋă p_1 (ćěàőïâŋőáâì çěčő ěáâì (1 − 1/p_1), ŋě ďěńĺâáï ŋă p_2 (ćěàőïâŋőáâì (1 − 1/p_2) ĺ â.ď., ă áőąëâĺï íâĺ ŋěğăćĺáĺňë.

Ŋăŕàĺňěà, φ(45) = 45(1−1/3)(1−1/5) = 24, ŕőáłőńìłã ŕàőáâëňĺ ďěńĺâěńïňĺ çĺáńă 45 ïćńïîâáï çĺáńă 3 ĺ 5. Ďńï ŕàőáâőčő çĺáńă p ĺňěěň φ(p) = p − 1, (33.21) âăł łăł ćáě çĺáńă 1, 2, . . . , p − 1 ćğăĺňŋő ŕàőáâë á p. Ěáńĺ çĺáńő n áőáâăćŋőě, âő φ(n) < n − 1.

Ŕőďčàãŕŕë.

Ŕãáâì (S, ⊕) ïćńïěâáï čàãŕŕőľ, ă S^′ ⊆ S. Ěáńĺ (S^′, ⊕) âőęě ïćńïěâáï čàãŕŕőľ, âő (S^′, ⊕) ŋăğëćăîâ ŕőďčàãŕŕőľ (subgroup) čàãŕŕë (S, ⊕). Ŋăŕàĺňěà, çñâŋëě çĺáńă őąàăğãîâ ŕőďčàãŕŕã čàãŕŕë æěńëå çĺáěń (á őŕěàăæĺěľ áńőęěŋĺï).

Šěőàěňă 33.14 Ğăňłŋãâőě ŕőďňŋőęěáâćő łőŋěçŋőľ čàãŕŕë ïćńïěâáï ŕőďčàãŕŕőľ: ěáńĺ (S, ⊕) — łőŋěçŋăï čàãŕŕőľ, S^′ ⊂ S ĺ a⊕b ∈ S^′ ďńï ńîąëå a, b ∈ S^′, âő (S^′, ⊕) ïćńïěâáï ŕőďčàãŕŕőľ čàãŕŕë (S, ⊕).

Ďőłăğăâěńìáâćő őáâăćńïěâáï çĺâăâěńî (ãŕà. 33.3-2).

Ŕàĺňěà: ňŋőęěáâćő {0, 2, 4, 6} ⊆ Z_8 ğăňłŋãâő őâŋőáĺâěńìŋő áńőęěŋĺï ĺ őąàăğãěâ ŕőďčàãŕŕã čàãŕŕë Z_8.

Śńěďãîéăï âěőàěňă ŋăłńăďëćăěâ ŋă àăğňěà ŕőďčàãŕŕ ćăęŋëě őčàăŋĺçěŋĺï.

Šěőàěňă 33.15 (Šěőàěňă Ńăčàăŋęă) Ěáńĺ (S^′, ⊕) ïćńïěâáï ŕőďčàãŕŕőľ łőŋěçŋőľ čàãŕŕë (S, ⊕), âő |S^′| ďěńĺâ |S|. Ďőłăğăâěńìáâćő ňőęŋő ŋăľâĺ ć ãçěąŋĺłăå ăńčěąàë (čàãŕŕă S àăğąĺćăěâáï ŋă ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï łńăááë ćĺďă x⊕S^′, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ |S^′| íńěňěŋâőć).

Ŕőďčàãŕŕă S^′ čàãŕŕë S, ŋě áőćŕăďăîéăï áő ćáěľ čàãŕŕőľ, ŋăğëćăěâáï áőąáâćěŋŋőľ (proper) ŕőďčàãŕŕőľ.

Śńěďáâćĺě 33.16 Ěáńĺ S^′ ïćńïěâáï áőąáâćěŋŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ łőŋěçŋőľ čàãŕŕë S, âő |S^′| < |S| ⩽ 2. İâő (őçěćĺďŋőě) áńěďáâćĺě âěőàěňë Ńăčàăŋęă ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăŋő ŕàĺ ăŋăńĺğě ćěàőïâŋőáâŋőčő ăńčőàĺâňă Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă (ŕàőćěàłă ŕàőáâőâë).

Ŕőďčàãŕŕă, ŕőàőęďñŋŋăï íńěňěŋâőň čàãŕŕë.

Ŕãáâì a — ŋěłőâőàëľ íńěňěŋâ łőŋěçŋőľ čàãŕŕë S. Řăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì íńěňěŋâőć e, a, a ⊕ a, a ⊕ a ⊕ a, . . . Ŕő ăŋăńőčĺĺ áő áâěŕěŋïňĺ (čàãŕŕőćăï őŕěàăæĺï áőőâćěâáâćãěâ ãňŋőęěŋĺî) ąãďěň ŕĺáăâì a^{(0)} = e, a^{(1)} = a, a^{(2)} = a ⊕ a, a^{(3)} = a ⊕ a ⊕ a ĺ â.ď. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő a^{(i)} ⊕ a^{(j)} = a^{(i+j)}, ć çăáâŋőáâĺ, a^{(i)} ⊕ a = a^{(i+1)}. Ăŋăńőčĺçŋőě ãâćěàęďěŋĺě ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì ĺ ďńï ”őâàĺæăâěńìŋëå áâěŕěŋěľ”, ć çăáâŋőáâĺ, a^{(i)} · a^{−1} = a^{(i−1)}.

Ěáńĺ čàãŕŕă S łőŋěçŋă, âő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì e, a, a ⊕ a, a ⊕ a ⊕ a, . . . ąãďěâ ŕěàĺőďĺçŋă (áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ őŕàěďěńïěâáï ŕàěďëďãéĺň, ŕőíâőňã àăğ ŕőćâőàĺćèĺáì, íńěňěŋâë ąãďãâ ŕőćâőàïâìáï ŕő æĺłńã). Ŕàěďŕěàĺőďă ŕàĺ íâőň ŋě ąãďěâ, âăł łăł łăęďëľ íńěňěŋâ ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋ ĺğ áńěďãîéěčő (ŕàĺňěŋěŋĺěň čàãŕŕőćőľ őŕěàăæĺĺ ł ŋěňã ĺ ł a^{−1}) ĺ ŕőâőňã ŕěàěď àăćŋëňĺ íńěňěŋâăňĺ ĺďãâ àăćŋëě. Šăłĺň őąàăğőň, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺňěěâ ćĺď

e = a^{(0)}, a^{(1)}, a^{(2)}, . . . , a^{(n−1)}, a^{(t)} = e, . . .

(ďăńìèě ćáñ ŕőćâőàïěâáï) ĺ áőďěàęĺâ t àăğńĺçŋëå íńěňěŋâőć, čďě t — ŋăĺňěŋìèěě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő, ďńï łőâőàőčő a^{(t)} = e. İâő çĺáńő ŋăğëćăěâáï ŕőàïďłőň (order) íńěňěŋâă a ĺ őąőğŋăçăěâáï ord(a).

Şłăğăŋŋëě n íńěňěŋâőć őąàăğãîâ ŕőďčàãŕŕã. İâő áńěďãěâ ĺğ âěőàěňë 33.14, łàőňě âőčő, íâő ňőęŋő ŕàőćěàĺâì ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő, âăł łăł čàãŕŕőćăï őŕěàăæĺï áőőâćěâáâćãěâ áńőęěŋĺî ”áâěŕěŋěľ”. İâă ŕőďčàãŕŕă ŋăğëćăěâáï ŕőàőęďñŋŋőľ íńěňěŋâőň a (subgroup generated by a) ĺ őąőğŋăçăěâáï ⟨a⟩ ĺńĺ, ěáńĺ ňë åőâĺ ïćŋő ãłăğăâì čàãŕŕőćãî őŕěàăæĺî, (⟨a⟩, ⊕). İńěňěŋâ a ŋăğëćăîâ őąàăğãîéěľ (generator) ŕőďčàãŕŕë ⟨a⟩; čőćőàïâ, çâő őŋ ŕőàőęďăěâ (generates) íâã ŕőďčàãŕŕã. Ŋăŕàĺňěà, íńěňěŋâ a = 2 čàãŕŕë Z_6 ŕőàőęďăěâ ŕőďčàãŕŕã. áőáâőïéăï ĺğ íńěňěŋâőć 0, 2, 4.

Ćőâ ŋěáłőńìłő ŕőďčàãŕŕ čàãŕŕë Z_6, ŕőàőęďñŋŋëå àăğńĺçŋëňĺ íńěňěŋâăňĺ: ⟨0⟩ = {0}, ⟨1⟩ = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, ⟨2⟩ = {0, 2, 4}. Ăŋăńőčĺçŋëľ ŕàĺňěà ďńï ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőľ čàãŕŕë Z^∗_7: ğďěáì ⟨1⟩ = {1}, ⟨2⟩ = {1, 2, 4}, ⟨3⟩ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ĺğ áłăğăŋŋőčő ŋăňĺ ćëâěłăěâ Šěőàěňă 33.17 Ŕãáâì (S, ⊕) — łőŋěçŋăï čàãŕŕă. Ěáńĺ a ∈ S, âő àăğňěà ŕőďčàãŕŕë, ŕőàőęďăěňőľ a, áőćŕăďăěâ á ŕőàïďłőň a (âő ěáâì, |⟨a⟩| = ord(a)). Śńěďáâćĺě 33.18 Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì a^{(1)}, a^{(2)}, . . . ŕěàĺőďĺçŋă á ŕěàĺőďőň t = ord(a); ĺŋăçě čőćőàï, a^{(i)} = a^{(j)} âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă i ≡ j (mod t).

Ŕěàĺőďĺçŋőáâì ŕőğćőńïěâ ŕàőďőńęĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ć őąě áâőàőŋë, őŕàěďěńĺć a^{(i)} łăł a^{(i)} = a^{(imodt)} (àĺ ćáïłőň æěńőň i (ć âőň çĺáńě ĺ őâàĺæăâěńìŋőň.)

Śńěďáâćĺě 33.19 Ć łőŋěçŋőľ čàãŕŕě (S, ⊕) á ěďĺŋĺæěľ e ďńï ćáïłőčő a ∈ S ćëŕőńŋïěâáï àăćěŋáâćő a^{(|S|)} = e.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕő âěőàěňě Ńăčàăŋęă ord(a) | |S|, őâłãďă |S| ≡ 0 (mod t), čďě t = ord(a). Şŕàăęŋěŋĺï 33.3-1 Ŋăŕĺèĺâě âăąńĺæë ďńï čàãŕŕőćëå őŕěàăæĺľ ć čàãŕŕăå (Z^∗_4, +_4) ĺ (Z^∗_5, ·_5). Ďőłăęĺâě, çâő íâĺ čàãŕŕë ĺğőňőàäŋë, âő ěáâì ŕőáâàőľâě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě α ňěęďã ĺå íńěňěŋâăňĺ, ãďőćńěâćőàïîéěě áńěďãîéěňã áćőľáâćã: àăćěŋáâćő a + b ≡ c (mod 4) ďőńęŋő ćëŕőńŋïâìáï őďŋőćàěňěŋŋő á àăćěŋáâćőň α(a) · α(b) ≡ α(c) (mod 5).

33.3-2 Ďőłăęĺâě âěőàěňã 33.14 33.3-3 Ŕãáâì p — ŕàőáâőě çĺáńő, k — ŕőńőęĺâěńìŋőě æěńőě çĺáńő.

Ďőłăęĺâě, çâő φ(p^k) = p^{k−1}(p − 1).

33.3-4 Ŕãáâì n > 1 ĺ a ∈ Z^∗_n. Ďőłăęĺâě, çâő äãŋłæĺï f_a : Z^∗_n → Z^∗_n, őŕàěďěńïěňăï àăćěŋáâćőň f_a(x) = ax mod n ïćńïěâáï ŕěàěáâăŋőćłőľ ňŋőęěáâćă Z^∗_n.

33.3-5 Ćëŕĺèĺâě ćáě ŕőďčàãŕŕë čàãŕŕ Z_9 ĺ Z^∗_{13}.

33.4 Řěèěŋĺě ńĺŋěľŋëå ďĺőäăŋâőćëå ãàăćŋěŋĺľ

Ŋăá ąãďãâ ĺŋâěàěáőćăâì æěńőçĺáńěŋŋëě àěèěŋĺï ãàăćŋěŋĺï

ax ≡ b (mod n), (33.22)

(ğďěáì a, b ĺ n — æěńëě çĺáńă; âăłĺě ãàăćŋěŋĺï ŋăğëćăîâ ”ńĺŋěľŋëňĺ ďĺőäăŋâőćëňĺ ãàăćŋěŋĺïňĺ”). §áŋő, çâő ğďěáì ćă- ęěŋ ńĺèì őáâăâőł őâ ďěńěŋĺï x ŋă n, âăł çâő àěèěŋĺěň (33.22) ěáâěáâćěŋŋő ŋăğëćăâì ŋě æěńőě çĺáńő, ă íńěňěŋâ čàãŕŕë Z_n (łńăáá çĺáěń, ďăîéĺå őďĺŋ ĺ âőâ ęě őáâăâőł ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă n). Šăłĺň őąàăğőň, ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì ğăďăçã âăł: ěáâì íńěňěŋâë a, b ∈ Z_n, ňë ĺéěň ćáě x ∈ Z_n, ďńï łőâőàëå ax = b (mod n).

Ŋăŕőňŋĺň, çâő çěàěğ ⟨a⟩ őąőğŋăçăěâáï ŕőàőęďñŋŋăï íńěňěŋâőć a ŕőďčàãŕŕă (ć ďăŋŋőň áńãçăě ŕőďčàãŕŕă čàãŕŕë Z_n). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ⟨a⟩ = {a^{(x)} : x > 0} = {ax mod n : x > 0}, ŕőíâőňã ãàăćŋěŋĺě (33.22) ĺňěěâ åőâï ąë őďŋő àěèěŋĺě âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă b ∈ ⟨a⟩. Śłőńìłő íńěňěŋâőć ć |⟨a⟩|? Ŕő âěőàěňě Ńăčàăŋęă (33.15) íâő çĺáńő ïćńïěâáï ďěńĺâěńěň n.

Šěőàěňă 33.20 Ďńï ńîąëå ŕőńőęĺâěńìŋëå æěńëå a ĺ n ⟨a⟩ = ⟨d⟩ = {0, d, 2d, . . . , ((n/d) − 1)d}, (33.23) ĺ |⟨a⟩| = n/d, čďě d = gcd(a, n).

Ďőłăğăâěńìáâćő Řăáèĺàěŋŋëľ ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă ć ŕàĺňěŋěŋĺĺ ł a ĺ n ďăñâ âàőľłã (d, x^′, y^′), ďńï łőâőàőľ d = gcd(a, n) ĺ ax^′ + ny^′ = d. Šőčďă ax^′ ≡ d (mod n), ĺ ŕőâőňã d ∈ ⟨a⟩. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, d ěáâì ďěńĺâěńì a, ĺ ŕőâőňã a ∈ ⟨d⟩. Śńěďőćăâěńìŋő, ⟨a⟩ = ⟨d⟩ = {0, d, 2d, . . . , ((n/d) − 1)d} Śńěďáâćĺě 33.21 Şàăćŋěŋĺě ax ≡ b (mod n) àăğàěèĺňő őâŋőáĺâěńìŋő x âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă (a, n) | b.

Śńěďáâćĺě 33.22 Şàăćŋěŋĺě ax ≡ b (mod n) ĺňěěâ d = gcd(a, n) àăğńĺçŋëå àěèěŋĺľ ć Z_n ĺńĺ ŋě ĺňěěâ ĺå ćőćáě.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ěáńĺ ãàăćŋěŋĺě ax ≡ b (mod n) ĺňěěâ àěèěŋĺě, âő b ∈ ⟨a⟩. Śőčńăáŋő áńěďáâćĺî 33.18, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ax mod n (a ĺ n äĺłáĺàőćăŋë, x = 0, 1, . . .) ŕěàĺőďĺçŋă á ŕěàĺőďőň |⟨a⟩| = n/d. Ěáńĺ b ∈ ⟨a⟩, âő b ćáâàěçăěâáï àőćŋő őďĺŋ àăğ áàěďĺ ŕěàćëå n/d çńěŋőć àăááňăâàĺćăěňőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ. Ŕàĺ ĺğňěŋěŋĺĺ i őâ 0 ďő n − 1 íâőâ ŋăąőà ĺğ n/d çĺáěń ŕàőåőďĺâáï d àăğ ĺ íńěňěŋâ b ćáâàěçăěâáï d àăğ; áőőâćěâáâćãîéĺě ğŋăçěŋĺï x áńãęăâ àěèěŋĺïňĺ ãàăćŋěŋĺï ax ≡ b (mod n).

Šěőàěňă 33.23 Ŕãáâì d = gcd(a, n) = ax^′ +ny^′, čďě x^′ ĺ y^′ — æěńëě çĺáńă (ŋăŕàĺňěà, ćëďăćăěňëě ŕàőæěďãàőľ Extended-Euclid). Ěáńĺ d | b, âő çĺáńő x_0 = x^′(b/d) (mod n) ïćńïěâáï àěèěŋĺěň ãàăćŋěŋĺï ax = b (mod n).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕő ãáńőćĺî ax^′ ≡ d (mod n), ŕőíâőňã ax_0 ≡ ax^′(b/d) ≡ d(b/d) ≡ b (mod n).

Šěőàěňă 33.24 Ŕãáâì ãàăćŋěŋĺě ax ≡ b (mod n) àăğàěèĺňő, ĺ x_0 ïćńïěâáï ěčő àěèěŋĺěň. Šőčďă ãàăćŋěŋĺě ĺňěěâ d = gcd(a, b) àěèěŋĺľ ć Z_n, ğăďăćăěňëå äőàňãńőľ x_i = x_0 + i(n/d), čďě i = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŋăçăć á x_0 ĺ ďćĺčăïáì á èăčőň n/d, ňë áďěńăěň d èăčőć, ŕàěęďě çěň ğăňłŋñň łàãč. Ŕàĺ íâőň ćáě íâĺ çĺáńă ąãďãâ őáâăćăâìáï àěèěŋĺïňĺ ãàăćŋěŋĺï ax ≡ b (mod n), âăł łăł ŕàĺ ãćěńĺçěŋĺĺ x ŋă n/d ŕàőĺğćěďěŋĺě ax ãćěńĺçĺćăěâáï ŋă n(a/d), âő ěáâì ŋă łàăâŋőě n. Šăłĺň őąàăğőň, ňë ŕěàěçĺáńĺńĺ ćáě d àěèěŋĺľ.

Ć áőőâćěâáâćĺĺ áő áłăğăŋŋëň ŋăŕĺèěň ŕàőæěďãàã, łőâőàăï ŕő æěńëň çĺáńăň a, b ĺ n > 0 ďăñâ ćáě àěèěŋĺï ãàăćŋěŋĺï ax ≡ b (mod n).

Modular-Linear-Equation-Solver(a,b,n)
1 (d,x’,y’)\gets Extended-Euclid(a,n)
2 if d| b
3 then x_0 \gets x’ (b/d) \bmod n
4 for i \gets 0 to d-1
5 do print (x_0+i(n/d)) \bmod n
6 else print "ŋěâ àěèěŋĺľ"

Ŋăŕàĺňěà, ďńï ãàăćŋěŋĺï 14x ≡ 30 (mod 100) (a = 14, b = 30 ĺ n = 100) ćëğőć ŕàőæěďãàë Extended-Euclid ć áâàőłě 1 ďăñâ (d, x, y) = (2, −7, 1). Ŕőáłőńìłã 2 | 30, ć áâàőłě 3 ćëçĺáńïěâáï x_0 = (−7) · (15) mod 100 = 95, ĺ ć áâàőłăå 4–5 ŕěçăâăîâáï çĺáńă 95 ĺ 45.

Ŕàőæěďãàă Modular-Linear-Equation-Solver(a, n) ćëŕőńŋïěâ O(lg n + (a, n)) ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ (O(lg n) ć áâàőłě 1 ĺ O(gcd(a, n)) ć őáâăńìŋëå áâàőłăå).

Śńěďáâćĺě 33.25 Ŕãáâì n > 1. Ěáńĺ gcd(a, n) = 1, âő ãàăćŋěŋĺě ax ≡ b (mod n) ĺňěěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě àěèěŋĺě (ć Z_n).

Śńãçăľ b = 1 őáőąěŋŋő ćăęěŋ — ŕàĺ íâőň ňë ŋăåőďĺâ őąàăâŋëľ ł x íńěňěŋâ ŕő ňőďãńî n (multiplicative inverse modulo n), âő ěáâì őąàăâŋëľ ć čàãŕŕě Z^∗_n íńěňěŋâ.

Śńěďáâćĺě 33.26 Ŕãáâì n > 1. Ěáńĺ gcd(a, n) = 1, âő ãàăćŋěŋĺě

ax ≡ 1 (mod n) (33.24)

ĺňěěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě àěèěŋĺě ć Z_n. Ŕàĺ gcd(a, n) > 1 íâő ãàăćŋěŋĺě àěèěŋĺľ ŋě ĺňěěâ.

Šěň áăňëň ňë ŋăãçĺńĺáì ćëçĺáńïâì őąàăâŋëľ íńěňěŋâ ć čàãŕŕě Z^∗_n ğă O(lg n) ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ.

Şŕàăęŋěŋĺï 33.4-1 Řěèĺâě ãàăćŋěŋĺě 35x ≡ 10 (mod 50). 33.4-2 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ gcd(a, n) = 1, âő ĺğ ax = ay (mod n) áńěďãěâ ãàăćŋěŋĺě x = y (mod n). Ŕőłăęĺâě ŋă ŕàĺňěà, çâő ãáńőćĺě gcd(a, n) = 1 áãéěáâćěŋŋő.

33.4-3 Ąãďěâ ńĺ àăąőâăâì ŕàőæěďãàă Modular-Linear-Equation- Solver, ěáńĺ áâàőłã 3 ć ŋěľ ğăňěŋĺâì ŋă

3 then x_0 \gets x’ (b/d) \bmod (n/d)

Őąêïáŋĺâě áćőľ őâćěâ.

33.4-4* Ŕãáâì f(x) ≡ f_0 + f_1x + · · ·+ f_tx_t (mod p) — ňŋőčőçńěŋ áâěŕěŋĺ t á łőíääĺæĺěŋâăňĺ f_i ∈ Z_p (čďě p — ŕàőáâőě çĺáńő). Ŋăğőćñň a ∈ Z_p ŋãńñň (zero) ňŋőčőçńěŋă f, ěáńĺ f(a) ≡ 0 (mod p). Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ a — ŋãńì ňŋőčőçńěŋă f, âő ŋăľďñâáï ňŋőčőçńěŋ g(x) áâěŕěŋĺ t − 1, ďńï łőâőàőčő f(x) ≡ (x − a)g(x) (mod p). Ćëćěďĺâě őâáîďă, çâő ňŋőčőçńěŋ áâěŕěŋĺ t ĺňěěâ ŋě ąőńěě t ŋãńěľ (ć Z_p).

33.5 Łĺâăľáłăï âěőàěňă őą őáâăâłăå

Őłőńő 100 č. ďő Ř.Ţ. łĺâăľáłĺľ ňăâěňăâĺł Śãŋ Űã (Sun-Tsǔ) àěèĺń âăłãî ğăďăçã: ŋăľâĺ çĺáńő, ďăîéěě ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 3, 5 ĺ 7 őáâăâłĺ 2, 3 ĺ 2 áőőâćěâáâćěŋŋő (őąéĺľ ćĺď àěèěŋĺï — 23 + 105k ŕàĺ æěńëå k). Ŕőíâőňã ãâćěàęďěŋĺě őą íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ áĺáâěňë áàăćŋěŋĺľ ŕő ćğăĺňŋő ŕàőáâëň ňőďãńïň ĺ áàăćŋěŋĺï ŕő ňőďãńî ŕàőĺğćěďěŋĺľ ŋăğëćăîâ ”łĺâăľáłőľ âěőàěňőľ őą őáâăâłăå”.

Ŕãáâì ŋěłőâőàőě çĺáńő n ŕàěďáâăćńěŋő ć ćĺďě ŕàőĺğćěďěŋĺï ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâëå çĺáěń n_1n_2 · . . . · n_k. Łĺâăľáłăï âěőàěňă őą őáâăâłăå ãâćěàęďăěâ, çâő łőńìæő ćëçěâőć Z_n ãáâàőěŋő łăł ŕàőĺğćěďěŋĺě łőńěæ ćëçěâőć Z_{n1} × Z_{n2} × · · ·× Z_{nk} (á ŕőłőňŕőŋěŋâŋëň áńőęěŋĺěň ĺ ãňŋőęěŋĺěň). İâő áőőâćěâáâćĺě ŕőńěğŋő ĺ á ăńčőàĺâňĺçěáłőľ âőçłĺ ğàěŋĺï, âăł łăł ąëćăěâ ŕàőéě ćëŕőńŋĺâì őŕěàăæĺĺ ćő ćáěå ňŋőęěáâćăå Z_{ni}, çěň ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ć Z_n.

Šěőàěňă 33.27 (Łĺâăľáłăï âěőàěňă őą őáâăâłăå) Ŕãáâì n = n_1n_2 · · · n_k, čďě n_1, n_2, . . . , n_k ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë. Řăááňőâàĺň áőőâćěâáâćĺě

a ↔ (a_1, a_2, . . . , a_k), (33.25)

čďě a ∈ Z_n, a_i ∈ Z_{ni} ĺ a_i ≡ a mod n_i ŕàĺ i = 1, 2, . . . , k. Ťőàňãńă (33.25) őŕàěďěńïěâ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã Z_n

Łĺâăľáłăï âěőàěňă őą őáâăâłăå 737

ĺ ďěłăàâőćëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň Z_{n1} × Z_{n2} × · · · × Z_{nk}. Ŕàĺ íâőň őŕěàăæĺïň áńőęěŋĺï, ćëçĺâăŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï ć Z_n áőőâćěâáâćãîâ ŕőłőňŕőŋěŋâŋëě őŕěàăæĺĺ ŋăď k-íńěňěŋâŋëňĺ łőàâěęăňĺ: ěáńĺ a ↔ (a_1, a_2, . . . , a_k) ĺ b ↔ (b_1, b_2, . . . , b_k), âő (a+b) mod n ↔ ((a_1+b_1) mod n_1, (a_2+b_2) mod n_2, . . . , (a_n+b_n) mod n_k), (33.26) (a−b) mod n ↔ ((a_1−b_1) mod n_1, (a_2−b_2) mod n_2, . . . , (a_n−b_n) mod n_k), (33.27) (ab) mod n ↔ ((a_1b_1) mod n_1, (a_2b_2) mod n_2, . . . , (a_nb_n) mod n_k). (33.28) Ďőłăğăâěńìáâćő Ğăňěâĺň ŕàěęďě ćáěčő, çâő äőàňãńă (33.25) ďěľáâćĺâěńìŋő ğăďăñâ łőààěłâŋő őŕàěďěńñŋŋőě őâőąàăęěŋĺě Z_n ć ãłăğăŋŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě: ěáńĺ ďćă çĺáńă áàăćŋĺňë ŕő ňőďãńî n, âő ĺå àăğŋőáâì łàăâŋă n, ĺ ŕőâőňã íâĺ çĺáńă ďăîâ őďĺŋăłőćëě őáâăâłĺ ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă ńîąőě ĺğ n_i (âăł łăł n_i | n).

Őąàăâŋőě őâőąàăęěŋĺě âăłęě ńěčłő őŕĺáăâì. Ŕőńőęĺň m_i = n/n_i, čďě i = 1, 2, . . . , k, âő ěáâì m_i = n_1n_2 . . .n_{i−1}n_{i+1} . . . n_k. Őçěćĺďŋő, m_i ≡ 0 (mod n_j ) ŕàĺ i ≠ j. Ŕőńőęĺň

c_i = m_i(m^{−1}_i mod n_i) (33.29)

ŕàĺ i = 1, 2, . . . , k. Šőčďă c_i ≡ 1 (mod n)_i ĺ c_i ≡ 0 (mod n)_j ŕàĺ j ≠ i, ĺ çĺáńã c_i áőőâćěâáâćãěâ ŋăąőà á őďŋőľ ěďĺŋĺæěľ ŋă i-ň ňěáâě: c_i ↔ (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Šěň áăňëň. ŕőńőęĺć

a ≡ (a_1c_1 + a_2c_2 + . . . a_kc_k) (mod n). (33.30)

ňë ŕőńãçĺň çĺáńő, áőőâćěâáâćãîéěě ŋăąőàã (a_1, a_2, . . . , a_k). Šěň áăňëň ďńï łăęďőčő ŋăąőàă ňőęŋő ŋăľâĺ áőőâćěâáâćãîéĺľ íńěňěŋâ Z_n. Őáâăńőáì ãąěďĺâìáï, çâő âăłőľ íńěňěŋâ âőńìłő őďĺŋ. Ňőęŋő áőáńăâìáï ŋă âő, çâő ĺ áńěćă, ĺ áŕàăćă ã ŋăá ĺňěîâáï ňŋőęěáâćă ĺğ n = n_1n_2 . . .n_k íńěňěŋâőć, ĺ ŕőâőňã ćáïłăï áîàêěłæĺï ïćńïěâáï ąĺěłæĺěľ. Ă ňőęŋő ğăňěâĺâì, çâő ěáńĺ a ĺ a^′ ďăîâ őďĺŋăłőćëě őáâăâłĺ ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă ćáě n_i, âő a − a^′ ďěńĺâáï ŋă ćáě n_i ĺ ć áĺńã ćğăĺňŋőľ ŕàőáâőâë ŋă ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺě, âő ěáâì ŋă n (íâő ńěčłő áńěďãěâ ĺğ őďŋőğŋăçŋőáâĺ àăğńőęěŋĺï ŋă ňŋőęĺâěńĺ).

Řĺáãŋőł 33.3 33.3 Łĺâăľáłăï âěőàěňă őą őáâăâłă: n1 = 5, n2 = 13. Ć áâőńąæăå ŕěàěçĺáńěŋë àăğńĺçŋëě őáâăâłĺ ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 13, ć áâàőłăå - ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 5. Łăęďőě çĺáńő őâ 0 ďő 65 − 1 ŕőňěéěŋő ć áőőâćěâáâćãîéãî áâàőłã ĺ áâőńąěæ, ĺ âěőàěňă čăàăŋâĺàãěâ, çâő ć łăęďőľ łńěâłě âăąńĺæë ąãďěâ ŕő őďŋőňã çĺáńã.

Śńěďáâćĺě 33.28 Ěáńĺ n_1, n_2, . . . , n_k ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë ĺ n = n_1n_2 · · ·n_k , âő áĺáâěňă áàăćŋěŋĺľ

x ≡ a_i (mod n_i)

őâŋőáĺâěńìŋő x (čďě i = 1, 2, . . . , k) ĺňěěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě àěèěŋĺě ŕő ňőďãńî n.

Śńěďáâćĺě 33.29 Ěáńĺ n_1, n_2, . . . , n_k ŕőŕăàŋő ćğăĺňŋő ŕàőáâë, n = n_1n_2 · · ·n_k , ă x ĺ a — æěńëě çĺáńă, âő áćőľáâćő

x ≡ a (mod n)

àăćŋőáĺńìŋő ćëŕőńŋěŋĺî áàăćŋěŋĺľ

x ≡ a (mod n_i)

ŕàĺ ćáěå i = 1, 2, . . . , k.

Ć łăçěáâćě ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň áĺáâěňã áàăćŋěŋĺľ

a ≡ 2 (mod 5), a ≡ 3 (mod 13).

Ğďěáì a_1 = 2, a_3 = 3, n_1 = m_2 = 5, n_2 = m_1 = 13, ĺ áńěďőćăâěńìŋő, n = 65. Ŕőáłőńìłã 13^{−1} ≡ 2 (mod 5) ĺ 5^{−1} = 8 (mod 13), ňë ŋăåőďĺň c_1 ≡ 13(2 mod 5) 26, c_2 ≡ 5(8 mod 13) 40, ĺ a ≡ 2 · 26 + 3 · 40 (mod 65) ≡ 52 + 120 (mod 65) ≡ 42 (mod 65).

Śň. âăłęě àĺá. 33.3.

Šăłĺň őąàăğőň, ćëçĺáńěŋĺï ŕő ňőďãńî ŕàőĺğćěďěŋĺï ćğăĺňŋő ŕàőáâëå çĺáěń ňőęŋő ćëŕőńŋïâì őâďěńìŋő ŕő ňőďãńî łăęďőčő ĺğ íâĺå çĺáěń.

Şŕàăęŋěŋĺï 33.5-1 Ŋăľďĺâě ćáě x, ŕàĺ łőâőàëå x ≡ 4 (mod 5) ĺ x ≡ 5 (mod 11). 33.5-2

Ŋăľďĺâě ćáě æěńëě çĺáńă x, ďăîéĺě ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă 2, 3, 4, 5, 6 őáâăâłĺ 1, 2, 3, 4, 5 (áőőâćěâáâćěŋŋő).

33.5-3 Ďőłăęĺâě, çâő (ć łőŋâěłáâě âěőàěňë 33.27) ŕàĺ gcd(a, n) = 1 ĺňěěâ ňěáâő áőőâćěâáâćĺě

(a^{−1} mod n) ↔ ((a^{−1}_1 mod n_1), (a^{−1}_2 mod n_2), . . . , (a^{−1}_k mod n_k )).

33.5-4 Ŕãáâì f(x) — ňŋőčőçńěŋ á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ. Ďőłăęĺâě, çâő (ć ãáńőćĺïå âěőàěňë 33.27) çĺáńő ěčő łőàŋěľ ŕő ňőďãńî n (ćëçěâőć, ďńï łőâőàëå f(x) ≡ 0 (mod n)) àăćŋő ŕàőĺğćěďěŋĺî çĺáěń ěčő łőàŋěľ ŕő ňőďãńïň n_1, n_2, . . . , n_k.

33.6 Śâěŕěŋì íńěňěŋâă

Řăááňőâàĺň ć ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőľ čàãŕŕě ćëçěâőć Z^∗_n ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áâěŕěŋěľ ŋěłőâőàőčő íńěňěŋâă a:

a^0, a^1, a^2, a^3, . . . . (33.31)

Ňë ŋăçĺŋăěň áçñâ á ŋãńï, ŕőńăčăï a^0 mod n = 1; i-ľ çńěŋ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ àăćěŋ a^i mod n. Ŋăŕàĺňěà, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áâěŕěŋěľ çĺáńă 3 ŕő ňőďãńî 7 ĺňěěâ ćĺď

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . . 3^i mod 7 1 3 2 6 4 5 1 3 2 6 4 5 . . .

ă ďńï áâěŕěŋěľ çĺáńă 2 ŕő ňőďãńî 7 ĺňěěň

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . . 2^i mod 7 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 . . .

Ć íâőň àăğďěńě ŕőď ⟨a⟩ ňë ąãďěň ŕőŋĺňăâì ŕőďčàãŕŕã čàãŕŕë Z^∗_n, ŕőàőęďñŋŋãî íńěňěŋâőň a, ă ŕőď ord_n(a) — ŕőàïďőł íńěňěŋâă a čàãŕŕë Z^∗_n. Ł ŕàĺňěàã, ⟨2⟩ = {1, 2, 4} ć čàãŕŕě Z^∗_7 ĺ ord_7(2) = 3. Ŕàĺňěŋĺć ł čàãŕŕě Z^∗_n áńěďáâćĺě 33.19 ĺ ćáŕőňŋĺć őŕàěďěńěŋĺě φ−äãŋłæĺĺ İľńěàă, ŕőńãçĺň âăłőě ãâćěàęďěŋĺě:

Šěőàěňă 33.30 (âěőàěňă İľńěàă) Ěáńĺ n > 1 — æěńőě çĺáńő, âő

a^{φ(n)} ≡ 1 (mod n). (33.22)

ďńï ćáïłőčő a ∈ Z^∗_n

Ŕàĺ ŕàőáâőň n íâă âěőàěňă ŕàěćàăéăěâáï ć ”ňăńãî âěőàěňã Ťěàňă”:

Šěőàěňă 33.31 (ňăńăï âěőàěňă Ťěàňă)

Ěáńĺ p > 1 — ŕàőáâőě çĺáńő, âő

a^{p−1} ≡ 1 (mod p) (33.23)

ďńï ćáïłőčő a ∈ Z^∗_p

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕőáłőńìłã çĺáńő p — ŕàőáâőě, φ(p) = p − 1 (33.21). Ňăńăï âěőàěňă Ťěàňă ŕàĺňěŋĺňă łő ćáěň íńěňěŋâăň Z_p, łàőňě ŋãńï. Ěáńĺ ãňŋőęĺâì íâő áàăćŋěŋĺě ŋă a. âő ŕőńãçĺâáï áàăćŋěŋĺě a^p ≡ a (mod p), łőâőàőě ćěàŋő ĺ ďńï a = 0 (p — ńîąőě ŕàőáâőě çĺáńő).

Ěáńĺ ord_n(g) = |Z^∗_n|, âő ćáě íńěňěŋâë Z^∗_n ïćńïîâáï áâěŕěŋïňĺ íńěňěŋâă g. Ć íâőň áńãçăě g ŋăğëćăěâáï ŕàĺňĺâĺćŋëň łőàŋěň (primitive root) ĺńĺ őąàăğãîéěľ (generator) čàãŕŕë Z^∗_n. Ŋăŕàĺňěà, 3 ïćńïěâáï ŕàĺňĺâĺćŋëň łőàŋěň ć Z^∗_7. Ěáńĺ čàãŕŕă Z^∗_n ĺňěěâ őąàăğãîéěľ, ěñ ŋăğëćăîâ æĺłńĺçěáłőľ (cyclic). Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï âěőàěňă (ďőłăğăâěńìáâćő ňőęŋő ŋăľâĺ, ŋăŕàĺňěà, ć łŋĺčě Ŋĺćěŋă ĺ Űãłěàňăŋă [151]).

Šěőàěňă 33.32 Ŕãáâì n > 1. Čàãŕŕă Z^∗_n æĺłńĺçŋă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă n àăćŋő 2, 4, ĺňěěâ ćĺď p^k ĺńĺ 2p^k (čďě p > 2 — ŕàőáâőě çĺáńő, ă k — æěńőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő).

Ŕãáâì g ïćńïěâáï őąàăğãîéěľ čàãŕŕë Z^∗_n. Šőčďă ďńï ćáïłőčő a ∈ Z^∗_n ŋăľďñâáï z, ďńï łőâőàőčő g^z = a (mod n). Šăłőě z ŋăğëćăîâ ďĺáłàěâŋëň ńőčăàĺäňőň (discrete logarithm) ĺńĺ ĺŋďěłáőň (index) íńěňěŋâă a ∈ Z^∗_n ŕő őáŋőćăŋĺî g ĺ őąőğŋăçăîâ ind_{n,g}(a).

Šěőàěňă 33.33 (ő ďĺáłàěâŋőň ńőčăàĺäňě) Ŕãáâì g ïćńïěâáï őąàăğãîéěľ čàãŕŕë Z^∗_n. Šőčďă áàăćŋěŋĺě g^x ≡ g^y (mod n) àăćŋőáĺńìŋő áàăćŋěŋĺî x ≡ y (mod φ(n)).

Ďőłăğăâěńìáâćő Ěáńĺ x ≡ y (mod φ(n)), âő ěáâì x = y + kφ(n) ŕàĺ ŋěłőâőàőň æěńőň k, âő g^x ≡ g^{y+kφ(n)} ≡ g^y · (g^φ(n))^k ≡ g^y · 1^k ≡ g^y (ćáě àăćěŋáâćă ŕő ňőďãńî n).

Ŋăŕàőâĺć, ŕãáâì g^x ≡ g^y (mod n). Śőčńăáŋő áńěďáâćĺî 33.18, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áâěŕěŋěľ g ŕěàĺőďĺçŋă á ŕěàĺőďőň |⟨g⟩| = φ(n), ŕőíâőňã çâő x ≡ y (mod φ(n)).

Ňë ćĺďĺň, çâő ćěńĺçĺŋă ind_{n,g}(a) őŕàěďěńěŋă á âőçŋőáâìî ďő áńăčăěňőčő, łàăâŋőčő φ(n), âő ěáâì ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł íńěňěŋâ ăďďĺâĺćŋőľ čàãŕŕë Z^∗_{φ(n)}.

Ćőâ ŕàĺňěà ĺáŕőńìğőćăŋĺï ŕőŋïâĺï ĺŋďěłáă:

Šěőàěňă Ŕàĺ ŕàőáâőň p > 2 ĺ ŕőńőęĺâěńìŋőň æěńőň k ãàăćŋě- ŋĺě x^2 ≡ 1 (mod p^k) (33.34)

ĺňěěâ àőćŋő ďćă àěèěŋĺï (x = ±1).

Ďőłăğăâěńìáâćő

Ěáńĺ x^2 ≡ 1 (mod p^k ), âő x ćğăĺňŋő ŕàőáâő á p, ŕőíâőňã àěèěŋĺï ŋăďő ĺáłăâì ć čàãŕŕě Z^∗_n (čďě n = p^k); ŕãáâì g — őąàăğãîéăï íâőľ čàãŕŕë. Šőčďă ãàăćŋěŋĺě (33.34) ğăŕĺáëćăěâáï ć ćĺďě (g^{indn,g (x)})^2 ≡ g^{indn,g (1)} (mod n). (33.35) Ŕő âěőàěňě 33.33 íâő ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì łăł

2 · ind_{n,g}(x) ≡ 0 (mod φ(n)). (33.36)

(ğăňěâĺň, çâő ĺŋďěłá 1 àăćěŋ 0). Šăłĺě ãàăćŋěŋĺï ňë ãęě àěèăńĺ ć àăğďěńě 33.4; âěőàěňă 33.24 čőćőàĺâ, çâő (33.36) ĺňěěâ àőćŋő ďćă àěèěŋĺï (ă ňë ğŋăěň, çâő x = ±1 ŕőďåőďĺâ).

[Ćŕàőçěň, ňőęŋő ąëńő ąë őąőľâĺáì ĺ ąěğ ááëńłĺ ŋă âěőàěňã 33.32: ěáńĺ x^2 − 1 = (x − 1)(x + 1) ďěńĺâáï ŋă p^k , âő őďŋă ĺğ áłőąőł ďěńĺâáï ŋă p, âőčďă ďàãčăï ŋě ďěńĺâáï, ă ğŋăçĺâ, ŕěàćăï ďěńĺâáï ĺ ŋă p^k.]

Řěèěŋĺě ãàăćŋěŋĺï x^2 ≡ 1 (mod n), ŋě áàăćŋĺňőě ŕő ňőďãńî n á ±1, ŋăğëćăěâáï ŋěâàĺćĺăńìŋëň łćăďàăâŋëň łőàŋěň ĺğ 1 ć Z_n (nontrivial square root of 1 modulo n). Ŋăŕàĺňěà, 6 ïćńïěâáï ŋěâàĺćĺăńìŋëň łőàŋěň ĺğ 1 ŕő ňőďãńî 35. Śńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě ŕőŋăďőąĺâáï ŋăň ć àăğďěńě 33.8 ŕàĺ őąáãęďěŋĺĺ âěáâă Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă.

Śńěďáâćĺě 33.35 Ěáńĺ Z_n áőďěàęĺâ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ 1, âő çĺáńő n áőáâăćŋőě.

Ďőłăğăâěńìáâćő Őçěćĺďŋő ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 33.8.

Ćëçĺáńěŋĺě áâěŕěŋěľ ŕőćâőàŋëň ćőğćěďěŋĺěň ć łćăďàăâ. Ćőğćěďěŋĺě ć áâěŕěŋì ŕő ňőďãńî ĺčàăěâ ćăęŋãî àőńì ŕàĺ ŕàőćěàłě çĺáěń ŋă ŕàőáâőâã, ă âăłęě ć łàĺŕâőáĺáâěňě RSA. Łăł ĺ ďńï őąëçŋëå çĺáěń, ŕőćâőàŋőě ãňŋőęěŋĺě — ŋě áăňëľ ąëáâàëľ áŕőáőą; ńãçèě ćőáŕőńìğőćăâìáï ăńčőàĺâňőň ŕőćâőàŋőčő ćőğćěďěŋĺï ć łćăďàăâ (repeated squaring).

Ŕãáâì ňë åőâĺň ćëçĺáńĺâì a^b mod n, čďě a — ćëçěâ ŕő ňőďãńî n, ă b — æěńőě ŋěőâàĺæăâěńìŋőě çĺáńő, ĺňěîéěě ć ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ ćĺď ⟨b_k, b_{k−1}, . . . , b_1, b_0⟩ (çĺáńő ğŋăłőć áçĺâăěň àăćŋëň k + 1; áâăàèĺě àăğàïďë, łăł őąëçŋő, áńěćă). Ňë ćëçĺáńïěň a^c mod n ďńï ŋěłőâőàőčő c, łőâőàőě ćőğàăáâăěâ ĺ ć łőŋæě łőŋæőć áâăŋőćĺâáï àăćŋëň b.

Modular-Exponentiation (a,b,n)
1 c \gets 0
2 d \gets 2
3 ŕãáâì \langle b_k,b_{k-1},\ldots,b_0\rangle ---

ďćőĺçŋăï ğăŕĺáì $b$

4 for i \gets k downto 0 i 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 b_i 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 c 1 2 4 8 17 35 70 140 280 560 d 7 49 157 526 160 241 298 166 67 1

Řĺáãŋőł 33.4 Řăąőâă ŕàőæěďãàë Modular-Exponentation ŕàĺ a = 7, b = 560 = ⟨1000110000⟩ ĺ n = 561. Ŕőłăğăŋë ğŋăçěŋĺï ŕěàěňěŋŋëå ŕőáńě őçěàěďŋőčő ĺáŕőńŋěŋĺï âěńă æĺłńă for. Ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ őâćěâ 1.

5 do c \gets 2á
6 d \gets (d \cdot d) \bmod n
7 if b_i=1
8 then c \gets c+1
9 d \gets (d\cdot a) \bmod n
10 return d

Ŕàĺ ãňŋőęěŋĺĺ c ŋă 2 çĺáńő a^c ćőğćőďĺâáï ć łćăďàăâ, ŕàĺ ãćěńĺçěŋĺĺ c ŋă 1 çĺáńő a^c ãňŋőęăěâáï ŋă a. Ŋă łăęďőň èăčě ďćőĺçŋăï ğăŕĺáì c áďćĺčăěâáï ŋă 1 ćńěćő, ŕőáńě çěčő, ěáńĺ ŋăďő (b_i = 1), ŕőáńěďŋïï æĺäàă ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ ňěŋïěâáï á 0 ŋă 1. (Ğăňěâĺň, çâő ŕěàěňěŋŋăï c äăłâĺçěáłĺ ŋě ĺáŕőńìğãěâáï ĺ ňőęěâ ąëâì őŕãéěŋă.)

Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë. Ěáńĺ âàĺ çĺáńă, ïćńïîéĺěáï ěñ ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ, ĺňěîâ ŋě ąőńěě β ąĺâőć, âő çĺáńő ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ ěáâì O(β), ă çĺáńő ąĺâőćëå — O(β^3).

Ŕàĺňěà (a = 7, b = 560, n = 561) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 33.4. Şŕàăęŋěŋĺï 33.6-1 Ŋăľďĺâě ŕőàïďłĺ ćáěå íńěňěŋâőć ć Z^∗_{11}. Ŋăľďĺâě ŋăĺňěŋìèãî őąàăğãîéãî íâőľ čàãŕŕë ĺ ãłăęĺâě ĺŋďěłáë ćáěå íńěňěŋâőć íâőľ čàãŕŕë.

33.7-2 Ŕàěďńőęĺâě ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï a^b mod n, łőâőàëľ őąàăąăâëćăěâ ąĺâë ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ b áŕàăćă ŋăńěćő (őâ áâăàèĺå ł ňńăďèĺň).

33.7-3 Őąêïáŋĺâě, łăł ćëçĺáńĺâì a^{−1} mod n ďńï a ∈ Z^∗_n ŕàĺ ŕőňőéĺ ŕàőæěďãàë Modular-Exponentation, ěáńĺ ĺğćěáâŋő ğŋăçěŋĺě φ(n).

33.7 Łàĺŕâőáĺáâěňă RSA á őâłàëâëň łńîçőň

Łàĺŕâőáĺáâěňë á őâłàëâëň łńîçőň ŕőğćőńïîâ őąňěŋĺćăâìáï áěłàěâŋëňĺ áőőąéěŋĺïňĺ ŕő őâłàëâőňã łăŋăńã, ŋě ďőčőćăàĺćăïáì ğăàăŋěě ő łńîçě èĺäàě; ďăęě ŕěàěåćăâĺć ćěáì àăğčőćőà őâ ŋăçăńă ďő łőŋæă, ćàăč ŋě ãğŋăěâ áěłàěâŋőčő áőőąéěŋĺï. Łàőňě âőčő, íâĺ ęě ňěâőďë ŕőğćőńïîâ ďőąăćńïâì ł áőőąéěŋĺî ”æĺäàőćãî ŕőďŕĺáì”, ãďőáâőćěàïîéãî, çâő áőőąéěŋĺě ŋě äăńìáĺäĺæĺàőćăŋő ćàăčăňĺ. Ŕàőćěàĺâì ăãâěŋâĺçŋőáâì ŕőďŕĺáĺ ńěčłő, ă ă ŕőďďěńăâì ěñ łàăľŋě âàãďŋő. Ŕőŋïâŋő, çâő âăłĺě ňěâőďë ŋăåőďïâ èĺàőłőě ŕàĺňěŋěŋĺě ć ąăŋłăå, ŕàĺ ŕőďŕĺáëćăŋĺĺ łőŋâàăłâőć, ďěŋěęŋëå ŕěàěćőďăå ĺ â.ŕ.

Łàĺŕâőáĺáâěňă RSA őáŋőćăŋă ŋă âăłőň őąáâőïâěńìáâćě: ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ĺğćěáâŋë íääěłâĺćŋëě ăńčőàĺâňë ŕőĺáłă ąőńìèĺå ŕàőáâëå çĺáěń, ŋő ŋě ĺğćěáâŋő áłőńìłő-ŋĺąãďì ŕàĺěňńěňőčő ŕő ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă àăğńőęěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺï ďćãå ąőńìèĺå ŕàőáâëå çĺáěń ŋă ňŋőęĺâěńĺ. Ňë àăááňőâàĺň íâĺ ğăďăçĺ (ŕàőćěàłă ŕàőáâőâë ĺ àăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺâěńĺ) ć àăğďěńăå 33.8 ĺ 33.9.

Łàĺŕâőáĺáâěňë á őâłàëâëň łńîçőň.

Ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ âăłĺå áĺáâěň łăęďëľ ãçăáâŋĺł ŕěàěčőćőàőć ĺňěěâ őâłàëâëľ łńîç (public key) ĺ áěłàěâŋëľ łńîç (secret key). Ć áĺáâěňě RSA łńîç áőáâőĺâ ĺğ ŕăàë æěńëå çĺáěń. Şçăáâŋĺłőć ŕěàěčőćőàőć ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő. ŋő ďńï ŕàĺňěàă ňë ąãďěň čőćőàĺâì ő ŕěàěčőćőàăå Ăńĺáë (A) ĺ Ąőąă (B). Ĺå őâłàëâëě łńîçĺ ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì P_A ĺ P_B, ă áěłàěâŋëě — S_B ĺ S_B.

Łăęďëľ ãçăáâŋĺł áăň áőğďăñâ ďćă áćőĺå łńîçă. Śěłàěâŋëľ łńîç őŋ åàăŋĺâ ć âăľŋě, ă őâłàëâëľ áőőąéăěâ őáâăńìŋëň ãçăáâŋĺłăň (ĺ ćőőąéě ćáěň ęěńăîéĺň, ŋăŕàĺňěà, çěàěğ čăğěâë ĺńĺ Internet; őâłàëâëě łńîçĺ ćáěå ğăĺŋâěàěáőćăŋŋëå ńĺæ ňőęŋő ŕãąńĺłőćăâì ć áŕěæĺăńìŋëå áŕàăćőçŋĺłăå ĺ â.ŕ.).

Őąőğŋăçĺň çěàěğ D ňŋőęěáâćő ćáěå ćőğňőęŋëå áőőąéěŋĺľ (ŋăŕàĺňěà, íâő ňőęěâ ąëâì ňŋőęěáâćő ćáěå ąĺâőćëå áâàőł). Ŕőâàěąãěň, çâőąë łăęďëľ łńîç ğăďăćăń ŕěàěáâăŋőćłã ňŋőęěáâćă D, ĺ çěàěğ P_A() ĺ S_A() ąãďěň őąőğŋăçăâì ŕěàěáâăŋőćłĺ, áőőâćěâáâćãîéĺě łńîçăň Ăńĺáë. Ňë áçĺâăěň, çâő łăęďăï ĺğ ŕěàěáâăŋőćőł P_A() ĺ S_A() ňőęěâ ąëâì ąëáâàő ćëçĺáńěŋă, ěáńĺ âőńìłő ĺğćěáâěŋ áőőâćěâáâćãîéĺľ łńîç.

Ňë åőâĺň, çâőąë łńîçĺ őďŋőčő ãçăáâŋĺłă ğăďăćăńĺ ćğăĺňŋő őąàăâŋëě ŕěàěáâăŋőćłĺ, âő ěáâì çâőąë

M = S_A(P_A(M)), (33.37) ĺ M = P_A(S_A(M)). (33.38)

ąëńő ćëŕőńŋěŋő ďńï ńîąőčő áőőąéěŋĺï M ∈ D.

Śăňőě čńăćŋőě — çâőąë ŋĺłâő, łàőňě Ăńĺáë, ŋě ňőč ćëçĺáńïâì äãŋłæĺî S_A() ğă àăğãňŋőě ćàěňï; ĺňěŋŋő ŋă íâőň őáŋőćăŋë ćáě ŕőńěğŋëě áćőľáâćă łàĺŕâőáĺáâěňë, ŕěàěçĺáńěŋŋëě ćëèě. Ŕőâőňãâő Ăńĺáă ĺ ďěàęĺâ ğŋăçěŋĺě S_A ć áěłàěâě: ěáńĺ łâő-ńĺąő ãğŋăěâ ěñ áěłàěâŋëľ łńîç, őŋ áňőęěâ àăáèĺäàőćëćăâì ăďàěáőćăŋŋëě ěľ ŋăďŕĺáĺ:

encrypt - èĺäàőćăŋĺě communication channel - ńĺŋĺï áćïğĺ eavesdropper - ğńőãňëèńěŋŋĺł decrypt - àăáèĺäàőćłă Ąőą, Ăńĺáă

Řĺáãŋőł 33.5 33.5 Ÿĺäàőćăŋĺě á őâłàëâëň łńîçőň. Ąőą èĺäàãěâ áőőąéěŋĺě M á ŕőňőéìî äãŋłæĺĺ PA ĺ ŕőńãçăěâ èĺäàőćłã C = PA(M). Ťãŋłæĺĺ SA() ĺ PA() ćğăĺňŋő őąàăâŋë, ŕőíâőňã Ăńĺáă ňőęěâ ćőááâăŋőćĺâì ĺáåőďŋőě áőőąéěŋĺě M ŕő èĺäàőćłě: M = SA(C). Ŋĺłâő, łàőňě Ăńĺáë, ŋě ğŋăěâ áŕőáőąă ćëçĺáńěŋĺï SA (), ŕőíâőňã áőőąéěŋĺě M őáâăŋěâáï áěłàěâŋëň, ďăęě ěáńĺ ğńőãňëèńěŋŋĺł ŕőďáńãèăěâ C ĺ ğŋăěâ PA.

áőőąéěŋĺï, ŕőďďěńëćăâì ěñ ŕőďŕĺáì ĺńĺ ŕěàěćĺàăâì áőőąéěŋĺï, łőâőàëě őŋă őâŕàăćńïěâ őâ áćőěčő ĺňěŋĺ. Čńăćŋăï âàãďŋőáâì ŕàĺ àăğàăąőâłě łàĺŕâőáĺáâěň áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ŕàĺďãňăâì äãŋłæĺî S_A(), ďńï łőâőàőľ âàãďŋő ąëńő ąë ŋăľâĺ ąëáâàëľ áŕőáőą ćëçĺáńěŋĺï, ďăęě ğŋăï âăłőľ áŕőáőą ďńï őąàăâŋőľ äãŋłæĺĺ P_A().

Őŕĺèěň ŕàőæěáá ŕěàěáëńłĺ èĺäàőćăŋŋőčő áőőąéěŋĺï. Ďőŕãáâĺň, Ąőą ęěńăěâ ŕőáńăâì Ăńĺáě áěłàěâŋőě áőőąéěŋĺě. İâő ŕàőĺáåőďĺâ âăł:

• Ąőą ŋăåőďĺâ P_A — őâłàëâëľ łőď Ăńĺáë (ŕő áŕàăćőçŋĺłã ĺńĺ ŕàïňő őâ Ăńĺáë) • Ąőą ğăèĺäàőćëćăěâ áćőñ áőőąéěŋĺě M ĺ ŕőáëńăěâ Ăńĺáě èĺäàőćłã (ciphertext) C = P_A(M).

• Ăńĺáă ŕőńãçăěâ C ĺ ćőááâăŋăćńĺćăěâ ĺğŋăçăńìŋőě áőőąéěŋĺě M = S_A(C).

İâőâ ŕàőæěáá ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 33.5.

Šěŕěàì őąêïáŋĺň, łăł áŋăąďĺâì áőőąéěŋĺě íńěłâàőŋŋőľ ŕőďŕĺáìî. Ŕãáâì Ăńĺáă åőçěâ ŕőáńăâì Ąőąã őâćěâ M^′, ŕőďŕĺáăŋŋëľ íńěłâàőŋŋőľ ŕőďŕĺáìî (àĺá. 33.6).

• Ăńĺáă ćëçĺáńïěâ íńěłâàőŋŋãî ŕőďŕĺáì (digital signature) σ = S_A(M^′).

• Ăńĺáă ŕőáëńăěâ Ąőąã ŕăàã (M^′, σ), áőáâőïéãî ĺğ áőőąéěŋĺï ĺ ŕőďŕĺáĺ.

• Ąőą ŕőńãçăěâ ŕăàã (M^′, σ) ĺ ãąěęďăěâáï ć ŕőďńĺŋŋőáâĺ ŕőďŕĺáĺ, ŕàőćěàĺć àăćěŋáâćő M^′ = P_A(σ).

Ěáńĺ ãçăáâŋĺłőć ŕěàěčőćőàőć ňŋőčő, ąãďěň áçĺâăâì, çâő łăęďőě áőőąéěŋĺě M^′ ďőńęŋő ŋăçĺŋăâìáï á ĺňěŋĺ őâŕàăćĺâěńï — ŕàőçâï ěčő, ňőęŋő ãğŋăâì, çěľ łńîç ŋăďő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï ŕàőćěàłĺ. Ěáńĺ àăćěŋáâćő ćëŕőńŋïěâáï, âő ňőęŋő ąëâì ãćěàěŋŋëň ć âőň, çâő áőőąéěŋĺě ďěľáâćĺâěńìŋő ąëńő ŕőáńăŋő őâŕàăćĺâěńěň ĺ ďőèńő ć ŋěĺğňěŋñŋŋőň ćĺďě. Ěáńĺ ęě àăćěŋáâćő ŋě ćëŕőńŋěŋő, áőőąéěŋĺě ąëńő ŕőćàěęďěŋő ŕőňěåăňĺ ĺńĺ äăńìáĺäĺæĺàőćăŋő.

sign - ćëçĺáńěŋĺě ŕőďŕĺáĺ verify - ŕàőćěàłă ŕőďŕĺáĺ accept - áőőąéěŋĺě ŕőďńĺŋŋőě

Řĺáãŋőł 33.6 33.6 Űĺäàőćăï ŕőďŕĺáì ć áĺáâěňě á őâłàëâëň łńîçőň. Ăńĺáă ŕőďŕĺáëćăěâ áćőñ áőőąéěŋĺě M^′ , ŕàĺłńăďëćăï ł ŋěňã æĺäàőćãî ŕőďŕĺáì σ = SA (M^′). Ąőą, ŕőńãçăï őâ Ăńĺáë ŕăàã (M^′, σ), ŕàőćěàïěâ áőőâŋőèěŋĺě M^′ = PA(σ). Ěáńĺ őŋő ćëŕőńŋïěâáï, ŕőďŕĺáì ĺ áăňő áőőąéěŋĺě ŕőďńĺŋŋë.

Šăłĺň őąàăğőň, æĺäàőćăï ŕőďŕĺáì ćëŕőńŋïěâ äãŋłæĺĺ őąëçŋőľ. Ŕőďńĺŋŋőáâì æĺäàőćőľ ŕőďŕĺáĺ ňőęěâ ŕàőćěàĺâì łăęďëľ, ğŋăîéĺľ őâłàëâëľ łńîç Ăńĺáë. Ŕàőçĺâăć áőőąéěŋĺě Ăńĺáë, Ąőą ňőęěâ ŕěàěáńăâì ďàãčĺň ãçăáâŋĺłăň ŕěàěčőćőàőć, ĺ âě âőęě áňőčãâ ãąěďĺâìáï ć ěčő ŕőďńĺŋŋőáâĺ. Ŋăŕàĺňěà, ŕőďŕĺáăŋŋëň ďőłãňěŋâőň ňőęěâ ąëâì ąăŋłőćáłőě ŕőàãçěŋĺě ő ŕěàěçĺáńěŋĺĺ ďěŋěč áő áçñâă Ăńĺáë ŋă áçñâ Ąőąă — ĺ ąăŋł ąãďěâ ğŋăâì, çâő őŋő ŋăáâőïéěě, ă ŋě äăńìáĺäĺæĺàőćăŋő Ąőąőň.

Ŕàĺ âăłőň áæěŋăàĺĺ áőďěàęĺňőě ŕőďŕĺáăŋŋőčő áőőąéěŋĺï ŋě ïćńïěâáï áěłàěâŋëň. Ňőęŋő ďőąĺâìáï ĺ íâőčő, áłőňąĺŋĺàőćăć ďćă őŕĺáăŋŋëå ŕàĺñňă. Őâŕàăćĺâěńì, ęěńăîéĺľ ğăèĺäàőćăâì ĺ ŕőďŕĺáăâì áćőñ áőőąéěŋĺě, ďőńęěŋ áŋăçăńă ŕàĺńőęĺâì ł áćőěňã áőőąéěŋĺî æĺäàőćãî ŕőďŕĺáì, ă ğăâěň ğăèĺäàőćăâì ŕăàã (áőőąéěŋĺě, ŕőďŕĺáì) ŕàĺ ŕőňőéĺ őâłàëâőčő łńîçă ŕőńãçăâěńï. Ŕőńãçăâěńì áŋăçăńă àăáèĺäàãěâ íâã ŕăàã á ŕőňőéìî áćőěčő áěłàěâŋőčő łńîçă, ă ğăâěň ŕàőćěàĺâ ěñ ŕőďńĺŋŋőáâì á ŕőňőéìî őâłàëâőčő łńîçă őâŕàăćĺâěńï. Ăŋăńőčĺçŋăï ŕàőæěďãàă á ąãňăęŋëň ďőłãňěŋâőň ňőčńă ąë ćëčńïďěâì âăł: ŕĺáìňő ŕĺèěâáï őâ àãłĺ, ŕőďŕĺáëćăěâáï ĺ ćłńăďëćăěâáï ć łőŋćěàâ, łőâőàëľ ňőęěâ őâłàëâì âőńìłő ŕőńãçăâěńì.

Łàĺŕâőáĺáâěňă RSA.

Ůâőąë ŕőáâàőĺâì ŕăàã łńîçěľ ďńï łàĺŕâőáĺáâěňë RSA (RSA cryptosystem), ŋăďő áďěńăâì áńěďãîéěě:

1. Ćğïâì ďćă ąőńìèĺå ŕàőáâëå çĺáńă p ĺ q (áłăęěň, őłőńő 100 ďěáïâĺçŋëå æĺäà ć łăęďőň).

2. Ćëçĺáńĺâì n = pq.

3. Ćğïâì ŋěąőńìèőě ŋěçñâŋőě çĺáńő e, ćğăĺňŋő ŕàőáâőě á φ(n). (Ĺğ áőőâŋőèěŋĺï (33.20) áńěďãěâ, çâő φ(n) = (p − 1)(q − 1).)

4. Ćëçĺáńĺâì d = e^{−1} mod φ(n). (Ŕő Śńěďáâćĺî 33.26 d áãéěáâćãěâ ĺ őŕàěďěńěŋő, ŕő ňőďãńî φ(n) őďŋőğŋăçŋő.)

5. Śőáâăćĺâì ŕăàã P = (e, n) — őâłàëâëľ RSA-łńîç (RSA public key).

6. Śőáâăćĺâì ŕăàã S = (d, n) — áěłàěâŋëľ RSA-łńîç (RSA secret key).

Ňŋőęěáâćőň D ćáěå ćőğňőęŋëå áőőąéěŋĺľ ďńï íâőľ łàĺŕâőáĺáâěňë ïćńïěâáï Z_n. Őâłàëâőňã łńîçã P = (e, n) áőőâćěâáâćãěâ ŕàěőąàăğőćăŋĺě

P (M) = M^e mod n, (33.39)

ă áěłàěâŋőňã łńîçã S = (d, n) — ŕàěőąàăğőćăŋĺě

S(C) = C^d mod n. (33.40)

Łăł ãęě čőćőàĺńőáì, íâĺ ŕàěőąàăğőćăŋĺï ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ĺ ďńï èĺäàőćăŋĺï, ĺ ďńï íńěłâàőŋŋëå ŕőďŕĺáěľ.

Ďńï ćőğćěďěŋĺï ć áâěŕěŋì ć äőàňãńăå !(33.39)–(33.40) àăğãňŋő ŕőńìğőćăâìáï ŕàőæěďãàőľ Modular-Exponentation ĺğ Řăğďěńă 33.6. Ěáńĺ áçĺâăâì, çâő çĺáńă d ĺ n ĺňěîâ ŕőàïďłă β ąĺâőć, ă çĺáńő e ĺňěěâ O(1) ąĺâőć, âő ŕàěőąàăğőćăŋĺě P ŕőâàěąãěâ O(1) ãňŋőęěŋĺľ ŕő ňőďãńî n (O(β^2) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ), ă ă ŕàěőąàăğőćăŋĺě S O(β) ãňŋőęěŋĺľ (O(β^3) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ) (àăğãňěěâáï, ŕàĺ ĺğćěáâŋőň łńîçě).

Šěőàěňă 33.36 (Łőààěłâŋőáâì áĺáâěňë RSA) Ťőàňãńë (33.39) ĺ (33.40) ğăďăîâ ćğăĺňŋő őąàăâŋëě ŕěàěáâăŋőćłĺ ňŋőęěáâćă Z_n.

Ďőłăğăâěńìáâćő Őçěćĺďŋő,

P (S(M)) = S(P (M)) = M^{ed} (mod n)

ďńï ćáïłőčő M ∈ Z_n. Ňë ğŋăěň, çâő e ĺ d ćğăĺňŋő őąàăâŋë ŕő ňőďãńî φ(n), âő ěáâì

ed = 1 + k(p − 1)(q − 1)

ďńï ŋěłőâőàőčő æěńőčő k. Ěáńĺ M ≢ 0 (mod p), âő ŕő ňăńőľ âěőàěňě Ťěàňă (âěőàěňă 33.31) ĺňěěâ M^{ed} ≡ M(M^{p−1})^{k(q−1)} ≡ M · 1^{k(q−1)} ≡ M ŕő ňőďãńî p. Řăćěŋáâćő M^{ed} ≡ M (mod p). ćëŕőńŋěŋő, łőŋěçŋő, ĺ ŕàĺ M ≡ 0 (mod p), âăł çâő őŋő ćěàŋő ďńï ćáěå M. Ŕő âěň ęě ŕàĺçĺŋăň M^{ed} ≡ M (mod q), ĺ ŕőâőňã (áńěďáâćĺě 33.29) M^{ed} ≡ M (mod n) ŕàĺ ćáïłőň M.

Ŋăďñęŋőáâì łàĺŕâőáĺáâěňë RSA őáŋőćëćăěâáï ŋă âàãďŋőáâĺ ğăďăçĺ àăğńőęěŋĺï áőáâăćŋëå çĺáěń ŋă ňŋőęĺâěńĺ: ěáńĺ ćàăč àăğńőęĺâ (őâłàëâő őŕãąńĺłőćăŋŋőě) çĺáńő n ŋă ňŋőęĺâěńĺ p ĺ q, őŋ áňőęěâ ŋăľâĺ d âěň ęě áŕőáőąőň, çâő ĺ áőğďăâěńì łńîçă. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ ğăďăçă àăğńőęěŋĺï ŋă ňŋőęĺâěńĺ ňőęěâ ąëâì àěèěŋă ąëáâàő (łăłĺň-âő ŕőłă ŋěĺğćěáâŋëň ŋăň ăńčőàĺâňőň), âő ” ćğńőňăâì” łàĺŕâőáĺáâěňã RSA ńěčłő. Őąàăâŋőě ãâćěàęďěŋĺě, ŕőłăğëćăîéěě, çâő ěáńĺ ğăďăçă àăğńőęěŋĺï ŋă ňŋőęĺâěńĺ áńőęŋă, âő ćğńőňăâì áĺáâěňã RSA âàãďŋő, ŋě ďőłăğăŋő — őďŋăłő ğă ćàěňï áãéěáâćőćăŋĺï íâőľ áĺáâěňë ŋĺłăłőčő ĺŋőčő áŕőáőąă ěñ áńőňăâì őąŋăàãęěŋő ŋě ąëńő.

Łăł ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 33.9, àăğńőęěŋĺě çĺáěń ŋă ňŋőęĺâěńĺ — ďěńő ŋěŕàőáâőě, ąëáâàőčő ăńčőàĺâňă ďńï íâőčő ňë ŋě ğŋăěň; ĺğćěáâŋëě ŋëŋě ňěâőďë ŋě ŕőğćőńïîâ àăğńőęĺâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå 100-ğŋăçŋëå ŕàőáâëå çĺáěń ğă àăğãňŋőě ćàěňï — ďńï íâőčő ŋãęŋë łăłĺě-âő ŋőćëě ĺďěĺ ĺ ňěâőďë (ěáńĺ íâő ćőőąéě ćőğňőęŋő).

Łőŋěçŋő, ŋăďñŋőáâì áĺáâěňë RSA ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă ŕàőáâëå çĺáěń, ŕőáłőńìłã ŋěąőńìèĺě çĺáńă ńěčłő àăğńőęĺâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ. Ŕőíâőňã ŋăďő ãňěâì ĺáłăâì ąőńìèĺě ŕàőáâëě çĺáńă. İâőľ ğăďăçěľ ňë ğăľňñňáï ć àăğďěńě 33.8.

Ŋă ŕàăłâĺłě (ďńï ãáłőàěŋĺï ćëçĺáńěŋĺľ łàĺŕâőáĺáâěňã RSA çăáâő ĺáŕőńìğãîâ ćňěáâě á łăłőľ-âő âàăďĺæĺőŋŋőľ áĺáâěňőľ èĺäàőćăŋĺï, ć łőâőàőľ łńîç ŋěőąåőďĺňő åàăŋĺâì ć áěłàěâě. Ćëąàăć âăłãî áĺáâěňã, ňë ĺáŕőńìğãěň ďńï èĺäàőćăŋĺï ěñ — ă áĺáâěňă RSA ĺáŕőńìğãěâáï âőńìłő ďńï ŕěàěďăçĺ áěłàěâŋőčő łńîçă, łőâőàëľ ňőęěâ ąëâì ğŋăçĺâěńìŋő łőàőçě áăňőčő áőőąéěŋĺï. Śăň íâőâ łńîç ňőęěâ ćëąĺàăâìáï, ŋăŕàĺňěà, áńãçăľŋő ĺ âőńìłő ďńï őďĺŋ àăğ.

Ŕőåőęĺľ ŕőďåőď ŕàĺňěŋïěâáï ďńï ãáłőàěŋĺï àăąőâë á æĺäàőćëňĺ ŕőďŕĺáïňĺ. Śĺáâěňă RSA ĺáŕőńìğãěâáï ŕàĺ íâőň ć ŕăàě á âăł ŋăğëćăěňőľ őďŋőáâőàőŋŋěľ åěè-äãŋłæĺěľ (one-way hash function). Šăłăï äãŋłæĺï őâőąàăęăěâ łăęďőě áőőąéěŋĺě M ć ďőáâăâőçŋő łőàőâłőě áőőąéěŋĺě h(M) (ŋăŕàĺňěà, 128-ąĺâőćãî áâàőłã), ŕàĺ íâőň h(M) ńěčłő ćëçĺáńĺâì ŕő M, ŋő ŋě ãďăñâáï ŋăľâĺ ďćă àăğŋëå áőőąéěŋĺï M ĺ M^′, ďńï łőâőàëå h(M) = h(M^′) (åőâï âăłĺå ŕăà ňŋőčő ŕő ŕàĺŋæĺŕã Ďĺàĺåńě).

Őąàăğ h(M) áőőąéěŋĺï M ňőęŋő áàăćŋĺâì á ”őâŕěçăâłőň ŕăńìæă” (fingerprint) áőőąéěŋĺï M. Ăńĺáă, ęěńăï ŕőďŕĺáăâì áćőñ áőőąéěŋĺě M, ćëçĺáńïěâ h(M), łőâőàëľ ĺ èĺäàãěâ áćőĺň áěłàěâŋëň RSA-łńîçőň. Ğăâěň őŋă ŕőáëńăěâ Ąőąã ŕăàã (M, S_A(h(M))). Ąőą ãďőáâőćěàïěâáï ć ŕőďńĺŋŋőáâĺ ŕőďŕĺáĺ, ŕàőćěàĺć, çâő P_A(S_A(h(M))) = h(M). Łőŋěçŋő, ňőęŋő äăńìáĺäĺæĺàőćăâì âěłáâ áőőąéěŋĺï, ŋăľďï ďàãčőě áőőąéěŋĺě M^′, ďńï łőâőàőčő h(M) = h(M^′), ŋő íâő (ŕő ŋăèěňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî) áńőęŋő.

Łőŋěçŋő, ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ őâłàëâëå łńîçěľ ŋăďő ěéñ ãąěďĺâìáï, çâő áăňĺ łńîçĺ ŋě ąëńĺ ŕőďňěŋěŋë. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ĺňěěâáï ŋěłőâőàëľ ”ŋőâăàĺãá”, çěáâŋőáâì łőâőàőčő ćŋě ŕőďőğàěŋĺľ ĺ őâłàëâëľ łńîç łőâőàőčő ćáě ğŋăîâ (ĺ ć ěčő ŕàăćĺńìŋőáâĺ ŋě áőňŋěćăîâáï). Ŋőâăàĺãá ňőęěâ ćëďăćăâì ĺğćěáâŋëň ěňã ńîďïň áŕàăćłĺ ( áěàâĺäĺłăâë, certificates) ő âőň, çâő ĺå őâłàëâëľ łńîç âăłőľ-âő, ŕőďŕĺáëćăï íâĺ áŕàăćłĺ áőąáâćěŋŋőľ æĺäàőćőľ ŕőďŕĺáìî. (Ŕàĺåőďïéĺě ďőńęŋë áőőąéĺâì ŋőâăàĺãáã áćőľ őâłàëâëľ łńîç.) Ŕőďńĺŋŋőáâì áěàâĺäĺłăâă ňőęěâ ąëâì ŕàőćěàěŋă łăęďëň, łőňã ĺğćěáâěŋ őâłàëâëľ łńîç ŋőâăàĺãáă; ńîąőľ ğăàěčĺáâàĺàőćăŋŋëľ ã ŋőâăàĺãáă ãçăáâŋĺł ŕěàěčőćőàőć ňőęěâ ŕàĺńăčăâì á áćőĺň áőőąéěŋĺïň ćëďăŋŋëľ ŋőâăàĺãáőň áěàâĺäĺłăâ.

Şŕàăęŋěŋĺï 33.7-1 Ćëçĺáńĺâě őâłàëâëľ ĺ áěłàěâŋëľ RSA-łńîçĺ ŕàĺ p = 11, q = 29, n = 319 ĺ e = 3. Ůěňã àăćŋő d ć áěłàěâŋőň łńîçě? Ğăèĺäàãľâě áőőąéěŋĺě M = 100.

33.7-2 Ŕãáâì ğŋăçěŋĺě e ďńï őâłàëâőčő łőďă àăćŋő 3. Ďőłăęĺâě, çâő ćàăč, ãğŋăćèĺľ ğŋăçěŋĺě d, áňőęěâ àăğńőęĺâì n ŋă ňŋőęĺâěńĺ ğă ćàěňï, ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě őâŋőáĺâěńìŋő ďńĺŋë ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáĺ n. (Ăŋăńőčĺçŋőě ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő ĺ ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő e, áň. àăąőâã Ňĺńńěàă [147].)

33.7-3* Ďőłăęĺâě, çâő áĺáâěňă RSA ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋă, âő ěáâì

P_A(M_1)P_A(M_2) ≡ P_A(M_1M_2) (mod n)

ďńï ńîąëå M_1, M_2 ∈ Z_n. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ćàăč ĺňěěâ áŕőáőą ąëáâàő àăáèĺäàőćëćăâì 1% ćáěå áőőąéěŋĺľ ĺğ Z_n. Ĺáŕőńìğãï ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőáâì áĺáâěňë RSA, őąêïáŋĺâě, łăł âőčďă őŋ ňőęěâ á ćëáőłőľ ćěàőïâŋőáâìî ďőáâăâőçŋő ąëáâàő àăáèĺäàőćăâì ńîąőě áőőąéěŋĺě.

33.8 Ŕàőćěàłă çĺáěń ŋă ŕàőáâőâã

Ć íâőň àăğďěńě ňë őąáãęďăěň ćőŕàőá ő âőň, łăł ĺáłăâì ąőńìèĺě ŕàőáâëě çĺáńă.

Řăáŕàěďěńěŋĺě ŕàőáâëå çĺáěń.

Łăł ŋăľâĺ ąőńìèőě ŕàőáâőě çĺáńő? Ěáâěáâćěŋŋëľ ŕőďåőď âăłőć: ćğïâì ąőńìèőě áńãçăľŋőě çĺáńő ĺ ŕőáňőâàěâì, ŋě őłăęěâáï ńĺ őŋő ŕàőáâëň. Ěáńĺ ŋěâ, ŕőŕàőąőćăâì ďàãčőě áńãçăľŋőě çĺáńő ĺ âăł ďăńěě. İâőâ áŕőáőą ŕàĺčőďěŋ, ńĺèì ěáńĺ ŕàőáâëě çĺáńă ŋě áńĺèłőň àěďłĺ — ł áçăáâìî, íâő ďěľáâćĺâěńìŋő âăł, łăł ŕőłăğëćăěâ âěőàěňă ő àăáŕàěďěńěŋĺĺ ŕàőáâëå çĺáěń, ďőłăğăŋŋăï ć łőŋæě ŕàőèńőčő ćěłă. Ćőâ ěñ äőàňãńĺàőćłă (ďőłăğăâěńìáâćő ďăńěłő ćëåőďĺâ ğă àăňłĺ íâőľ łŋĺčĺ).

Őŕàěďěńĺň äãŋłæĺî àăáŕàěďěńěŋĺï ŕàőáâëå çĺáěń (prime distribution function) π, ŕőńőęĺć π(n) àăćŋëň łőńĺçěáâćã ŕàőáâëå çĺáěń, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺå n. Ŋăŕàĺňěà, ŋă őâàěğłě őâ 1 ďő 10 ěáâì 4 ŕàőáâëå çĺáńă 2, 3, 5 ĺ 7, ŕőíâőňã π(10) = 4.

Šěőàěňă 33.37 (ăáĺňŕâőâĺçěáłĺľ ğăłőŋ àăáŕàěďěńěŋĺï ŕàőáâëå çĺáěń) lim_{n→∞} π(n) n/ ln n = 1.

Ćëàăęěŋĺě n/ ln n ďăñâ ŋěŕńőåőě ŕàĺąńĺęěŋĺě ł π(n) ďăęě ŕàĺ ŋěąőńìèĺå ğŋăçěŋĺïå n. Şęě ŕàĺ n = 10^9 (ŋěąőńìèőě çĺáńő á âőçłĺ ğàěŋĺï áŕěæĺăńĺáâőć ŕő âěőàĺĺ çĺáěń) ŕőčàěèŋőáâì ŕàĺąńĺęěŋĺï ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 6% (π(10^9) = 50 847 478, 10^9/10^9 ln 10^9 ≈ 48 254 942).

Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺľ ğăłőŋ ŕőğćőńïěâ őæěŋĺâì ćěàőïâŋőáâì, á łőâőàőľ æěńőě çĺáńő, ŋăãčăď ćëąàăŋŋőě ĺğ őâàěğłă őâ 1 ďő n, ïćńïěâáï ŕàőáâëň — íâő ŕàĺňěàŋő 1/ ln n. Šěň áăňëň ďńï őâëáłăŋĺï ŕàőáâőčő çĺáńă őâ 1 ďő n ŋãęŋő ŕàőćěàĺâì ŋă ŕàőáâőâã ŕőàïďłă ln n áńãçăľŋő ćëąàăŋŋëå çĺáěń. Ŋăŕàĺňěà, çâőąë ŋăľâĺ ŕàőáâőě çĺáńő ĺğ 100 ďěáïâĺçŋëå ğŋăłőć, ŋăďő ŕěàěąàăâì ŕőàďïłă ln 10^{100} ≈ 230 áńãçăľŋëå çĺáěń őâ 1 ďő 10^{100}. (İâă őæěŋłă ŕő őçěćĺďŋëň ŕàĺçĺŋăň ňőęěâ ąëâì ãňěŋìèěŋă ćďćőě: ŕàőćěàïâì ŋă ŕàőáâőâã áâőĺâ âőńìłő ŋěçñâŋëě çĺáńă. Ğăňěâĺň âăłęě, çâő çĺáńő ďěáïâĺçŋëå ğŋăłőć ć ŋăãčăď ćğïâőň çĺáńě őâ 1 ďő 10^{100} á ąőńìèőľ ćěàőïâŋőáâìî ąńĺğłő ł 100 — őłőńő 90% ćáěå çĺáěń ć íâőň ďĺăŕăğőŋě ĺňěîâ 100 ğŋăłőć, őłőńő 99% — 99 ĺńĺ ąőńěě ğŋăłőć, őłőńő 99, 9% — 98 ĺńĺ ąőńěě ğŋăłőć ĺ â.ď.)

Ŋăň őáâăñâáï őąêïáŋĺâì, łăłĺň őąàăğőň ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, ąãďěâ ńĺ ŕàőáâëň ďăŋŋőě ąőńìèőě çĺáńő n. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë åőâĺň ãğŋăâì, áőáâőĺâ ńĺ àăğńőęěŋĺě çĺáńă n ŋă ŕàőáâëě ňŋőęĺâěńĺ n = p^{e1}_1 p^{e2}_2 · · ·p^{er}_r ,

(r ⩾ 1; çĺáńă p_1, p_2, . . . , p_r — àăğńĺçŋëě ŕàőáâëě ďěńĺâěńĺ n) ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőčő ŕàőáâőčő çĺáńă (r = 1, e_1 = 1).

Śăňëľ ŕàőáâőľ áŕőáőą ŕàőćěàłĺ — ŕěàěąőà ďěńĺâěńěľ (trial division). Ąãďěň ŕëâăâìáï àăğďěńĺâì n ŋă 2, 3, . . . , ⌊ √ n⌋ (çñâŋëě çĺáńă, ąőńìèĺě 2, ňőęŋő ŕàőŕãáłăâì). Ěáńĺ n ŋě ďěńĺâáï ŋĺ ŋă őďŋő ĺğ íâĺå çĺáěń, âő őŋő ŕàőáâőě (ěáńĺ n àăğńăčăěâáï ć ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ĺńĺ ąőńěě ňŋőęĺâěńěľ, âő őďĺŋ ĺğ ňŋőęĺâěńěľ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ √ n). Ŋő ďěńő íâő ďőńčőě — ãęě çĺáńő ďěńěŋĺľ ěáâì Θ( √ n), ĺ ćàěňï àăąőâë íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ ďńĺŋë ğăŕĺáĺ çĺáńă n (ŋăŕőňŋĺň, çâő ďćőĺçŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě n ğăŋĺňăěâ β = ⌊lg(n + 1)⌋ ąĺâőć, âăł çâő √ n = Θ(2^{β/2})). Šăłĺň őąàăğőň, âăłőľ ŕőďåőď ŕàĺňěŋĺň, ńĺèì ěáâì çĺáńő n ňăńő, ĺńĺ ĺňěěâ ŋěąőńìèőľ ďěńĺâěńì.

Ěáńĺ ŕàĺ ŕěàěąőàě ďěńĺâěńěľ ňë őąŋăàãęĺćăěň, çâő çĺáńő n áőáâăćŋőě, âő őďŋőćàěňěŋŋő ŋăåőďĺâáï ĺ ďěńĺâěńì çĺáńă n. Ďńï ďàãčĺå áŕőáőąőć ŕàőćěàłĺ ŕàőáâőâë íâő ŋě âăł — ňőęŋő ãąěďĺâìáï, çâő çĺáńő áőáâăćŋőě, âăł ĺ ŋě ãłăğăć ŋĺłăłőčő ěčő ďěńĺâěńï. İâő ŋě ãďĺćĺâěńìŋő, âăł łăł ğăďăçă àăğńőęěŋĺï çĺáńă ŋă ňŋőęĺâěńĺ, ŕő-ćĺďĺňőňã, čőàăğďő áńőęŋěě ğăďăçĺ ŕàőćěàłĺ ŕàőáâőâë çĺáńă. Ł ğăďăçě àăğńőęěŋĺï ŋă ňŋőęĺâěńĺ ňë ćěàŋñňáï ć áńěďãîéěň àăğďěńě.

Ŕáěćďőŕàőáâëě çĺáńă.

Śěľçăá ňë őŕĺèěň ”ŕőçâĺ ŕàăćĺńìŋëľ” ăńčőàĺâň ŕàőćěàłĺ çĺáńă ŋă ŕàőáâőâã, ŕàĺěňńěňëľ ďńï ňŋőčĺå ŕàăłâĺçěáłĺå ŕàĺńőęěŋĺľ. (Ŋěąőńìèőě ãáńőęŋěŋĺě íâőčő ăńčőàĺâňă, ďěńăîéěě ěčő áőćáěň ŕàăćĺńìŋëň, ąãďěâ őŕĺáăŋő ďăńìèě.)

Őąőğŋăçĺň çěàěğ Z^+_n ňŋőęěáâćő ćáěå ŋěŋãńěćëå ćëçěâőć ŕő ňőďãńî n: Z^+_n = {1, 2, . . . , n − 1}. Ěáńĺ çĺáńő n ŕàőáâőě, âő Z^+_n = Z^∗_n.

Ŋăğőćñň çĺáńő n ŕáěćďőŕàőáâëň ŕő őáŋőćăŋĺî a (base-a pseudoprime), ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő ãâćěàęďěŋĺě ňăńőľ âěőàěňë Ťěàňă:

a^{n−1} ≡ 1 (mod n). (33.42)

Ńîąőě ŕàőáâőě çĺáńő n ïćńïěâáï ŕáěćďőŕàőáâëň ŕő ńîąőňã őáŋőćăŋĺî a ∈ Z^+_n . Ŕőíâőňã ěáńĺ ŋăň ãďăńőáì ŋăľâĺ őáŋőćăŋĺě a, ŕő łőâőàőňã n ŋě ïćńïěâáï ŕáěćďőŕàőáâëň, âő ňë ňőęěň ąëâì ãćěàěŋë, çâő n — áőáâăćŋőě. Őłăğëćăěâáï, çâő ćő ňŋőčĺå áńãçăïå ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì őáŋőćăŋĺě a = 2

Pseudoprime(n)
1 if Modular-Exponentiation(2,n-1,n) \not\equiv 1 \pmod n
2 then return composite (ğăćěďőňő)
3 else return prime (ćőğňőęŋő)

İâă ŕàőæěďãàă ňőęěâ áőćěàèăâì őèĺąłĺ, ŋő âőńìłő ć őďŋã áâőàőŋã: ěáńĺ őŋă áőőąéăěâ, çâő çĺáńő n áőáâăćŋőě, âő íâő ďěľáâćĺâěńìŋő âăł, ŋő őŋă ňőęěâ ŕàĺŋïâì áőáâăćŋőě çĺáńő ğă ŕàőáâőě (ěáńĺ őŋő ïćńïěâáï ŕáěćďőŕàőáâëň ŕő őáŋőćăŋĺî 2). Łăł çăáâő âăłőě ŕàőĺáåőďĺâ? Őłăğëćăěâáï, ŋě âăł ãę çăáâő — áàěďĺ çĺáěń ďő 10 000 ěáâì âőńìłő 22 çĺáńă, ďńï łőâőàëå ŕàőæěďãàă Pseudoprime ďăñâ ŋěćěàŋëľ őâćěâ (ŕěàćëě çěâëàě ĺğ ŋĺå — 341, 561, 645 ĺ 1105). Ňőęŋő ŕőłăğăâì, çâő ďőńï âăłĺå ”ŕńőåĺå” çĺáěń áàěďĺ β-ğŋăçŋëå çĺáěń áâàěňĺâáï ł 0 ŕàĺ β → ∞. Ĺáŕőńìğãï őæěŋłĺ ĺğ àăąőâë Ŕőňěàăŋæă [157], ňőęŋő ŕőłăğăâì, çâő ďőńï áőáâăćŋëå çĺáěń áàěďĺ 50-àăğàïďŋëå ŕáěćďőŕàőáâëå ŕő őáŋőćăŋĺî 2 çĺáěń ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 10^{−6}, ă áàěďĺ 100-àăğàïďŋëå ŕáěćďőŕàőáâëå çĺáěń — 10^{−13}.

Ŋěâ ŋĺłăłĺå ŕàĺçĺŋ őčàăŋĺçĺćăâìáï ŕàőćěàłőľ ńĺèì őáŋőćăŋĺï 2; ňőęŋő ŕàőćěàïâì áőőâŋőèěŋĺě (33.42) ĺ ŕàĺ ďàãčĺå a. Ŋő íâő ŋě ćáěčďă ŕőňőčăěâ: áãéěáâćãîâ áőáâăćŋëě çĺáńă n, łőâőàëě ïćńïîâáï ŕáěćďőŕàőáâëňĺ ŕő ńîąőňã őáŋőćăŋĺî a ∈ Z^∗_n. Šăłĺě çĺáńă ŋăğëćăîâáï çĺáńăňĺ Łăàňăľłńă (Carmichael numbers). Šàĺ ŕěàćëå çĺáńă Łăàňăľłńă âăłőćë: 561, 1105 ĺ 1729. Ůĺáńă Łăàňăľłńă àěďłĺ: áàěďĺ ŕěàćëå áâă ňĺńńĺőŋőć ŕőńőęĺâěńìŋëå çĺáěń ĺå ĺňěěâáï ćáěčő 255. (Ć ãŕà. 33.8-2 ňë ãłăęěň őďŋã ĺğ ŕàĺçĺŋ, ŕő łőâőàëň âăłĺå çĺáěń ňăńő.)

Śěľçăá ňë ĺáŕàăćĺň ŋăè âěáâ âăł, çâőąë ďăęě çĺáńă Łăàňăľłńă ŋě áňőčńĺ ććěáâĺ ěčő ć ğăąńãęďěŋĺě.

Ćěàőïâŋőáâŋëľ âěáâ Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă İâőâ ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ŕàőćěàłĺ ŕàőáâőâë çĺáńă ŕőńãçăěâáï ĺğ ŕàőæěďãàë Pseudoprime ďćãňï ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋëňĺ ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺïňĺ.

• Šěáâ Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă ŕàőćěàïěâ áőőâŋőèěŋĺě (33.42) ďńï ŋěáłőńìłĺå ğŋăçěŋĺľ a.

• Ćëçĺáńïï áâěŕěŋì a, äĺčãàĺàãîéãî ć áàăćŋěŋĺĺ (33.42), âěáâ ŕő åőďã ćëçĺáńěŋĺï ŕàőćěàïâ, ŋě őąŋăàãęĺńáï ńĺ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ 1 ŕő ňőďãńî n. Ěáńĺ ďă, âěáâ ŋěňěďńěŋŋő ŕàěłàăéăěâ àăąőâã ĺ áőőąéăěâ, çâő çĺáńő n — áőáâăćŋőě (áńěďáâćĺě 33.35). Ŕàőæěďãàă Miller-Rabin, ŕàĺćěďñŋŋăï ŋĺęě, ŋĺęě, ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ŋěçñâŋőě çĺáńő n > 2 (ŕàőáâőâã łőâőàőčő ňë åőâĺň ŕàőćěàĺâì) ĺ ĺ æěńőě ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő s, őŕàěďěńïîéěě, áłőńìłő ĺâěàăæĺľ ŋăďő ŕàőćěáâĺ (çěň ąőńìèě s, âěň ňěŋìèě ćěàőïâŋőáâì őèĺąłĺ). Šěáâ ĺáŕőńìğãěâ čěŋěàăâőà áńãçăľŋëå çĺáěń Random (áň. àăğďěń 8.3); ŕàőæěďãàă Random(1, n − 1) ćőğćàăéăěâ áńãçăľŋőě æěńőě çĺáńő a, àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńñŋŋőě ŋă őâàěğłě 1 ⩽ a ⩽ n − 1. Šěáâ ĺáŕőńìğãěâ ŕàőæěďãàã Witness: Witness(a, n) ĺáâĺŋŋő, ěáńĺ a ïćńïěâáï ” áćĺďěâěńěň” âőčő, çâő çĺáńő n áőáâăćŋőě.

Witness(a,n)
1 ŕãáâì \langle b_k,b_{k-1},\ldots,b_0$ --- ďćőĺçŋăï ğă-

ŕĺáì $n-1$

2 d \gets 1
3 for i \gets k downto 0
4 do x \gets d
5 d \gets (d\cdot d) \bmod n
6 if d=1 ĺ $x\ne 1$ ĺ $x\ne n-1$
7 then return true
8 if b_i=1
9 then d \gets (d \cdot a) \bmod n
10 if d\ne 1
11 then return true
12 return false

Ćőâ łăł ŕàőĺáåőďĺâ íâă ŕàőćěàłă. Ć áâàőłě 1 çĺáńő n−1 ŕěàěćőďĺâáï ć ďćőĺçŋãî áĺáâěňã. İâő ŕàěďáâăćńěŋĺě ŋãęŋő, çâőąë ćëçĺáńïâì a^{n−1} mod n ňěâőďőň ŕőćâőàŋőčő ćőğćěďěŋĺï ć łćăďàăâ (áâàőłĺ 3–9). İâő ďěńăěâáï âěň ęě áŕőáőąőň, çâő ĺ ć ŕàőæěďãàě Modular-Exponentation, ŋő ğăőďŋő ć áâàőłăå 6–7 ŕàőćěàïěâáï, ŋě ŋăâłŋãńĺáì ńĺ ňë ŋă ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ 1. Ěáńĺ ŋăâłŋãńĺáì, âő ŕàőďőńęăâì ďăńìèě ćëçĺáńěŋĺě a^{n−1} mod n ŋěâ áňëáńă, ňë ĺ âăł ğŋăěň, çâő çĺáńő n áőáâăćŋőě; ŕàőæěďãàă Witness ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě true. Ěáńĺ íâőčő ŋě ŕàőĺğőèńő, ćőğćěďěŋĺě ć áâěŕěŋì ğăłăŋçĺćăěâáï á àěğãńìâăâőň d ĺ ć áâàőłăå 10–11 ňë ŕàőćěàïěň, àăćŋő ńĺ d ěďĺŋĺæě ŕő ňőďãńî n. Ěáńĺ ŋěâ, âő çĺáńő n âăłęě cőáâăćŋőě (ŕàőæěďãàă ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě true). Ěáńĺ ŋěâ, âő ćőğćàăéăěâáï ğŋăçěŋĺě false (”çĺáńő a ŋě ïćńïěâáï áćĺďěâěńěň âőčő, çâő n áőáâăćŋőě”).

Ć łăłőň áńãçăě ŕàőæěďãàă Witness(a, n) ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě true? Ć ďćãå — ńĺąő ĺňěěâáï ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ 1 ŕő ňőďãńî n, ńĺąő ŋě ćëŕőńŋěŋă ňăńăï âěőàěňă Ťěàňă (çĺáńő n ŋě ïćńïěâáï ŕćáěćďőŕàőáâëň ŕő őáŋőćăŋĺî a). Ć őąőĺå áńãçăïå çĺáńő n ïćńïěâáï áőáâăćŋëň.

Ŕàĺćěďñň âěŕěàì ŕőńŋőáâìî ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă.

1 for j \gets 1 to s
2 do a \gets Random(1,n-1)
3 if Witness(a,n)
4 then return áőáâăćŋőě ğăćěďőňő
5 return ŕàőáâőě ŕőçâĺ ŋăćěàŋïłă

Ŕàőæěďãàă Miller-Rabin ąěàñâ s áńãçăľŋëå çĺáěń őâ 1 ďő n−1 ĺ ŕàőćěàïěâ, ŋě ïćńïěâáï ńĺ łăłőě-âő ĺğ ŋĺå áćĺďěâěńěň âőčő, çâő n — áőáâăćŋőě (ć őŕĺáăŋŋőň ćëèě áňëáńě). Ěáńĺ ïćńïěâáï, âő çĺáńő n ğăćěďőňő ïćńïěâáï áőáâăćŋëň, ĺ őą íâőň ňőęŋő áőőąéĺâì ć áâàőłě 4. Ěáńĺ ŋĺ őďŋő ĺğ ćëąàăŋŋëå çĺáěń ŋě ïćńïěâáï áćĺďěâěńěň, âő ćëďăñâáï őâćěâ ”ŕàőáâőě”, åőâï čăàăŋâĺĺ âãâ ŋěâ. (Ňë őæěŋĺň ďăńěě, ŋăáłőńìłő ćěàőïâěŋ âăłőľ őâćěâ ŕàĺ áőáâăćŋőň n.)

Ďńï ŕàĺňěàă àăááňőâàĺň àăąőâã íâőčő ăńčőàĺâňă ďńï çĺáńă 561 (łőâőàőě, łăł ňë čőćőàĺńĺ, ïćńïěâáï çĺáńőň Łăàňăľłńă 561). Ďńï íâőčő ćěàŋñňáï ł àĺá. 33.4, łőâőàëľ áőőâćěâáâćãěâ ćëçĺáńěŋĺïň ďńï a = 7. Ŕàĺ ŕőáńěďŋěň ćőğćěďěŋĺĺ ć łćăďàăâ ŕàőæěďãàă őąŋăàãęĺćăěâ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ 1, ŕőáłőńìłã 7^{280} ≡ 67 (mod 561) ĺ 7^{560} ≡ 1 (mod 561). Šěň áăňëň ğŋăçěŋĺě a = 7 ïćńïěâáï áćĺďěâěńěň âőčő, çâő çĺáńő 561 áőáâăćŋőě: Witness(7, 561) = true. Ěáńĺ a = 7 ćáâàěâĺâáï áàěďĺ s áńãçăľŋëå ğŋăçěŋĺľ, ćëąàăŋŋëå ć ăńčőàĺâňě Miller-Rabin, âő ăńčőàĺâň ćëďăáâ őâćěâ ” áőáâăćŋőě”.

Ěáńĺ ďćőĺçŋăï ğăŕĺáì n áőďěàęĺâ β ąĺâőć, âő ŕàőæěďãàă Miller-Rabin(s, n) ćëŕőńŋïěâ O(sβ) ăàĺäňěâĺçěáłĺå (ĺ O(sβ^3) ąĺâőćëå) őŕěàăæĺľ (ŕàőĺğćőďĺâáï ŋě ąőńěě s őŕěàăæĺľ ćőğćěďěŋĺï ć áâěŕěŋì).

Őæěŋłă ćěàőïâŋőáâĺ őèĺąłĺ ďńï âěáâă Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă. Śőőąéăï, çâő çĺáńő n ïćńïěâáï ŕàőáâëň, ŕàőæěďãàă Miller- Rabin (łăł ĺ Pseudoprime) ňőęěâ őèĺąăâìáï. Ŋő âãâ ěáâì ćăęŋăï àăğŋĺæă. Ŕàőæěďãàă Pseudoprime ďăćăńă ŋěŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ ďńï ŋěłőâőàőľ (ŕãáâì ŋěąőńìèőľ) ďőńĺ ćáěå çĺáěń — âăłĺě çĺáńă ňőęŋő ŋăğćăâì ”ŕńőåĺňĺ” á âőçłĺ ğàěŋĺï íâőľ ŕàőæěďãàë. Ďńï âěáâă Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă ŕńőåĺå çĺáěń ŋěâ: ďńï ńîąőčő çĺáńă âěáâ ďăñâ ŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ á ąőńìèőľ ćěàőïâŋőáâìî. Ŕńőåĺň ňőęěâ ąëâì ńĺèì áńãçăľŋëľ ćëąőà ŕàőąŋëå áćĺďěâěńěľ, ĺ ćěàőïâŋőáâì íâőčő áőąëâĺï ňăńă.

Łăł ňë áěľçăá ďőłăęěň, ďńï ńîąőčő áőáâăćŋőčő çĺáńă n ŋě ňěŋěě ŕőńőćĺŋë ćáěå ćőğňőęŋëå ğŋăçěŋĺľ a ŕőğćőńïâ ãáâăŋőćĺâì, çâő n áőáâăćŋőě — âăł çâő ćěàőïâŋőáâì őďŋőłàăâŋőčő ŋěãďăçŋőčő ćëąőàŕă áćĺďěâěńï ŋě ŕàěćëèăěâ 1/2, ă ŕàĺ s-łàăâŋőň ŕőćâőàěŋĺĺ ŕăďăěâ ďő 2^{−s}.

Šěőàěňă 33.38 Ŕãáâì n — ŋěçñâŋőě áőáâăćŋőě çĺáńő. Šőčďă áàěďĺ íńěňěŋâőć Z^+_n ŋě ňěŋěě (n−1)/2 ïćńïîâáï áćĺďěâěńïňĺ âőčő, çâő n áőáâăćŋőě, âő ěáâì | |{a ∈ Z^+_n : Witness(a, n) = true | | ⩾ (n − 1)/2. Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì äĺłáĺàőćăŋő ŋăçñâŋőě áőáâăćŋőě çĺáńő n. Ąãďěň ŋăğëćăâì íńěňěŋâë a ∈ Z^+_n , ďńï łőâőàëå Witness(a, n) = false, ŕńőåĺňĺ. Ňë åőâĺň ŕőłăğăâì, çâő çĺáńő ŕńőåĺå íńěňěŋâőć ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (n − 1)/2.

Ğăňěâĺň, çâő ćáě ŋěčőďŋëě íńěňěŋâë ńěęăâ ć Z^∗_n. Ć áăňőň ďěńě, ďńï ŕńőåőčő a ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő a^{n−1} ≡ 1 (mod n), ĺ ŕőâőňã a^{n−1} ĺ áăňő a ćğăĺňŋő ŕàőáâë á n.

Šěŕěàì ňë ŕőłăęěň, çâő ćáě ŕńőåĺě íńěňěŋâë áőďěàęăâáï ć ŋěłőâőàőľ áőąáâćěŋŋőľ ŕőďčàãŕŕě B čàãŕŕë Z^∗_n. Ŕő áńěďáâćĺî 33.16 çĺáńő íńěňěŋâőć ć B ŋě ąőńìèě ŕőńőćĺŋë őąéěčő çĺáńă íďěňěŋâőć ć Z^∗_n, őâłãďă ĺ áńěďãěâ ďőłăğëćăěňőě ãâćěàęďěŋĺě. Őáâăñâáï ŋăľâĺ áőąáâćěŋŋãî ŕőďčàãŕŕã B, áőďěàęăéãî ćáě ŕńőåĺě íńěňěŋâë.

Śńãçăľ 1: Śãéěáâćãěâ x ∈ Z^∗_n, ďńï łőâőàőčő

x^{n−1} ≢ 1 (mod n). (33.43)

Šőčďă ŕőńőęĺň B àăćŋëň {b ∈ Z^∗_n : b^{n−1} ≡ 1 (mod n)}. Ňŋőęěáâćő B ğăňłŋãâő őâŋőáĺâěńìŋő őŕěàăæĺĺ ·_n, ŕőíâőňã ŕő âěőàěňě 33.14 őŋő ïćńïěâáï ŕőďčàãŕŕőľ čàãŕŕë Z^∗_n. Őçěćĺďŋő, ćáě ŕńőåĺě íńěňěŋâë ńěęăâ ć B ĺ ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî čàãŕŕă B ïćńïěâáï áőąáâćěŋŋőľ ŕőďàãčőőľ — âăł çâő ć íâőň áńãçăě ćáñ ďőłăğăŋő.

Śńãçăľ 2: Ďńï ćáïłőčő x ∈ Z^∗_n

x^{n−1} ≡ 1 (mod n) (33.44)

(n ïćńïěâáï çĺáńőň Łăàňăľłńă).

İâőâ áńãçăľ ŋěáłőńìłő ąőńěě áńőęěŋ. Ŕőłăęěň ŕàěęďě ćáěčő, çâő n ŋě ňőęěâ ąëâì áâěŕěŋìî ŕàőáâőčő çĺáńă. Ŕãáâì íâő ŋě âăł ĺ n = p^e ďńï ŋěçñâŋőčő ŕàőáâőčő p ĺ ďńï æěńőčő e > 1. Šőčďă ŕő âěőàěňě 33.32 čàãŕŕă Z^∗_n ïćńïěâáï æĺłńĺçěáłőľ, âő ěáâì áőďěàęĺâ íńěňěŋâ g, ďńï łőâőàőčő ord_n(g) = |Z^∗_n| = φ(n) = (p − 1)p^{e−1}. Ŕő âěőàěňě 33.33 ĺğ áàăćŋěŋĺï (33.44) áńěďãěâ, çâő n − 1 ≡ 0 (mod φ(n)), ŋő íâő ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł ŕàăćăï çăáâì ďěńĺâáï ŋă p (ĺ ďăęě ŋă p^{e−1}, ă ńěćăï ŋă ěďĺŋĺæã ňěŋìèě çĺáńă n, ďěńïéěčőáï ŋă p.

Ĺâăł, n ïćńïěâáï áőáâăćŋëň çĺáńőň, łőâőàőě ŋě ěáâì áâěŕěŋì ŋĺłăłőčő ŕàőáâőčő çĺáńă, ĺ ŕőâőňã áőďěàęĺâ ŋěáłőńìłő àăğŋëå ŕàőáâëå ňŋőęĺâěńěľ. Ŕőíâőňã ňë ňőęěň àăğńőęĺâì n ć ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå ćğăĺňŋő ŕàőáâëå çĺáěń n_1, n_2 > 1 (ŋăŕàĺňěà, ćłńîçĺć ć n_1 őďĺŋ ŕàőáâőľ ňŋőęĺâěńì, ă ć n_2 — ćáě őáâăńìŋëě).

Ůĺáńő n−1 çñâŋő. Ćëďěńĺň ĺğ ŋěčő ŋăĺąőńìèãî áâěŕěŋì ďćőľłĺ 2^t, âő ěáâì ğăŕĺèěň ěčő ć ćĺďě n − 1 = 2^tu, čďě u ŋěçñâŋő. Ďńï łăęďőčő a ∈ Z^+_n àăááňőâàĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì â = ⟨a^u, a^{2u}, a^{22u}, . . . , a^{2tu}⟩. (33.45) áőáâőïéãî ĺğ ćëçěâőć ŕő ňőďãńî n; łăęďëľ áńěďãîéĺľ ěñ íńěňěŋâ ŕőńãçăěâáï ĺğ ŕàěďëďãéěčő ćőğćěďěŋĺěň ć łćăďàăâ, ă ŕőáńěďŋĺľ íńěňěŋâ ěáâì a^{n−1}. Ğăňěâĺň, çâő ďćőĺçŋăï ğăŕĺáì çĺáńă n − 1 őłăŋçĺćăěâáï ŋă n ŋãńěľ. ĺ ŕőâőňã ćáě íńěňěŋâë íâőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ćáâàěâïâáï ć łăçěáâćě ŕàőňěęãâőçŋëå àěğãńìâăâőć ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺïå ć ŕàőæěďãàě Witness (łőâőàëě ğăłăŋçĺćăîâáï t ćőğćěďěŋĺïňĺ ć łćăďàăâ).

Łăłőľ ćĺď ňőęěâ ĺňěâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì â ŕàĺ àăğńĺçŋëå a? Ďńï łăęďőčő j = 0, 1, . . . , t ŕőáňőâàĺň, łăłĺě çńěŋë ňőčãâ ŕőïćńïâìáï ŋă j-őň ňěáâě ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ a (ďńï ãďőąáâćă ŋăçĺŋăěň ŋãňěàăæĺî á ŋãńï, áçĺâăï a^u ŋãńěćëň çńěŋőň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ â). Ŕőáńěďŋĺň çńěŋőň (j = t) ňőęěâ ąëâì âőńìłő ěďĺŋĺæă (ĺŋăçě ňë ĺňěńĺ ąë ãęě àăááňőâàěŋŋëľ áńãçăľ 1). Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ć ŋăçăńě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ â (âő ěáâì ďńï j = 0) ňőęěâ áâőïâì ŋě âőńìłő 1, ŋő ĺ −1 (ŕàĺ a = −1 ĺňěěň a^u = −1, âăł łăł u ŋěçñâŋő), ă âăłęě, ćőğňőęŋő, ĺ ďàãčĺě çĺáńă.

Řăááňőâàĺň ŋăĺąőńìèěě ğŋăçěŋĺě j ∈ {0, 1, . . . , t}, ďńï łőâőàőčő áãéěáâćãěâ âăłőľ íńěňěŋâ v ∈ Z^∗_n, çâő v^{2yu} ≡ −1 (mod n). (Ŕàĺ j = 0, łăł ňë ćĺďěńĺ, âăłőľ íńěňěŋâ v ŋăľďñâáï.) Ŕãáâì v ∈ Z^∗_n — őďĺŋ ĺğ âćłĺå íńěňěŋâőć, âő ěáâì v^{2j u} ≡ −1 (mod n). (İâőâ íńěňěŋâ ŕàĺčőďĺâáï ŋăň çãâì ŕőğęě.)

Ŕőńőęĺň B = {x ∈ Z^∗_n : x^{2j u} ≡ ±1 (mod n)}. Ŕőáłőńìłã B ğăňłŋãâő őâŋőáĺâěńìŋő ãňŋőęěŋĺï ŕő ňőďãńî n, őŋő ïćńïěâáï ŕőďčàãŕŕőľ čàãŕŕë Z^∗_n.

Ŕőłăęěň, çâő ńîąőľ ŕńőåőľ íńěňěŋâ a ŕàĺŋăďńěęĺâ B. Ŕőáňőâàĺň ŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì â, ŕőàőęďñŋŋãî ŕńőåĺň íńěňěŋâőň, ĺ ďćĺčăïáì áŕàăćă ŋăńěćő. Ŋă ěñ ŕőáńěďŋěň ňěáâě áâőĺâ ěďĺŋĺæă. Ŕěàěď ěďĺŋĺæěľ ňőęěâ áâőïâì ńĺąő ěéñ őďŋă ěďĺŋĺæă, ńĺąő çĺáńő −1 (ĺŋăçě ąëń ąë őąŋăàãęěŋ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ ěďĺŋĺæë ĺ íńěňěŋâ a ŋě ąëń ąë ŕńőåĺň). Ŕàĺ íâőň çĺáńő −1 ňőęěâ ŕőïćĺâìáï ńĺèì ć ŕőğĺæĺĺ j ĺńĺ ńěćěě (âăł łăł j ąëńő ćëąàăŋő ňăłáĺňăńìŋëň). Ğŋăçĺâ, ć j-őľ ŕőğĺæĺĺ ŋăåőďĺâáï ńĺąő 1, ńĺąő −1, âő ěáâì a ∈ B.

Šěŕěàì ňë ćőáŕőńìğãěňáï áãéěáâćőćăŋĺěň íńěňěŋâă v, çâőąë ŕőłăğăâì, çâő B ïćńïěâáï áőąáâćěŋŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ, ŕőáâàőĺć w ∈ Z^∗_n \ B. Ŕő áńěďáâćĺî 33.29 ĺğ v^{2ju} ≡ −1 (mod n) áńěďãěâ, çâő v^{2j u} ≡ −1 (mod n_1). Ŕő áńěďáâćĺî 33.28 ŋăľďñâáï íńěňěŋâ w, ďńï łőâőàőčő őďŋőćàěňěŋŋő ćëŕőńŋěŋë ãáńőćĺï

w ≡ v (mod n_1), w ≡ 1 (mod n_2).

Šőčďă w^{2j u} ≡ −1 (mod n_1), w^{2j u} ≡ 1 (mod n_2),

őâłãďă ćĺďŋő (áńěďáâćĺě 33.29), çâő

w^{2j u} ≢ ±1 (mod n), (33.46)

Ĺğ ďćãå ŕőáńěďŋĺå áàăćŋěŋĺľ ŕő ňőďãńïň n_1 ĺ n_2 ćĺďŋő, çâő w ćğăĺňŋő ŕàőáâő á n_1 ĺ á n_2 ĺ âěň áăňëň ćğăĺňŋő ŕàőáâő á n. Śńěďőćăâěńìŋő, w ŕàĺŋăďńěęĺâ Z^∗_n \ B, çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë — ňë ãáâăŋőćĺńĺ, çâő ćáě ŕńőåĺě íńěňěŋâë ŕàĺŋăďńěęăâ áőąáâćěŋŋőľ ŕőďčàãŕŕě, ĺ ŕőâőňã ĺå çĺáńő ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (n − 1)/2.

Šěőàěňă 33.39 Ďńï ŋěçñâŋőčő n > 2 ŋěçñâŋő ĺ ďńï ńîąőčő æěńőčő ŕőńőęĺâěńìŋőčő s ćěàőïâŋőáâì őèĺąłĺ ŕàőæěďãàë Miller-Rabin(n, s) ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2^{−s}.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ďńï ŕàőáâőčő n ćőőąéě ŋě ňőęěâ ąëâì őèĺąłĺ. Ěáńĺ ęě n áőáâăćŋőě, âő ŕő âěőàěňě 33.38 ŕàĺ łăęďőň áńãçăľŋőň ćëąőàě a ć áâàőłě 2 ňë á ćěàőïâŋőáâìî 1/2 ĺńĺ ąőńěě őąŋăàãęĺň áćĺďěâěńï âőčő, çâő n áőáâăćŋőě. Ŕőíâőňã ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő íâőčő ŋě ŕàőĺğőľďñâ ŕàĺ s (ŋěğăćĺáĺňëå) ŕőŕëâłăå, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 2^{−s}.

Ćğïć, ŋăŕàĺňěà, s = 50, ňë ŕőńãçĺň ćěàőïâŋőáâì őèĺąłĺ 2^{−50}. Šăłĺňĺ ňăńëňĺ ćěàőïâŋőáâïňĺ ŋă ŕàăłâĺłě őąëçŋő ŕàěŋěąàěčăîâ. Ěáńĺ ŕàĺňěŋïâì âěáâ ł áńãçăľŋő ćëąàăŋŋőňã çĺáńã, âő ćěàőïâŋőáâì őèĺąłĺ ąãďěâ ěéñ ňěŋìèě. Ďěńő ć âőň, çâő ŋăèă őæěŋłă (áćĺďěâěńěľ ŋě ňěŋìèě ŕőńőćĺŋë) ďńï ąőńìèĺŋáâćă n ćěàŋă á ąőńìèĺ́ň ğăŕăáőň. Ďńï ąőńìèĺŋáâćă n łőńĺçěáâćő ŕńőåĺå ğŋăçěŋĺľ a őąëçŋő ğŋăçĺâěńìŋő ňěŋìèě (n − 1)/2, ĺ ŋă ŕàăłâĺłě ňőęŋő őčàăŋĺçĺâìáï, áłăęěň, âàěňï ŕőŕëâłăňĺ (s = 3) á ďőáâăâőçŋő ňăńőľ ćěàőïâŋőáâìî őèĺąĺâìáï. Őďŋăłő ěáńĺ n ŋě ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋëň őąàăğőň, ă ďăñâáï ŋăň ĺğćŋě, âő ğŋăçĺâěńìŋő ãńãçèĺâì őæěŋłã (n − 1)/2 ďńï çĺáńă ŕńőåĺå íńěňěŋâőć ŋěńìğï (åőâï ŋěňŋőčő ňőęŋő: çĺáńő ŕńőåĺå íńěňěŋâőć, łăł ňőęŋő ďőłăğăâì, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (n − 1)/4 — ĺ íâă őæěŋłă ãęě ŋěãńãçèăěňă).

Şŕàăęŋěŋĺï 33.8-1 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ æěńőě çĺáńő n ŋě ïćńïěâáï ŕàőáâëň ĺ ŋě ïćńïěâáï áâěŕěŋìî ŕàőáâőčő çĺáńă, âő ć Z_n áãéěáâćãěâ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łőàěŋì ĺğ 1.

33.8-2* Ňőęŋő ŋěáłőńìłő ãáĺńĺâì âěőàěňã İľńěàă, ŕőłăğăć, çâő

a^{λ(n)} ≡ 1 (mod n),

ďńï ćáěå a, ěáńĺ λ(n) őŕàěďěńĺâì äőàňãńőľ

λ(n) = lcm(φ(p^{e1}_1 ), . . . , φ(p^{er}_r ). (33.47)

(ŕàĺ n = p^{e1}_1 . . . p^{er}_r ). Ďőłăęĺâě, çâő λ(n) | φ(n). Ďőłăęĺâě, çâő áőáâăćŋőě çĺáńő n ïćńïěâáï çĺáńőň Łăàňăľłńă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă λ(n) | n − 1. Ŋăŕàĺňěà, ďńï çĺáńă 561 = 3 · 11 · 17 (ŋăĺňěŋìèěě çĺáńő Łăàňăľłńă) ĺň ĺňěěň λ(n) = lcm(2, 10, 16) = 80 | 560. Ďőłăęĺâě, çâő ćáïłőě çĺáńő Łăàňăľłńă ”áćőąőďŋő őâ łćăďàăâőć” (ŋě ďěńĺâáï ŋă łćăďàăâ ŋĺłăłőčő ŕàőáâőčő çĺáńă) ĺ ĺňěěâ ŕő ňěŋìèěľ ňěàě 3 ŕàőáâëå ďěńĺâěńï. (İâő őďŋă ĺğ ŕàĺçĺŋ, ŕőçěňã çĺáńă Łăàňăľłńă àěďłĺ.)

33.8-3 Ŕãáâì x ïćńïěâáï ŋěâàĺćĺăńìŋëň łőàŋěň ĺğ 1 ŕő ňőďãńî n. Ďőłăęĺâě, çâő gcd(x−1, n) ĺ gcd(x+1, n) ïćńïîâáï ŋěâàĺćĺăńìŋëňĺ (őâńĺçŋëňĺ őâ 1 ĺ őâ n) ďěńĺâěńïňĺ çĺáńă n.

*33.9 Řăğńőęěŋĺě çĺáěń ŋă ňŋőęĺâěńĺ.

Ŕãáâì ŋăň ďăŋő çĺáńő n, łőâőàőě ŋăďő àăğńőęĺâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ (to factor it), âő ěáâì ŕàěďáâăćĺâì ć ćĺďě ŕàőĺğćěďěŋĺï ŕàőáâëå çĺáěń. Šěáâ ĺğ ŕàěďëďãéěčő àăğďěńă ŕőğćőńïěâ ãáâăŋőćĺâì, çâő n áőáâăćŋőě, ŋő ŋĺçěčő ŋě čőćőàĺâ őą ěčő ňŋőęĺâěńïå. İâő ŋě áńãçăľŋő — ŋăáłőńìłő ňë ňőęěň áãďĺâì áěčőďŋï, àăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺâěńĺ ğŋăçĺâěńìŋő áńőęŋěě ŕàőćěàłĺ ŕàőáâőâë. Ďăęě ŋăĺąőńěě ňőéŋëě áőćàěňěŋŋëě áãŕěàłőňŕìîâěàë, ĺáŕőńìğãîéĺě ŋăĺąőńěě áőćěàèěŋŋëě (ĺğ ĺğćěáâŋëå ŋă áěčőďŋïèŋĺľ ďěŋì) ăńčőàĺâňë, ŋě áŕőáőąŋë ğă àăğãňŋőě ćàěňï àăğńőęĺâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ ŋăãčăď ćğïâőě 200-ğŋăçŋőě çĺáńő.

ρ−íćàĺáâĺłă Ŕőńńăàďă.

Ŕěàěąĺàăï ćáě çĺáńă őâ 1 ďő B ć łăçěáâćě ćőğňőęŋëå ďěńĺâěńěľ ğăďăŋŋőčő çĺáńă n, ňë áňőęěň àăğńőęĺâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ ńîąőě çĺáńő ćŕńőâì ďő B^2. Śěľçăá ňë őŕĺèěň ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ďěńăěâ ŕàĺňěàŋő áâőńìłő ęě ďěľáâćĺľ ĺ ŕőğćőńïěâ àăáłńăďëćăâì ŋă ňŋőęĺâěńĺ çĺáńă ŕőàïďłă B^4 (ć ąőńìèĺŋáâćě áńãçăěć). Ł áőęăńěŋĺî, ŋěńìğï čăàăŋâĺàőćăâì, çâő őŋ ćëďăáâ őâćěâ ďőáâăâőçŋő ąëáâàő; ŋěńìğï čăàăŋâĺàőćăâì ďăęě âőčő, çâő ćőőąéě àăğńőęěŋĺě ąãďěâ ŋăľďěŋő. Őďŋăłő ŋă ŕàăłâĺłě íâőâ ăńčőàĺâň ğăàěłőňěŋďőćăń áěąï ŋěŕńőåő.

Pollard-Rho(n)
1 i \gets 1
2 x_i \gets Random (0,n-1)
3 y \gets x_i
4 k \gets 2
5 while true
6 do i \gets i+1
7 x_i \gets (x_{i-1}^2 - 1) \bmod n
8 d \gets \HOĎ(y-x_i,n)
9 if d \ne 1 ĺ d \ne n
10 then print d
11 if i=k
12 then y \gets x_i
13 k \gets 2k

İâă ŕàőæěďãćă őáŋőćăŋă ŋă àěłãààěŋâŋőň áőőâŋőèěŋĺĺ

x_i = (x^2_{i−1} − 1) mod n (33.48)

ĺ ćëçĺáńïěâ őďĺŋ ğă ďàãčĺň çńěŋë áőőâćěâáâćãîéěľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ x_1, x_2, x_3, x_4, . . . . (33.49)

(áâàőłă 7); ŕěàěňěŋŋăï i ãłăğëćăěâ ŋőňěà çńěŋă, ŋăçĺŋăï á 1ę ŕěàćëľ çńěŋ x_1 ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋő (áâàőłĺ 1–2). (Ŋă áăňőň ďěńě ć łăęďëľ ňőňěŋâ åàăŋĺâáï âőńìłő őďĺŋ çńěŋ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, âăł çâő ňőęŋő őŕãáâĺâì ĺŋďěłá i ĺ ĺáŕőńìğőćăâì őďŋã ŕěàěňěŋŋãî x ďńï åàăŋěŋĺï âěłãéěčő çńěŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ).

Ŕěàěňěŋŋăï k ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺï 2, 4, 8, . . . (áâàőłĺ 4 ĺ 13), łőčďă ğŋăçěŋĺě i ďőåőďĺâ ďő âěłãéěčő ğŋăçěŋĺï k, ğŋăçěŋĺě x_i ğăŕőňĺŋăěâáï ć ŕěàěňěŋŋőľ y, ă ŕěàěňěŋŋăï k ãćěńĺçĺćăěâáï ćďćőě. Šăłĺň őąàăğőň, y ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺï x_1, x_2, x_4, x_8, . . .

Ć áâàőłăå 8–10 ňë ŕëâăěňáï ŋăľâĺ ďěńĺâěńì çĺáńă n, ĺáŕőńìğãï ďćă çńěŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ — âěłãéěě ğŋăçěŋĺě x_i ĺ áőåàăŋñŋŋőě ğŋăçěŋĺě y. İâă ŕőŕëâłă ãďăçŋă, ěáńĺ çĺáńő d =

Řĺáãŋőł 33.7 33.7 ρ−íćàĺáâĺłă Ŕőńńăàďă. (a) Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì xi+1 = (x^2_i − 1) mod 1387 á ŋăçăńìŋëň íńěňěŋâőň x1 = 2. (Řăğńőęěŋĺě: 1387 = 19 · 73.) Ęĺàŋëě áâàěńłĺ áőőâćěâáâćãîâ èăčăň æĺłńă, ćëŕőńŋïěňëň ďő ŋăåőęďěŋĺï ďěńĺâěńï 19. (Ŕőáńě íâőčő ćëŕőńŋěŋĺě ŕàőæěďãàë ŕàěłàăéăěâáï — ŋő ŋă àĺáãŋłě ŕőłăğăŋ ćěáì ρ-æĺłń.) Śěàëň æćěâőň ŕőłăğăŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋëě ğŋăçěŋĺï ŕěàěňěŋŋőľ y. Ďěńĺâěńì 19 őąŋăàãęĺćăěâáï ŕàĺ áàăćŋěŋĺĺ y = 63 á x7 = 177: (63 − 177, 1387) = 19. (b) Šă ęě áăňăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕő ňőďãńî 19. Ŕő íâőňã ňőďãńî ãŕőňïŋãâëě ćëèě çĺáńă x7 = 177 ĺ y = 63 áàăćŋĺňë. (c) Šă ęě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕő ňőďãńî 73

gcd(y−x_i, n) őâńĺçŋő őâ 1 ĺ őâ n (ŕàőćěàłă ćëŕőńŋïěâáï ć áâàőłě 9). İâĺ ďěľáâćĺï ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď ćëčńïďïâ áâàăŋŋő, ŋő ŕő łàăľŋěľ ňěàě ńěčłő ćĺďěâì, çâő ŕàőæěďãàă Pollard-Rho ŋĺłőčďă ŋě ćëďăñâ ŋěŕàăćĺńìŋëå őâćěâőć: ãę ěáńĺ őŋă çěčő ŋăŕěçăâăńă, ğŋăçĺâ, íâő ŋěâàĺćĺăńìŋëľ ďěńĺâěńì n. Ćőŕàőá âőńìłő ć âőň, ŋăŕěçăâăěâ ńĺ őŋă åőâì çâő-âő. Śěľçăá ňë ŕàĺćěďñň ŋěłőâőàëě ŋěäőàňăńìŋëě ăàčãňěŋâë ć ŕőńìğã âőčő, çâő ěáńĺ çĺáńő n ĺňěěâ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ ďěńĺâěńì s, âő ěáâì èăŋáë ŋăľâĺ ěčő ŕőáńě √ s ŕàőåőďőć. (Ŋăŕőňŋĺň, çâő ã áőáâăćŋőčő çĺáńă n ěáâì ďěńĺâěńì, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺľ √ n, âăł çâő őęĺďăěňőě çĺáńő ĺâěàăæĺľ ňőęŋő őæěŋĺâì łăł^4 √ n. Ćőâ őąěéăŋŋëě ŋěäőàňăńìŋëě ăàčãňěŋâë. Ďńï ŋăçăńă ğăňěâĺň, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (33.49), ŋăçĺŋăï á łăłőčő-âő ňěáâă, áâăŋőćĺâáï ŕěàĺőďĺçěáłőľ. (Ć áăňőň ďěńě, ćőğňőęŋőáâěľ łőŋěçŋőě çĺáńő, âăł çâő ďőńęŋő ćáâàěâĺâìáï ŕőćâőàěŋĺě, ă ďăńìèě ãęě ćáñ ŕőľďñâ ŕő æĺłńã, âăł łăł áńěďãîéĺľ çńěŋ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ğăćĺáĺâ âőńìłő őâ ŕàěďëďãéěčő.)

Ŕőíâőňã ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňőęŋő ĺğőąàăğĺâì ć ćĺďě őłàãęŋőáâĺ á åćőáâĺłőň (àĺá. 33.7): őłàãęŋőáâì áőőâćěâáâćãěâ ŕěàĺőďĺçěáłőľ çăáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ă åćőáâĺł — ďőŕěàĺőďĺçěáłőľ. (İâă łăàâĺŋłă ŋăŕőňĺŋăěâ čàěçěáłãî ąãłćã ρ, ŕőíâőňã ňěâőď ĺ ŋăğëćăěâáï ρ-íćàĺáâĺłőľ.)

Ůâő ňőęŋő áłăğăâì ő ďńĺŋě ŕěàĺőďă ďńï áńãçăľŋő ćëąàăŋŋőčő x_1? Ŋěłőâőàăï (ŕãáâì ĺ ąěğőáŋőćăâěńìŋăï) őæěŋłă ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋă âăł. Ŕàěďáâăćĺň áěąě, çâő łăęďőě x_i ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋő ĺ ŋě ğăćĺáĺâ őâ ŕàěďëďãéĺå; áłőńìłő èăčőć ŕàőľďñâ ďő ŕěàćőčő ŕőćâőàěŋĺï? (Łőŋěçŋő, ŕàěďŕőńőęěŋĺě ő áńãçăľŋőáâĺ x_i ăąáãàďŋő — łăęďëľ íńěňěŋâ ěáâì äãŋłæĺï ŕàěďëďãéěčő — ŋő ŕàěőąàăğőćăŋĺě x → x^2 − 1 ďőáâăâőçŋő áńőęŋő, ĺ á ąőńìèőľ ŋăâïęłőľ ěčő ňőęŋő ãŕőďőąĺâì áńãçăľŋőňã ŕěàěňěèĺćăŋĺî.)

Ĺâăł, áłőńìłő èăčőć ŕàőľďñâ ďő ŕěàćőčő ŕőćâőàěŋĺï? İâã ğăďăçã ňë ãęě àăááňăâàĺćăńĺ ŕőď ŋăğćăŋĺěň ŕăàăďőłáă á ďŋïňĺ àőęďěŋĺï (àăğďěń 6.6.1), čďě őâňěçăńĺ, çâő áàěďŋěě łőńĺçěáâćő çńěŋőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ďő ŕěàćőčő ŕőćâőàă ĺňěěâ ŕőàïďőł Θ( √ n).

Ŋăá ąãďãâ, ćŕàőçěň, ĺŋâěàěáőćăâì őæěŋłĺ ďńĺŋë ŕěàĺőďă ŋě ŕő ňőďãńî n, ă ŕő ňőďãńî ďěńĺâěńěľ n. Ŕãáâì s — ŋěłőâőàëľ ďěńĺâěńì n, ďńï łőâőàőčő gcd(s, n/s) = 1 (ŋăŕàĺňěà, ćëďěńĺň áâěŕěŋĺ ŋěłőâőàőčő őďŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőęĺâěńï ć àăğńőęěŋĺĺ n ŋă ňŋőęĺâěńĺ). Ŕőáňőâàĺň ŋă őáâăâłĺ őâ ďěńěŋĺï çĺáěń x_i ŋă çĺáńő s. İâă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì x^′_i = x_i mod s âăłęě ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł ğăďăŋŋãî àěłãààěŋâŋëň áőőâŋőèěŋĺěň

x^′_{i+1} = (x^′_i^2 − 1) (mod s), (33.50)

ŕőáłőńìłã ŕěàěåőď őâ ňőďãńï n ł ňőďãńî s őŕàěďěńñŋ łőààěłâŋő (ŕàĺ s | n) ĺ ŕěàěáâăŋőćőçěŋ á ćőğćěďěŋĺěň ć łćăďàăâ ĺ ćëçĺâăŋĺěň ěďĺŋĺæë.

Ŕőćâőàĺć ŕàĺćěďñŋŋőě ćëèě ćěàőïâŋőáâŋőě àăááãęďěŋĺě, ňë ŕàĺďñň ł ğăłńîçěŋĺî, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ⟨x^′_i⟩ áâăŋőćĺâáï ŕěàĺőďĺçŋőľ ğă Θ( √ s) èăčőć. Ňőęŋő őęĺďăâì, çâő ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨x^′_i⟩ ŕőćâőàěŋĺě ŕőïćĺâáï àăŋìèě, âăł łăł áàăćŋĺňőáâì ŕő ňőďãńî n — ąőńěě áĺńìŋőě ãáńőćĺě, çěň áàăćŋĺňőáâì ŕő ňőďãńî s. (Ŋă àĺá. 33.7 łăł àăğ âăłőľ áńãçăľ ĺ ŕőłăğăŋ.)

Šěŕěàì őąêïáŋĺň, łăł ĺáŕőńìğãěâáï ŕěàěňěŋŋăï y. Ŕãáâì ňë åőâĺň ŋăľâĺ ŕőćâőàïîéĺěáï çńěŋë ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨x_i⟩. Ďńï íâőčő ŋě ŋãęŋő áàăćŋĺćăâì łăęďëľ çńěŋ á łăęďëň — ćňěáâő íâőčő ňőęŋő ğăŕőňĺŋăâì çńěŋë x_1, x_2, x_4, x_8, . . . ĺ áàăćŋĺćăâì ďàãčĺě çńěŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ á ŋĺňĺ, ĺéă ŕőćâőàěŋĺľ. Ŕàĺ íâőň, łőŋěçŋő, ňë ŋě čăàăŋâĺàãěň, çâő őąŋăàãęĺň áăňãî àăŋŋîî ŕăàã ŕőćâőàïîéĺåáï çńěŋőć. Ŋő ŕőáłőńìłã ŕőćâőàěŋĺě, àăğ áńãçĺćèĺáì, ďăńěě ĺďñâ ŕő æĺłńã, ňë ěčő ŋě ŕàőŕãáâĺň. Ŕàĺ íâőň ŋăň ŕàĺďñâáï ŕàőáňőâàěâì ąőńìèě çńěŋőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, çěň ěáńĺ ąë ňë áàăćŋĺćăńĺ ćáě ŕăàë, ŋő ŋěŋăňŋőčő (ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã àăğ).

Ŕàőæěďãàă Pollard-Rho áàăćŋĺćăěâ âěłãéěě ğŋăçěŋĺě x_i á ğăŕőňŋěŋŋëň ğŋăçěŋĺěň y — ŋő ćňěáâő âőčő, çâőąë ŕàőćěàïâì ĺå àăćěŋáâćő (ĺ âěň áăňëň ĺáłăâì ŕőćâőàěŋĺï ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨x_i⟩) ćëçĺáńïěâ ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì ĺå àăğŋőáâĺ ĺ çĺáńă n. Śňëáń íâőčő ć âőň, çâő âěň áăňëň ňőęŋő ãńőćĺâì æĺłń ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ x^′_i — ěáńĺ x_i ĺ y áàăćŋĺňë ŕő ňőďãńî s, âő ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì x_i − y ĺ n ąãďěâ łàăâěŋ s, ĺ ěáńĺ âőńìłő őŋ ŋě őłăęěâáï àăćŋëň n, âő ďěńő áďěńăŋő - ňë ŋăèńĺ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ ďěńĺâěńì çĺáńă n. (Ğăňěâĺň ěéñ, çâő çĺáńő s ĺáŕőńìğãěâáï âőńìłő ć ŋăèĺå àăááãęďěŋĺïå, ŋě ćáâàěçăïáì ć ŕàőčàăňňě.)

Ćáñ ňőęěâ ąëâì ŋě âăł čńăďłő, łăł ňë őŕĺáăńĺ, ŕő ďćãň ŕàĺçĺŋăň. Ćő-ŕěàćëå, ŋăèĺ őæěŋłĺ ďńï çĺáńă èăčőć — ćáěčő ńĺèì ŕàĺłĺďłĺĺ, ĺ ăńčőàĺâň ňőęěâ ŕàőàăąőâăâì ŋăňŋőčő ďőńìèě, ŕàěęďě çěň ąãďěâ ŋăľďěŋ őąéĺľ ďěńĺâěńì. Ćő-ćâőàëå, őąŋăàãęěŋŋëľ ďěńĺâěńì, łàăâŋëľ s, ňőęěâ őłăğăâìáï àăćŋëň n ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ąěáŕőńěğŋëň. Šăłőě ćőğňőęŋő: ŕãáâì. ŋăŕàĺňěà, n = pq, čďě p ĺ q ŕàőáâë, ĺ ŕãáâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨x_i mod p⟩ ĺ ⟨x_i mod q⟩ ĺňěîâ őďĺŋăłőćëě ŕő ďńĺŋě ŕěàĺőďĺçěáłĺě ĺ ďőŕěàĺőďĺçěáłĺě çăáâĺ. Šőčďă ŕőćâőàěŋĺï ŕő ňőďãńî p áőćňěéěŋë á ŕőćâőàěŋĺïňĺ ŕő ňőďãńî q, ĺ ć àěğãńìâăâě ąãďěâ őąŋăàãęĺćăâìáï őąéĺľ ďěńĺâěńì n.

Őąě íâĺ ćőğňőęŋőáâĺ àěďłő ćáâàěçăîâáï ŋă ŕàăłâĺłě. Ć łàăľŋěň áńãçăě ňőęŋő ĺğňěŋĺâì äőàňãńã, ŕőàőęďăîéãî àěłãààěŋâŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, ŕőńőęĺć, ŋăŕàĺňěà, x_{i+1} àăćŋëň (x_i^2 − c) mod n. Ć łăçěáâćě ğŋăçěŋĺï c ŋě áńěďãěâ ąàăâì 0 ĺ 2 (ŋě ąãďěň áěľçăá őąêïáŋïâì, ŕőçěňã); ďàãčĺě ğŋăçěŋĺï ćŕőńŋě ŕàĺěňńěňë.

Łőŋěçŋő, ŋăè ăŋăńĺğ ćěáìňă ŕàĺąńĺğĺâěńěŋ, âăł łăł ŕőáłőńìłã çĺáńă x_i ŋě ïćńïîâáï áńãçăľŋëňĺ — ŋő ŋă ŕàăłâĺłě ŕàőæěďãàă àăąőâăěâ åőàőèő, ïćńïïáì őďŋĺň ĺğ ŋăĺąőńěě íääěłâĺćŋëå ňěâőďőć ŕőĺáłă ŋěąőńìèĺå ďěńĺâěńěľ ąőńìèĺå æěńëå çĺáěń: őæěŋłă √ s ŋă çĺáńő őŕěàăæĺľ ğăćĺáĺâ őâ ćěńĺçĺŋë ďěńĺâěńï, ă ŋě őâ ćěńĺçĺŋë áăňőčő çĺáńă. Ŕàĺ àăąőâě á β-ąĺâőćëň çĺáńőň n ňë ĺéěň ňŋőęĺâěńĺ ďő √ n, âő ěáâì àăğňěàă ŋě ąőńěě β/2, ĺ őęĺďăěňőě çĺáńő ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ ĺňěěâ ŕőàïďőł n^{1/4} = 2^{β/4} (çâő ďăñâ ŕőàïďłă n^{1/4}β^3 = 2^{β/4}β^3 ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ.

Şŕàăęŋěŋĺï 33.9-1 Ŕőńìğãïáì àĺá. 33.7(a), őŕàěďěńĺâě, ć łăłőľ ňőňěŋâí ŕàőæěďãàă Pollard-Rho ŋăŕěçăâăěâ ďěńĺâěńì 73 çĺáńă 1387.

33.9-2 Ŕãáâì ğăďăŋă äãŋłæĺï f : Z_n → Z_n ĺ ğŋăçěŋĺě x_0 ∈ Z_n. Őŕàěďěńĺň ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì x_1, x_2, ... áőőâŋőèěŋĺěň x_i = f(x_{i−1}). Őąőğŋăçĺň çěàěğ u ďńĺŋã ŕěàĺőďĺçěáłőľ çăáâĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, ă çěàěğ t — ďńĺŋã ďőŕěàĺőďĺçěáłőľ çăáâĺ. Ŕàěďńőęĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň ŋăåőęďěŋĺï t ĺ u. Őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

33.9-3 Ůěàěğ áłőńìłő èăčőć ňőęŋő őęĺďăâì, çâő ŕàőæěďãàă Pollard- Rho őąŋăàãęĺâ ďěńĺâěńì ćĺďă p^e, čďě p — ŕàőáâőě çĺáńő, ă e > 1? 33.9-4* Ŕàőæěďãàă Pollard-Rho ŋă łăęďőň èăčě ćëçĺáńïěâ ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺľ ďěńĺâěńì. Ňőęŋő ŕëâăâìáï ãáłőàĺâì àăąőâã ŕàőæěďãàë âăł: ŕěàěňŋőęĺâì ŋěáłőńìłő áőáěďŋĺå çńěŋőć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ⟨x_i⟩, ĺ ćëçĺáńĺâì ŋăĺąőńìèĺľ őąéĺå ďěńĺâěńì ĺå ŕàőĺğćěďěŋĺï ĺ çĺáńă y. Řăğàăąőâăľâě áőőâćěâáâćãîéãî ŕàőæěďãàã ĺ őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã őŋă ąãďěâ àăąőâăâì. Śłőńìłő áőáěďŋĺå çńěŋőć áâőĺâ ąàăâì ŕàĺ àăąőâě á β-ąĺâőćëňĺ çĺáńăňĺ?

Ğăďăçĺ.

33-1 Ďćőĺçŋëľ ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï.

Śőćàěňěŋŋëě łőňŕìîâěàë ćëŕőńŋïîâ őŕěàăæĺĺ áńőęěŋĺï ĺ ćëçĺâăŋĺï, ă âăłęě ŕàőćěàïîâ çñâŋőáâì çĺáńă ąëáâàěě, çěň ćëŕőńŋïîâ ďěńěŋĺě á őáâăâłőň. Ŕőíâőňã ĺŋâěàěáěŋ ďćőĺçŋëľ ăńčőàĺâň ćëçĺáńěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï (binary gcd algorithm), ĺğąěčăîéĺľ ďěńěŋĺï á őáâăâłőň.

a. Ďőłăęĺâě, çâő gcd(a, b) = 2gcd(a/2, b/2) ďńï çñâŋëå æěńëå çĺáěń a ĺ b.

b. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ a çñâŋő, ă b ŋěçñâŋő, âő gcd(a, b) = gcd(a, b/2). c. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ őąă çĺáńă a ĺ b ŋěçñâŋë, âő gcd(a, b) = gcd((a − b)/2, b). d. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ gcd(a, b) á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ãłăğăŋŋëå áőőâŋőèěŋĺľ ğă ćàěňï O(lg(max(a, b))) (áçĺâăï, çâő ćëçĺâăŋĺě, ŕàőćěàłă ŋă çñâŋőáâì, ãďćőěŋĺě ĺ ĺ ďěńěŋĺě ŕőŕőńăň ćëŕőńŋïîâáï ğă ěďĺŋĺæã ćàěňěŋĺ).

33-2 Őæěŋłă çĺáńă ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ ć ăńčőàĺâňě Ěćłńĺďă. a. Ŕőłăęĺâě, çâő őąëçŋëľ áŕőáőą ďěńěŋĺï ãčőńłőň çĺáńă a ŋă çĺáńő b âàěąãěâ O((1 + lg q) lg b) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ őŕěàăæĺľ (q — çăáâŋőě).

b. Ŕőńőęĺň μ(a, b) = (1 + lg a)(1 + lg b). Ďőłăęĺâě, çâő çĺáńő ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ ć ŕàőæěďãàě Euclid, âàěąãěňëå ďńï áćěďěŋĺï ğăďăçĺ ćëçĺáńěŋĺï gcd(a, b) ł ğăďăçě ćëçĺáńěŋĺï gcd(b, a mod b), ŋě ŕàěćőáåőďĺâ c(μ(a, b) − μ(b, a mod b), ěáńĺ c > 0 — ďőáâăâőçŋő ąőńìèăï łőŋáâăŋâă. (Ĺáŕőńìğãľâě őæěŋłã ŕàěďëďãéěčő ŕãŋłâă.)

c. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Euclid(a, b) ćëŕőńŋïěâ ŋě ąőńěě O(μ(a, b)) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ. Ďőłăęĺâě, çâő ŕàőæěďãàă Euclid, ŕàĺňěŋñŋŋăï ł ďćãň β−ąĺâőćëň çĺáńăň, ćëŕőńŋïěâ ŋě ąőńěě O(β^2) ąĺâőćëå őŕěàăæĺľ.

33-3 Šàĺ ăńčőàĺâňă ćëçĺáńěŋĺï çĺáěń Ťĺąőŋăççĺ. Ć íâőľ ğăďăçĺ ňë áàăćŋĺćăěň âàĺ áŕőáőąă ćëçĺáńěŋĺï n-čő çĺáńă Ťĺąőŋăççĺ F_n ŕàĺ ğăďăŋŋőň n. (Ďńï ŕàőáâőâë ňë áçĺâăěň, çâő őŕěàăæĺĺ áńőęěŋĺï, ćëçĺâăŋĺï ĺńĺ ãňŋőęěŋĺï ćëŕőńŋïîâáï ğă ěďĺŋĺçŋőě ćàěňï ŋěğăćĺáĺňő őâ àăğňěàă çĺáěń.)

a. Ďőłăęĺâě, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőáâěľèěľ àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàë, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő àěăńĺğãîéěľ äőàňãńã (2.14), íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ n.

b. Ŕőłăęĺâě, łăł âěåŋĺłă ğăŕőňĺŋăŋĺï ŕàőňěęãâőçŋëå àěğãńìâăâőć ŕőğćőńïěâ áőłàăâĺâì ćàěňï ďő O(n).

c. Ŕőłăęĺâě, łăł ćëçĺáńĺâì F_n ğă ćàěňï O(lg n), ĺáŕőńìğãï âőńìłő őŕěàăæĺĺ (áńőęěŋĺě ĺ ãňŋőęěŋĺě) á æěńëňĺ çĺáńăňĺ. (Şłăğăŋĺě. Řăááňőâàĺâě ňăâàĺæã ( 1 1 0 1 )

ĺ ěñ áâěŕěŋĺ.)

d. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë âàñå őŕĺáăŋŋëå ăńčőàĺâňőć, ĺáåőďï ĺğ ąőńěě àěăńĺáâĺçŋëå őæěŋőł ćàěňěŋĺ áńőęěŋĺï ĺ ãňŋőęěŋĺï: áçĺâăľâě, çâő áńőęěŋĺě ďćãå β-ąĺâőćëå çĺáěń âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(β), ă ãňŋőęěŋĺě — O(β^2).

33-4 Łćăďàăâĺçŋëě ćëçěâë.

Ŕãáâì p — ŋěçñâŋőě ŕàőáâőě çĺáńő. İńěňěŋâ a ∈ Z^∗_p ŋăğëćăěâáï łćăďàăâĺçŋëň ćëçěâőň (quadratic residue), ěáńĺ áãéěáâćãěâ x ∈ Z^∗_p, ďńï łőâőàőčő x^2 ≡ a (mod p).

a. Ďőłăęĺâě, çâő ć čàãŕŕě Z^∗_p ĺňěěâáï ć âőçŋőáâĺ (p − 1)/2 łćăďàăâĺçŋëå ćëçěâőć.

b. Ŕãáâì p — ŕàőáâőě ĺ a ∈ Z^∗_p. Śĺňćőń Ńěęăŋďàă (Legendre

symbol), őąőğŋăçăěňëľ (_a p ) , őŕàěďěńïěâáï âăł: (_a p ) = 1, ěáńĺ a

ïćńïěâáï łćăďàăâĺçŋëň ćëçěâőň ć Z^∗_p, ĺ (_a p ) = −1 ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě. Ďőłăęĺâě, çâő ( a p ) ≡ a^{(p−1)/2} (mod p).

Ŕàěďńőęĺâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ, ïćńïěâáï ńĺ ğăďăŋŋëľ íńěňěŋâ a ∈ Z^∗_p łćăďàăâĺçŋëň ćëçěâőň. Őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

c. Ŕãáâì ŕàőáâőě çĺáńő p ĺňěěâ ćĺď 4k +3, ă çĺáńő a ∈ Z^∗_p ïćńïěâáï łćăďàăâĺçŋëň ćëçěâőň. Ďőłăęĺâě, çâő a^{k+1} mod p ïćńïěâáï łćăďàăâŋëň łőàŋěň ĺğ a ŕő ňőďãńî p. Ğă łăłőě ćàěňï ňőęŋő ćëçĺáńĺâì łćăďàăâŋëľ łőàěŋì ŕő ňőďãńî p ĺğ łćăďàăâĺçŋőčő ćëçěâă a ∈ Z^∗_p, ěáńĺ p ĺňěěâ ćĺď 4k + 3?

d. Ŕàěďńőęĺâě íääěłâĺćŋëľ ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă (ďńï ńîąőčő ŕàőáâőčő p) íńěňěŋâőć a ∈ Z^∗_p, ŋě ïćńïîéĺåáï łćăďàăâĺçŋëňĺ ćëçěâăňĺ. Śłőńìłő ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ ąãďěâ ćëŕőńŋïâì ć áàěďŋěň íâőâ ăńčőàĺâň?

Ğăňěçăŋĺï.

Łŋĺčă Ŋĺćěŋă ĺ Űãłěàňăŋă [191] — ŕàěćőáåőďŋëľ ãçěąŋĺł ŕő íńěňěŋâăàŋőľ âěőàĺĺ çĺáěń. Ć łŋĺčě Łŋãâă [122] ďěâăńìŋő àăááňăâàĺćăîâáï ăńčőàĺâňë ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ďěńĺâěńï ĺ ďàãčĺě ąăğőćëě ăńčőàĺâňë âěőàĺĺ çĺáěń. Ĺğ łŋĺč Řĺğěńï [168] ĺ Ąăåă [16] ňőęŋő ãğŋăâì ő áőćàěňěŋŋőň áőáâőïŋĺĺ ćëçĺáńĺâěńìŋőľ âěőàĺĺ çĺáěń. Ğăďăçĺ àăğńőęěŋĺï ŋă ňŋőęĺâěńĺ ĺ ŕàőćěàłĺ ŋă ŕàőáâőâã àăááňăâàĺćăîâáï ć łŋĺčě Ďĺłáőŋă [56]. Ć áąőàŋĺłě ŕőď àěďăłæĺěľ Ŕőňěàăŋæă [159] ňőęŋő ŋăľâĺ ŋěáłőńìłő åőàőèĺå őąğőàőć áâăâěľ.

Łŋãâ ć [122] őąáãęďăěâ ŕàőáåőęďěŋĺě ăńčőàĺâňă Ěćłńĺďă. Őŋ áőďěàęĺâáï ć áěďìňőľ łŋĺčě ğŋăňěŋĺâëå ”Ŋăçăń” Ěćłńĺďă (ŕàěďńőęěŋĺï 1 ĺ 2), ŋăŕĺáăŋŋőľ őłőńő 300 č. ďő Ř.Ţ. Ćőğňőęŋő, ĺďěï ăńčőàĺâňă ćőáåőďĺâ ł âàãďăň Ěćďőłáă (őłőńő 375 č. ďő Ř.Ţ.). Ăńčőàĺâň Ěćłńĺďă ŕàěâěŋďãěâ ŋă àőńì ďàěćŋěľèěčő ŋěâàĺćĺăńìŋőčő ăńčőàĺâňă — áőŕěàŋĺçăâì á ŋĺň ňőęěâ âőńìłő âăł ŋăëćăěňëľ ” àãááłĺľ ŋăàőďŋëľ ăńčőàĺâň ãňŋőęěŋĺï çáĺěń” (čńăćă 29), łőâőàëľ ąëń ĺğćěáâěŋ ěéñ ďàěćŋĺň ěčĺŕâïŋăň.

Łŋãâ őâňěçăěâ, çâő çăáâŋëľ áńãçăľ ”łĺâăľáłőľ âěőàěňë őą őáâăâłăå” ąëń ĺğćěáâěŋ łĺâăľáłőňã ňăâěňăâĺłã Śãŋ-Űã, ęĺćèěňã čďě-âő ňěęďã 200 č. ďő Ř.Ţ. ĺ 200 č. őâ Ř.Ţ. Šőâ ęě áăňëľ çăáâŋëľ áńãçăľ ąëń àăğőąàăŋ ďàěćŋěčàěçěáłĺň ňăâěňăâĺłőň Ŋĺłőňăåőň őłőńő 100 č. őâ Ř.Ţ. Ąőńěě őąéãî äőàňã âěőàěňě ŕàĺďăń Ůĺŋ Ůìî-Ÿăő ć 1247 čőďã. Ć ŕőńŋőľ őąéŋőáâĺ âěőàěňă ąëńă áäőàňãńĺàőćăŋă ĺ ďőłăğăŋă Ńěőŋăàďőň İľńěàőň ć 1734 čőďã.

Ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň ŕàőćěàłĺ çĺáěń ŋă ŕàőáâőâã, àăááňőâàěŋŋëľ ŋăňĺ, ŕàěďńőęěŋ Ňĺńńěàőň [147] ĺ Řăąĺŋőň [166]; őŋ ïćńïěâáï (á âőçŋőáâìî ďő ŕőáâőïŋŋőčő ňŋőęĺâěńï) áăňëň ąëáâàëň ĺğ ĺğćěáâŋëå, Ďőłăğăâěńìáâćő Šěőàěňë 33.39, ŕàĺćěďñŋŋőě ŋăňĺ, áńěďãěâ ĺďěě Ąăåă [15]. Ąőńěě áĺńìŋëľ àěğãńìâăâ ő âěáâě Ňĺńńěàă — Řăąĺŋă ďőłăğăŋ Ňőŋìě [148,149]. Ĺáŕőńìğőćăŋĺě áńãçăľŋőáâĺ âãâ áãéěáâćěŋŋő — ŋăĺńãçèĺľ ĺğćěáâŋëľ ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ (ŋě ĺáŕőńìğãîéĺľ ďăâçĺłă áńãçăľŋëå çĺáěń) ăńčőàĺâň ŕàőćěàłĺ ŋă ŕàőáâőâã ĺğćěáâěŋ łăł ćěàáĺï Łőíŋă — Ńěŋáâàë [45] âěáâă Ăďńěňăŋă, Ŕőňěàăŋæă ĺ Řãňěńĺ [3]. Ŋă ŕàőćěàłã ŕàőáâőâë çĺáńă n őŋ âàăâĺâ ćàěňï (lg n)^{O(lg lg lg n)} (çãâì ąőńìèě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő).

Ğăďăçă ŕőĺáłă ąőńìèőčő ”áńãçăľŋőčő” ŕàőáâőčő çĺáńă ŕőďàőąŋő őąáãęďîâ Ąőèěňĺŋ, Ąàăááăà, Łàěŕő, Čőâìě ĺ Ŕőňěàăŋæ [20].

Ĺďěï łàĺŕâőáĺáâěňë á őâłàëâëň łńîçőň ŕàĺŋăďńěęĺâ Ďĺääĺ ĺ Ţěńńňăŋã [54]. Łàĺŕâőáĺáâěňã RSA ŕàěďńőęĺńĺ ć 1977 čőďã Řĺćěáâ, Ÿăňĺà ĺ Ăďńěňăŋ. Ś âěå ŕőà łàĺŕâőčàăäĺï áâăńă ąëáâàő àăğćĺćăîéěľáï őąńăáâìî áő ňŋőęěáâćőň ĺŋâěàěáŋëå àěğãńìâăâőć. Ŋăŕàĺňěà, Čőńìďćăááěà ĺ Ňĺłíńĺ [86], ŕőłăğăńĺ, łăł ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì àăŋďőňĺğăæĺî (ďăâçĺł áńãçăľŋëå çĺáěń) ďńï ŕőáâàőěŋĺï łàĺŕâőáĺáâěň á őâłàëâëň łńîçőň ćěàőïâŋőáâŋëě ăńčőàĺâňë. Čőńìďćăááěà, Ňĺłíńĺ ĺ Řĺćěáâ [87] ŕàěďńőęĺńĺ áåěňã íńěłâàőŋŋőľ ŕőďŕĺáĺ, ćğńőň łőâőàőľ ŕő âàãďŋőáâĺ àăćŋőáĺńěŋ àăğńőęěŋĺî çĺáěń ŋă ňŋőęĺâěńĺ. Čőńìďćăácěà, Ňĺłíńĺ ĺ Řăłőć [87] ććěńĺ łńăáá âăł ŋăğëćăěňëå áĺáâěň á ŋãńěćëň àăğčńăèěŋĺěň, ŕàő łőâőàëě ňőęŋő ďőłăğăâì (ŕàĺ ŋěłőâőàëå ěáâěáâćěŋŋëå ďőŕãéěŋĺïå), çâő ŋĺ őďŋă ĺğ áâőàőŋ ŋě ãğŋăñâ ąőńìèě, çěň ěľ ŕőńőęěŋő.

Ňěâőď àăğńőęěŋĺï çĺáěń, ŋăğëćăěňëľ ρ-íćàĺáâĺłőľ, ćŕěàćëě ąëń ŕàěďńőęěŋ Ŕőńńăàďőň [156]. Ćăàĺăŋâ, ĺğńăčăěňëľ ŋăňĺ, ŕàěďńőęĺń Ąàěŋâ [35].

Ćàěňï àăąőâë ŋăĺńãçèěčő ĺğćěáâŋőčő ăńčőàĺâňă àăğńőęěŋĺï çĺáńă n ŋă ňŋőęĺâěńĺ ćőğàăáâăěâ á àőáâőň n łăł íłáŕőŋěŋâă, ŕőłăğăâěńěň łőâőàőľ ïćńïěâáï łőàěŋì ĺğ ďńĺŋë n. Ć őąéěň áńãçăě, ćőğňőęŋő, ŋăĺąőńěě íääěłâĺćŋëň ïćńïěâáï ăńčőàĺâň ” łćăďàăâĺçŋőčő àěèěâă”, ŕàěďńőęěŋŋëľ Ŕőňěàăŋæěň ć [158]. Ŕàĺ ŋěłőâőàëå ěáâěáâćěŋŋëå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ňőęŋő őæěŋĺâì łăł L(n)^{1+o(1)}, čďě L(n) = e^{√ln n ln ln n}. Ňěâőď íńńĺŕâĺçěáłĺå łàĺćëå, ŕàěďńőęěŋŋëľ Ńěŋáâàőľ [173], ĺŋőčďă íääěłâĺćŋěě ăńčőàĺâňă łćăďàăâĺçŋőčő àěèěâă, ŕőáłőńìłã őŋ (âăł ęě łăł ĺ ρ-ăńčőàĺâň Ŕőńńăàďă) ąëáâàő ĺéěâ ŋěąőńìèĺě ďěńĺâěńĺ; ćàěňï ŕőĺáłă ďěńĺâěńï p ňőęŋő őæěŋĺâì łăł L(p)^{√2+o(1)}.

34 Ŕőĺáł ŕőďáâàőł

Ąőńìèĺŋáâćő âěłáâőćëå àěďăłâőàőć ãňěěâ ĺáłăâì ğăďăŋŋőě áńőćő ć àěďăłâĺàãěňőň âěłáâě — åőçěâáï, çâőąë íâő ŕàőĺáåőďĺńő ąëáâàő. Ďàãčőľ ŕàĺňěà ğăďăçĺ, ć łőâőàőľ âàěąãěâáï ĺáłăâì ğăďăŋŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áĺňćőńőć ć áâàőłě, — ŕőĺáł ďăŋŋőľ æěŕőçłĺ ŋãłńěőâĺďőć ć ňőńěłãńě ĎŊŁ.

Čőćőàï äőàňăńìŋő, ğăďăçă ŕőĺáłă ŕőďáâàőł (string-matching problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ŕãáâì ďăŋë ”âěłáâ” — ňăááĺć T [1..n] ďńĺŋë n ĺ ”őąàăğěæ” — ňăááĺć P [1..m] ďńĺŋë m. Ňë áçĺâăěň, çâő íńěňěŋâë ňăááĺćőć P ĺ T — áĺňćőńë ŋěłőâőàőčő łőŋěçŋőčő ăńäăćĺâă Σ (ŋăŕàĺňěà, Σ = {0, 1} ĺńĺ Σ = {a, b, . . ., z}). Ňăááĺćë, áőáâőïéĺě ĺğ áĺňćőńőć ăńäăćĺâă Σ, çăáâő ŋăğëćăîâ áâàőłăňĺ (strings) áĺňćőńőć, ĺńĺ áńőćăňĺ ć íâőň ăńäăćĺâě.

Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő őąàăğěæ P ćåőďĺâ áő áďćĺčőň s (occurs with shift s), ĺńĺ, íłćĺćăńěŋâŋő, ćåőďĺâ á ŕőğĺæĺĺ s + 1 (occurs beginning at position s + 1) ć âěłáâ T , ěáńĺ 0 ⩽ s ⩽ n − m ĺ T [s + 1..s + m] = P [1..m] (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ T [s + j] = P [j] ŕàĺ 1 ⩽ j ⩽ m). Ěáńĺ P ćåőďĺâ áő áďćĺčőň s ć âěłáâ T , âő čőćőàïâ, çâő s — ďőŕãáâĺňëľ áďćĺč (valid shift), ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě s — ŋěďőŕãáâĺňëľ áďćĺč (invalid shift). Ğăďăçă ŕőĺáłă ŕőďáâàőł áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ ćáěå ďőŕãáâĺňëå áďćĺčőć ďńï ďăŋŋëå âěłáâă T ĺ őąàăğæă P (áň. àĺá. 34.1).

Ŋăáâőïéăï čńăćă ŕőáćïéěŋă àăğńĺçŋëň ăńčőàĺâňăň ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł. Ć àăğďěńě 34.1 ňë àăááňăâàĺćăěň ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň, àăąőâăîéĺľ ğă ćàěňï O((n − m + 1)m) (ć åãďèěň áńãçăě). Ğăâěň ć àăğďěńě 34.2 ňë àăááłăğëćăěň őą ăńčőàĺâňě Řăąĺŋă — Łăàŕă. İâőâ őáâàőãňŋëľ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ŕőďáâàőł âăłęě ć

Řĺá.34.1. Ŕěàěćőďë áńőć ŋă àĺáãŋłě: text — âěłáâ, pattern — őąàăğěæ.

Ŕőďŕĺáì:

Ğăďăçă ŕőĺáłă ŕőďáâàőł. Šàěąãěâáï ŋăľâĺ ćáě ćåőęďěŋĺï őąàăğæă P = abaa ć âěłáâ T = abcabaabcabac. Őąàăğěæ ćåőďĺâ ć âěłáâ âőńìłő őďĺŋ àăğ, áő áďćĺčőň s = 3 (áâăńő ąëâì, 3 — ďőŕãáâĺňëľ áďćĺč).

Řĺá. 34.2 Ŕőďŕĺáì: Řĺá. 34.2. Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 34.1. Śőćŕăďăîéĺě áĺňćőńë áőěďĺŋěŋë ćěàâĺłăńìŋëňĺ ńĺŋĺïňĺ, ă áőćŕăďăîéĺě çăáâĺ áâàőł ğăèâàĺåőćăŋë. Řĺá. (ă) áőőâćěâáâćãěâ áńãçăî |x| ⩽ |y|, àĺá. (ą) — áńãçăî |x| ⩾ |y|, àĺá. (ć) — áńãçăî |x| = |y|.

åãďèěň áńãçăě àăąőâăěâ ğă ćàěňï O((n − m + 1)m), ŋő ŋă ŕàăłâĺłě őŋ ć áàěďŋěň čőàăğďő ąëáâàěě; łàőňě âőčő, ăńčőàĺâň Řăąĺŋă — Łăàŕă őąőąéăěâáï ŋă ďàãčĺě ğăďăçĺ ŕőĺáłă őąàăğæă. Ć àăğďěńě 34.3 ňë őŕĺáëćăěň ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ŕőďáâàőł, łőâőàëľ ŕő ğăďăŋŋőňã őąàăğæã áâàőĺâ łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, ĺ ğăâěň ŕàőŕãáłăěâ çěàěğ íâőâ ăćâőňăâ âěłáâ T . Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňőć, őáŋőćăŋŋëå ŋă íâőľ ĺďěě, ňőęěâ ąëâì ďőćěďěŋő ďő O(n + m|Σ|). Ăŋăńőčĺçŋëľ, ŋő ąőńěě ĺğőéàñŋŋëľ ăńčőàĺâň Łŋãâă — Ňőààĺáă — Ŕàăââă (áőłàăéěŋŋő KMP) àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(m + n); íâőňã ăńčőàĺâňã ŕőáćïéěŋ àăğďěń 34.4. Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 34.5 őŕĺáëćăěâáï ăńčőàĺâň Ąőľěàă-Ňãàă. İâőâ ăńčőàĺâň ğăçăáâãî őłăğëćăěâáï ŋăĺąőńěě ãďőąŋëň ŋă ŕàăłâĺłě, åőâï, ŕőďőąŋő ăńčőàĺâňã Řăąĺŋă-Łăàŕă, ć åãďèěň áńãçăě őŋ ŋě ďăěâ ćëĺčàëèă ŕő áàăćŋěŋĺî á ŕàőáâěľèĺň ăńčőàĺâňőň.

34.0.1 Őąőğŋăçěŋĺï ĺ âěàňĺŋőńőčĺï

Ůěàěğ Σ^∗ őąőğŋăçăěâáï ňŋőęěáâćő ćáěå łőŋěçŋëå áâàőł ŋăď ăńäăćĺâőň Σ, ćłńîçăï ŕãáâãî áâàőłã (empty string), ĺňěîéãî ŋãńěćãî ďńĺŋã ĺ őąőğŋăçăěňãî ε. Ďńĺŋă áâàőłĺ x őąőğŋăçăěâáï |x|. Śőěďĺŋěŋĺě, ĺńĺ łőŋłăâěŋăæĺï (concatenation) áâàőł x ĺ y ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ćëŕĺáăâì áâàőłã x, ă ğă ŋěľ ćáâëł — áâàőłã y. Łőŋłăâěŋăæĺï áâàőł x ĺ y őąőğŋăçăěâáï xy; őçěćĺďŋő, |xy| = |x| + |y|.

Ňë ąãďěň čőćőàĺâì, çâő áâàőłă w — ŕàěäĺłá (prefix), ĺńĺ ŋăçăńő, áâàőłĺ x, ěáńĺ x = wy ďńï ŋěłőâőàőčő y ∈ Σ^∗. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő w — áãääĺłá (suffix), ĺńĺ łőŋěæ, áâàőłĺ x, ěáńĺ x = yw ďńï ŋěłőâőàőčő y ∈ Σ^∗. Ąãďěň ŕĺáăâì w ⊏ x, ěáńĺ w — ŕàěäĺłá x, ĺ w ⊐ x, ěáńĺ w — áãääĺłá x. Ŋăŕàĺňěà, ab ⊏ abcca ĺ cca ⊐ abcca. [Ś íâĺňĺ őąőğŋăçěŋĺňĺ ŋãęŋő őąàăéăâìáï őáâőàőęŋő: a ⊏ b ĺ b ⊐ a őğŋăçăîâ áőćěàèěŋŋő àăğŋőě!]

Ŕãáâăï áâàőłă ïćńïěâáï ŕàěäĺłáőň ĺ áãääĺłáőň ńîąőľ áâàőłĺ; ěáńĺ w — ŕàěäĺłá ĺńĺ áãääĺłá x, âő |w| ⩽ |x|. Ďńï ńîąëå áâàőł x ĺ y ĺ ďńï ńîąőčő áĺňćőńă a áőőâŋőèěŋĺï x ⊐ y ĺ xa ⊐ ya àăćŋőáĺńìŋë; őâŋőèěŋĺï ⊏ ĺ ⊐ âàăŋğĺâĺćŋë. Ć ďăńìŋěľèěň ňë ąãďěň ŕőńìğőćăâìáï áńěďãîéěľ ńěňňőľ.

Ńěňňă 34.1 (Ńěňňă ő ďćãå áãääĺłáăå) Ŕãáâì x, y ĺ z — áâàőłĺ, ďńï łőâőàëå x ⊐ z ĺ y ⊐ z. Šőčďă x ⊐ y, ěáńĺ |x| ⩽ |y|; y ⊐ x, ěáńĺ |x| ⩾ |y|, ĺ x = y, ěáńĺ |x| = |y|. Ďőłăğăâěńìáâćő. Śň. àĺá. 34.2.

Ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň 767

Ěáńĺ S[1..r] — áâàőłă ďńĺŋë r, âő ěě ŕàěäĺłá ďńĺŋë k ⩽ r ąãďěâ őąőğŋăçăâìáï S_k = S[1..k] (ć çăáâŋőáâĺ, S_0 = ε ĺ S_r = S). Ć íâĺå őąőğŋăçěŋĺïå ğăďăçă ő ŋăåőęďěŋĺĺ őąàăğæă P ďńĺŋë m ć âěłáâě T ďńĺŋë n áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ ćáěå âăłĺå s ĺğ ŕàőňěęãâłă 0 ⩽ s ⩽ n − m, çâő P ⊐ T_{s+m}. Ŕàĺ ğăŕĺáĺ ăńčőàĺâňőć ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ŕàőćěàłã àăćěŋáâćă ďćãå áâàőł łăł íńěňěŋâăàŋãî őŕěàăæĺî, ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï łőâőàőľ ŕàőŕőàæĺőŋăńìŋő ďńĺŋě áàăćŋĺćăěňëå áâàőł. Ěáńĺ áàăćŋĺćăâì áâàőłĺ áńěćă ŋăŕàăćő ĺ őáâăŋăćńĺćăâìáï, łăł âőńìłő őąŋăàãęěŋő àăáåőęďěŋĺě, âő áâőĺňőáâì áàăćŋěŋĺï áâàőł x ĺ y ěáâì Θ(t + 1), čďě t — ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěčő őąéěčő ŕàěäĺłáă áâàőł x ĺ y. (Ňë ŕĺèěň t+1 ćňěáâő t, ãçĺâëćăï áàăćŋěŋĺě ŕěàćëå ŋě áőćŕăćèĺå áĺňćőńőć.)

34.1 Ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň

Ŕěàćëľ ŕàĺåőďïéĺľ ć čőńőćã ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă őąàăğæă P ć âěłáâě T ŕőáńěďőćăâěńìŋő ŕàőćěàïěâ àăćěŋáâćő P [1..m] = T [s + 1..s + m] ďńï ćáěå n − m + 1 ćőğňőęŋëå ğŋăçěŋĺľ s:

Naive-String-Matcher(T,P)
1 n \gets length[T]
2 m \gets length[P]
3 for s \gets 0 to n-m
4 do if P[1..m]= T[s+1..s+m]
5 then print ‘‘Ŕőďáâàőłă ćåőďĺâ áő áďćĺčőň ’’s

Ňőęŋő áłăğăâì, çâő ňë ďćĺčăěň őąàăğěæ ćďőńì âěłáâă ĺ ŕàőćěàïěň ćáě ěčő ŕőńőęěŋĺï (àĺá. 34.3). Őâňěâĺň, çâő ŕàőćěàłă ć áâàőłě 4 ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ěéñ őďĺŋ æĺłń.

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Naive-String-Matcher ć åãďèěň áńãçăě ěáâì Θ((n−m+1)m). Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì T = a^n (ąãłćă a, ŕőćâőàñŋŋăï n àăğ), ă P = a^m. Šőčďă ďńï łăęďőľ ĺğ n−m+1 ŕàőćěàőł (áâàőłă 4) ąãďěâ ćëŕőńŋěŋő m áàăćŋěŋĺľ áĺňćőńőć, ćáěčő (n − m + 1)m, çâő ěáâì Θ(n^2) (ŕàĺ m = ⌊n/2⌋).

Řĺá. 34.3 Ŕőďŕĺáì:

Řĺá. 34.3. Ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň ĺéěâ őąàăğěæ P = aab ć âěłáâě T = acaabc. Ůěâëàě ŕőáńěďőćăâěńìŋëě ŕőŕëâłĺ ĺğőąàăęěŋë ŋă àĺá. (ă)–(č). Ąãłćë, ďńï łőâőàëå áàăćŋěŋĺě ŕàőèńő ãáŕěèŋő, áőěďĺŋěŋë ĺ ŕőłăğăŋë áěàëň. Ąãłćë, ŋă łőâőàëå ćëïćńěŋő ŋěáőćŕăďěŋĺě, áőěďĺŋěŋë ńőňăŋëňĺ ńĺŋĺïňĺ. Ŕàĺ íâőň s = 2 — ěďĺŋáâćěŋŋëľ ďőŕãáâĺňëľ áďćĺč.

Ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň — ŋě ńãçèĺľ (ďăńěě ňë àăááłăęěň őą ăńčőàĺâňě, àăąőâăîéěň ğă ćàěňï O(n + m)). Ŋěíääěłâĺćŋőáâì ŕàőáâěľèěčő ăńčőàĺâňă áćïğăŋă á âěň, çâő ĺŋäőàňăæĺï ő âěłáâě T , ŕőńãçăěňăï ŕàĺ ŕàőćěàłě ďăŋŋőčő áďćĺčă s, ŋĺłăł ŋě ĺáŕőńìğãěâáï ŕàĺ ŕàőćěàłě ŕőáńěďãîéĺå áďćĺčőć. Ňěęďã âěň âăłăï ĺŋäőàňăæĺï ňőęěâ őçěŋì ŕőňőçì. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, P = aaab ĺ ňë ćëïáŋĺńĺ, çâő áďćĺč s = 0 ďőŕãáâĺň. Šőčďă áďćĺčĺ 1, 2 ĺ 3 ğăćěďőňő ŋěďőŕãáâĺňë, ŕőáłőńìłã T [4] = b. Ďăńěě ňë őąáãďĺň àăğńĺçŋëě áŕőáőąë àěăńĺğăæĺĺ íâőľ ĺďěĺ.

Şŕàăęŋěŋĺï

34.1-1 Łăłĺě áàăćŋěŋĺï áĺňćőńőć ďěńăěâ ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň ŕàĺ P = 0001 ĺ T = 000010001010001?

34.1-2 Ŕőłăęĺâě, çâő ć åãďèěň áńãçăě ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň ŋăľďñâ ŕěàćőě ćåőęďěŋĺě ŕőďáâàőłĺ ğă ćàěňï Θ((n − m + 1)(m − 1)).

34.1-3 Ŕãáâì ćáě áĺňćőńë ć őąàăğæě P àăğńĺçŋë. Łăł ãáőćěàèěŋáâćőćăâì ăńčőàĺâň Naive-String-Matcher, çâőąë őŋ àăąőâăń ğă ćàěňï O(n), čďě n — ďńĺŋă âěłáâă?

34.1-4 Ŕãáâì ăńäăćĺâ áőďěàęĺâ d áĺňćőńőć, ĺ ŕãáâì őąàăğěæ ĺ âěłáâ — áńãçăľŋëě áâàőłĺ ďńĺŋë m ĺ n áőőâćěâáâćěŋŋő. Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă áàăćŋěŋĺľ áĺňćőńőć, ŕàőĺğćőďĺňëå ŕàőáâěľèĺň ăńčőàĺâňőň ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ áâàőłĺ 4, ěáâì

(n − m + 1) 1 − d^{−m} 1 − d^{−1} ⩽ 2(n − m + 1)

(áàăćŋěŋĺě áâàőł ŕàěłàăéăěâáï, łăł âőńìłő ŋăľďěŋë ŋěáőćŕăďăîéĺě áĺňćőńë ĺńĺ łőčďă ŕàőáňőâàěŋ ćěáì őąàăğěæ). Šăłĺň őąàăğőň, ďńï áńãçăľŋëå áâàőł ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň ćŕőńŋě íääěłâĺćěŋ.

34-1.5 Ŕãáâì ć őąàăğæě (ŋő ŋě ć âěłáâě!) ňőęěâ ćáâàěçăâìáï, ŋăàïďã á áĺňćőńăňĺ ĺğ ăńäăćĺâă Σ, áĺňćőń ♦, ŋăğëćăěňëľ áĺňćőńőň ŕàőŕãáłă (gap character), łőâőàëľ áőőâćěâáâćãěâ ŕàőĺğćőńìŋőľ ŕőďáâàőłě (ć âőň çĺáńě ŕãáâőľ). Ŋăŕàĺňěà, őąàăğěæ ab♦ba♦c ćåőďĺâ ć âěłáâ cabccbacbacab ĺ łăł

c ab
  ab

      cc

♦ ba
ba

   cba

♦ c
c

   ab,

ĺ łăł

c ab
  ab

     ccbac

♦ ba
ba

♦ c
c

   ab.

Řăğàăąőâăľâě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, ćëïáŋïîéĺľ, ćåőďĺâ ńĺ ďăŋŋëľ őąàăğěæ (á áĺňćőńăňĺ ŕàőŕãáłă) ć ďăŋŋëľ âěłáâ.

34.2 Ăńčőàĺâň Řăąĺŋă — Łăàŕă

Řăąĺŋ ĺ Łăàŕ ĺğőąàěńĺ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ŕőďáâàőł, łőâőàëľ íääěłâĺćěŋ ŋă ŕàăłâĺłě ĺ ł âőňã ęě őąőąéăěâáï ŋă ďàãčĺě ăŋăńőčĺçŋëě ğăďăçĺ (ŋăŕàĺňěà, ŕőĺáł őąàăğæă ŋă ďćãňěàŋőľ àěèñâłě). Ţőâï ć åãďèěň áńãçăě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Řăąĺŋă-Łăàŕă ěáâì Θ((n − m + 1)m), ć áàěďŋěň őŋ àăąőâăěâ ďőáâăâőçŋő ąëáâàő.

Ŕàěďŕőńőęĺň ďńï ŋăçăńă, çâő Σ = { 0, 1, 2, . . ., 9 } (ć őąéěň áńãçăě ňőęŋő áçĺâăâì, çâő łăęďëľ áĺňćőń ć ăńäăćĺâě Σ ěáâì dĺçŋăï æĺäàă, čďě d = |Σ|). Šőčďă áâàőłã ĺğ k áĺňćőńőć ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł ďěáïâĺçŋãî ğăŕĺáì çĺáńă (k-ğŋăçŋőčő), ă áăňĺ áĺňćőńë — łăł æĺäàë.

Ěáńĺ P [1..m] — őąàăğěæ, âő çěàěğ p őąőğŋăçĺň çĺáńő, ďěáïâĺçŋőľ ğăŕĺáìî łőâőàőčő őŋ ïćńïěâáï; ăŋăńőčĺçŋő, ěáńĺ T [1..n] — âěłáâ, âő ďńï s = 0, 1, . . ., n − m őąőğŋăçĺň çěàěğ t_s çĺáńő, ďěáïâĺçŋőľ ğăŕĺáìî łőâőàőčő ïćńïěâáï áâàőłă T [s + 1..s + m]. Őçěćĺďŋő, s ïćńïěâáï ďőŕãáâĺňëň áďćĺčőň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă t_s = p. Ěáńĺ ąë ňë ňőčńĺ ćëçĺáńĺâì p ğă ćàěňï O(m) ĺ ćáě t_i ğă ćàěňï O(n) (ćàěňěŋŋő ğăłàőěň čńăğă ŋă âő őąáâőïâěńìáâćő, çâő íâĺ ćëçĺáńěŋĺï ňőčãâ ŕàĺćěáâĺ ł áńĺèłőň ąőńìèĺň çĺáńăň), âő ňë áňőčńĺ ąë ŋăľâĺ ćáě ďőŕãáâĺňëě áďćĺčĺ ğă ćàěňï O(n), áàăćŋĺćăï p áő ćáěňĺ t_s ŕő őçěàěďĺ.

Ćëçĺáńĺâì p ğă ćàěňï O(m) ďěľáâćĺâěńìŋő ňőęŋő, ŕő áåěňě Čőàŋěàă (àăğď. 32.1):

p = P [m] + 10(P [m − 1] + 10(P [m − 2] + · · · + 10(P [2] + 10P [1]) . . .)).

Šőçŋő âăł ęě ğă ćàěňï O(m) ňőęŋő ćëçĺáńĺâì t_0.

Ůâőąë ćëçĺáńĺâì t_1, t_2, . . ., t_{n−m} ğă ćàěňï O(n − m), ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ ĺğćěáâŋőň t_s ňőęŋő ćëçĺáńĺâì t_{s+1} ğă ćàěňï O(1). Ć áăňőň ďěńě,

t_{s+1} = 10(t_s − 10^{m−1}T [s + 1]) + T [s + m + 1] : (34.1)

çâőąë ŕőńãçĺâì áâàőłã T [s + 2..s + m + 1] ĺğ T [s + 1..s + m], ŋăďő ãďăńĺâì T [s+1] (âő ěáâì ćëçěáâì 10^{m−1}T [s+1] ĺğ t_s) ĺ ŕàĺŕĺáăâì áŕàăćă T [s+m+1] (âő ěáâì ãňŋőęĺâì ŕőńãçěŋŋãî àăğŋőáâì ŋă 10 ĺ ŕàĺąăćĺâì ł ŋěľ T [s+m+1]). Ěáńĺ ćëçĺáńĺâì łőŋáâăŋâã 10^{m−1} ğăàăŋěě (á ŕőňőéìî âěåŋĺłĺ, őŕĺáăŋŋőľ ć àăğď. 33.6, íâő ňőęŋő áďěńăâì ğă ćàěňï O(lg m); ćŕàőçěň, őæěŋłă ŋě ãåãďèĺâáï, ěáńĺ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕěàěňŋőęĺâì m − 1 ďěáïâłã ğă ćàěňï O(m)), âő áâőĺňőáâì ćëçĺáńěŋĺľ ŕő äőàňãńě (34.1) őčàăŋĺçěŋă áćěàåã łőŋáâăŋâőľ; áâăńő ąëâì, çĺáńă p ĺ t_0, t_1, . . ., t_{n−m} ňőčãâ ąëâì ŋăľďěŋë ğă ćàěňï O(n + m), ĺ âăłęě ğă ćàěňï O(n + m) ňőčãâ ąëâì ŋăľďěŋë ćáě ćåőęďěŋĺï őąàăğæă P [1..m] ć âěłáâ T [1..n].

Ďő áĺå ŕőà ňë ŋě ãçĺâëćăńĺ âőčő, çâő çĺáńă p ĺ t_s ćěńĺłĺ — ŋăáâőńìłő, çâő ŕàěďŕőńőęěŋĺě ő ćëŕőńŋěŋĺĺ ăàĺäňěâĺçěáłĺå őŕěàăæĺľ ğă ćàěňï O(1) ěďćă ńĺ ďőŕãáâĺňő. Ł áçăáâìî, íâã âàãďŋőáâì ňőęŋő őąőľâĺ áńěďãîéĺň őąàăğőň: ŋăďő ŕàőćőďĺâì ćëçĺáńěŋĺï çĺáěń p ĺ t_0, ă âăłęě ćëçĺáńěŋĺï ŕő äőàňãńě (34.1), ŕő ňőďãńî äĺłáĺàőćăŋŋőčő çĺáńă q (àĺá. 34.4; ŕő ŕőćőďã ăàĺäňěâĺłĺ ŕő ňőďãńî q áň. àăğď. 33.1). Šőčďă ćáě çĺáńă ŋě ŕàěćőáåőďïâ q ĺ ňőęŋő áçĺâăâì, çâő çĺáńő p ĺ ćáě t_j ąãďãâ ďěľáâćĺâěńìŋő ćëçĺáńěŋë ğă ćàěňï O(n+m). Őąëçŋő ć łăçěáâćě q ćëąĺàăîâ ŕàőáâőě çĺáńő, ďńï łőâőàőčő 10q ŕőňěéăěâáï ć ňăèĺŋŋőě áńőćő — íâő ãŕàőéăěâ ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě ćëçĺáńěŋĺľ. Ć őąéěň áńãçăě (ďńï ăńäăćĺâă { 0, 1, 2, . . ., d }) ćëąĺàăîâ âăłőě ŕàőáâőě çĺáńő q, çâő dq ŕőňěéăěâáï ć ňăèĺŋŋőě áńőćő (ąńăčőďăàï íâőňã ćáě ăàĺäňěâĺçěáłĺě őŕěàăæĺĺ ŕàőĺáåőďïâ ć ŕàěďěńăå őďŋőčő áńőćă); àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě (34.1) ŕàĺőąàěâăěâ ćĺď

t_{s+1} = (d(t_s − T [s + 1]h) + T [s + m + 1]) mod q, (34.2)

čďě h ≡ d^{m−1} (mod q).

Ćëçĺáńěŋĺï ŕő ňőďãńî q åőàőèĺ ćáěň, łàőňě őďŋőčő: ĺğ àăćěŋáâćă t_s ≡ p (mod q) ěéñ ŋě áńěďãěâ, çâő t_s = p. Ŕőíâőňã, ěáńĺ t_s ≢ p (mod q), âő áďćĺč s ğăćěďőňő ŋěďőŕãáâĺň ĺ ő ŋěň ňőęŋő ğăąëâì, ă ěáńĺ t_s ≡ p (mod q), âő ŋăďő ěéě ŕàőćěàĺâì, áőćŕăďăîâ ńĺ áâàőłĺ P [1..m] ĺ T [s + 1..s + m] ŋă áăňőň ďěńě. Ěáńĺ áőćŕăďăîâ, âő ňë ŋăèńĺ ćåőęďěŋĺě őąàăğæă ć áâàőłã, ă ěáńĺ ŋě áőćŕăďăîâ, âő ŕàőĺğőèńő åőńőáâőě áàăąăâëćăŋĺě (spurious hit). Ěáńĺ ŕàőáâőě çĺáńő q ďőáâăâőçŋő ćěńĺłő, âő ňőęŋő ŋăďěïâìáï, çâő ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ğăâàăâë ŋă ăŋăńĺğ åőńőáâëå áàăąăâëćăŋĺľ ąãďãâ ŋěćěńĺłĺ.

Ğăŕĺèěň âěłáâ áőőâćěâáâćãîéěľ ŕàőæěďãàë Rabin-Karp- Matcher. Őŋă ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď âěłáâ T , őąàăğěæ P , ”őáŋőćăŋĺě áĺáâěňë áçĺáńěŋĺï” d (őąëçŋő ąěàãâ d = |Σ|) ĺ ŕàőáâőě çĺáńő q.

Rabin-Karp-Matcher(T,P,d,q)
1 n \gets length[T]
2 m \gets length[P]
3 h \gets d^{m-1} \bmod q
4 p \gets 0
5 t \gets 0
6 for i \gets 1 to m
7 do p \gets (dp+P[i]) \bmod q
8 t \gets (dt+T[i]) \bmod q
9 for s \gets 0 to n-m

Řĺá.34.4, ğăŋĺňăîéĺľ æěńãî áâàăŋĺæã.

Ŕěàěćőďë ŋăďŕĺáěľ, ćåőďïéĺå ć àĺáãŋőł: valid match — ćåőęďěŋĺě őąàăğæă, spurious hit — åőńőáâőě áàăąăâëćăŋĺě, old high-order digit — æĺäàă áâăàèěčő àăğàïďă, new low-order digit — æĺäàă ňńăďèěčő àăğàïďă, shift ŋě ŕěàěćőďĺâì ĺ ŋě ćőáŕàőĺğćőďĺâì (ŋĺ áńőćő, ŋĺ áâàěńłã).

Ŕőďŕĺáì:

Řĺá.34.4. Ăńčőàĺâň Řăąĺŋă-Łăàŕă. Σ = { 0, 1, 2, . . ., 9 }, q = 13. (ă) Śâàőłă T (âěłáâ). Śěàëň ćëďěńěŋő őłőèłő èĺàĺŋë 5. Ůĺáńěŋŋőě ğŋăçěŋĺě ćëďěńěŋŋőľ ŕőďáâàőłĺ àăćŋő 7 ŕő ňőďãńî 13. (ą) Ďńï âőčő ęě âěłáâă ãłăğăŋë çĺáńěŋŋëě ğŋăçěŋĺï (ŕő ňőďãńî 13) ćáěå ŕőďáâàőł ďńĺŋë 5. Ěáńĺ őąàăğěæ ěáâì P = 31415, âő ŋăá ĺŋâěàěáãîâ ŕőďáâàőłĺ áő ğŋăçěŋĺěň 7, ŕőáłőńìłã 31415 ≡ 7 (mod 13). Šăłĺå ŕőďáâàőł ćáěčő ďćě; őďŋă ĺğ ŋĺå áőőâćěâáâćãěâ ćåőęďěŋĺî őąàăğæă ć âěłáâ, ă ďàãčăï — åőńőáâőňã áàăąăâëćăŋĺî. (ć) Ĺğňěŋěŋĺě çĺáńőćőčő ğŋăçěŋĺï ŕàĺ áďćĺčě őłőèłă. Ć ŕàěďëďãéěň őłőèłě áâőïńő 31415. Şďăńĺć æĺäàã áâăàèěčő àăğàïďă ĺ ŕàĺŕĺáăć ŋőćãî æĺäàã ňńăďèěčő àăğàïďă, ŕőńãçăěň 14152. Šě ęě ćëçĺáńěŋĺï ŕő ňőďãńî 13 ĺğ áâăàőčő ğŋăçěŋĺï 7 ŕőńãçăîâ ŋőćőě ğŋăçěŋĺě 8.

10 do if p=t
11 then if P[1..m]=T[s+1..s+m]
12 then print ‘‘Őąàăğěæ ćåőďĺâ áő áďćĺ-

čőň ’’s

13 if s<n-m
14 then t \gets (d(t-T[s+1]h) + T[s+m+1]) \bmod q

Őŕĺèěň àăąőâã ŕàőæěďãàë. Ćáě áĺňćőńë àăááňăâàĺćăîâáï łăł d-ĺçŋëě æĺäàë. Ć áâàőłăå 1–5 ŕěàěňěŋŋëň ŕàĺáćăĺćăîâáï ŋăçăńìŋëě ğŋăçěŋĺï (h — íâő ”ěďĺŋĺæă áâăàèěčő àăğàïďă” ć d-ĺçŋőľ áĺáâěňě). Ć æĺłńě ć áâàőłăå 6–8 á ŕőňőéìî áåěňë Čőàŋěàă ćëçĺáńïîâáï ğŋăçěŋĺï p ĺ t_0 (ŕőáńěďŋěě ŕàĺáćăĺćăěâáï ŕěàěňěŋŋőľ t). Űĺłń ć áâàőłăå 9–14 ŕěàěąĺàăěâ ćáě ćőğňőęŋëě ğŋăçěŋĺï s; ć ňőňěŋâ ĺáŕőńŋěŋĺï áâàőłĺ 10 ĺňěěň t ≡ t_s (mod q). Ěáńĺ őłăğëćăěâáï, çâő t_s ≡ p, âő áâàőłĺ T [s + 1..s + m] ĺ P [1..m] áàăćŋĺćăîâáï ĺ, ć áńãçăě áőćŕăďěŋĺï, őą íâőň ŕěçăâăěâáï áőőąéěŋĺě (áâàőłĺ 11–12). Ěáńĺ t_s ≢ p, âő ŕàőčàăňňă ŕàőćěàïěâ, ąãďěâ ńĺ æĺłń ćëŕőńŋïâìáï ďăńěě (áâàőłă 13), ĺ ěáńĺ ąãďěâ, âő őąŋőćńïěâ ğŋăçěŋĺě t ŕő äőàňãńě (34.2) — áâàőłă 14.

Ć åãďèěň áńãçăě íâă ŕàőæěďãàă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ Θ((n − m + 1)m), łăł ĺ ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň — ãęě ŕőâőňã, çâő ďńï ćáěå ďőŕãáâĺňëå áďćĺčőć ŕàőĺáåőďĺâ ŕőáĺňćőńìŋăï ŕàőćěàłă. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ P = a^m ĺ T = a^n, âő áàăćŋěŋĺě ć áâàőłě 11 ąãďěâ ćëŕőńŋïâìáï ďńï ćáěå ğŋăçěŋĺľ s (ĺ ăńčőàĺâň őâńĺçăěâáï őâ âàĺćĺăńìŋőčő ńĺèì ć åãďèãî áâőàőŋã ğă áçñâ ďőŕőńŋĺâěńìŋëå ğăâàăâ ŋă ćëçĺáńěŋĺě h ć áâàőłě 3, ŋă æĺłń ć áâàőłăå 6–8 ĺ ŋă ćëçĺáńěŋĺï ć áâàőłě 14).

Ćő ňŋőčĺå ŕàĺńőęěŋĺïå áńěďãěâ őęĺďăâì, çâő ďőŕãáâĺňëå áďćĺčőć ąãďěâ ŋěňŋőčő; ć íâőň áńãçăě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Řăąĺŋă — Łăàŕă ąãďěâ O(n + m) ŕńîá ŋěąőńìèĺě ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ğăâàăâë ŋă őąàăąőâłã åőńőáâëå áàăąăâëćăŋĺľ. Ňőęŋő áďěńăâì ŋěáâàőčãî ŕàĺłĺďłã, őáŋőćëćăïáì ŋă áńěďãîéĺå áőőąàăęěŋĺïå. Ąãďěň áçĺâăâì, çâő őâőąàăęěŋĺě àěďãłæĺĺ ŕő ňőďãńî q — áńãçăľŋăï äãŋłæĺï ĺğ Σ^∗ ć Z_q. İâő ãâćěàęďěŋĺě âàãďŋő ŕőďďăěâáï äőàňăńĺğăæĺĺ ĺ ďőłăğăâěńìáâćã, ŋő íňŕĺàĺçěáłĺ ŕőďâćěàęďăěâáï (áà. àăğď. 12.3.1, čďě ňë őąáãęďăńĺ ŕàĺňěŋěŋĺě ďěńěŋĺï á őáâăâłőň ł åěèĺàőćăŋĺî). Šőčďă ňőęŋő ŋăďěïâìáï, çâő łőńĺçěáâćő åőńőáâëå áàăąăâëćăŋĺľ ěáâì O(n/q), ŕőáłőńìłã ćěàőïâŋőáâì âőčő, çâő áńãçăľŋőě çĺáńő t_s áàăćŋĺňő á p ŕő ňőďãńî q, àăćŋă 1/q. Śâăńő ąëâì, őęĺďăěňőě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Řăąĺŋă — Łăàŕă ěáâì O(n) + O(m(v + n/q)), čďě v — łőńĺçěáâćő ćåőęďěŋĺľ őąàăğæă ć âěłáâ. Ěáńĺ q ⩾ m (âő ěáâì ďńĺŋă őąàăğæă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ćëąàăŋŋőčő ğŋăçěŋĺï q) ĺ v = O(1), âő ŕőńãçăěâáï, çâő ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ğă ćàěňï O(n + m).

34.2.1 Şŕàăęŋěŋĺï

34.2-1 Śłőńìłő åőńőáâëå áàăąăâëćăŋĺľ ďăáâ ăńčőàĺâň Řăąĺŋă- Łăàŕă, ěáńĺ q = 11, T = 3141592653589793 ĺ P = 26?

34.2-2 Őąőąéĺâě ăńčőàĺâň Řăąĺŋă — Łăàŕă ŋă áńãçăľ, łőčďă ć âěłáâě ŋăďő ĺáłăâì őďŋã ĺğ k ďăŋŋëå ŕőďáâàőł.

34-2.3 Őąőąéĺâě ăńčőàĺâň Řăąĺŋă — Łăàŕă ŋă áńãçăľ, łőčďă ŋăďő ĺáłăâì łćăďàăâ àăğňěàőň m×m ć ňăâàĺæě àăğňěàőň n×n á ğăďăŋŋëň áőďěàęĺňëň (â.ě. ŕőńãçăîéĺľáï ĺğ őąàăğæă ŕăàăńńěńìŋëň ŕěàěŋőáőň).

34-2.4 Ş Ăŋĺ ŋă łőňŕìîâěàě ěáâì n-ąĺâőćëľ äăľń A = ⟨a_{n−1}, a_{n−2}, . . ., a_0⟩, ă ã Ąőàĺ — n -ąĺâőćëľ äăľń B = ⟨b_{n−1}, b_{n−2}, . . ., b_0⟩. Őŋĺ åőâïâ ŕàőćěàĺâì, ĺďěŋâĺçŋë ńĺ íâĺ äăľńë, ŋě ŕěàěáëńăï ĺå ďàãč ďàãčã, áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ćëąĺàăěâáï ŕàőáâőě çĺáńő q > 1000n ĺ áńãçăľŋőě æěńőě çĺáńő x ∈ {0, 1, . . ., q − 1}. Ŕőáńě íâőčő Ăŋï ćëçĺáńïěâ ćëàăęěŋĺě A(x) = (_n ∑ i=0 a_ix^i ) mod q, ă Ąőàï ćëçĺáńïěâ ăŋăńőčĺçŋőě ćëàăęěŋĺě B(x). Ŕőłăęĺâě, çâő, ěáńĺ A ≠ B, áãéěáâćãěâ ńĺèì őďĺŋ èăŋá ĺğ âëáïçĺ, çâő A(x) = B(x) (ĺ ãę łőŋěçŋő A(x) = B(x), ěáńĺ A = B). (Şłăğăŋĺě: ćőáŕőńìğãľâěáì ãŕàăęŋěŋĺěň 33.4-4).

34.3 Ŕőĺáł ŕőďáâàőł á ŕőňőéìî łőŋěçŋëå ăćâőňăâőć

Ňŋőčĺě ăńčőàĺâňë ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł ŋăçĺŋăîâ á âőčő, çâő áâàőïâ łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, łőâőàëľ ŋăåőďĺâ ć âěłáâě T ćáě ćåőęďěŋĺï őąàăğæă P . Ć íâőň àăğďěńě ňë őŕĺèěň, łăł ňőęŋő ŕőáâàőĺâì âăłőľ ăćâőňăâ. Śăň ŕő áěąě ŕőĺáł ŕőďáâàőłĺ á ŕőňőéìî łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă ćěáìňă íääěłâĺćěŋ: łăęďëľ áĺňćőń ŕőáâãŕăěâ ŋă ćåőď łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă âőńìłő ěďĺŋőęďë, ă őąàăąőâłă łăęďőčő áĺňćőńă ğăŋĺňăěâ őčàăŋĺçěŋŋőě ćàěňï, âăł çâő őąéěě ćàěňï àăąőâë ěáâì Θ(n) — ŕőáńě âőčő, őďŋăłő, łăł ăćâőňăâ ŕőáâàőěŋ! Ł áőęăńěŋĺî, ćàěňï ŋă ŕőáâàőěŋĺě łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă ňőęěâ ąëâì ćěńĺłő, ěáńĺ ćěńĺł ăńäăćĺâ Σ (ć àăğď. 34.4 ňë őąáãďĺň őáâàőãňŋëľ áŕőáőą őąőľâĺ íâã âàãďŋőáâì).

Ć íâőň àăğďěńě ňë ďăďĺň őŕàěďěńěŋĺě łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă, ğăâěň àăááňőâàĺň áŕěæĺăńìŋëľ łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, ŕàěďŋăğŋăçěŋŋëľ ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł, ĺ ŋăłőŋěæ ŕőłăęěň, łăł áłőŋáâàãĺàőćăâì íâőâ ăćâőňăâ, ĺáåőďï ĺğ ŕőďáâàőłĺ, łőâőàãî őŋ ŕàĺğćăŋ ĺáłăâì.

Řĺá. 34.5. Ŕěàěćőďë áńőć ć àĺáãŋłě: input — ćåőď, state — áőáâőïŋĺě.

Ŕőďŕĺáì:

Łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ áő ňŋőęěáâćőň áőáâőïŋĺľ Q = {0, 1}, ŋăçăńìŋëň áőáâőïŋĺěň q_0 = 0 ĺ ćåőďŋëň ăńäăćĺâőň Σ = {a, b}. (ă) Šăąńĺæă ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ ŕěàěåőďă δ. (ą) Ťãŋłæĺï ŕěàěåőďă ć ćĺďě ďĺăčàăňňë. Śőáâőïŋĺě 1 — ěďĺŋáâćěŋŋőě ďőŕãáłăîéěě áőáâőïŋĺě (çñàŋőě). Śâàěńłăňĺ ŕőłăğăŋë ŕěàěåőďë. Ŋăŕàĺňěà áâàěńłă ĺğ áőáâőïŋĺï 1 ć áőáâőïŋĺě 0, ŕőňěçěŋŋăï ąãłćőľ b, őğŋăçăěâ, çâő δ(1, b) = 0. İâőâ ăćâőňăâ ďőŕãáłăěâ áâàőłĺ, őłăŋçĺćăîéĺěáï ŋă ŋěçñâŋőě çĺáńő ąãłć a (âőçŋěě čőćőàï, áâàőłĺ ćĺďă ya^k, čďě áâàőłă y ŕãáâă ĺńĺ őłăŋçĺćăěâáï ŋă b, ă çĺáńő k ŋěçñâŋő). Ŋăŕàĺňěà, ďńï ćåőďŋőľ áâàőłĺ abaaa ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áőáâőïŋĺľ (ćłńîçăï ĺáåőďŋőě) ąãďěâ ⟨0, 1, 0, 1, 0, 1⟩, ĺ íâă áâàőłă ďőŕãáłăěâáï; ďńï ćåőďŋőľ áâàőłĺ abbaa ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áőáâőïŋĺľ ąãďěâ ⟨0, 1, 0, 0, 1, 0⟩, ĺ íâă áâàőłă őâćěàčăěâáï.

34.3.1 Łőŋěçŋëě ăćâőňăâë

Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ (finite automaton) — íâő ŕïâěàłă M = (Q, q_0, A, Σ, δ), čďě:

• Q — łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő áőáâőïŋĺľ (states); • q_0 ∈ Q — ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě (start state);

• A ⊆ Q — łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő ďőŕãáłăîéĺå áőáâőïŋĺľ (accepting states);

• Σ — łőŋěçŋëľ ćåőďŋőľ ăńäăćĺâ (input alphabet); • δ — äãŋłæĺï ĺğ Q × Σ ć Q, ŋăğëćăěňăï äãŋłæĺěľ ŕěàěåőďă (transition function) ăćâőňăâă.

Ŕěàćőŋăçăńìŋő łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ ŋăåőďĺâáï ć áőáâőïŋĺĺ q_0; ğăâěň őŋ ŕő őçěàěďĺ çĺâăěâ áĺňćőńë ĺğ ćåőďŋőľ áâàőłĺ. Ŋăåőďïáì ć áőáâőïŋĺĺ q ĺ çĺâăï áĺňćőń a, ăćâőňăâ ŕěàěåőďĺâ ć áőáâőïŋĺě δ(q, a). Ěáńĺ ăćâőňăâ ŋăåőďĺâáï ć áőáâőïŋĺĺ q ∈ A, čőćőàïâ, çâő őŋ ďőŕãáłăěâ (accepts) ŕàőçĺâăŋŋãî çăáâì ćåőďŋőľ áâàőłĺ; ěáńĺ ęě q /∈ A, âő ŕàőçĺâăŋŋăï çăáâì áâàőłĺ őâćěàčŋãâă (is rejected). Ŋă àĺá. 34.5 ŕőłăğăŋ ŕàĺňěà ŕàőáâőčő ăćâőňăâă á ďćãňï áőáâőïŋĺïňĺ.

Ś łőŋěçŋëň ăćâőňăâőň M áćïğăŋă äãŋłæĺï φ: Σ^∗ → Q, ŋăğëćăěňăï äãŋłæĺěľ łőŋěçŋőčő áőáâőïŋĺï (final-state function), őŕàěďěńïěňăï áńěďãîéĺň őąàăğőň: φ(w) ěáâì áőáâőïŋĺě, ć łőâőàőě ŕàĺďñâ ăćâőňăâ (ĺğ ŋăçăńìŋőčő áőáâőïŋĺï), ŕàőçĺâăć áâàőłã w. Ăćâőňăâ ďőŕãáłăěâ áâàőłã w âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă φ(w) ∈ A. Ťãŋłæĺî φ ňőęŋő őŕàěďěńĺâì àěłãààěŋâŋő:

φ(ε) = q_0;

φ(wa) = δ(φ(w), a) ďńï ńîąëå w ∈ Σ^∗ ĺ a ∈ Σ.

34.3.2 Ăćâőňăâë ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł

Ďńï łăęďőčő őąàăğæă P ňőęŋő ŕőáâàőĺâì łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, ĺéãéĺľ íâőâ őąàăğěæ ć âěłáâě (áň. àĺá. 34.6, čďě ĺğőąàăęěŋ ăćâőňăâ, áőőâćěâáâćãîéĺľ őąàăğæã P = ababaca). Ğăäĺłáĺàãěň ďő łőŋæă íâőčő àăğďěńă áâàőłã-őąàăğěæ P .

Ŕěàćëň èăčőň ć ŕőáâàőěŋĺĺ ăćâőňăâă, áőőâćěâáâćãîéěčő áâàőłě-őąàăğæã P [1..m], ąãďěâ ŕőáâàőěŋĺě ŕő P ćáŕőňőčăâěńìŋőľ äãŋłæĺĺ σ : Σ^∗ → { 0, 1, . . ., m }, ŋăğëćăěňőľ áãääĺłá-äãŋłæĺěľ (suffix function). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî, σ áőŕőáâăćńïěâ áâàőłě x ďńĺŋã ňăłáĺňăńìŋőčő áãääĺłáă x, ïćńïîéěčőáï ŕàěäĺłáőň P : σ(x) = max{ k : P_k ⊐ x }. Ŕőáłőńìłã P_0 = ε ïćńïěâáï áãääĺłáőň ńîąőľ áâàőłĺ, σ őŕàěďěńěŋă ŋă ćáěň Σ^∗. Ŕàĺňěà: ěáńĺ P = ab, âő σ(ε) = 0, σ(ccaca) = 1, σ(ccab) = 2. Ěáńĺ ďńĺŋă P àăćŋă m, âő σ(x) = m âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă P — áãääĺłá x. Ěáńĺ x ⊐ y, âő σ(x) ⩽ σ(y).

Šěŕěàì őŕàěďěńĺň łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, áőőâćěâáâćãîéĺľ őąàăğæã P [1..m], áńěďãîéĺň őąàăğőň:

• Ňŋőęěáâćő áőáâőïŋĺľ ěáâì Q = { 0, 1, . . ., m }. Ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě q_0 = 0, ěďĺŋáâćěŋŋőě ďőŕãáłăîéěě áőáâőïŋĺě ěáâì m.

• Ťãŋłæĺï ŕěàěåőďă δ őŕàěďěńěŋă áńěďãîéěľ äőàňãńőľ (q — áőáâőïŋĺě, a ∈ Σ — áĺňćőń): δ(q, a) = σ(P_qa). (34.3) Őąêïáŋĺň, őâłãďă ąěàñâáï äőàňãńă (34.3). Ňë åőâĺň áłőŋáâàãĺàőćăâì ăćâőňăâ âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ŕàĺ ěčő ďěľáâćĺĺ ŋă áâàőłã T áőőâŋőèěŋĺě

φ(T_i) = σ(T_i) (34.4)

ïćńïńőáì ĺŋćăàĺăŋâőň (âőčďă àăćěŋáâćő φ(T_i) = m ąãďěâ àăćŋőáĺńìŋő âőňã, çâő P ćåőďĺâ ć T áő áďćĺčőň i−m, ĺ ăćâőňăâ âěň áăňëň ŋăľďñâ ćáě ďőŕãáâĺňëě áďćĺčĺ). Ŋő ć íâőň áńãçăě ćëçĺáńěŋĺě ŕěàěåőďă ŕő äőàňãńě (34.3) ŋěőąåőďĺňő ďńï ŕőďďěàęăŋĺï ĺáâĺŋŋőáâĺ ĺŋćăàĺăŋâă (áň. âěőàěňã 34.4 ŋĺęě).

Ŋăŕàĺňěà, ć ăćâőňăâě àĺá. 34.6, ĺňěěň δ(5, b) = 4: ěáńĺ q = 5, ŕàőçĺâăŋŋăï çăáâì ćåőďă łőŋçăěâáï ŋă ababa, ĺ ŕőáńě ďőąăćńěŋĺï ćåőďŋőčő áĺňćőńă b ŋăĺąőńìèĺľ áãääĺłá ŕàőçĺâăŋŋőľ çăáâĺ, ïćńïîéĺľáï ŕàěäĺłáőň P , ąãďěâ àăćěŋ abab.

Ğăŕĺèěň ďěľáâćĺě łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă, ĺéãéěčő ŕőďáâàőłã P ďńĺŋë m ć ďăŋŋőň âěłáâě T , ć ćĺďě ŕàőčàăňňë (δ őąőğŋăçăěâ äãŋłæĺî ŕěàěåőďă):

Finite-Automaton-Matcher(T,\delta,m)

Řĺá. 34.6, ğăŋĺňăîéĺľ æěńãî áâàăŋĺæã. Ŕěàěćőďë áńőć, ćåőďïéĺå ć àĺáãŋőł: input — ćåőď, state — áőáâőïŋĺě.

Ŕőďŕĺáì:

Řĺá. 34.6. (ă) Šăąńĺæă ŕěàěåőďőć ďńï łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă, ďőŕãáłăîéěčő áâàőłĺ, őłăŋçĺćăîéĺěáï ŋă ababaca (ĺ âőńìłő ĺå). Ğďěáì 0 — ĺáåőďŋőě áőáâőïŋĺě, 7 — ěďĺŋáâćěŋŋőě ďőŕãáłăîéěě áőáâőïŋĺě (ğăçěàŋěŋő). Ěáńĺ ĺğ i ć j ćěďěâ áâàěńłă, ŕőňěçěŋŋăï ąãłćőľ a, íâő őğŋăçăěâ, çâő δ(a, i) = j. Ęĺàŋëě áâàěńłĺ, ĺďãéĺě áńěćă ŋăŕàăćő, áőőâćěâáâćãîâ ãáŕěèŋëň íâăŕăň ŕőĺáłă ŕőďáâàőłĺ P [ěáńĺ ňë ć áőáâőïŋĺĺ j, âő j ŕőáńěďŋĺå ŕàőçĺâăŋŋëå ąãłć âěłáâă áőćŕăďăîâ á j ŕěàćëňĺ ąãłćăňĺ őąàăğæă; ěáńĺ ňë ŕěàěèńĺ ĺğ áőáâőïŋĺï j ć áőáâőïŋĺě j + 1, âő őçěàěďŋăï ąãłćă âěłáâă âăłęě áőćŕăďăěâ á őçěàěďŋőľ ąãłćőľ őąàăğæă — èăŋáë ŋăľâĺ őąàăğěæ àăáâãâ!]. Śâàěńłĺ, ĺďãéĺě áŕàăćă ŋăńěćő, áőőâćěâáâćãîâ ŋěãďăçăň [ŕőáńěďŋĺě j ąãłć âěłáâă áőćŕăďăńĺ á ŕěàćëňĺ j ąãłćăňĺ őąàăğæă, ŋő őçěàěďŋăï ąãłćă — ŋě âăłăï, łăł åőâěńőáì ąë]. Ŋě ćáě áâàěńłĺ, ĺďãéĺě áŕàăćă ŋăńěćő, ŕőłăğăŋë ŋă àĺáãŋłě: ěáńĺ ĺğ áőáâőïŋĺï i ŋě ćëåőďĺâ áâàěńłĺ, ŕőňěçěŋŋőľ ąãłćőľ a, âő ŕőďàăğãňěćăěâáï, çâő δ(i, a) = 0. (ą) Šăąńĺæă ŕěàěåőďőć ďńï âőčő ęě ăćâőňăâă. Łńěâőçłĺ, áőőâćěâáâćãîéĺě ãáŕěèŋëň íâăŕăň ŕőĺáłă (ęĺàŋëň áâàěńłăň ŋă ďĺăčàăňňě), ćëďěńěŋë áěàëň. (ć) Řěğãńìâăâ ŕàĺňěŋěŋĺï ăćâőňăâă ł âěłáâã T = abababacaba. Ŕőď łăęďëň áĺňćőńőň T [i] ğăŕĺáăŋő áőáâőïŋĺě ăćâőňăâă ŕőáńě ŕàőçâěŋĺï íâőčő áĺňćőńă (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ğŋăçěŋĺě φ(T_i)). Ŋăľďěŋő őďŋő ćåőęďěŋĺě őąàăğæă (ŋăçĺŋăï á ŕőğĺæĺĺ 3).

Řĺá. 34.7 Ŕőďŕĺáì:

Ł ďőłăğăâěńìáâćã ńěňňë 34.2: ěáńĺ r = σ(xa), âő r ⩽ σ(x) + 1.

Řĺá. 34.8 Ŕőďŕĺáì:

Ł ďőłăğăâěńìáâćã ńěňňë 34.3. Ĺğ àĺáãŋłă ćĺďŋő, çâő r = σ(P_qa), čďě q = σ(x) ĺ r = σ(xa).

1 n \gets length[T]
2 q \gets 0
3 for i \gets 1 to n
4 do q \gets \delta(q, T[i])
5 if q=m
6 then s \gets i-m
7 print ‘‘Őąàăğěæ ćåőďĺâ áő áďćĺčőň ’’s

Ŕőáłőńìłã íâă ŕàőčàăňňă őąàăąăâëćăěâ łăęďëľ áĺňćőń ĺğ âěłáâă T ŕő àăğã, ćàěňï ěñ àăąőâë ěáâì O(n). Őďŋăłő áńěďãěâ ãçěáâì ĺ ćàěňï, âàěąãěňőě ďńï ćëçĺáńěŋĺï äãŋłæĺĺ ŕěàěåőďă δ. Ňë íâĺň ćáłőàě ğăľňñňáï, ŋő áŋăçăńă ďőłăęěň, çâő ŕàőæěďãàă Finite-Automaton-Matcher ŕàăćĺńìŋő ŋăåőďĺâ ćáě ćåőęďěŋĺï ŕőďáâàőłĺ T .

Łăł őâňěçăńőáì ćëèě, ŋăň ďőáâăâőçŋő ŕőłăğăâì, çâő ďńï ćáěå i ćëŕőńŋěŋő áőőâŋőèěŋĺě (34.4), âő ěáâì çâő ŕőáńě ŕàőçâěŋĺï áĺňćőńă T [i] ăćâőňăâ őłăğëćăěâáï ć áőáâőïŋĺĺ σ(T_i). İâő ćëâěłăěâ ĺğ áńěďãîéĺå ďćãå ńěňň.

Ńěňňă 34.2 (ŋěàăćěŋáâćő ďńï áãääĺłá-äãŋłæĺĺ) Ďńï ńîąëå áâàőłĺ x ĺ áĺňćőńă a ĺňěěň σ(xa) ⩽ σ(x) + 1. Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ěáńĺ σ(xa) > σ(x) + 1, âő őâąàőáĺň ŕőáńěďŋĺľ áĺňćőń a őâ ŋăĺąőńìèěčő áãääĺłáă xa, ïćńïîéěčőáï ŕàěäĺłáőň P , ĺ ŕőńãçĺň áãääĺłá áâàőłĺ x, ĺňěîéĺľ ďńĺŋã ąőńìèě σ(x) ĺ ïćńïîéĺľáï ŕàěäĺłáőň P — ŕàőâĺćőàěçĺě (áň. àĺá. 34.7).

Ńěňňă 34.3 (Řěłãààěŋâŋăï äőàňãńă ďńï áãääĺłá-äãŋłæĺĺ) Ŕãáâì q = σ(x), čďě x — áâàőłă. Šőčďă ďńï ńîąőčő áĺňćőńă a ĺňěěň σ(xa) = σ(P_qa).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ńěňňă 34.2 čńăáĺâ, çâő σ(xa) ⩽ q + 1. Ŕőíâőňã ğŋăçěŋĺě σ(xa) ŋě ĺğňěŋĺâáï, ěáńĺ őáâăćĺâì őâ áâàőłĺ xa ŕőáńěďŋĺě q + 1 áĺňćőńőć, âő ěáâì ğăňěŋĺâì ěčő ŋă áâàőłã P_qa (ŋăŕőňŋĺň, çâő ŕőáńěďŋĺě q áĺňćőńőć áâàőłĺ x őąàăğãîâ áńőćő P_q, âăł łăł σ(x) = q (àĺá. 34.8).

Ĺğ ńěňňë 34.3 ŋěňěďńěŋŋő ćëâěłăěâ Šěőàěňă 34.4 Ŕãáâì φ — äãŋłæĺï łőŋěçŋőčő áőáâőïŋĺï ăćâőňăâă ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőłĺ P [1..m]. Ěáńĺ T [1..n] — ŕàőĺğćőńìŋëľ âěłáâ, âő

φ(T_i) = σ(T_i) ďńï i = 0, 1, . . ., n. Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ďńï i = 0 íâő áőőâŋőèěŋĺě őçěćĺďŋő. Ńěňňă 34.3 ĺ äőàňãńă (34.3) ďńï äãŋłæĺĺ ŕěàěåőďă ŕőłăğëćăîâ, çâő őŋő áőåàăŋïěâáï ŕàĺ ŕàőçâěŋĺĺ ăćâőňăâőň őçěàěďŋőčő áĺňćőńă.

Ć áĺńã ďőłăğăŋŋőľ âěőàěňë, ăćâőňăâ ŕőáńě ŕàőçâěŋĺï i áĺňćőńőć âěłáâă ŋăåőďĺâáï ć áőáâőïŋĺĺ q âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă P_q ïćńïěâáï áăňëň ďńĺŋŋëň áãääĺłáőň áâàőłĺ T_i, ïćńïîéĺňáï őďŋőćàěňěŋŋő ŕàěäĺłáőň áâàőłĺ P . Ć çăáâŋőáâĺ, q = m őğŋăçăěâ, çâő ăćâőňăâ âőńìłő çâő ŕàőçñń ŕőďáâàőłã P . İâő ďőłăğëćăěâ ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă Finite-Automaton- Matcher.

34.3.3 Ćëçĺáńěŋĺě äãŋłæĺĺ ŕěàěåőďă

Ťãŋłæĺî ŕěàěåőďă δ, áőőâćěâáâćãîéãî őąàăğæã T [1..m], ňőęŋő ćëçĺáńĺâì âăł:

Compute-Transition-Function(P,\Sigma)
1 m \gets length[P]
2 for q \gets 0 to m
3 do for (ďńï) ćáěå áĺňćőńőć a \in \Sigma
4 do k \gets \min(m+1, q+2)
5 repeat k \gets k-1
6 until P_k \sqsupset P_qa
7 \delta(q,a) \gets k
8 return \delta

İâă ŕàőæěďãàă ćëçĺáńïěâ äãŋłæĺî δ ”ć ńőą”: æĺłńë, ŋăçĺŋăîéĺěáï ć áâàőłăå 2 ĺ 3, ŕěàěąĺàăîâ ćáě ŕăàë (q, a), ă ć áâàőłăå 4–7 ŋăĺąőńìèěě ğŋăçěŋĺě k, ŕàĺ łőâőàőň ďńï ďăŋŋőľ ŕăàë (q, a) ćëŕőńŋěŋő áőőâŋőèěŋĺě P_k ⊐ P_qa, ŋăåőďĺâáï ŕàïňëň ŕěàěąőàőň, ŋăçĺŋăï á ŋăĺąőńìèěčő ăŕàĺőàĺ ćőğňőęŋőčő ğŋăçěŋĺï k, âő ěáâì min(m, q + 1).

Ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ěáâì O(m^3|Σ|): ć áăňőň ďěńě, ďćă ćŋěèŋĺå æĺłńă ďăîâ ňŋőęĺâěńì m|Σ|, ćŋãâàěŋŋĺľ æĺłń repeat ňőęěâ ćëŕőńŋïâìáï ŋě ąőńěě m + 1 àăğ, ĺ áàăćŋěŋĺě ć áâàőłě 6 âàěąãěâ O(m) őŕěàăæĺľ. Ŋă áăňőň ďěńě äãŋłæĺî ŕěàěåőďă ňőęŋő ćëçĺáńĺâì čőàăğďő ąëáâàěě, ğă ćàěňï O(m|Σ|) (áň. ãŕà. 34.4-6). Ć íâőň áńãçăě ćàěňï ŕőĺáłă őąàăğæă ďńĺŋë m ć âěłáâě ďńĺŋë n ąãďěâ O(n + m|Σ|).

Şŕàăęŋěŋĺï

34.3-1 Ŕőáâàőľâě ăćâőňăâ ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőłĺ P = aabab ĺ ŕàőďěňőŋáâàĺàãľâě ěčő àăąőâã ŋă âěłáâě T = aaababaabaababaab.

34.3-2 Ŋăàĺáãľâě ďĺăčàăňňã ŕěàěåőďőć ăćâőňăâă ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőłĺ P = ababbabbababbababbabb (ŋăď ăńäăćĺâőň Σ = {a, b}).

34.3-3 Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő P — áâàőłă á ãŋĺłăńìŋëňĺ ŕàěäĺłáăňĺ (P is nonoverlappable), ěáńĺ áőőâŋőèěŋĺě P_k ⊐ P_q ćőğňőęŋő ńĺèì ŕàĺ k = 0 ĺńĺ k = q. Łăł ćëčńïďĺâ ďĺăčàăňňă ŕěàěåőďőć ăćâőňăâă ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőłĺ á ãŋĺłăńìŋëňĺ ŕàěäĺłáăňĺ?

34.3-4* Ďăŋë ďćă őąàăğæă P ĺ P^′. Ŕőáâàőľâě łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, ŋăåőďïéĺľ ćáě ćåőęďěŋĺï łăęďőčő ĺğ íâĺå őąàăğæőć ć ďăŋŋëľ âěłáâ. Ŕőáâăàăľâěáì, çâőą çĺáńő áőáâőïŋĺľ ćăèěčő ăćâőňăâă ąëńő ŕőňěŋìèě.

34.3-5 Ŕãáâì őąàăğěæ P áőďěàęĺâ, ŋăàïďã á áĺňćőńăňĺ ĺğ ăńäăćĺâă Σ, ěéě ĺ áĺňćőńë ŕàőŕãáłőć (ãŕàăęŋěŋĺě 34.1-5). Ŕőáâàőľâě łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ, łőâőàëľ őâëáłĺćăěâ ćáě ćåőęďěŋĺï âăłőčő őąàăğæă P ć âěłáâ T ğă ćàěňï O(|T |).

34.4 Ăńčőàĺâň Łŋãâă — Ňőààĺáă — Ŕàăââă

Šěŕěàì ňë ŕěàěåőďĺň ł ăńčőàĺâňã ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł, àăąőâăîéěňã ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï. İâőâ ăńčőàĺâň, ŕàěďńőęěŋŋëľ Łŋãâőň, Ňőààĺáőň ĺ Ŕàăââőň, àăąőâăěâ ğă ćàěňï Θ(m + n). Šăłőě ãáłőàěŋĺě ďőáâĺčăěâáï ğă áçěâ âőčő, çâő ŕàěďćăàĺâěńìŋő ćëçĺáńïěâáï ŋě äãŋłæĺï ŕěàěåőďă δ[0..m, 1..|Σ|], ă ć |Σ| àăğ ňěŋìèĺľ ňăááĺć — ”ŕàěäĺłá-äãŋłæĺï” π[1..m] (ěñ ćëçĺáńěŋĺě ŕàőĺğćőďĺâáï ğă ćàěňï O(m)). Ğŋăï äãŋłæĺî π, ňőęŋő ćëçĺáńĺâì δ(q, a) ďńï ńîąőčő áőáâőïŋĺï q ∈ { 0, 1, . . ., m } ĺ áĺňćőńă a á ãçñâŋőľ áâőĺňőáâìî O(1) (ć áňëáńě ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă). Śěľçăá ňë ãćĺďĺň, łăł íâő ďěńăěâáï.

34.4.1 Ŕàěäĺłá-äãŋłæĺï, ăááőæĺĺàőćăŋŋăï á őąàăğæőň

Ŕàěäĺłá-äãŋłæĺï, ăááőæĺĺàőćăŋŋăï á őąàăğæőň P , ŋěáñâ ĺŋäőàňăæĺî ő âőň, čďě ć áâàőłě P ŕőćâőàŋő ćáâàěçăîâáï àăğńĺçŋëě ŕàěäĺłáë íâőľ áâàőłĺ. Ĺáŕőńìğőćăŋĺě íâőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ŕőğćőńïěâ ĺğąěęăâì ŕàőćěàłĺ ğăćěďőňő ŋěďőŕãáâĺňëå áďćĺčőć (čőćőàï ć âěàňĺŋăå ŕàőáâěľèěčő ăńčőàĺâňă ŕőĺáłă) ĺńĺ őąőľâĺáì ąěğ ŕàěďćăàĺâěńìŋőčő ćëçĺáńěŋĺï äãŋłæĺĺ ŕěàěåőďă (ć âěàňĺŋăå łőŋěçŋëå ăćâőňăâőć).

Ł ŕàěäĺłá-äãŋłæĺĺ ŕàĺćőďĺâ áńěďãîéĺľ åőď ňëáńěľ. Ŕãáâì ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň ĺéěâ ćåőęďěŋĺï ŕőďáâàőłĺ P = ababaca ć âěłáâ T . Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ďńï ŋěłőâőàőčő áďćĺčă s őłăğăńőáì, çâő q ŕěàćëå áĺňćőńőć őąàăğæă áőćŕăďăîâ á áĺňćőńăňĺ âěłáâă, ă ć áńěďãîéěň áĺňćőńě ĺňěěâáï àăáåőęďěŋĺě (àĺá. 34.9 (ă), čďě q = 5). Śâăńő ąëâì, ňë ğŋăěň q áĺňćőńőć âěłáâă, őâ T [s + 1] ďő T [s + q], ĺ ĺğ íâőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ňőęŋő ğăłńîçĺâì, çâő ŋěłőâőàëě ŕőáńěďãîéĺě áďćĺčĺ ąãďãâ ğăćěďőňő ŋěďőŕãáâĺňë. Ć ŕàĺňěàě ŋă àĺá. 34.9, áłăęěň, áàăğã ćĺďŋő, çâő ŋěďőŕãáâĺň áďćĺč s + 1, ŕőáłőńìłã ŕàĺ íâőň áďćĺčě ŕěàćëľ áĺňćőń őąàăğæă (ąãłćă

a) őłăęěâáï ŋăŕàőâĺć s + 2-čő áĺňćőńă âěłáâă, áőćŕăďăîéěčő

áő ćâőàëň áĺňćőńőň őąàăğæă, — ă íâő ąãłćă b. Ă ćőâ ŕàĺ áďćĺčě ŋă s + 2 (àĺá. 34.9 (ą)) ŕěàćëě âàĺ áĺňćőńă őąàăğæă áőćŕăďăîâ á âàěňï ŕőáńěďŋĺňĺ ĺğ ĺğćěáâŋëå ŋăň áĺňćőńőć âěłáâă, âăł çâő íâőâ áďćĺč ăŕàĺőàĺ őâąàőáĺâì ŋěńìğï. Ć őąéěň áńãçăě åőâěńőáì ąë ãňěâì őâćěçăâì ŋă âăłőľ ćőŕàőá:

Ŕãáâì P [1..q] = T [s+1..s+q]; łăłőćő ŋăĺňěŋìèěě ğŋăçěŋĺě áďćĺčă s^′ > s, ďńï łőâőàőčő

P [1..k] = T [s^′ + 1..s^′ + k], (34.5)

čďě s^′ + k = s + q?

Ůĺáńő s^′ — íâő ŋăĺňěŋìèěě ğŋăçěŋĺě áďćĺčă, ąőńìèěě s, łőâőàőě ŋěńìğï őâąàőáĺâì á ŕőàőčă, ĺáåőďï ĺğ àăćěŋáâćă T [s + 1..s + q] = P [1..q]. Ąőńìèě ćáěčő ŋăň ŕőćěğñâ, ěáńĺ s^′ = s+q: âőčďă ňë ňőęěň ŋě àăááňăâàĺćăâì áďćĺčĺ s+1, s+2, . . . , s+q −1. Ĺ ćő ćáïłőň áńãçăě, ŕàĺ ŕàőćěàłě ŋőćőčő áďćĺčă s^′ ňë ňőęěň ŋě àăááňăâàĺćăâì ŕěàćëě k áĺňćőńőć őąàăğæă: ĺğ äőàňãńë (34.5) ňë ğŋăěň, çâő őŋĺ ğăćěďőňő áőćŕăďăîâ á áőőâćěâáâćãîéĺňĺ áĺňćőńăňĺ ć âěłáâě.

Ůâőąë ŋăľâĺ s^′, ŋăň ŋě ŋãęŋő ŋĺçěčő ğŋăâì ő âěłáâě T : ďőáâăâőçŋő ğŋăŋĺï őąàăğæă P ĺ çĺáńă q. Ĺňěŋŋő, T [s^′ + 1..s^′ + k] — áãääĺłá áâàőłĺ P_q. Ŕőíâőňã çĺáńő k ć äőàňãńě (34.5) — íâő ŋăĺąőńìèěě çĺáńő k < q, ďńï łőâőàőčő P_k ïćńïěâáï áãääĺłáőň P_q. Ŕàăłâĺçěáłĺ ãďőąŋő åàăŋĺâì ĺŋäőàňăæĺî ĺňěŋŋő őą íâőň çĺáńě k — łőńĺçěáâćě áĺňćőńőć, ğăćěďőňő áőćŕăďăîéĺå ŕàĺ ŕàőćěàłě ŋőćőčő áďćĺčă s^′. Śăňő ğŋăçěŋĺě s^′ ćëçĺáńïěâáï ŕő äőàňãńě s^′ = s + (q − k).

Šěŕěàì ďăďĺň äőàňăńìŋőě őŕàěďěńěŋĺě. Ŕàěäĺłá-äãŋłæĺěľ (prefix function), ăááőæĺĺàőćăŋŋőľ áő áâàőłőľ P [1..m], ŋăğëćăěâáï äãŋłæĺï π : { 1, 2, . . ., m } → { 0, 1, . . ., m − 1 }, őŕàěďěńěŋŋăï áńěďãîéĺň őąàăğőň: π[q] = max{ k : k < q ĺ P_k ⊐ P_q }.

Řĺá. 34.9. Ŕàěäĺłá-äãŋłæĺï π. (ă) Őąàăğěæ P = ababaca àăáŕőńőęěŋ âăł, çâő ŕěàćëě 5 ąãłć őąàăğæă áőćŕăďăîâ á ąãłćăňĺ ć âěłáâě T (áőćŕăďăîéĺě ąãłćë áěàëě ĺ áőěďĺŋěŋë őâàěğłăňĺ). (ą) Ĺáåőďï âőńìłő ĺğ áőćŕăďěŋĺï íâĺå 5 ąãłć, ňë ňőęěň ğăłńîçĺâì, çâő áďćĺč s+1 ŋěďőŕãáâĺň. Ďőŕãáâĺňőáâì áďćĺčă s+2 ŋě ŕàőâĺćőàěçĺâ âőňã, çâő ňë ł ďăŋŋőňã ňőňěŋâã ğŋăěň ő âěłáâě, ĺ őâąàőáĺâì íâőâ áďćĺč ğăàăŋěě ŋěńìğï. (ć) Ĺŋäőàňăæĺî ő âőň, łăłĺě áďćĺčĺ ğăćěďőňő ŋěďőŕãáâĺňë, ňőęŋő ŕőńãçĺâì, ĺáåőďï âőńìłő ĺğ őąàăğæă P . Ć ŋăèěň áńãçăě ňë ćĺďĺň, çâő ŋăĺąőńìèĺľ ŕàěäĺłá áâàőłĺ P , ïćńïîéĺľáï áãääĺłáőň P_5 [ĺ őâńĺçŋëľ őâ ćáěľ P_5], ĺňěěâ ďńĺŋã 3. Ŋă ïğëłě ŕàěäĺłá-äãŋłæĺľ íâő őğŋăçăěâ, çâő π[5] = 3. Ć őąéěň áńãçăě: ěáńĺ ŕàĺ ŕàőćěàłě áďćĺčă s ŕěàćëě q áĺňćőńőć őąàăğæă áőćŕăńĺ á áőőâćěâáâćãîéĺňĺ áĺňćőńăňĺ âěłáâă, âő áńěďãîéĺľ áďćĺč, łőâőàëľ ŋăďő ŕàőćěàïâì, àăćěŋ s^′ = s + (q − π[q]).

Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, π[q] — ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěčő ŕàěäĺłáă P , ïćńïîéěčőáï (áőąáâćěŋŋëň) áãääĺłáőň P_q. Ŋă àĺá. 34.10 (ă) ŕàĺćěďěŋă ŕàěäĺłá-äãŋłæĺï ďńï áâàőłĺ ababababca.

Ăńčőàĺâň Łŋãâă — Ňőààĺáă — Ŕàăââă ňë ğăŕĺèěň ć ćĺďě ŕàőæěďãàë KMP-Matcher. Łăł ňë ãćĺďĺň, KMP-Matcher ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺě ăńčőàĺâňă Finite-Automaton-Matcher. Ŕàőæěďãàă Compute-Prefix- Function, ćëğëćăěňăï ăńčőàĺâňőň KMP-Matcher, ćëçĺáńïěâ ŕàěäĺłáŋãî äãŋłæĺî π.

KMP-Matcher(T,P)
1 n \gets length[T]
2 m \gets length[P]
3 \pi \gets Compute-Prefix-Function(P)
4 q \gets 0
5 for i \gets 1 to n
6 do while q>0 and P[q+1] \ne T[i]
7 do q \gets \pi[q]
8 if P[q+1]=T[i]
9 then q \gets q+1
10 if q=m
11 then print ‘‘Őąàăğěæ ćåőďĺâ áő áďćĺčőň ’’i-m
12 q \gets \pi[q]

Compute-Prefix-Function(P)
1 m \gets length[P]
2 \pi[1] \gets 0
3 k \gets 0
4 for q \gets 2 to m
5 do while k>0 and P[k+1] \ne P[q]
6 do k \gets \pi[k]
7 if P[k+1]=P[q]

8 then k \gets k+1
9 \pi[q] \gets k
10 return \pi

Śŋăçăńă ňë ŕàőăŋăńĺğĺàãěň ćàěňï àăąőâë íâĺå ŕàőæěďãà (ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ ĺå ŕàăćĺńìŋőáâĺ), ă ğăâěň ďőłăęěň, çâő őŋĺ àăąőâăîâ ŕàăćĺńìŋő.

34.4.2 Ćàěňï àăąőâë

Ŕőłăęěň, çâő ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Compute-Prefix- Function ěáâì O(m). Ďńï íâőčő ćőáŕőńìğãěňáï ňěâőďőň ŕőâěŋæĺăńőć ć ăňőàâĺğăæĺőŋŋőň ăŋăńĺğě (čńăćă 18).

Ŕàőæěďãàă Compute-Prefix-Function ćëŕőńŋïěâ m−1 ĺâěàăæĺľ æĺłńă ć áâàőłăå 4–9. Ŕőłăęěň, çâő ãçñâŋãî áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺğ íâĺå ĺâěàăæĺľ ňőęŋő áçĺâăâì àăćŋőľ O(1). Ďńï íâőčő ć łăçěáâćě ŕőâěŋæĺăńă ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ğŋăçěŋĺě k ć ňőňěŋâ ćåőďă ć æĺłń. Ŕőáłőńìłã ŋăçăńìŋőě ğŋăçěŋĺě k àăćŋő ŋãńî, ă ŕőáńěďãîéĺě àăćŋë π[q] ⩾ 0, àěăńìŋăï áâőĺňőáâì (ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï) ćáěå ĺâěàăæĺľ őæěŋĺćăěâáï áãňňőľ ãçñâŋëå áâőĺňőáâěľ, ěáńĺ áçĺâăâì ãçñâŋőľ áâőĺňőáâìî áãňňã àěăńìŋőľ áâőĺňőáâĺ ĺ ĺğňěŋěŋĺï ŕőâěŋæĺăńă.

Řěăńìŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ áłńăďëćăěâáï ĺğ áâőĺňőáâĺ ŕàĺáćăĺćăŋĺľ ć áâàőłě 6, ŕàĺáćăĺćăŋĺï ć áâàőłě 8 ĺ ŕàĺáćăĺćăŋĺï ć áâàőłě 9. Ŕőáłőńìłã π[j] < j ďńï ćáěå j, ŕàĺ łăęďőň ŕàĺáćăĺćăŋĺĺ ć áâàőłě 6 ŕőâěŋæĺăń ãňěŋìèăěâáï ŕő łàăľŋěľ ňěàě ŋă 1, çâő łőňŕěŋáĺàãěâ àăąőâã ŕő ćëŕőńŋěŋĺî ďěľáâćĺľ ć æĺłńě while, ěáńĺ ãňŋőęĺâì ŕőâěŋæĺăń ŋă ďőáâăâőçŋő ąőńìèãî łőŋáâăŋâã. Ŕőíâőňã ćłńăď æĺłńă while ć ãçñâŋãî áâőĺňőáâì ěáâì O(1); ŕàĺáćăĺćăŋĺï ęě ć áâàőłăå 8 ĺ 9 ćëŕőńŋïîâáï ŋě ąőńěě, çěň ŕő àăğã łăęďőě, ĺ ãćěńĺçĺćăîâ ŕőâěŋæĺăń ŋě ąőńěě çěň ŋă ďćě ěďĺŋĺæë. Ŕőíâőňã ãçñâŋăï áâőĺňőáâì łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă for ěáâì O(1), ă áâőĺňőáâì ćáěľ ŕàőæěďãàë ěáâì O(m).

Ăŋăńőčĺçŋőě àăááãęďěŋĺě, ć łőâőàőň ć łăçěáâćě ŕőâěŋæĺăńă ćëąĺàăěâáï q, ŕőłăğëćăěâ, çâő ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï áâàőł 5– 12 ŕàőæěďãàë KMP-Matcher ěáâì O(n). Śâăńő ąëâì, ćàěňï ćëŕőńŋěŋĺï ćáěľ ŕàőæěďãàë KMP-Matcher ěáâì O(m + n). İâő — ćëĺčàëè ŕő áàăćŋěŋĺî á ăńčőàĺâňőň Finite-Automaton- Matcher, łőâőàëľ ďăęě ŕàĺ íłőŋőňŋőň ćëçĺáńěŋĺĺ äãŋłæĺĺ δ âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(m|Σ| + n).

34.4.3 Ŕàěäĺłá-äãŋłæĺï ćëçĺáńïěâáï ŕàăćĺńìŋő

Ŋăçŋěň á ćăęŋőľ ńěňňë, ŕőłăğëćăîéěľ, çâő, ĺâěàĺàãï ŕàěäĺłá-äãŋłæĺî, ňőęŋő ďńï ďăŋŋőčő q ŋăľâĺ ćáě âăłĺě k,

Řĺá. 34.10 Ŕőďŕĺáì:

Řĺá.34.10. Ł ńěňňě 34.5 (P = ababababca, q = 8). (ă) Ťãŋłæĺï π, áćïğăŋŋăï áő áâàőłőľ P . Ĺňěěň π[8] = 6, π[6] = 4, π[4] = 2, π[2] = 0, âăł çâő π^∗[8] = { 8, 6, 4, 2, 0 }. (ą) Śďćĺčăï áâàőłã P őâŋőáĺâěńìŋő áăňőľ áěąï áńěćă ŋăŕàăćő, őâňěçăěň ňőňěŋâë, łőčďă ŕàěäĺłá P_k ⊏ P ïćńïěâáï áãääĺłáőň áâàőłĺ P_8 (áőćŕăďăîéĺě áĺňćőńë ćëďěńěŋë áěàëň ĺ áőěďĺŋěŋë ćěàâĺłăńìŋëňĺ őâàěğłăňĺ; ŕãŋłâĺàŋăï ńĺŋĺï ŋăàĺáőćăŋă áŕàăćă őâ P_8). İâő ŕàőĺáåőďĺâ ŕàĺ k = 8, 6, 4, 2, 0, çâő áőćŕăďăěâ áő ňŋőęěáâćőň π^∗[8].

çâő P_k ïćńïěâáï áãääĺłáőň P_q. Ĺňěŋŋő, ďńï ďăŋŋőčő q ŕőńőęĺň π^∗[q] = { q, π[q], π^2[q], π^3[q], . . ., π^t[q] }, čďě π^i[q] őąőğŋăçăěâ i-ãî ĺâěàăæĺî ŕàěäĺłá-äãŋłæĺĺ (âő ěáâì π^0[q] = q, ă π^i[q] = π[π^{i−1}[q]]) ĺ π^t[q] = 0 (âăłőě t ŋăľďěâáï, âăł łăł π[j] < j ďńï ćáěå j; ŋă íâőň ňěáâě ĺâěàăæĺĺ őąàëćăîâáï).

Ńěňňă 34.5 (Ńěňňă őą ĺâěàăæĺïå ŕàěäĺłá-äãŋłæĺĺ) Ŕãáâì P — áâàőłă ďńĺŋë m á ŕàěäĺłá-äãŋłæĺěľ π. Šőčďă ďńï ćáěå q = 1, 2, . . ., m ĺňěěň π^∗[q] = { k : P_k ⊐ P_q }.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕőłăęěň áŋăçăńă, çâő

i ∈ π^∗[q] =⇒ P_i ⊐ P_q. (34.6)

Ć áăňőň ďěńě, P_{π(i)} ⊐ P_i, âăł çâő łăęďëľ áńěďãîéĺľ çńěŋ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ P_q, P_{π[q]}, P_{π[π[q]]}, . . . ïćńïěâáï áãääĺłáőň ŕàěďëďãéěčő (ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ćáěå ŕàěďëďãéĺå).

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő ĺ ŋăőąőàőâ, { k : P_k ⊐ P_q } ⊆ π^∗[q]. Řăááãęďăï őâ ŕàőâĺćŋőčő, őąőğŋăçĺň çěàěğ j ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă { k : P_k ⊐ P_q } \ π^∗[q]. Őçěćĺďŋő, j < q; àăğ j ŋě ńěęĺâ ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ π^∗[q], âő j ŕőŕăďăěâ ňěęďã ďćãňï ěñ çńěŋăňĺ: j^′ > j > π[j^′] ďńï ŋěłőâőàőčő j^′ ∈ π^∗[q].

Őąě áâàőłĺ P_j ĺ P_j′ ïćńïîâáï áãääĺłáăňĺ P_q : ŕěàćăï — ŕő ćëąőàã j, ćâőàăï — ć áĺńã áőőâŋőèěŋĺï (34.6). Śâăńő ąëâì, P_j ⊐ P_j′ ŕő ńěňňě 34.1, ĺ P_j ïćńïěâáï ŕàěäĺłáőň áâàőłĺ P , łőâőàëľ ïćńïěâáï (áőąáâćěŋŋëň) áãääĺłáőň áâàőłĺ P_j′ ĺ ĺňěěâ ďńĺŋã ąőńìèě π[j^′], çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ őŕàěďěńěŋĺî äãŋłæĺĺ π.

Řĺá. 34.10 ĺńńîáâàĺàãěâ ďőłăğăŋŋãî ńěňňã. Ńěňňă 34.6 Ŕãáâì P — áâàőłă ďńĺŋë m á ŕàěäĺłá-äãŋłæĺěľ π. Šőčďă π[q]− 1 ∈ π^∗[q − 1] ďńï ćáěå q = 1, 2, . . ., m. ďńï łőâőàëå π[q] > 0.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ěáńĺ k = π[q] > 0, âő P_k ⊐ P_q, őâłãďă, őâąàăáëćăï ŕőáńěďŋĺľ áĺňćőń, ŕőńãçăěň, çâő P_{k−1} ⊐ P_{q−1}. Ŕő ńěňňě 34.5 íâő őğŋăçăěâ, çâő π[q] − 1 ∈ π^∗[q − 1].

Ďńï q = 2, 3, . . ., m őŕàěďěńĺň ňŋőęěáâćă E_{q−1} äőàňãńőľ

E_{q−1} = { k : k ∈ π^∗[q − 1] ĺ P [k + 1] = P [q] }

(áńőćăňĺ: E_{q−1} áőáâőĺâ ĺğ âăłĺå k, çâő P_k — áãääĺłá P_{q−1}, ĺ ğă ŋĺňĺ ĺďãâ őďĺŋăłőćëě ąãłćë P [k + 1] ĺ P [q], âăł çâő P_{k+1} — áãääĺłá P_q ).

Śńěďáâćĺě 34.7 Ŕãáâì P — áâàőłă ďńĺŋë m á ŕàěäĺłá-äãŋłæĺěľ π. Šőčďă ďńï ćáěå q = 2, 3, . . ., m ĺňěěň: π[q] = { 0, ěáńĺ E_{q−1} = ∅; 1 + max{ k ∈ E_{q−1} }, ěáńĺ E_{q−1} ≠ ∅.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ěáńĺ r = π[q] ⩾ 1, âő P [r] = P [q]; łàőňě âőčő (ńěňňă 34.6), r − 1 ∈ π^∗[q − 1], âăł çâő r − 1 ∈ E_{q−1}. Őâáîďă ïáŋő, çâő ěáńĺ E_{q−1} ŕãáâő, âő π[q] = 0, ĺ çâő ěáńĺ E_{q−1} ŋěŕãáâő, âő π[q] ⩽ 1 + max{, k ∈ E_{q−1} }. Őáâăńőáì ŕőłăğăâì, çâő ěáńĺ k ∈ E_{q−1}, âő π[q] ⩾ k + 1 — ŋő íâő ïáŋő, ŕőáłőńìłã ć íâőň áńãçăě P_{k+1} ěáâì áãääĺłá P_q (łăł ňë őâňěçăńĺ ŕőáńě őŕàěďěńěŋĺï E_{q−1}.

Šěŕěàì ňë ňőęěň ğăćěàèĺâì ďőłăğăâěńìáâćő ŕàăćĺńìŋőáâĺ ŕàőæěďãàë Compute-Prefix-Function. ćáěå q. Ďőłăęěň ĺŋďãłæĺěľ ŕő q áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě: ŕàĺ ćåőďě ć æĺłń, ŋăçĺŋăîéĺľáï ć áâàőłě 4, ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő k = π[q − 1]. Ŕàĺ q = 2 íâő őąěáŕěçĺćăěâáï ŕàĺáćăĺćăŋĺïňĺ ć áâàőłăå 2 ĺ 3. Ÿăč ĺŋďãłæĺĺ: ŕãáâì k = π[q − 1] ŕàĺ ćåőďě ć æĺłń, âőčďă ŋăň ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì, çâő ŕàĺ ćëåőďě ĺğ æĺłńă ąãďěâ k = π[q]. Ć áăňőň ďěńě, ć áâàőłăå 5–6 ĺéěâáï ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă E_{q−1}; ěáńĺ íâő ňŋőęěáâćő ŋěŕãáâő (íâő àăćŋőáĺńìŋő âőňã, çâő P [k + 1] = P [q] ŕàĺ ćëåőďě ĺğ æĺłńă ć áâàőłăå 5–6), âő ŕőáńě ŕàĺáćăĺćăŋĺï ć áâàőłě 9 çĺáńő k őłăğëćăěâáï àăćŋëň π[q] ććĺďã áńěďáâćĺï 34.7. Ěáńĺ ęě íâő ňŋőęěáâćő ŕãáâő (ŕő ćëåőďě ĺğ æĺłńă ć áâàőłăå 5–6 őłăğăńőáì k = 0 ĺ P [k + 1] ≠ P [q]), âő őłăğëćăěâáï π[q] = 0, çâő âăłęě ćěàŋő (áńěďáâćĺě 34.7).

34.4.4 Ăńčőàĺâň KMP ŕàăćĺńěŋ

Ďőłăğăâěńìáâćő ŕàăćĺńìŋőáâĺ ŕàőæěďãàë KMP-Matcher ŕàőåőďĺâ ŕő âőľ ęě áåěňě, çâő ĺ ďńï ŕàőæěďãàë Compute-Prefix- Function. Ďőáâăâőçŋő (ĺŋďãłæĺěľ ŕő i) ďőłăğăâì âăłĺě ãâćěàęďěŋĺï:

• Ć ňőňěŋâ ĺáŕőńŋěŋĺï áâàőł 10–12 ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő q = σ(T_i);

• Ŕěàěď łăęďëň ĺáŕőńŋěŋĺěň âěńă æĺłńă (áâàőłĺ 6–12) ćëŕőńŋěŋő àăćěŋáâćő q = { σ(T_{i−1}), ěáńĺ σ(T_{i−1}) < m; π[m], ěáńĺ σ(T_{i−1}) = m.

(ğďěáì σ(T_j) — ďńĺŋă ŋăĺąőńìèěčő ŕàěäĺłáă P , ïćńïîéěčőáï áãääĺłáőň T_j).

Ğăňěâĺň, çâő ŕàĺ i = 1 ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő. Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő ŕàĺ łăęďőň i ĺğ ćâőàőčő ãâćěàęďěŋĺï áńěďãěâ ŕěàćőě. Ć áăňőň ďěńě, ŕãáâì ŕàĺ ŋěłőâőàőň i ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő. Ńěňňă 34.5 ŕőłăğëćăěâ, çâő ć áâàőłăå 6–7 ŕěàěąĺàăîâáï ć ãąëćăîéěň ŕőàïďłě íńěňěŋâë ňŋőęěáâćă S = { k < m : P_k ⊐ P_q }, ŕàĺçěň ŕěàěąőà őąàëćăěâáï ńĺąő ŕàĺ ŋăåőęďěŋĺĺ ŋăĺąőńìèěčő k ∈ S, ďńï łőâőàőčő P [k + 1] = T [i], ńĺąő ŕàĺ k = 0 ĺ P [1] ≠ T [i]. Ć ŕěàćőň áńãçăě ŕő ćëåőďě ĺğ æĺłńă ć áâàőłăå 6–7 q àăćŋïěâáï ŋăĺąőńìèěňã k, ďńï łőâőàőčő P_k ⊐ T_{i−1} ĺ P_{k+1} ⊐ T_i; ïáŋő, çâő k + 1 = σ(T_i), ĺ ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï áâàőłĺ 9 ğŋăçěŋĺě k + 1 ŕàĺáćăĺćăěâáï ŕěàěňěŋŋőľ q. Ćő ćâőàőň áńãçăě ŕő ćëåőďě ĺğ æĺłńă ć áâàőłăå 6–7 ĺňěěň, őçěćĺďŋő, σ(T_i) = 0 ĺ q = 0; ć őąőĺå áńãçăïå ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ćëŕőńŋěŋő. Ŋăłőŋěæ, ěáńĺ ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő ďńï ŋěłőâőàőčő i < n, âő, őçěćĺďŋő, ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě ćěàŋő ďńï i + 1. İâő ğăćěàèăěâ ĺŋďãłæĺî ĺ ďőłăğăâěńìáâćő.

Şŕàăęŋěŋĺï

34.4-1 Ŋăľďĺâě ŕàěäĺłá-äãŋłæĺî ďńï áâàőłĺ ababbabbababbababbabb. 34.4-2 Şłăęĺâě ćěàåŋîî őæěŋłã ŋă àăğňěà ňŋőęěáâćă π^∗[q] (łăł äãŋłæĺî őâ q) ĺ ŕőłăęĺâě, çâő ćăèă őæěŋłă ŋěãńãçèăěňă.

34.4-3 Łăł ňőęŋő ŋăľâĺ ćáě ćåőęďěŋĺï őąàăğæă P ć âěłáâ T , ğŋăï ŕàěäĺłá-äãŋłæĺî áâàőłĺ P T (łőŋłăâěŋăæĺï P ĺ T )?

34.4-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ć ăńčőàĺâňě KMP-Matcher ňőęŋő ć áâàőłě 7 (ŋő ŋě ć áâàőłě 12) ğăňěŋĺâì π ŋă π^′, čďě äãŋłæĺï π^′ őŕàěďěńěŋă âăł:

π^′[q] =

0, ěáńĺ π[q] = 0;

π^′[π[q]], ěáńĺ π[q] ≠ 0 ĺ P [π[q] + 1] = P [q + 1]; π[q], ěáńĺ π[q] ≠ 0 ĺ P [π[q] + 1] ≠ P [q + 1].

Ŕőçěňã ňőęŋő áłăğăâì, çâő âăłăï ňőďĺäĺłăæĺï ăńčőàĺâňă KMP-Matcher ïćńïěâáï ěčő ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺěň?

34.4-5

Şłăęĺâě àăąőâăîéĺľ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ăńčőàĺâň, ćëïáŋïîéĺľ, ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋăï áâàőłă T æĺłńĺçěáłőľ ŕěàěáâăŋőćłőľ áâàőłĺ T^′ (ŋăŕàĺňěà, áâàőłĺ arc ĺ car ŕőńãçăîâáï őďŋă ĺğ ďàãčőľ æĺłńĺçěáłőľ ŕěàěáâăŋőćłőľ).

34.4-6 Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ äãŋłæĺî ŕěàěåőďă δ ďńï łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă, ĺéãéěčő ŕőďáâàőłã P [1..m] ć áâàőłě áĺňćőńőć ăńäăćĺâă Σ. Ćăè ăńčőàĺâň ďőńęěŋ àăąőâăâì ğă ćàěňï O(m|Σ|). (Şłăğăŋĺě. Ďőłăęĺâě, çâő δ(q, a) = δ(π[q], a), ěáńĺ q = m ĺńĺ P [q + 1] ≠ a.)

34.5 Ăńčőàĺâň Ąőľěàă — Ňãàă

Ěáńĺ őąàăğěæ P ďńĺŋŋëľ, ă ăńäăćĺâ Σ ďőáâăâőçŋő ćěńĺł, âő ŋăĺąőńěě íääěłâĺćŋëň ăńčőàĺâňőň ŕőĺáłă ŕőďáâàőł ïćńïěâáï, ćĺďĺňő, áńěďãîéĺľ ăńčőàĺâň, ĺğőąàěâěŋŋëľ Ąőľěàőň (Robert S. Boyer) ĺ Ňãàőň (J. Strother Moore):

Boyer-Moore-Matcher(T,P,\Sigma)
1 n \gets length[T]
2 m \gets length[P]
3 \lambda \gets Compute-Last-Occurrence-Function(P,m,\Sigma)
4 \gamma \gets Compute-Good-Suffix-Function(P,m)
5 s \gets 0
6 while s \leqslant n-m
7 do j \gets m
8 while j>0 and P[j]=T[s+j]
9 do j \gets j-1
10 if j=0
11 then print ‘‘Őąàăğěæ ćåőďĺâ áő áďćĺčőň ’’s
12 s \gets s+\gamma[0]
13 else s \gets s+\max(\gamma[j],j-\lambda[T[s+j]])

Ěáńĺ ŋě őąàăéăâì ćŋĺňăŋĺï ŋă ğăčăďőçŋëě λ ĺ γ, íâőâ ăńčőàĺâň őçěŋì ŕőåőę ŋă ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ŕőďáâàőł. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ňë ğăłőňňěŋâĺàãěň áâàőłĺ 3–4 ĺ ğăňěŋĺň áâàőłĺ 12–13 ŋă

12 s \gets s+1
13 else s \gets s+1,

âő ŕőńãçĺâáï ć âőçŋőáâĺ ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň àăğď. 34.1, á âőľ ěďĺŋáâćěŋŋőľ àăğŋĺæěľ, çâő áàăćŋěŋĺě P [1..m] ĺ T [s+1..s+m] ĺďěâ áŕàăćă ŋăńěćő, ă ŋě áńěćă ŋăŕàăćő.

Ăńčőàĺâň Ąőľěàă — Ňãàă ćŋőáĺâ ć ŕàőáâěľèĺľ ăńčőàĺâň áő áàăćŋěŋĺěň áŕàăćă ŋăńěćő ďćă ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺï, ŋăğëćăěňëě ” íćàĺáâĺłőľ áâőŕ-áĺňćőńă” ĺ ”íćàĺáâĺłőľ ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă” (áň. àĺá. 34.11). İâĺ íćàĺáâĺłĺ ŕőğćőńïîâ ŋě àăááňăâàĺćăâì ŋěłőâőàëě (ŋă ŕàăłâĺłě — ćěáìňă ňŋőčĺě) ğŋăçěŋĺï áďćĺčă s. Őąě íćàĺáâĺłĺ ďěľáâćãîâ ŋěğăćĺáĺňő ĺ ĺáŕőńìğãîâáï őďŋőćàěňěŋŋő. Ěáńĺ ŕàĺ ŕàőćěàłě áďćĺčă s őąŋăàãęĺćăěâáï, çâő ŕőďáâàőłă T [s + 1..s + m] ŋě áőćŕăďăěâ á őąàăğæőň, âő łăęďăï ĺğ íćàĺáâĺł ãłăğëćăěâ ğŋăçěŋĺě, ŋă łőâőàőě ňőęŋő ãćěńĺçĺâì s, ŋě őŕăáăïáì ŕàőŕãáâĺâì ďőŕãáâĺňëľ áďćĺč (íâő j −λ[T [s+j]] ďńï íćàĺáâĺłĺ áâőŕ-áĺňćőńă ĺ γ[j] ďńï íćàĺáâĺłĺ ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă); ăńčőàĺâň Ąőľěàă — Ňãàă ćëąĺàăěâ ĺğ ďćãå áďćĺčőć ąőńìèĺľ.

34.5.1 İćàĺáâĺłă áâőŕ-áĺňćőńă

Śâőŕ-áĺňćőń, áőőâćěâáâćãîéĺľ ďăŋŋőňã áďćĺčã őąàăğæă, — íâő ŕěàćëľ áŕàăćă áĺňćőń ć âěłáâě, őâńĺçŋëľ őâ áőőâćěâáâćãîéěčő áĺňćőńă ć őąàăğæě. İćàĺáâĺłă áâőŕ-áĺňćőńă ŕàěďńăčăěâ ŕőŕàőąőćăâì ŋőćőě ğŋăçěŋĺě áďćĺčă, ĺáåőďï ĺğ âőčő, čďě ć őąàăğæě ćáâàěçăěâáï áâőŕ-áĺňćőń (ěáńĺ ćőőąéě ćáâàěçăěâáï). Ć ŋăĺąőńěě ãďăçŋőň áńãçăě áâőŕ-áĺňćőń ćëïćńïěâáï ŕàĺ ŕěàćőň ęě áàăćŋěŋĺĺ (âő ěáâì P [m] ≠ T [s + m]) ĺ ŋě ćáâàěçăěâáï ŋĺčďě ć őąàăğæě (ŕàěďáâăćìâě áěąě, çâő ćë ĺéěâě ŕőďáâàőłã a^m ć áâàőłě b^n). Ć íâőň áńãçăě áďćĺč s ňőęŋő áàăğã ãćěńĺçĺâì ŋă m: ńîąőľ ňěŋìèĺľ áďćĺč ğăćěďőňő ŋě ŕőďőľďěâ, âăł łăł áâőŕ-áĺňćőń ć âěłáâě őłăęěâáï ŋăŕàőâĺć łăłőčő-âő áĺňćőńă ĺğ őąàăğæă. Ěáńĺ íâőâ ŋăĺąőńěě ãďăçŋëľ áńãçăľ ŕőćâőàïěâáï ŕőáâőïŋŋő, âő ŕàĺ ŕőĺáłě ŕőďáâàőłĺ ňë ŕàőáňőâàĺň ćáěčő ńĺèì 1/m çăáâì âěłáâă (ćőâ łăł ŕőńěğŋő áàăćŋĺćăâì áŕàăćă ŋăńěćő!).

Ć őąéěň áńãçăě íćàĺáâĺłă áâőŕ-áĺňćőńă (bad-character heuristic) àăąőâăěâ âăł. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŕàĺ áàăćŋěŋĺĺ áŕàăćă ŋăńěćő ňë ŋăâłŋãńĺáì ŋă ŕěàćőě ŋěáőćŕăďěŋĺě: P [j] ≠ T [s+j], čďě 1 ⩽ j ⩽ m. Ŕãáâì k — ŋőňěà áăňőčő ŕàăćőčő ćåőęďěŋĺï áĺňćőńă T [s + j] ć őąàăğěæ P (ěáńĺ íâőâ áĺňćőń ćőőąéě ŋě ŕőïćńïěâáï ć őąàăğæě, áçĺâăěň k àăćŋëň 0). Ňë ãâćěàęďăěň, çâő ňőęŋő ãćěńĺçĺâì s ŋă j − k, ŋě ãŕãáâĺć ŋĺ őďŋőčő ďőŕãáâĺňőčő áďćĺčă. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ k = 0, âő áâőŕ-áĺňćőń T [s + j] ćőőąéě ŋě ćáâàěçăěâáï ć őąàăğæě P , âăł çâő ňőęŋő áàăğã áďćĺŋãâì őąàăğěæ ŋă j − k = j ŕőğĺæĺľ ćŕàăćő (àĺá. 34.12 (ă)); ěáńĺ 0 < k < j, âő őąàăğěæ ňőęŋő áďćĺŋãâì ŋă j−k ŕőğĺæĺľ ćŕàăćő, âăł łăł ŕàĺ ňěŋìèĺå áďćĺčăå áâőŕ-áĺňćőń ć âěłáâě ŋě áőćŕăďñâ á áőőâćěâáâćãîéĺň áĺňćőńőň őąàăğæă (àĺá. 34.12 (ą)). Ŋăłőŋěæ, ěáńĺ k > j, âő íćàĺáâĺłă ŕàěďńăčăěâ áďćĺčăâì őąàăğěæ ŋě ćŕàăćő, ă ćńěćő; ăńčőàĺâň Ąőľěàă-Ňãàă íâã àěłőňěŋďăæĺî ĺčŋőàĺàãěâ, ŕőáłőńìłã íćàĺáâĺłă ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă ćáěčďă ŕàěďńăčăěâ ŋěŋãńěćőľ áďćĺč ćŕàăćő.

Ůâőąë ŕàĺňěŋïâì íćàĺáâĺłã áâőŕ-áĺňćőńă, ŕőńěğŋő ďńï łă-

Řĺá. 34.11, ğăŋĺňăîéĺľ æěńãî áâàăŋĺæã. Ŕěàěćőďë âěłáâőć ŋă àĺáãŋłě: bad character — áâőŕ-áĺňćőń, good suffix — ąěğőŕăáŋëľ áãääĺłá.

Ŕőďŕĺáì:

Řĺá. 34.11. İćàĺáâĺłĺ Ąőľěàă — Ňãàă (ňë ĺéěň ć âěłáâě ŕőďáâàőłã reminiscence). (ă) Ŕàĺ áàăćŋěŋĺĺ áďćĺŋãâőčő ŋă s őąàăğæă á âěłáâőň (áŕàăćă ŋăńěćő) ćëïáŋĺńőáì, çâő ďćě łàăľŋĺě ŕàăćëě ąãłćë áőćŕăďăîâ (őŋĺ őąàăğãîâ ”ąěğőŕăáŋëľ áãääĺłá” ce), ă âàěâìï áŕàăćă ąãłćă ć őąàăğæě — ŋě âăłăï, łăł ć âěłáâě (ć âěłáâě ŋă íâőň ňěáâě áâőĺâ ”áâőŕ-áĺňćőń” i: ŋă ŋěň áàăćŋěŋĺě áâàőł őąàëćăěâáï). (ą) İćàĺáâĺłă áâőŕ-áĺňćőńă ŕàěďńăčăěâ áďćĺŋãâì őąàăğěæ ćŕàăćő ŋă âăłőě àăááâőïŋĺě, çâőąë áâőŕ-áĺňćőń ć âěłáâě őłăğăńáï ŋăŕàőâĺć łàăľŋěčő ŕàăćőčő ćåőęďěŋĺï íâőčő áĺňćőńă ć őąàăğěæ. Ć ŋăèěň áńãçăě íâő őğŋăçăěâ áďćĺč ŋă 4 ŕőğĺæĺĺ. Ěáńĺ áâőŕ-áĺňćőńă ć őąàăğæě ćőőąéě ŋěâ, âő őąàăğěæ ŋăďő ŕőńŋőáâìî ğăďćĺŋãâì ğă áâőŕ-áĺňćőń âěłáâă; ěáńĺ áâőŕ-áĺňćőń ć őąàăğæě ćáâàěçăěâáï ŕàăćěě áâőŕ-áĺňćőńă ć âěłáâě, âő íćàĺáâĺłă áâőŕ-áĺňćőńă ŋĺçěčő ŕőńěğŋőčő ŋě ŕàěďńăčăěâ (ďăñâ őâàĺæăâěńìŋëľ áďćĺč, łőâőàëľ ąãďěâ ŕàőĺčŋőàĺàőćăŋ ăńčőàĺâňőň). (ć) İćàĺáâĺłă ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă ŕàěďńăčăěâ áďćĺŋãâì őąàăğěæ ćŕàăćő ŋăáâőńìłő, çâőąë ąńĺęăľèěě (ěáńĺ áňőâàěâì áŕàăćă ŋăńěćő) ćåőęďěŋĺě ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă ć őąàăğěæ őłăğăńőáì ŋăŕàőâĺć ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă ć âěłáâě. Ć ŋăèěň ŕàĺňěàě íâő őğŋăçăěâ áďćĺč ŋă 3 ŕőğĺæĺĺ. Ăńčőàĺâň Ąőľěàă — Ňãàă ćëąĺàăěâ ąőńìèĺľ ĺğ ďćãå àěłőňěŋďãěňëå áďćĺčőć (ć ŋăèěň áńãçăě — áďćĺč ŋă 4).

ęďőčő ćőğňőęŋőčő áâőŕ-áĺňćőńă a ∈ Σ ćëçĺáńĺâì ğŋăçěŋĺě k. İâő ďěńăěâáï ŕàőáâőľ ŕàőæěďãàőľ Compute-Last-Occurrence- Function (”ŋăľâĺ ŕőáńěďŋěě ćåőęďěŋĺě”), łőâőàăï ďńï łăęďőčő a ∈ Σ ćëçĺáńïěâ λ[a] — ŋőňěà łàăľŋěčő ŕàăćőčő ćåőęďěŋĺï a ć P , ĺńĺ ŋãńì, ěáńĺ a ć P ŋě ćåőďĺâ. Ć íâĺå őąőğŋăçěŋĺïå ŕàĺàăéěŋĺě áďćĺčă, ďĺłâãěňőě íćàĺáâĺłőľ áâőŕ-áĺňćőńă, ěáâì j − λ[T [s + j]], łăł ĺ ŋăŕĺáăŋő ć áâàőłě 13 ăńčőàĺâňă Boyer-Moore-Matcher.

Compute-Last-Occurrence-Function(P,m,\Sigma)
1 for (ďńï) łăęďőčő áĺňćőńă a \in \Sigma
2 do \lambda[a] \gets 0
3 for j \gets 1 to m
4 do \lambda[P[j]] \gets j
5 return \lambda

Ćàěňï àăąőâë ŕàőæěďãàë Compute-Last-Occurrence- Function ěáâì O(|Σ| + m).

34.5.2 İćàĺáâĺłă ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă

Ěáńĺ Q ĺ R — áâàőłĺ, ąãďěň čőćőàĺâì, çâő őŋĺ áàăćŋĺňë (őąőğŋăçěŋĺě: Q ∼ R), ěáńĺ őďŋă ĺğ ŋĺå ïćńïěâáï áãääĺłáőň ďàãčőľ. Ěáńĺ ćëàőćŋïâì ďćě áàăćŋĺňëě áâàőłĺ ŕő ŕàăćőňã łàăî, âő áĺňćőńë, àăáŕőńőęěŋŋëě őďĺŋ ŕőď ďàãčĺň, ąãďãâ áőćŕăďăâì. Őâŋőèěŋĺě ∼ áĺňňěâàĺçŋő: ěáńĺ Q ∼ R, âő ĺ R ∼ Q. Ĺğ ńěňňë 34.1 áńěďãěâ, çâő

ěáńĺ Q ⊐ R ĺ S ⊐ R, âő Q ∼ S. (34.7)

İćàĺáâĺłă ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă (good-suffix heuristic) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ěáńĺ P [j] ≠ T [s + j], čďě j < m (ĺ çĺáńő j — ŋăĺąőńìèěě á âăłĺň áćőľáâćőň), âő ňë ňőęěň ąěğąőïğŋěŋŋő ãćěńĺçĺâì áďćĺč ŋă γ[j] = m − max{ k : 0 ⩽ k < m ĺ P [j + 1..m] ∼ P_k }. Ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, γ[j] — ŋăĺňěŋìèěě àăááâőïŋĺě, ŋă łőâőàőě ňë ňőęěň áďćĺŋãâì őąàăğěæ ąěğ âőčő, çâőąë łăłőľ-âő ĺğ áĺňćőńőć, ćåőďïéĺå ć ”ąěğőŕăáŋëľ áãääĺłá” T [s+j+1..s+m] őłăğăńáï ŋăŕàőâĺć ŋě áőćŕăďăîéěčő á ŋĺň áĺňćőńă ĺğ őąàăğæă. Ŕőáłőńìłã áâàőłă P [j + 1..m] ğăćěďőňő áàăćŋĺňă á ŕãáâőľ áâàőłőľ P_0, çĺáńő γ[j] łőààěłâŋő őŕàěďěńěŋő ďńï ćáěå j. Śâőĺâ âăłęě ğăňěâĺâì, çâő γ[j] > 0 ďńï ćáěå j, âăł çâő ŋă łăęďőň èăčě ăńčőàĺâňă Ąőľěàă — Ňãàă őąàăğěæ ąãďěâ áďćĺčăâìáï ćŕàăćő åőâï ąë ŋă őďŋã ŕőğĺæĺî. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì γ äãŋłæĺěľ ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă (good-suffix function), ăááőæĺĺàőćăŋŋőľ áő áâàőłőľ P .

Ŕőáňőâàĺň, łăł ňőęŋő ćëçĺáńĺâì äãŋłæĺî ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă γ. Ďńï ŋăçăńă ğăňěâĺň, çâő P_{π[m]} ⊐ P , őâłãďă, ć

Řĺá. 34.12, ğăŋĺňăîéĺľ æěńãî áâàăŋĺæã. Ŕěàěćőď ŋăďŕĺáĺ ć àĺáãŋłě: bad character — áâőŕ-áĺňćőń.

Ŕőďŕĺáì:

Řĺá. 34.12. İćàĺáâĺłă áâőŕ-áĺňćőńă: âàĺ áńãçăï. (ă) Śâőŕ-áĺňćőń ć őąàăğæě ŋě ćáâàěçăěâáï, âăł çâő őąàăğěæ ňőęŋő áďćĺŋãâì ŋă j = 11 ŕőğĺæĺľ ćŕàăćő, őáâăćĺć áâőŕ-áĺňćőń ŕőğăďĺ. (ą) Łàăľŋěě ŕàăćőě ćåőęďěŋĺě áâőŕ-áĺňćőńă ć őąàăğěæ — ć ŕőğĺæĺĺ k < j. Őąàăğěæ ňőęŋő áďćĺŋãâì ćŕàăćő ŋă j − k — âăł, çâőąë áâőŕ-áĺňćőńë ć âěłáâě ĺ őąàăğæě őłăğăńĺáì ďàãč ŕőď ďàãčőň (ć ŕàĺňěàě j = 10, k = 6, áâőŕ-áĺňćőń ěáâì i, áďćĺč ŋă 10 − 6 = 4). (ć) Śâőŕ-áĺňćőń ćáâàěçăěâáï ć őąàăğæě ć ŕőğĺæĺĺ k > j (ć ŕàĺňěàě áâőŕ-áĺňćőń ěáâì

e, j = 10, k = 12). İćàĺáâĺłă ŕàěďńăčăěâ áďćĺč ćńěćő, ŋő ăńčőàĺâň

íâő ŕàěďńőęěŋĺě ĺčŋőàĺàãěâ.

áĺńã (34.7), ĺňěěň P [j + 1..m] ∼ P_{π[m]} ďńï ńîąőčő j. Śńěďőćăâěńìŋő, ňăłáĺňãň ć ŕàăćőľ çăáâĺ őŕàěďěńěŋĺï ćěńĺçĺŋë γ[j] ŋě ňěŋìèě π[m], âăł çâő γ[j] ⩽ m − π[m] ďńï ćáěå j.

Śâăńő ąëâì, ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì ŋăèě őŕàěďěńěŋĺě γ âăł: γ[j] = m − max{ k : π[m] ⩽ k < m ĺ P [j + 1..m] ∼ P_k }. Şáńőćĺě P [j +1..m] ∼ P_k ňőęěâ ćëŕőńŋïâìáï ć ďćãå áńãçăïå: ńĺąő łőčďă P [j + 1..m] ⊐ P_k, ńĺąő łőčďă P_k ⊐ P [j + 1..m]. Ćő ćâőàőň áńãçăě, őďŋăłő, ĺňěěň P_k ⊐ P_m, őâłãďă k ⩽ π[m] ĺ ŕőâőňã k = π[m]. Ŕőíâőňã őŕàěďěńěŋĺě γ ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì ěéě ĺ âăł: γ[j] = m − max ({π[m]} ∪ { k : π[m] < k < m ĺ P [j + 1..m] ⊐ P_k }) Ćâőàőě ĺğ íâĺå ňŋőęěáâć ňőęěâ őłăğăâìáï ŕãáâëň. Ć áăňőň ďěńě, ňë ĺéěň ŕàěäĺłá P_k őąàăğæă P , ć łőâőàőň P [j + 1..m] ïćńïěâáï áãääĺłáőň; ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë ĺéěň ć őąàăğæě ãçăáâőł àăćŋëľ ěčő áãääĺłáã P [j + 1..m] ĺ àăáŕőńőęěŋŋëľ ńěćěě (k < m) Ŋăň ŋãęŋő ŋăľâĺ áăňëľ ŕàăćëľ ĺğ âăłĺå ãçăáâłőć (çĺáńă k, ĺğ łőâőàëå ąěàñâáï ňăłáĺňăńìŋőě — íâő ŕàăćëě čàăŋĺæë âăłĺå ãçăáâłőć). Ďńï íâőčő ŕőńěğŋő àăááňőâàěâì áâàőłã P^′, ïćńïîéãîáï őąàăéěŋĺěň áâàőłĺ P ĺ áőőâćěâáâćãîéãî ěľ ŕàěäĺłáäãŋłæĺî pi^′ (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, P^′[i] = P [m + 1 − i] ĺ π^′[t] — ňăłáĺňăńìŋőě u < t, ďńï łőâőàőčő P^′_u ⊐ P^′_t ).

Ŕãáâì ãçăáâőł X áâàőłĺ P ğăłăŋçĺćăěâáï ć ŕőğĺæĺĺ k (âő ěáâì ïćńïěâáï áãääĺłáőć áâàőłĺ P_k) ĺ àăćěŋ P [j + 1..m]. Ďńĺŋë őąőĺå àăćŋëå ãçăáâłőć àăćŋë m − j, ĺ ńěčłő ŕőŋïâì, çâő íâĺ ãçăáâłĺ (ć ŕěàěćñàŋãâőň ćĺďě) ąãďãâ áãääĺłáőň ĺ ŕàěäĺłáőň áâàőłĺ P^′_l , čďě l = (m − k) + (m − j) (ğďěáì (m − k) — àăááâőïŋĺě őâ łőŋæă ãçăáâłă X ďő łőŋæă őąàăğæă, (m−j) — ďńĺŋă ãçăáâłă). Ŕőíâőňã π^′[l] ⩾ m − j. Ďőłăęěň, çâő ŋă áăňőň ďěńě ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő π^′[l] = m − j. (34.8)

Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ąë ąőńěě ďńĺŋŋëľ ãçăáâőł X^′, ŋăçĺŋăîéĺľáï ć âőľ ęě ŕőğĺæĺĺ, çâő ĺ X, ąëń ąë áãääĺłáőň őąàăğæă, âő ŋěłőâőàëľ ěčő áãääĺłá áőćŕăďăń ąë á P [j + 1..m] ĺ ŕőâőňã X ŋě ąëń ąë áăňëň ŕàăćëň ãçăáâłőň áâàőłĺ P , áőćŕăďăîéĺň á P [j +1..m], Řăćěŋáâćő (34.8) ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì łăł j = m − π^′[l]; łàőňě âőčő, ĺğ ŋěčő áńěďãěâ, çâő k = m − l + π^′[l]. ŕőíâőňã ňőęŋő őłőŋçăâěńìŋő ŕěàěŕĺáăâì ŋăèã äőàňãńã ďńï γ[j] âăł: γ[j] = m−max({π[m]}∪{ m−l+π^′[l] : 1 ⩽< l ⩽ m ĺ j = m − π^′[l] }) = min({ m − π[m] } ∪ { l − π^′[l] : 1 ⩽ l ⩽ m ĺ j = m − π^′[l] }) (34.9)

(őŕïâì-âăłĺ, ćâőàőě ňŋőęěáâćő ňőęěâ őłăğăâìáï ŕãáâëň).

Šěŕěàì ňőęŋő ćëŕĺáăâì ŕáěćďőłőď ďńï äãŋłæĺĺ, ćëçĺáńïîéěľ γ:

Compute-Good-Suffix-Function(P,m)
1 \pi \gets Compute-Prefix-Function(P,m)
2 P’ \gets őąàăéěŋĺě áâàőłĺ P
3 \pi’ \gets Compute-Prefix-Function(P’,m)
4 for j \gets 0 to m
5 do \gamma[j] \gets m-\pi[m]
6 for l \gets 1 to m
7 do j \gets m - \pi’[l]
8 if \gamma[j] > l - \pi’[l]
9 then \gamma[j] \gets l - \pi’[l]
10 return \gamma

Ŕàőæěďãàă Compute-Good-Suffix-Function ŕàőćőďĺâ ćëçĺáńěŋĺï ć âőçŋőáâĺ ŕő äőàňãńě (34.9). Ěñ ćàěňï àăąőâë ěáâì O(m). Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Ąőľěàă — Ňãàă ć åãďèěň áńãçăě ěáâì O((n − m + 1)m + |Σ|), ŕőáłőńìłã ŋă ĺáŕőńŋěŋĺě Compute-Last- Occurrence-Function ãåőďĺâ ćàěňï O(m + |Σ|), ŋă Compute- Good-Suffix-Function ãåőďĺâ O(m), ĺ ć åãďèěň áńãçăě ăńčőàĺâň Ąőľěàă — Ňãàă (łăł ĺ ăńčőàĺâň Řăąĺŋă — Łăàŕă) ŕőâàăâĺâ ćàěňï O(m) ŋă ŕàőćěàłã łăęďőčő ăŕàĺőàĺ ćőğňőęŋőčő áďćĺčă. Ŋă ŕàăłâĺłě, őďŋăłő, ĺňěŋŋő ăńčőàĺâň Ąőľěàă-Ňãàă çăáâő őłăğëćăěâáï ŋăĺąőńěě íääěłâĺćŋëň.

34.5.3 Şŕàăęŋěŋĺï

34.5-1 Ćëçĺáńĺâě äãŋłæĺĺ λ ĺ γ ďńï áâàőłĺ P = 0101101201. 34.5-2 Ŕőłăęĺâě ŋă ŕàĺňěàăå, çâő íćàĺáâĺłĺ áâőŕ-áĺňćőńă ĺ íćàĺáâĺłă ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă, ďěľáâćãï ćňěáâě, ňőčãâ ďăâì ąőńìèőľ ćëĺčàëè ŕő áàăćŋěŋĺî á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň âőńìłő íćàĺáâĺłĺ ąěğőŕăáŋőčő áãääĺłáă.

34-5.3* Ŋă ŕàăłâĺłě ćňěáâő äãŋłæĺĺ γ çăáâő ĺáŕőńìğãîâ ãáőćěàèěŋáâćőćăŋŋãî äãŋłæĺî γ^′, őŕàěďěńěŋŋãî âăł: γ^′[j] = m − max{ k : 0 ⩽ k < m, P [j + 1..m] ∼ P_k ĺ (k − m + j > 0 ⇒ P [j] ≠ P [k − m + j]) } (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ňë ďőŕőńŋĺâěńìŋő âàěąãěň, çâőąë ŕàĺ ŋőćőň áďćĺčě ŋăŕàőâĺć áâőŕ-áĺňćőńă ć âěłáâě áâőïń ŋě âőâ ęě ğăćěďőňő ŋěčőďŋëľ áĺňćőń őąàăğæă, çâő ŕàĺ ŕàěďëďãéěň). Łăł íääěłâĺćŋő ćëçĺáńïâì äãŋłæĺî γ^′?

Ğăďăçĺ

34-1 Ăńčőàĺâň ŕőĺáłă, ãçĺâëćăîéĺľ ŕőćâőàěŋĺï ć őąàăğæě Ůěàěğ y^i ąãďěň ďăńěě őąőğŋăçăâì i-łàăâŋãî łőŋłăâěŋăæĺî áâàőłĺ y á áőąőľ (ŋăŕàĺňěà, (ab)^3 = ababab). Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő áâàőłă x ∈ Σ^∗ ĺňěěâ łőíääĺæĺěŋâ ŕőćâőàěŋĺï (has repetition factor) r, ěáńĺ x = y^r, čďě r > 0 ĺ y ∈ Σ^∗. Ůěàěğ ρ(x) őąőğŋăçĺň ŋăĺąőńìèĺľ ĺğ łőíääĺæĺěŋâőć ŕőćâőàěŋĺï áâàőłĺ x.

(ă) Řăğàăąőâăľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ρ(P_i) ďńï ďăŋŋőľ áâàőłĺ P ĺ ďńï ćáěå i = 1, 2, . . ., m. Őæěŋĺâě ćàěňï àăąőâë ćăèěčő ăńčőàĺâňă.

(ą) Ďńï áâàőłĺ P [1..m] ŕőńőęĺň ρ^∗(P ) = max_{1⩽i⩽m} ρ(P_i). Ŕãáâì |Σ| = 2 ĺ áâàőłă P ćëąĺàăěâáï áńãçăľŋëň őąàăğőň. Ŕőłăęĺâě, çâő ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ρ^∗(P ) őčàăŋĺçěŋő áćěàåã łőŋáâăŋâőľ, ŋě ğăćĺáïéěľ őâ m.

(ć) Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺćěďěŋŋăï ŋĺęě ŕàőčàăňňă ŋăåőďĺâ ćáě ćåőęďěŋĺï őąàăğæă P ć âěłáâ T ğă ćàěňï O(ρ^∗(P )n + m).

Repetition-Matcher(P,T)
1 m \gets length[P]
2 n \gets length[T]
3 k \gets 1+\rho^*(P)
4 q \gets 0
5 s \gets 0
6 while s \leqslant n-m
7 do if T[s+q+1]=P[q+1]
8 then q \gets q+1
9 if q=m
10 then print
                             ‘‘Őąàăğěæ ćåőďĺâ áő áďćĺ-

čőň ’’s

11 if q=m ĺńĺ T[s+q+1]\ne P[q+1]
12 then s \gets s+\max(1, \lceil q/k \rceil)
13 q \gets 0

İâőâ ăńčőàĺâň ŕàěďńőęĺńĺ Čăńĺń ĺ Śěľäěàăá. Řăğćĺćăï íâĺ ĺďěĺ, őŋĺ ŕőńãçĺńĺ ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł, àăąőâăîéĺľ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ĺ ĺáŕőńìğãîéĺľ ćáěčő O(1) ŕăňïâĺ ŕőňĺňő âàěąãěňőľ ďńï åàăŋěŋĺï P ĺ T . 34-2 Ŕăàăńńěńìŋëľ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă Őąáãďĺň, łăł ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ŕăàăńńěńìŋëľ łőňŕìîâěà ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł. Ŕãáâì ďńï ďăŋŋőčő őąàăğæă P ã ŋăá ěáâì łőŋěçŋëľ ăćâőňăâ M, ŕàěďŋăğŋăçěŋŋëľ ďńï ŕőĺáłă P ć âěłáâě. Ŕãáâì Q — ňŋőęěáâćő ěčő áőáâőïŋĺľ, ă φ — äãŋłæĺï, łőâőàăï áâăćĺâ ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőňã áńőćã áőáâőïŋĺě ăćâőňăâă M ŕőáńě çâěŋĺï íâőčő áńőćă. Ŕãáâì T [1..n] — âěłáâ, ć łőâőàőň ňë ĺéěň őąàăğěæ P , âőčďă ŋăň ŋěőąåőďĺňő ŋăľâĺ φ(T_i) ďńï ćáěå i. Ňë ąãďěň ďěľáâćőćăâì łăł ć àăğďěńě 30.1.2.

Ďńï ćáïłőľ áâàőłĺ x őąőğŋăçĺň çěàěğ δ_x(q) áőáâőïŋĺě ăćâőňăâă M, ć łőâőàőě őŋ ŕàĺďñâ, ěáńĺ ŕőňěáâĺâì ěčő ć áőáâőïŋĺě q ĺ ŕőďăâì ŋă ćåőď áâàőłã x. (Šăłĺň őąàăğőň, δ_x ěáâì äãŋłæĺï ĺğ Q ć Q.)

(ă) Ŕőłăęĺâě, çâő δ_y ∘ δ_x = δ_{xy} (ć ńěćőľ çăáâĺ áâőĺâ łőňŕőğĺæĺï őâőąàăęěŋĺľ).

(ą) Ŕőłăęĺâě, çâő őŕěàăæĺï ∘ ăááőæĺăâĺćŋă.

(ć) Ŕőłăęĺâě, çâő âăąńĺæă ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ δ_{xy} ňőęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋă ŋă CREW PRAM ğă ćàěňï O(1) ĺáåőďï ĺğ âăąńĺæ ğŋăçěŋĺľ δ_x ĺ δ_y . Őæěŋĺâě ŋěőąåőďĺňőě ďńï íâőčő çĺáńő ŕàőæěááőàőć ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ |Q|.

(č) Ŕőłăęĺâě, çâő φ(T_i) = δ_{Ti} (q_0), čďě q_0 — ĺáåőďŋőě áőáâőïŋĺě. (ď) Ŕőłăęĺâě, çâő ŋă CREW PRAM ćáě ćåőęďěŋĺï őąàăğæă P ć âěłáâ T ďńĺŋë n ňőęŋő ŋăľâĺ ğă ćàěňï O(lg n) (áçĺâăľâě, çâő őąàăğěæ P ğăďăŋ ć ćĺďě áőőâćěâáâćãîéěčő łőŋěçŋőčő ăćâőňăâă).

34.6 Ğăňěçăŋĺï

Śćïğì ğăďăçĺ ő ŕőĺáłě ŕőďáâàőł á łőŋěçŋëňĺ ăćâőňăâăňĺ őąáãęďăěâáï ã Ăåő, Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [4]. Ăńčőàĺâň Łŋãâă — Ňőààĺáă — Ŕàăââă ąëń ŋěğăćĺáĺňő ĺğőąàěâěŋ Łŋãâőň ĺ Ňőààĺáőň, á őďŋőľ áâőàőŋë, ĺ Ŕàăââőň — á ďàãčőľ; ć àěğãńìâăâě őŋĺ őŕãąńĺłőćăńĺ áőćňěáâŋãî àăąőâã. Řăąĺŋ ĺ Łăàŕ őŕĺáăńĺ áćőľ ăńčőàĺâň ć [117]; Ąőľěà ĺ Ňãà — ć [32]. Čăńĺń ĺ Śěľäěàăá [78] ŕàěďńőęĺńĺ ĺŋâěàěáŋëľ ďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ŕőĺáłă ŕőďáâàőł, àăąőâăîéĺľ ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï ĺ ĺáŕőńìğãîéĺľ ńĺèì O(1) ŕăňïâĺ (ŕőňĺňő ŕăňïâĺ ďńï åàăŋěŋĺï őąàăğæă ĺ âěłáâă).

35 Ćëçĺáńĺâěńìŋăï čěőňěâàĺï

Ćëçĺáńĺâěńìŋăï čěőňěâàĺï — íâő àăğďěń ĺŋäőàňăâĺłĺ, ĺğãçăîéĺľ ăńčőàĺâňë àěèěŋĺï čěőňěâàĺçěáłĺå ğăďăç. Šăłĺě ğăďăçĺ ćőğŋĺłăîâ ć ňăèĺŋŋőľ čàăäĺłě, ŕàőěłâĺàőćăŋĺĺ ĺŋâěčàăńìŋëå áåěň, âěåŋĺçěáłĺå ãáâàőľáâć ĺ ďà. Ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ć âăłőčő àőďă ğăďăçě ňőčãâ ąëâì ňŋőęěáâćő âőçěł, ŋăąőà őâàěğłőć, ňŋőčőãčőńìŋĺł (ğăďăŋŋëľ, ŋăŕàĺňěà, áŕĺáłőň áćőĺå ćěàèĺŋ ć ŕőàïďłě ďćĺęěŋĺï ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ) ĺ â.ŕ. Řěğãńìâăâőň ňőęěâ ąëâì ńĺąő őâćěâ ŋă łăłőľ âő ćőŕàőá (âĺŕă ”ŕěàěáěłăîâáï ńĺ íâĺ ŕàïňëě?”), ńĺąő łăłőľ-âő čěőňěâàĺçěáłĺľ őąêěłâ (ŋăŕàĺňěà, ŋăĺňěŋìèĺľ ćëŕãłńëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł, áőďěàęăéĺľ ğăďăŋŋëě âőçłĺ).

Ć íâőľ čńăćě ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì âőńìłő ŕńăŋĺňěâàĺçěáłĺě ğăďăçĺ ĺ ŕàőĺńńîáâàĺàãěň ŋěłőâőàëě ćăęŋëě ňěâőďë ćëçĺáńĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺĺ ŋă íâőň ŕàĺňěàě. Ć ŋăèĺå ğăďăçăå ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ąãďěâ ňŋőęěáâćő âőçěł ŕńőáłőáâĺ {p_i} , ğăďăŋŋëå áćőĺňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ: p_i = (x_i, y_i), čďě x_i, y_i ∈ R. Ŋăŕàĺňěà, n-ãčőńìŋĺł P ňőęŋő ğăďăâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ⟨p_0, p_1, p_2, . . ., p_{n−1}⟩ ěčő ćěàèĺŋ ć ŕőàïďłě őąåőďă.

Ć àăğďěńě 35.1 ňë àăğąěàñň ŕàőáâěľèĺě ğăďăçĺ őą őâàěğłăå (ć łăłãî áâőàőŋã ňë ŕőćőàăçĺćăěň, ďćĺčăïáì ŕő ńőňăŋőľ, áőáâăćńěŋŋőľ ĺğ ďćãå őâàěğłőć? ŕěàěáěłăîâáï ńĺ ďćă őâàěğłă?) ĺ íääěłâĺćŋëě ňěâőďë ĺå àěèěŋĺï. Ć àăğďěńě 35.2 ňë ŕàĺňěŋĺň âăł ŋăğëćăěňëľ ” ňěâőď ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ” ĺ ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ ğă ćàěňï O(n lg n), ěáâì ńĺ áàěďĺ n őâàěğłőć åőâï ąë ďćă ŕěàěáěłăîéĺåáï. Ć àăğďěńě 35.3 ĺğńőęěŋë ďćă ăńčőàĺâňă, ĺáŕőńìğãîéĺě ”ćàăéăîéãîáï ŕàïňãî” ďńï ćëçĺáńěŋĺï ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ ňŋőęěáâćă n âőçěł: ŕàőáňőâà Čàíåěňă, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ O(n lg n), ĺ ŕàőåőď Ďęăàćĺáă, ćàěňï àăąőâë łőâőàőčő O(nh), čďě h — çĺáńő ćěàèĺŋ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ. Ć àăğďěńě 35.4 àăááňőâàěŋ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ňěâőďőň ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ğă ćàěňï O(n lg n) ŋăåőďĺâ ŕăàã ąńĺęăľèĺå âőçěł áàěďĺ n ğăďăŋŋëå âőçěł ŕńőáłőáâĺ.

35.1 Śćőľáâćă őâàěğłőć

Ŋăçŋěň á ŋěłőâőàëå őŕàěďěńěŋĺľ, áćïğăŋŋëå á őâàěğłăňĺ. Ćëŕãłńőľ łőňąĺŋăæĺěľ (convex combination) ďćãå àăğńĺçŋëå âőçěł p_1 = (x_1, y_1) ĺ p_2 = (x_2, y_2) ąãďěň ŋăğëćăâì ńîąãî âőçłã p_3 = (x_3, y_3), ďńï łőâőàőľ x_3 = αx_1 + (1 − α)x_2 ĺ y_3 = αy_1 + (1 − α)y_2 ŕàĺ ŋěłőâőàőň 0 ⩽ α ⩽ 1. İâő ęě ãáńőćĺě ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł p_3 = αp_1 + (1 − α)p_2. Ğăďăŋŋăï âăłĺň őąàăğőň âőçłă p_3 ŕàĺŋăďńěęĺâ őâàěğłã áőěďĺŋïîéěňã p_1 ĺ p_2 (ĺ ňőęěâ áőćŕăďăâì á őďŋĺň ĺğ łőŋæőć). İâő áćőľáâćő ňőęŋő ŕàĺŋïâì ğă őŕàěďěńěŋĺě őâàěğłă, ŋăğćăć őâàěğłőň (line segment), p_1p_2 ňŋőęěáâćő ćáěå ćëŕãłńëå łőňąĺŋăæĺľ p_1 ĺ p_2. Šőçłĺ p_1 ĺ p_2 ŋăğëćăîâ łőŋæăňĺ (endpoints) őâàěğłă. Ěáńĺ ćăęěŋ ŕőàïďőł łőŋæőć,čőćőàïâ őą őàĺěŋâĺàőćăŋŋőň őâàěğłě (directed segment) −−→p_1p_2. Ěáńĺ p_1 áőćŕăďăěâ á âőçłőľ (0, 0), ŋăğëćăěňőľ ŋăçăńőň łőőàďĺŋăâ (origin), âő őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ őâàěğőł −−→p_1p_2 ŋăğëćăîâ ćěłâőàőň (vector) p_2.

Ŋăá ĺŋâěàěáãîâ âăłĺě ćőŕàőáë:

1. Ďăŋë ďćă őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå őâàěğłă −−→p_0p_1 ĺ −−→p_0p_2 á őąéĺň ŋăçăńőň p_0. Ć łăłãî áâőàőŋã (ŕő çăáőćőľ áâàěńłě ĺńĺ ŕàőâĺć ŋěñ) ŋăďő ŕőćěàŋãâì őâàěğőł −−→p_0p_1 ćőłàãč p_0, çâőąë őŋ ŕőèñń ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ −−→p_0p_2? (Ĺňěěâáï ć ćĺďã ňěŋìèĺľ ĺğ ďćãå ŕőćőàőâőć.)

2. Ďăŋë ńőňăŋăï p_1p_2p_3, áőáâăćńěŋŋăï ĺğ ďćãå őâàěğłőć p_1p_2 ĺ p_2p_3. Ĺďï ŕő ŋěľ őâ p_1 ł p_3, ć łăłãî áâőàőŋã ňë ŕőćőàăçĺćăěň ã p_2 — ŋăńěćő ĺńĺ ŋăŕàăćő?

3. Ŕěàěáěłăîâáï ńĺ őâàěğłĺ p_1p_2 ĺ p_3p_4?

Ňë áňőęěň őâćěâĺâì ŋă łăęďëľ ĺğ íâĺå ćőŕàőáőć ğă ćàěňï O(1), çâő, ćŕàőçěň, ŋě ãďĺćĺâěńìŋő, ŕőáłőńìłã ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ć łăęďőň áńãçăě ïćńïěâáï äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő âőçěł. Ąőńěě ćăęŋő âő, çâő ŋăèĺ ňěâőďë ŋě ąãďãâ ĺáŕőńìğőćăâì ŋĺ ďěńěŋĺï, ŋĺ âàĺčőŋőňěâàĺçěáłĺå äãŋłæĺľ – őŕěàăæĺľ, łőâőàëě áńőęŋěě ĺ ąőńěě çãćáâćĺâěńìŋë ł őèĺąłăň őłàãčńěŋĺï, çěň ĺáŕőńìğãěňëě ŋăňĺ áńőęěŋĺě, ćëçĺâăŋĺě, ãňŋőęěŋĺě ĺ áàăćŋěŋĺě. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ (őâćěçăï ŋă ćőŕàőá ŋőňěà 3) ďěľáâćőćăâì ŋăĺąőńěě őçěćĺďŋëň áŕőáőąőň ĺ ĺáłăâì ãàăćŋěŋĺï ŕàïňëå, áőďěàęăéĺå ďăŋŋëě őâàěğłĺ, ć ćĺďě y = mx + b (m — ãčńőćőľ łőíääĺæĺěŋâ, b — őàďĺŋăâă âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï ŕàïňőľ á őáìî y), ğăâěň âőçłã ŕěàěáěçěŋĺï ŕàïňëå, ă ğăâěň ŕàőćěàïâì, ŕàĺŋăďńěęĺâ ńĺ ŋăľďěŋŋăï âőçłă őąőĺň őâàěğłăň, âő ŕőŋăďőąĺâáï ďěńěŋĺě, ĺ ďńï ŕőçâĺ ŕăàăńńěńìŋëå őâàěğłőć ćőğňőęŋë áńőęŋőáâĺ, ćëğćăŋŋëě őłàãčńěŋĺěň ŕàĺ ďěńěŋĺĺ ŋă ąńĺğłőě ł ŋãńî çĺáńő. (Ňë ãłăęěň áŕőáőą, ŕőğćőńïîéĺľ ĺğąěęăâì ďěńěŋĺï.)

Ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě Ŋăèě őáŋőćŋőě áàěďáâćő — ŕőŋïâĺě ćěłâőàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï.

Ŕãáâì ďăŋë ćěłâőàă p_1 ĺ p_2 (àĺá. 35.1 (a)). Ŋăá ĺŋâěàěáãîâ

35.1 (a) Ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ćěłâőàőć p_1 ĺ p_2 — íâő ŕńőéăďì ŕăàăńńěńőčàăňňă (á ãçñâőň ğŋăłă). (b) Ćěłâőàă ć áćěâńőľ çăáâĺ ŕńőáłőáâĺ ŕőńãçăîâáï ĺğ ćěłâőàă p ŕőćőàőâőň ŕő çăáőćőľ áâàěńłě, ć âñňŋőľ — ŕàőâĺć.

âőńìłő ćěłâőàă, ńěęăéĺě ć őďŋőľ ŕńőáłőáâĺ, ŕőíâőňã ŕőď ćěłâőàŋëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň (cross product) p_1 ×p_2 ňőęŋő ŕőŋĺňăâì ŕńőéăďì ŕăàăńńěńőčàăňňă (á ãçñâőň ğŋăłă), őąàăğőćăŋŋőčő âőçłăňĺ (0, 0), p_1, p_2, p_1+p_2 = (x_1 +x_2, y_1+y_2). Ďńï ćëçĺáńěŋĺľ ąőńěě ãďőąŋő őŕàěďěńěŋĺě ćěłâőàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï łăł őŕàěďěńĺâěńï ňăâàĺæë

p_1 × p_2 = det ( x_1 x_2 y_1 y_2 ) = x_1y_2 − x_2y_1 = −p_2 × p_1

(Ćőőąéě čőćőàï, ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě őŕàěďěńïěâáï ďńï ćěłâőàőć ć âàñåňěàŋőň ŕàőáâàăŋáâćě łăł ćěłâőà, ŕěàŕěŋďĺłãńïàŋëľ p_1 ĺ p_2, őąàăğãîéĺľ ćňěáâě á íâĺňĺ ćěłâőàăňĺ ŕàăćãî âàőľłã, ďńĺŋă łőâőàőčő àăćŋă ŕńőéăďĺ ŕăàăńńěńőčàăňňă, őąàăğőćăŋŋőčő âőçłăňĺ (0, 0), p_1, p_2, p_1 + p_2. Ŋő ć íâőľ čńăćě ŋăň ďőáâăâőçŋő őŕàěďěńěŋĺï ćěłâőàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï ŋă ŕńőáłőáâĺ ŕő äőàňãńě x_1y_2 − x_2y_1.)

Ěáńĺ p_1 × p_2 ŕőńőęĺâěńìŋő, âő łàăâçăľèĺľ ŕőćőàőâ p_2 őâŋőáĺâěńìŋő (0, 0), áőćňěéăîéĺľ ěčő á p_1, ŕàőĺáåőďĺâ ŕő çăáőćőľ áâàěńłě, ă ěáńĺ őâàĺæăâěńìŋő, âő — ŕàőâĺć. Ŋă àĺá. 35.1 (b) ćěłâőàă ć áćěâńőľ çăáâĺ ŕńőáłőáâĺ ŕőńãçăîâáï ĺğ ćěłâőàă p ŕőćőàőâőň ŕő çăáőćőľ áâàěńłě, ć âñňŋőľ — ŕàőâĺć. Čàăŋĺæă íâĺå őąńăáâěľ áőáâőĺâ ĺğ ćěłâőàőć, ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě łőâőàëå á p àăćŋő ŋãńî. İâĺ ćěłâőàë ńěęăâ ŋă őďŋőľ ŕàïňőľ á p.

Ŋăŕĺèěň äőàňãńã, ŕőğćőńïîéãî őŕàěďěńĺâì, ć łăłãî áâőàőŋã ŋăďő ŕőćőàăçĺćăâì −−→p_0p_1 ćőłàãčp_0, çâőąë ŋăńőęĺâì ěčő ŋă −−→p_0p_2 (ŕő çăáőćőľ áâàěńłě ĺńĺ ŕàőâĺć). Śçĺâăï ŋăçăńőň łőőàďĺŋăâ âőçłã p_0, ňë ŕőńãçăěň ďćă ćěłâőàă p_1 − p_0 = (x_1 − x_0, y_1 − y_0) ĺ p_2 − p_0 = (x_2 − x_0, y_2 − y_0). Ĺå ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě àăćŋő

(p_1 − p_0) × (p_2 − p_0) = (x_1 − x_0)(y_2 − y_0) − (x_2 − x_0)(y_1 − y_0).

Ěáńĺ őŋő ŕőńőęĺâěńìŋő, âő ćàăéăâì ŋăďő ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ (”ć ŕőńőęĺâěńìŋőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ”, łăł čőćőàïâ), ěáńĺ őâàĺæăâěńìŋő — âő ŕő çăáőćőľ áâàěńłě.

Ŋăŕàăćńěŋĺě ŕőćőàőâă.

Ŕěàěľďñň łő ćâőàőňã ćőŕàőáã: ć łăłãî áâőàőŋã ňë ŕőćőàăçĺćăěň (ć âőçłě p_1), ďćĺčăïáì ŕő ńőňăŋőľ p_0p_1p_2? Ńěčłő ĺğąěęăâì ćëçĺáńěŋĺï ãčńă ∠p_0p_1p_2, ćŋőćì ćőáŕőńìğőćăćèĺáì ćěłâőàŋëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň. Łăł ćĺďŋő ĺğ àĺá. 35.2, ŋăň ŋăďő ćëïáŋĺâì, ć łăłőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ŋăďő ŕőćőàăçĺćăâì ćěłâőà −−→p_0p_1, çâőąë őŋ áâăń ŋăŕàăćńěŋŋëň ć áâőàőŋã −−→p_0p_2. Ďńï íâőčő ňë ćëçĺáńĺň ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě (p_2 − p_0) × (p_1 − p_0). Ěáńĺ őŋő őâàĺæăâěńìŋő, âő −−→p_0p_2

35.2 Ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ŕőňőčăěâ őŕàěďěńĺâì, ć łăłãî áâőàőŋã ňë ŕőćőàăçĺćăěň ć âőçłě p_1, ĺďï ŕő ńőňăŋőľ p_0p_1p_2. Ďńï íâőčő ŋăďő ćëïáŋĺâì, ć łăłőľ áâőàőŋě ŋăåőďĺâáï ćěłâőà −−→p_0p_2 őâ ćěłâőàă −−→p_0p_1. (a) Ěáńĺ ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ, âő ňë ŕőćőàăçĺćăěň ŋăńěćő. (b) Ěáńĺ ŕő çăáőćőľ áâàěńłě, âő — ŋăŕàăćő.

ŋăåőďĺâáï ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ őâ −−→p_0p_1, ĺ ć âőçłě p_0 ňë ŕőćőàăçĺćăěň ŋăńěćő. Ěáńĺ ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ŕőńőęĺâěńìŋő, ňë ŕőćőàăçĺćăěň ŋăŕàăćő. Ŋăłőŋěæ, ěáńĺ őŋő àăćŋő ŋãńî, âő ňë ńĺąő ĺďñň ŕàïňő, ńĺąő ŕőćőàăçĺćăěň łàãčőň (âőçłĺ p_0, p_1 ĺ p_2 ŕàĺŋăďńěęăâ őďŋőľ ŕàïňőľ).

Ŕěàěáěłăîâáï ńĺ őâàěğłĺ?

Őŕàěďěńïâì, ŕěàěáěłăîâáï ńĺ őâàěğłĺ, ňë ąãďěň ć ďćă íâăŕă. Ŋăçăńìŋëľ âěáâ (quick rejection) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ěáńĺ őčàăŋĺçĺćăîéĺě ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ őâàěğłőć ŋě ĺňěîâ őąéĺå âőçěł, âő ĺ áăňĺ őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï. Ŕàĺ íâőň őčàăŋĺçĺćăîéĺň ŕàïňőãčőńìŋĺłőň (bounding box) čěőňěâàĺçěáłőľ äĺčãàë ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ŋăĺňěŋìèĺľ ĺğ ŕàïňőãčőńìŋĺłőć áő áâőàőŋăňĺ, ŕăàăńńěńìŋëňĺ őáïň łőőàďĺŋăâ, łőâőàëě áőďěàęăâ ďăŋŋãî äĺčãàã.

Ďńï őâàěğłă p_1p_2 âăłőćëň ąãďěâ ŕàïňőãčőńìŋĺł (p̂_1, p̂_2) á ńěćëň ŋĺęŋĺň ãčńőň p̂_1 = (x̂_1, ŷ_1) ĺ ŕàăćëň ćěàåŋĺň ãčńőň p̂_2 = (x̂_2, ŷ_2) , čďě x̂_1 = min(x_1, x_2), ŷ_1 = min(y_1, y_2), x̂_2 = max(x_1, x_2), ŷ_2 = max(y_1, y_2). Şáńőćĺě ŕěàěáěçěŋĺï ďćãå ŕàïňőãčőńìŋĺłőć, ğăďăŋŋëå ńěćëňĺ ŋĺęŋĺňĺ ĺ ŕàăćëňĺ ćěàåŋĺňĺ ãčńăňĺ, âăłőćő: (p̂_1, p̂_2) ĺ (p̂_3, p̂_4) ĺňěîâ őąéĺě âőçłĺ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă

(x̂_2 ⩾ x̂_3) ∧ (x̂_4 ⩾ x̂_1) ∧ (ŷ_2 ⩾ ŷ_3) ∧ (ŷ_4 ⩾ ŷ_1)

(ŕěàćëě ďćă ãáńőćĺï áőőâćěâáâćãîâ ŕěàěáěçěŋĺî x-ŕàőěłæĺľ, ćâőàëě — y-ŕàőěłæĺïň).

Ěáńĺ ŋă ŕěàćőň íâăŕě ŋě ãďăěâáï ãáâăŋőćĺâì, çâő őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï, ňë ŕěàěåőďĺň łő ćâőàőňã íâăŕã ĺ ŕàőćěàïěň, ŕěàěáěłăěâáï ńĺ łăęďëľ ĺğ ďăŋŋëå őâàěğłőć á ŕàïňőľ, áőďěàęăéěľ ďàãčőľ őâàěğőł. Őâàěğőł ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî (straddles a line), ěáńĺ ěčő łőŋæë ńěęăâ ŕő àăğŋëě áâőàőŋë őâ ŋěñ ĺńĺ ěáńĺ őďĺŋ ĺğ łőŋæőć ńěęĺâ ŋă ŕàïňőľ. Ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, çâő ďćă őâàěğłă ŕěàěáěłăîâáï âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ŕěàěáěłăîâáï őčàăŋĺçĺćăîéĺě ĺå ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ (ŋăçăńìŋëľ âěáâ) ĺ, łàőňě âőčő, łăęďëľ ĺğ őâàěğłőć ŕěàěáěłăěâáï á ŕàïňőľ, áőďěàęăéěľ ďàãčőľ őâàěğőł.

Ŕőáńěďŋěě ãáńőćĺě ŕàőćěàïěâáï á ŕőňőéìî ćěłâőàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ. Šőçłĺ p_3 ĺ p_4 ńěęăâ ŕő àăğŋëě áâőàőŋë őâ ŕàïňőľ p_1p_2, ěáńĺ ćěłâőàë −−→p_1p_3 ĺ −−→p_1p_4 ĺňěîâ àăğńĺçŋãî őàĺěŋâăæĺî őâŋőáĺâěńìŋő ćěłâőàă −−→p_1p_2 (áň. àĺá.35.3 (a), (b)), âő ěáâì ěáńĺ ğŋăłĺ ćěłâőàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ (p_3 − p_1) × (p_2 − p_1) ĺ (p_4 − p_1) × (p_2 − p_1) àăğńĺçŋë. Ěáńĺ őďŋő ĺğ íâĺå ćěłâőàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ àăćŋő ŋãńî,

ĆŊĹŇĂŊĹĚ!!! Řĺáãŋőł, âàěąãîéĺľ ďőąăćńěŋĺľ. Ć łŋĺčě ěáâì őèĺąłă, ĺ ŕőáńě ěñ ĺáŕàăćńěŋĺï àĺáãŋőł, ŋăğëćăćèĺľáï (e), ŋăğëćăěâáï (f), ă ŋă ěčő ňěáâě ŋăďő ŕőňěáâĺâì ŋőćëľ (áň. ŋă ŕőńïå őàĺčĺŋăńă) Ŕěàěáěłăěâ ńĺ őâàěğőł p_3p_4 ŕàïňãî, áőďěàęăéãî őâàěğőł p_1p_2? (a) Ěáńĺ ďă, âő ćěłâőàŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï (p_3 − p_1) × (p_2 − p_1) ĺ (p_4 − p_1) × (p_2 − p_1) ĺňěîâ àăğŋëě ğŋăłĺ. (b) Ěáńĺ ŋěâ, âő íâĺ ŕàőĺğćěďěŋĺï ĺňěîâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě ğŋăł. (c)–(d) Čàăŋĺçŋëě áńãçăĺ, łőčďă őďŋő ĺğ ćěłâőàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ àăćŋő ŋãńî (ĺ őâàěğőł ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî). (e) Őďŋő ĺğ ćěłâőàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ àăćŋő ŋãńî, őčàăŋĺçĺćăîéĺě ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ ŕěàěáěłăîâáï, ŋő őâàěğłĺ ćáñ-âăłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï (őâàěğőł p_1p_2 ŋě ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî p_3p_4) (f) Őâàěğłĺ ńěęăâ ŋă őďŋőľ ŕàïňőľ, ŋő ŋě ŕěàěáěłăîâáï. Łăęďëľ ĺğ őâàěğłőć ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî, áőďěàęăéãî ďàãčőľ. Ŋő áăňĺ őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï — ğďěáì íâő ŋě áâàăèŋő, âăł łăł íâőâ áńãçăľ őâąàőèěŋ ŋă ŕěàćőň íâăŕě.

âő őďŋă ĺğ âőçěł p_3 ĺńĺ p_4 ŕàĺŋăďńěęĺâ ŕàïňőľ p_1p_2. Ďćă âăłĺå áńãçăï ŕőłăğăŋë ŋă àĺáãŋłăå (àĺá. 35.3 (c),(d)). Ć őąőĺå áńãçăïå őâàěğłĺ ŕěàěáěłăîâáï, őďŋăłő ćőğňőęěŋ ĺ ďàãčőľ áńãçăľ: åőâï őâàěğłĺ ŕàőåőďïâ ŋăçăńìŋëľ âěáâ ĺ ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě àăćŋő ŋãńî, ćáñ-âăłĺ ŕěàěáěçěŋĺï ŋěâ (àĺá. 35.3 (e)) Ŕőíâőňã ãáńőćĺě ”őâàěğőł ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî” ŋăďő ŕàőćěàïâì ďńï őąőĺå őâàěğłőć. Ğăňěâĺň, çâő ŋăçăńìŋëľ âěáâ ŋěńìğï őŕãáâĺâì: ŋă àĺá. 35.3 (f) łăęďëľ ĺğ őâàěğłőć ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî, áőďěàęăéãî ďàãčőľ (ńěęĺâ ŋă ŋěľ — ňë áçĺâăěň íâő ŕěàěáěçěŋĺěň), ŋő áăňĺ őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï.

Ěáńĺ őďĺŋ ĺğ őâàěğłőć, ŋăŕàĺňěà, p_1p_2, àăćěŋ ŋãńî, âő ćőŕàőá ő âőň, ŕěàěáěłăěâ ńĺ őâàěğőł p_3p_4 ŕàïňãî p_1p_2, ńĺèñŋ áňëáńă (ŕàïňëå ňŋőčő). Šěň ŋě ňěŋěě ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ćěłâőàŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï (p_3 −p_1)×(p_2 −p_1) ĺ (p_4 −p_1)×(p_2 −p_1), łőâőàëě ć ďăŋŋőň áńãçăě àăćŋë ŋãńî. Ŋăè łàĺâěàĺľ ŕěàěáěçěŋĺï ŕàĺňěŋĺň ĺ ć íâőň áńãçăě, ěáńĺ ãáńőćŋő ŕàĺŋïâì, çâő p_3p_4 ŕěàěáěłăěâ ŕàïňãî p_1p_2.

Ĺâăł, łàĺâěàĺľ âăłőć: őâàěğłĺ p_1p_2 ĺ p_3p_4 ŕěàěáěłăîâáï âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őďŋőćàěňěŋŋő ćëŕőńŋěŋë âàĺ ãáńőćĺï:

(a) ŕěàěáěłăîâáï őčàăŋĺçĺćăîéĺě ĺå ŕàïňőãčőńìŋĺłĺ; (b) [(p_3 − p_1) × (p_2 − p_1)] · [(p_4 − p_1) × (p_2 − p_1)] ⩽ 0 (c) [(p_1 − p_3) × (p_4 − p_3)] · [(p_2 − p_3) × (p_4 − p_3)] ⩽ 0

Ďàãčĺě ŕàĺňěŋěŋĺï ćěłâőàŋőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï.

Ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ŕőŋăďőąĺâáï ŋăň ěéñ ŋě àăğ. Ć àăğďěńě 35.3 á ěčő ŕőňőéìî ňë ąãďěň áőàâĺàőćăâì âőçłĺ ŕő ŕőńïàŋőňã ãčńã őâŋőáĺâěńìŋő ďăŋŋőčő æěŋâàă (áň. ãŕà. 35.1-2). Ć àăğďěńě 35.2 ŕàĺ ŕőáâàőěŋĺĺ łàăáŋő-çñàŋőčő ďěàěćă őâàěğłőć, ãŕőàïďőçěŋŋëå ŕő ňěáâã ĺå ŕěàěáěçěŋĺï á ďăŋŋőľ ćěàâĺłăńìî, ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì äőàňãńã á ćěłâőàŋëň ŕàőĺğćěďěŋĺěň, çâőąë őŕàěďěńĺâì, łăłőľ ĺğ ďćãå őâàěğłőć ŕěàěáěłăěâ íâã ćěàâĺłăńì ć ąőńěě ćëáőłőľ âőçłě.

Şŕàăęŋěŋĺï 35.1-1 Ďőłăęĺâě, çâő ŕàĺ ŕőńőęĺâěńìŋőň p_1 × p_2 ćěłâőà p_1 ŋăåőďĺâáï ŕő çăáőćőľ áâàěńłě őâ ćěłâőàă p_2, ă ŕàĺ őâàĺæăâěńìŋőň — ŕàőâĺć. Őąă ćěłâőàă ćëåőďïâ ĺğ ŋăçăńă łőőàďĺŋăâ (0, 0), ąěà/âáï ŋăŕàăćńěŋĺě ŕőćőàőâă ć ąńĺęăľèãî áâőàőŋã.

35.1-2 Ŋăŕĺèĺâě ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ, àăáŕőńăčăîéĺľ âőçłĺ ⟨p_1, p_2, . . ., p_n⟩. ć ŕőàïďłě őąåőďă ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ, ěáńĺ áňőâàěâì ĺğ ğăďăŋŋőčő ŕőńîáă p_0. (Ŋăçăâì ňőęŋő á ńîąőľ âőçłĺ.) Ăńčőàĺâň ďőńęěŋ ĺáŕőńìğőćăâì ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ďńï áàăćŋěŋĺï ãčńőć ĺ ćëŕőńŋïâìáï ğă ćàěňï O(n lg n).

35.1-3 Łăł ğă ćàěňï O(n^2 ln n) őŕàěďěńĺâì, ńěęăâ ńĺ łăłĺě-âő âàĺ ĺğ ďăŋŋëå n âőçěł ŋă őďŋőľ ŕàïňőľ?

35.1-4 Ůâőąë ãğŋăâì, ïćńïîâáï ńĺ âőçłĺ ⟨p_0, p_1, . . ., p_{n−1}⟩ ćěàèĺŋăňĺ ćëŕãłńőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă (ŕőďàőąŋěě ő ňŋőčőãčőńìŋĺłăå áň. ć àăğďěńě 16.4), ŕěàěçĺáńěŋŋëňĺ ć ŕőàïďłě őąåőďă ňŋőčőãčőńìŋĺłă, ŕàőäěááőà ŕàěďńăčăěâ âăłőľ ňěâőď: ŕàőćěàĺâì, çâő ňŋőęěáâćő ∠p_ip_{i+1}p_{i+2} : i = 0, 1, . . ., n − 1, čďě i + 1 ĺ i + 2 ćëçĺáńïîâáï ŕő ňőďãńî n, ŋě áőďěàęĺâ őďŋőćàěňěŋŋő ŕàăćëå ĺ ńěćëå ŕőćőàőâőć. Ŕőłăęĺâě, çâő íâőâ áŕőáőą ŋě ćáěčďă ďăîâ ŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ, åőâï ĺ ćëŕőńŋïěâáï ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï. Łăł ĺğňěŋĺâì ěčő, çâőąë ŕőńãçĺâì ŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ (âăłęě ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï)?

35.1-5 Ŕàăćëľ čőàĺğőŋâăńìŋëľ ńãç (right horizontal ray) âőçłĺ p_0 = (x_0, y_0) őŕàěďěńïěâáï łăł ňŋőęěáâćő {p_i = (x_i, y_i) : x − i ⩾ x_0y_i = y_0}, âő ěáâì łăł ńãç, ćëåőďïéĺľ ĺğ p_0 ćŕàăćő ŕăàăńńěńìŋő őáĺ ăąáæĺáá. Łăł ğă ćàěňï O(1) őŕàěďěńĺâì, ŕěàěáěłăîâáï ńĺ čőàĺğőŋâăńìŋëľ ńãç âőçłĺ p_0 ĺ őâàěğőł p_1p_2, áćěďï ğăďăçã ł ĺááńěďőćăŋĺî ŕěàěáěçěŋĺï ďćãå őâàěğłőć?

35.1-6 Ůâőąë ãğŋăâì, ńěęĺâ ńĺ âőçłă p_0 ćŋãâàĺ ŕàőáâőčő (ŋě őąïğăâěńìŋő ćëŕãłńőčő) ňŋőčőãčőńìŋĺłă P , ňőęŋő àăááňőâàěâì łăłőľŋĺąãďì ńãç, ćëåőďïéĺľ ĺğ âőçłĺ p_0, ĺ ŕőáçĺâăâì, áłőńìłő àăğ őŋ ŕěàěáěłăěâ čàăŋĺæã ňŋőčőãčőńìŋĺłă: őŋă ąãďěâ ćŋãâàěŋŋěľ, ěáńĺ çĺáńő ŕěàěáěçěŋĺľ ŋěçñâŋő. Ĺáŕőńìğãï íâã ĺďěî, ŋăŕĺèĺâě ăńčőàĺâň, őŕàěďěńïîéĺľ ğă ćàěňï O(n), ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋăï âőçłă p_0 ćŋãâàěŋŋěľ ďńï ŕàőáâőčő n-ãčőńìŋĺłă P . (Şłăğăŋĺě. Ĺáŕőńìğãľâě ãŕàăęŋěŋĺě 35.1-5. Őáőąőčő àăááňőâàěŋĺï âàěąãîâ áńãçăĺ, łőčďă âőçłă p_0 ńěęĺâ ŋă čàăŋĺæě ňŋőčőãčőńìŋĺłă, łőčďă ńãç ŕàőåőďĺâ çěàěğ őďŋã ĺğ ěčő ćěàèĺŋ ĺńĺ áőďěàęĺâ ãçăáâőł áâőàőŋë.)

35.1-7 Ŕőłăęĺâě, łăł ğă ćàěňï Θ(n) ćëçĺáńĺâì ŕńőéăďì ŕàőáâőčő (ŋě őąïğăâěńìŋő ćëŕãłńőčő) n-ãčőńìŋĺłă, ğăďăŋŋőčő ŕěàěçĺáńěŋĺěň ćěàèĺŋ ć ŕőàïďłě őąåőďă.

35.2 Ěáâì ńĺ ŕěàěáěłăîéĺěáï őâàěğłĺ?

Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ăńčőàĺâň, łőâőàëľ őŕàěďěńïěâ, ěáâì ńĺ áàěďĺ n ďăŋŋëå őâàěğłőć ďćă ŕěàěáěłăîéĺåáï. Ŕàĺ íâőň ĺáŕőńìğãěâáï ňěâőď ”ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ”, çăáâő ćáâàěçăîéĺľáï ć ćëçĺáńĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺĺ. Ďàãčĺě ŕàĺňěŋěŋĺï íâőčő ňěâőďă ãłăğăŋë ć ãŕàăęŋěŋĺïå ć łőŋæě àăğďěńă.

Ăńčőàĺâň ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(n ln n), čďě n — çĺáńő ďăŋŋëå őâàěğłőć. Ŕàĺ íâőň ŕàőćěàïěâáï âőńìłő ŋăńĺçĺě ĺńĺ őâáãâáâćĺě ŕěàěáěçěŋĺľ; áăňĺ ŕěàěáěçěŋĺï ŋě ŋăåőďïâáï. (Łăł ŕőłăğëćăěâ ãŕàăęŋěŋĺě 35.2-1, ĺå őâëáłăŋĺě ňőęěâ ŕőâàěąőćăâì ćàěňěŋĺ Ω(n^2).)

Ňěâőď ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ (sweeping line method) áőáâőĺâ ć âőň, çâő ćőőąàăęăěňăï ćěàâĺłăńìŋăï ŕàïňăï ďćĺęěâáï áńěćă ŋăŕàăćő ňĺňő àăááňăâàĺćăěňëå čěőňěâàĺçěáłĺå őąêěłâőć. Ĺďěï áőáâőĺâ ć âőň, çâő őâ ďćãňěàŋőčő ŕàőáâàăŋáâćă ňë ŕěàěåőďĺň ł ŕàőĺğćěďěŋĺî ŕàőáâàăŋáâćő-ćàěňï (őąă őďŋőňěàŋë), áçĺâăï őáì ăąáæĺáá őáìî ćàěňěŋĺ, ďćĺęãéãîáï ŕàïňãî — ňčŋőćěŋŋëň áàěğőň áĺâãăæĺĺ. Ŕàĺ íâőň ńĺŋĺĺ ŋă ŕńőáłőáâĺ áâăŋőćïâáï ďćĺęãéĺňĺáï ŕő ŕàïňőľ âőçłăňĺ, ĺ ĺå ňőęŋő ãŕőàïďőçĺćăâì. (Őąëçŋő őŋĺ åàăŋïâáï á ŕőňőéìî ďĺŋăňĺçěáłőľ áâàãłâãàë ďăŋŋëå.) Ć ğăďăçě ő ŕěàěáěçěŋĺïå őâàěğłőć ăńčőàĺâň ŕàőáňăâàĺćăěâ łőŋæë ćáěå őâàěğłőć áńěćă ŋăŕàăćő ĺ ŕàőćěàïěâ, ŋěâ ńĺ ŕěàěáěçěŋĺï ŋă őçěàěďŋőň ãçăáâłě őáĺ ăąáæĺáá.

Ŋăè ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ ďćă ãŕàőéăîéĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺï. Ňë áçĺâăěň, çâő áàěďĺ àăááňăâàĺćăěňëå őâàěğłőć ŋěâ ćěàâĺłăńìŋëå ĺ çâő ŋĺłăłĺě âàĺ őâàěğłă ŋě ŕőåőďïâ çěàěğ őďŋã ĺ âã ęě âőçłã (ãŕà. 35.2-8 âàěąãěâ ŕőáâàőĺâì ăńčőàĺâň, łőâőàëľ čőďĺâáï ćő ćáěå áńãçăïå.) Śńěďãěâ őâňěâĺâì, çâő ćőğŋï á àăğŋőőąàăğŋëňĺ čàăŋĺçŋëňĺ áńãçăïňĺ — őďĺŋ ĺğ őáŋőćŋëå ĺáâőçŋĺłőć åńőŕőâ ĺ őèĺąőł ŕàĺ ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺĺ ğăďăç ćëçĺáńĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺĺ.

Őâŋőèěŋĺï ŕőàïďłă ŋă őâàěğłăå Ňë ŕàěďŕőńőęĺńĺ, çâő áàěďĺ àăááňăâàĺćăěňëå őâàěğłőć ŋěâ ćěàâĺłăńìŋëå. Ŕőíâőňã ďćĺęãéăïáï ćěàâĺłăńìŋăï ŕàïňăï ć ńîąőľ ňőňěŋâ ŕěàěáěłăěâ łăęďëľ ĺğ ŋĺå ňăłáĺňãň ć őďŋőľ âőçłě. Ňë ãŕőàïďőçĺćăěň őâàěğłĺ (âě, łőâőàëě ěñ ŕěàěáěłăîâ) ŕő őàďĺŋăâě âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï.

Ąőńěě âőçŋő, ďćă őâàěğłă s_1 ĺ s_2 áàăćŋĺňë őâŋőáĺâěńìŋő x

Şŕőàïďőçěŋĺě őâàěğłőć őâŋőáĺâěńìŋő àăğńĺçŋëå ćěàâĺłăńìŋëå ŕàïňëå. (a) Ďńï íâőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ a >_r c, a >_t b, b >_t c, a >_t c ĺ b >_u c; őâàěğőł d ŋě áàăćŋĺň ŋĺ á łăłĺň ĺğ őâàěğłőć ŋă àĺáãŋłě. (b) Ŕàĺ ŕàőåőďě âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï őâŋőèěŋĺě ŕőàïďłă ňěęďã őâàěğłăňĺ e ĺ f ňěŋïěâáï ŋă ŕàőâĺćőŕőńőęŋőě: e >_v f, ă f >_w e. Łőčďă ďćĺęãéăïáï ŕàïňăï z ŕěàěáěłăěâ áěàãî őąńăáâì, őâàěğłĺ e ĺ f ïćńïîâáï áőáěďŋĺňĺ á âőçłĺ ğàěŋĺï áőőâćěâáâćãîéěčő ěľ ŕőàïďłă

(comparable at x), ěáńĺ ćěàâĺłăńìŋăï ŕàïňăï, á ăąáæĺááőľ x, ŕěàěáěłăěâáï á ŋĺňĺ őąőĺňĺ. Ŕàĺ íâőň s_1 ćëèě s_2 őâŋőáĺâěńìŋő x (s_1 is above s_2 at x, őąőğŋăçěŋĺě s_1 >_x s_2), ěáńĺ őâàěğłĺ s_1 ĺ s_2 áàăćŋĺňë őâŋőáĺâěńìŋő x ĺ âőçłă ŕěàěáěçěŋĺï s_1 á ćěàâĺłăńìŋőľ ŕàïňőľ ŋăåőďĺâáï ćëèě âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï s_2 á íâőľ ęě ŕàïňőľ. Ŋă àĺáãŋłě 35.4 (a) ňë ćĺďĺň, çâő a >_r c, a >_t b, b >_t c, a >_t c ĺ b >_u c, ă őâàěğőł d ŋě áàăćŋĺň ŋĺ á őďŋĺň ĺğ őáâăńìŋëå.

Ďńï ńîąőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő x őâŋőèěŋĺě ”>_x ” ïćńïěâáï őâŋőèěŋĺěň ŕőàïďłă (áň. àăğďěń 5.2) ŋă ňŋőęěáâćě őâàěğłőć, ŕěàěáěłăîéĺåáï á ćěàâĺłăńìŋőľ ŕàïňőľ, ŕàőåőďïéěľ çěàěğ x. Ŕàĺ àăğŋëå ğŋăçěŋĺïå x íâőâ ŕőàïďőł (łăł ĺ ňŋőęěáâćő, ŋă łőâőàőň őŋ őŕàěďěńñŋ) ňőęěâ ąëâì àăğńĺçŋëň. Őâàěğőł ŕőŕăďăěâ ć íâő ňŋőęěáâćő, łőčďă ćěàâĺłăńìŋăï ŕàïňăï ŕàőåőďĺâ çěàěğ ěčő ńěćëľ łőŋěæ, ĺ ćëąëćăěâ ĺğ ŋěčő, łőčďă őŋă ŕàőåőďĺâ çěàěğ ŕàăćëľ łőŋěæ.

Ůâő ŕàőĺáåőďĺâ, łőčďă ćěàâĺłăńìŋăï ŕàïňăï ŕàőåőďĺâ çěàěğ âőçłã ŕěàěáěçěŋĺï ďćãå őâàěğłőć? Őâŋőèěŋĺě ŕőàïďłă ňěęďã ŕěàěáěłăîéĺňĺáï őâàěğłăňĺ ć âőçłě ŕěàěáěçěŋĺï ňěŋïěâáï ŋă ŕàőâĺćőŕőńőęŋőě (àĺá. 35.4 (b)): ŕàïňëě v ĺ w ŋăåőďïâáï áńěćă ĺ áŕàăćă őâ âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï őâàěğłőć e ĺ f, ŕàĺ íâőň e >_v f ĺ f >_u e. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ŕő ŋăèěňã ŕàěďŕőńőęěŋĺî ŋĺłăłĺě âàĺ őâàěğłă ŋě ŕàőåőďïâ çěàěğ őďŋã ĺ âã ęě âőçłã, ŕőíâőňã ć őłàěáâŋőáâĺ âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï ŕěàěáěłăîéĺěáï őâàěğłĺ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîâ őďĺŋ ğă ďàãčĺň (á âőçłĺ ğàěŋĺï ãłăğăŋŋőčő ŕőàïďłă), àĺá. 35.4 (b).

Ďćĺęěŋĺě ŕàïňőľ.

Ĺáŕőńìğãï ňěâőď ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ, ňë åàăŋĺň ĺŋäőàňăæĺî ďćãå ćĺďőć:

1. Śőáâőïŋĺě ďěń ã ŕàïňőľ (sweep-line status) ğăďăñâáï ãŕőàïďőçěŋŋëň ňŋőęěáâćőň őąêěłâőć, ŕěàěáěłăěňëå ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ ć âěłãéĺľ ňőňěŋâ.

2. Řăáŕĺáăŋĺě (event-point schedule) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňőňěŋâőć ćàěňěŋĺ, ć łőâőàëå áőáâőïŋĺě ňőęěâ ĺğňěŋĺâìáï (ŕěàěçĺáńěŋŋëå ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ćàěňěŋĺ). Šăłĺě ňőňěŋâë ćàěňěŋĺ ňë ąãďěň ŋăğëćăâì łàĺâĺçěáłĺňĺ âőçłăňĺ

35.5 Ĺáŕőńŋěŋĺě ăńčőàĺâňă Any-Segment-Intersect. Ŕőńőęěŋĺï ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ ć łàĺâĺçěáłĺå âőçłăå ŕőłăğăŋë ŕãŋłâĺàőň; àïďőň ćëŕĺáăŋë ŕěàěáěłăěňëě őâàěğłĺ (ć ŕőàïďłě áćěàåã — ćŋĺğ) ć ňőňěŋâ áàăğã ŕőáńě ŕàőåőďă łàĺâĺçěáłőľ âőçłĺ, Ŕěàěáěçěŋĺě őâàěğłőć d ĺ b őąŋăàãęĺćăěâáï ŕőáńě ãďăńěŋĺï őâàěğłă c.

(event point), âăł çâő ĺğňěŋěŋĺě áőáâőïŋĺï ďěń ã ŕàïňőľ ćőğňőęŋő âőńìłő ć łàĺâĺçěáłőľ âőçłě.

Ďńï ŋěłőâőàëå ăńčőàĺâňőć (áň., ŋăŕàĺňěà, ãŕàăęŋěŋĺě 35.2- 7) łàĺâĺçěáłĺě âőçłĺ őŕàěďěńïěâáï ŕőáâěŕěŋŋő ŕő åőďã àăąőâë ăńčőàĺâňă. Őďŋăłő ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ăńčőàĺâň, ć łőâőàőň àăáŕĺáăŋĺě ńěčłő ŋăľâĺ ğăàăŋěě. Ć çăáâŋőáâĺ, ăąáæĺááă łőŋæă ńîąőčő őâàěğłă ïćńïěâáï łàĺâĺçěáłőľ âőçłőľ. Şŕőàïďőçĺň łőŋæë őâàěğłőć ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ĺå ăąáæĺáá. Őâàěğőł ŋăçĺŋăěâ ćńĺïâì ŋă áőáâőïŋĺě ďěń ã ŕàïňőľ á ňőňěŋâă, łőčďă ŕàïňăï ŕàőåőďĺâ çěàěğ ěčő ńěćëľ łőŋěæ, ĺ ŕěàěáâăñâ á ňőňěŋâă, łőčďă ŕàïňăï ŕàőåőďĺâ çěàěğ ěčő ŕàăćëľ łőŋěæ.

Śőáâőïŋĺě ďěń ã ŕàïňőľ ňőęŋő åàăŋĺâì łăł ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő őâàěğłőć, á łőâőàëň ćëŕőńŋïîâáï áńěďãîéĺě őŕěàăæĺĺ:

Insert(T, s) : ďőąăćĺâì őâàěğőł s ć T ; Delete(T, s) : ãďăńĺâì őâàěğőł s ĺğ T ;

Above(T, s) : ãłăğăâì őâàěğőł, àăáŕőńăčăîéĺľáï ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ćëèě s ć ňŋőęěáâćě T ;

Below(T, s) : ćőğćàăéăěâ őâàěğőł, àăáŕőńăčăîéĺľáï ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŋĺęě s ć ňŋőęěáâćě T .

(Čőćőàï őą őâŋőèěŋĺĺ ŕőàïďłă ć T , ňë őŕĺáëćăěň áńőćă ” ćëèě” ĺ ”ŋĺęě” ć áőőâćěâáâćĺĺ á čěőňěâàĺçěáłĺň áňëáńőň íâőčő őâŋőèěŋĺï.)

Ňë ňőęěň åàăŋĺâì (ńĺŋěľŋő) ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő ĺğ n őâàěğłőć ĺ ćëŕőńŋïâì ńîąãî ĺğ ãłăğăŋŋëå őŕěàăæĺľ ğă ćàěňï O(lg n), ĺáŕőńìğãï łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, Ğăňěâĺň, çâő őŕěàăæĺĺ áàăćŋěŋĺï (łăłőľ ĺğ őâàěğłőć ćëèě ć ďăŋŋëľ ňőňěŋâ) ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ğă ćàěňï O(1), ĺáŕőńìğãï ćěłâőàŋëě ŕàőĺğćěďěŋĺï (áň. ãŕà. 35.2-2).

Ŕàőćěàłă ŕěàěáěçěŋĺľ Ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŕő ğăďăŋŋőňã ňŋőęěáâćã S, áőáâőïéěňã ĺğ n őâàěğłőć, ŕàőćěàïěâ, ěáâì ńĺ áàěďĺ ŋĺå åőâï ąë ďćă ŕěàěáěłăîéĺåáï. İâőâ ăńčőàĺâň ĺáŕőńìğãěâ łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő ďńï åàăŋěŋĺï âěłãéěčő áőáâőïŋĺï ďěń ã ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ.

Any-Segment-Intersect(S)
1 T \gets \emptyset
2 áőàâĺàãěň łőŋæë őâàěğłőć ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ăą-

áæĺáá (âőçłĺ

á àăćŋëňĺ ăąáæĺááăňĺ ĺďãâ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï őàďĺŋăâ);

ŕàőćěàïěň, ŋěâ ńĺ áőćŕăďăîéĺå âőçěł áàěďĺ łőŋæőć (ěáńĺ ěáâì -

ćőğćàăéăěň true)

3 \emph{for} (ďńï) łăęďőľ âőçłĺ $p$ ĺğ ŕőńãçěŋŋőčő áŕĺáłă
4 \emph{do} if $p$ --- ńěćëľ łőŋěæ ŋěłőâőàőčő őâ-

àěğłă $s$

5 \emph{then} Insert (T, s )
6 \emph{if} (Above (T, s) áãéěáâćãěâ ĺ ŕě-

àěáěłăěâ s) ĺńĺ

(Below (T, s) áãéěáâćãěâ ĺ ŕě-

àěáěłăěâ s)

7 \emph{then return} true
8 \emph{if} $p$ ŕàăćëľ łőŋěæ ŋěłőâőàőčő őâ-

àěğłă $s$

9 \emph{then if} őŕàěďěńěŋë Above (T, s) ĺ Below (T, s) ĺ

ĺ (Above (T, s) ŕěàěáěłăěâ Below (T, s)

10 \emph{then return} true
11 Delete(T, s)
12 \emph{return} false

Ŋă àĺá. 35.5 ŕőłăğăŋő ćëŕőńŋěŋĺě ăńčőàĺâňă. Ĺğŋăçăńìŋő ňŋőęěáâćő T ŕãáâő (áâàőłă 1). Ć áâàőłě 2 áâàőĺâáï àăáŕĺáăŋĺě őęĺďăěňëå áőąëâĺľ, áőőâćěâáâćãîéĺå łőŋæăň őâàěğłőć (ćőőąéě-âő łàĺâĺçěáłĺňĺ âőçłăňĺ ïćńïîâáï âăłęě ňőňěŋâë ŕěàěáěçěŋĺï őâàěğłőć, ŋő ŕőáńě őąŋăàãęěŋĺï âăłőčő ŕěàěáěçěŋĺï ăńčőàĺâň ğăłăŋçĺćăěâ àăąőâã áàăğã ęě, âăł çâő íâĺ ňőňěŋâë ňë áňěńő ňőęěň ĺčŋőàĺàőćăâì.

Łăęďăï ĺâěàăæĺï æĺłńă for ć áâàőłăå 3–11 őąàăąăâëćăěâ őďŋã łàĺâĺçěáłãî âőçłã. Ěáńĺ őŋă áőőâćěâáâćãîâ ńěćőňã łőŋæã ŋěłőâőàőčő őâàěğłă s, âő ć áâàőłě 5 íâőâ őâàěğőł ďőąăćńïěâáï ć ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő, ă ć áâàőłăå 6–7 ŕàőćěàïěâáï, ŋě ŕěàěáěłăěâáï ńĺ őŋ çăáőň á őďŋĺň ĺğ áőáěďŋĺå őâàěğłőć (ěáńĺ ďă, âő ăńčőàĺâň łőŋçăěâ àăąőâã ĺ ďăñâ őâćěâ true). (Ćőğňőęŋő, çâő łàĺâĺçěáłăï âőçłă áőőâćěâáâćãěâ łőŋæăň ŋěáłőńìłĺå őâàěğłőć — ć íâőň áńãçăě őŋĺ ďőąăćńïîâáï őďĺŋ ğă ďàãčĺň.)

Ěáńĺ őąàăąăâëćăěňăï łàĺâĺçěáłăï âőçłă ïćńïěâáï ŕàăćëň łőŋæőň ŋěłőâőàőčő őâàěğłă s, âő íâőâ őâàěğőł ãďăńïěâáï ĺğ T (áâàőłă 11); ŕàěďćăàĺâěńìŋő ŕàőćěàïěâáï, ŋě ŕěàěáěłăîâáï ńĺ őâàěğłĺ, łőâőàëě àăğďěńïń ãďăńïěňëľ őâàěğőł ĺ łőâőàëě âěŕěàì áâăŋőćïâáï áőáěďŋĺňĺ (áâàőłĺ 9–10)

Šăł ďěńăěâáï ďńï ćáěå łőŋæőć ćáěå őâàěğłőć; ěáńĺ ŕàĺ íâőň ŕěàěáěçěŋĺě âăł ĺ őąŋăàãęĺćăěâáï, âő ăńčőàĺâň ćőğćàăéăěâ false (áâàőłă 12).

Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă Šěőàěňă 35.1

Ŕàőæěďãàă Any-Segment-Intersect(S) ćőğćàăéăěâ true ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă áàěďĺ őâàěğłőć ňŋőęěáâćă S ěáâì ŕěàěáěłăîéĺěáï.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ğăňěâĺň, çâő ğŋăçěŋĺě true ćőğćàăéăěâáï ńĺèì ŕőáńě âőčő, łăł őąŋăàãęěŋë ďćă ŕěàěáěłăîéĺåáï őâàěğłă. Ŕőíâőňã ŋăďő ńĺèì ŕàőćěàĺâì, çâő ěáńĺ ć S ěáâì ŕăàă ŕěàěáěłăîéĺåáï őâàěğłőć, âő őŋă ąãďěâ őąŋăàãęěŋă.

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő ăńčőàĺâň ŋě ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺï true, ă ŕàőáňăâàĺćăěâ ŕő őçěàěďĺ ćáě łőŋæë őâàěğłőć, ŋě ŋăåőďĺâ ŕěàěáěçěŋĺï ĺ ćőğćàăéăěâ ğŋăçěŋĺě false. Ŕőłăęěň, çâő ć âăłőň áńãçăě őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï.

Řăááňőâàĺň áŋăçăńă áńãçăľ, łőčďă łőŋæë ćáěå őâàěğłőć ĺňěîâ àăğńĺçŋëě ăąáæĺááë. Šőčďă ŋă łăęďőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă àăááňăâàĺćăěâáï ŋőćőě ğŋăçěŋĺě ăąáæĺááë. Ďőłăęěň, çâő ŕàĺ íâőň őáâăîâáï ćěàŋëňĺ âăłĺě áćőľáâćă:

(a) ňŋőęěáâćő T áőőâćěâáâćãěâ ŕőńőęěŋĺî ŕàïňőľ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áŕàăćă őâ ŕőáńěďŋěľ őąàăąőâăŋŋőľ ăąáæĺááë;

(b) áőáěďŋĺě ć ňŋőęěáâćě T őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï. Ćŋăçăńě íâĺ áćőľáâćă ćëŕőńŋěŋë (T ŕãáâő, ďćĺęãéăïáï ŕàïňăï ŋě ŕěàěáěłăěâ ŋĺ őďŋőčő ĺğ őâàěğłőć, ŋăåőďïáì áńěćă őâ ćáěå ŋĺå). Ŕàőćěàĺň, çâő őŋĺ őáâăîâáï ćëŕőńŋěŋŋëňĺ ŕőáńě ŕàőåőďă çěàěğ őďĺŋ ĺğ łőŋæőć (ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŕőáńě őçěàěďŋőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă).

Ěáńĺ őçěàěďŋăï âőçłă ěáâì ńěćëľ łőŋěæ őâàěğłă, âő ŕőïćńïěâáï ŋőćăï âőçłă ŕěàěáěçěŋĺï á ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ. Ŋăçĺŋăîéĺľáï ć ŋěľ őâàěğőł ŋě ŕěàěáěłăěâáï á áőáěďŋĺňĺ (ć áňëáńě âěłãéěčő áőáâőïŋĺï ňŋőęěáâćă T ) őâàěğłăňĺ, ĺŋăçě íâő ąëńő ąë őąŋăàãęěŋő. Őáâăńìŋëě ŕăàë áőáěďŋĺå őâàěğłőć ąëńĺ áőáěďŋĺňĺ àăŋìèě, âăł çâő ňë ãęě ğŋăěň, çâő őŋĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï.

Řăğ áőáěďŋĺě őâàěğłĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï, âő ŋă ãçăáâłě ďő áńěďãîéěčő ğŋăçěŋĺï ăąáæĺááë ć áŕĺáłě őâŋőáĺâěńìŋëľ ŕőàïďőł áőåàăŋïěâáï (âőçłă ŕěàěáěçěŋĺï ňőęěâ ąëâì âőńìłő ã ŋěáőáěďŋĺå őâàěğłőć ĺ âőńìłő ŕőáńě łőŋæă âőčő őâàěğłă, łőâőàëľ ĺå àăğďěńïń).

Ŕãáâì âěŕěàì őçěàěďŋăï âőçłă ěáâì ŕàăćëľ łőŋěæ őâàěğłă. Šőčďă ĺğ ňŋőęěáâćă T ãďăńïěâáï íńěňěŋâ (łăł ĺ ŕőńăčăěâáï, ěáńĺ ňë åőâĺň, çâőąë T áőőâćěâáâćőćăńő ŕőńőęěŋĺî ŕàïňőľ áŕàăćă őâ őçěàěďŋőľ âőçłĺ). Ŕőïćńïěâáï ŋőćăï ŕăàă áőáěďŋĺå őâàěğłőć — ŕàő łőâőàãî ăńčőàĺâň ŕàőćěàïěâ, çâő őŋĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï. Ŕő âěň ęě ŕàĺçĺŋăň, çâő ĺ àăŋìèě, ňőęŋő ãâćěàęďăâì, çâő ďő áńěďãîéěčő ğŋăçěŋĺï ăąáæĺááë őâŋőáĺâěńìŋëľ ŕőàïďőł áőåàăŋïěâáï.

Ĺâăł, áćőľáâćă (a) ĺ (b) ŕàőćěàěŋë, ĺ ğăőďŋő ďőłăğăŋő, çâő ŋĺłăłĺě ďćă őâàěğłă ŋě ŕěàěáěłăîâáï. Ć áăňőň ďěńě, àăğ ňěęďã àăááňăâàĺćăěňëňĺ ăąáæĺááăňĺ ŕőàïďőł áőåàăŋïěâáï, ňěęďã ŋĺňĺ ŕěàěáěçěŋĺě ŋěćőğňőęŋő; ă ŕàĺ ŕàőåőęďěŋĺĺ ďćĺęãéěľáï ŕàïňőľ çěàěğ łőŋěæ őâàěğłă ŕěàěáěçěŋĺě âăłęě ŋěćőğňőęŋő, âăł łăł ŋěłőâőàëě ŕěàěáěłăîéĺěáï őâàěğłĺ ąëńĺ ąë áőáěďŋĺňĺ áńěćă ĺńĺ áŕàăćă őâ ŕàïňőľ.

Őáâăńőáì àăğőąàăâìáï, ŕőçěňã ŋăèě àăááãęďěŋĺě ŕàĺňěŋĺňő ł áńãçăî, łőčďă ŋěáłőńìłő łőŋæőć őâàěğłőć ńěęăâ ŋă őďŋőľ ćěàâĺłăńĺ (ŋő ŋě áőćŕăďăîâ — íâő ŕàőćěàïěâáï ŕàĺ áőàâĺàőćłě łőŋæőć őâàěğłőć). İâő ňőęŋő őąêïáŋĺâì âăł: ŕàěďáâăćĺň áěąě, çâő ďćĺęãéăïáï ŕàïňăï çãâì-çãâì ŋăłńőŋěŋă ćńěćő (ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ). Šőčďă őŋă ąãďěâ ŕěàěáěłăâì łőŋæë őâàěğłőć ć àăğŋëě (åőâï, ćőğňőęŋő, őçěŋì ąńĺğłĺě) ňőňěŋâë ćàěňěŋĺ, ĺ ŕàőáňăâàĺćăâìáï őŋĺ ąãďãâ łăł àăğ ć ŋãęŋőň ŕőàïďłě (âőçłĺ á őďĺŋăłőćőľ ăąáæĺááőľ — ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï őàďĺŋăâ). Šěň áăňëň ňőęŋő áćěáâĺ ďěńő ł ãęě àăğőąàăŋŋőňã áńãçăî (ŕàőćěàïâìáï ŋă ŕěàěáěçěŋĺě ąãďãâ âě ęě ŕăàë őâàěğłőć, çâő ĺ á ćőőąàăęăěňőľ ŋăłńőŋñŋŋőľ ŕàïňőľ).

Ćàěňï àăąőâë.

Ěáńĺ ňŋőęěáâćő S áőáâőĺâ ĺğ n őâàěğłőć, âő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Any-Segment-Intersect ěáâì O(n lg n). Ć áăňőň ďěńě, áőàâĺàőćłã ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ğă âăłőě ćàěňï (áőàâĺàőćłã áńĺïŋĺěň ĺńĺ á ŕőňőéìî ďćőĺçŋőľ łãçĺ), ğăâěň ňë őąàăąăâëćăěň 2n łőŋæőć őâàěğłőć, âàăâï ŋă łăęďëľ ćàěňï O(lg n) (âăłőćő ćàěňï ńîąőľ ĺáŕőńìğőćăŋŋőľ ŋăňĺ őŕěàăæĺĺ á łàăáŋőçñàŋëň ďěàěćőň). Ğăňěâĺň, çâő ďńï őďŋőľ ŕăàë őâàěğłőć ćëïáŋěŋĺě âőčő, ŕěàěáěłăîâáï őŋĺ ĺńĺ ŋěâ, ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(1).

Şŕàăęŋěŋĺï. 35.2-1 Ŕőłăğăâì, çâő n őâàěğłőć ňőčãâ ĺňěâì Θ(n^2) âőçěł ŕěàěáěçěŋĺï.

35.2-2 Ďăŋë ďćă ŋěŕěàěáěłăîéĺåáï őâàěğłă a ĺ b, áàăćŋĺňëå őâŋőáĺâěńìŋő x. Ĺáŕőńìğãï ćěłâőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě, őŕàěďěńĺâì ğă ćàěňï O(1), ćëŕőńŋěŋő ńĺ áőőâŋőèěŋĺě a >_x b.

35.2-3 Ŕàőäěááőà ŕàěďńăčăěâ ĺğňěŋĺâì ŕàőčàăňňã Any-Segment- Intersect âăł: ŋăľďï ŕěàěáěłăîéĺěáï őâàěğłĺ, ăńčőàĺâň ŋě łőŋçăěâ àăąőâã, ă ŕàőďőńęăěâ ćëŕőńŋïâì æĺłń for. Ŕőńãçĺćèĺľáï ăńčőàĺâň ŕàőäěááőà ŋăğëćăěâ Print-Intersecting- Segments ĺ ãâćěàęďăěâ, çâő âăłőľ ăńčőàĺâň ŋăŕěçăâăěâ ćáě ŕěàěáěçěŋĺï őâàěğłőć ňŋőęěáâćă ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ĺå ăąáæĺáá. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàőäěááőà ďćăęďë ŋěŕàăć: ćő-ŕěàćëå, ăńčőàĺâň ňőęěâ ŋăŕěçăâăâì ŋě ćáě őâàěğłĺ; ćő-ćâőàëå, ŕěàćăï ŋăŕěçăâăŋŋăï ĺň âőçłă ňőęěâ ŋě ąëâì áăňőľ ńěćőľ âőçłőľ ŕěàěáěçěŋĺï.

35.2-4 Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(n lg n) őŕàěďěńïěâ, ĺňěěâ ńĺ ďăŋŋăï ğăňłŋãâăï n-ğćěŋŋăï ńőňăŋăï áăňőŕěàěáěçěŋĺï.

35.2-5 Ĺğćěáâŋő, çâő ďćă ŋěáăňőŕěàěáěłăîéĺěáï ńőňăŋëě ĺňěîâ ć áãňňě n ćěàèĺŋ. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ğă ćàěňï O(n lg n) őŕàěďěńïěâ, ŕěàěáěłăîâáï ńĺ őŋĺ ďàãč á ďàãčőň.

35.2-6 Ďăŋë n łàãčőć, ğăďăŋŋëå áćőĺňĺ æěŋâàăňĺ ĺ àăďĺãáăňĺ. Łăł őŕàěďěńĺâì ğă ćàěňï O(n lg n), ěáâì ńĺ áàěďĺ ŋĺå ďćă ŕěàěáěłăîéĺåáï (âő ěáâì ĺňěîéĺå őąéãî âőçłã)?

35.2-7 Ďńï ŋăąőàă ĺğ n őâàěğłőć ĺňěěâáï k âőçěł ŕěàěáěçěŋĺï. Ğă ćàěňï O((n + k) lg n) ŋăľâĺ ćáě âőçłĺ ŕěàěáěçěŋĺï.

35.2-8 Ŕőłăğăâì, łăł ňőďĺäĺæĺàőćăâì ăńčőàĺâň Any-Segment- Intersect, çâőąë őŋ ŕàăćĺńìŋő àăąőâăń ďńï ńîąőčő ŋăąőàă őâàěğłőć (ć âőň çĺáńě ĺ ćěàâĺłăńìŋëå; ć ŋěłőâőàëå âőçłă ňőęěâ ŕěàěáěłăâìáï ąőńěě ďćãå őâàěğłőć).

35.3 Ŕőáâàőěŋĺě ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ

Ćëŕãłńőľ őąőńőçłőľ (convex hull) łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă âőçěł Q ŋăğëćăěâáï ŋăĺňěŋìèĺľ ćëŕãłńëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł, áőďěàęăéĺľ ćáě âőçłĺ ĺğ Q (ŋěłőâőàëě ĺğ âőçěł ňőčãâ ąëâì ćŋãâàĺ ňŋőčőãčőńìŋĺłă, ŋěłőâőàëě — ŋă ěčő áâőàőŋăå, ă ŋěłőâőàëě ąãďãâ ěčő ćěàèĺŋăňĺ). Ćëŕãłńãî őąőńőçłã ňŋőęěáâćă Q ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì CH(Q). Ŋăčńïďŋő ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì áěąě ďěńő âăł: ć âőçłăå Q ćąĺâë čćőğďĺ, ŋă łőâőàëě ŋăâïŋãâă àěğĺŋłă, őåćăâëćăîéăï ĺå ćáě — íâă àěğĺŋłă ĺ ąãďěâ ćëŕãłńőľ őąőńőçłőľ ňŋőęěáâćă čćőğďěľ (àĺá. 35.6)

Ć ďăŋŋőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ďćă ăńčőàĺâňă őâëáłăŋĺï ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ ňŋőęěáâćă ĺğ n âőçěł; àěğãńìâăâőň ĺå àăąőâë ąãďěâ áŕĺáőł ćěàèĺŋ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ (ć ŕőàïďłě őąåőďă ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ). Ŕěàćëľ ĺğ ăńčőàĺâňőć (ŕàőáňőâà Čàíåěňă) âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n lg n). Ćâőàőľ (ŕàőåőď Ďęăàćĺáă) ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(nh), čďě h — çĺáńő ćěàèĺŋ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ. Łăł ŕőďáłăğëćăěâ àĺá. 35.6, łăęďăï ćěàèĺŋă ňŋőčőãčőńìŋĺłă CH(Q) ïćńïěâáï őďŋőľ ĺğ âőçěł ňŋőęěáâćă Q. Šăłĺň őąàăğőň, ďńï őâëáłăŋĺï CH(Q) ăńčőàĺâň ďőńęěŋ àěèĺâì, łăłĺě ćěàèĺŋë ĺğ Q őáâăćĺâì, ă łăłĺě — őâąàőáĺâì.

Őąă àăááňăâàĺćăěňëå ŋăňĺ ăńčőàĺâňă (ŕàőáňőâàőň Čàíåěňă ĺ ŕàőåőď Ďęăàćĺáă) ĺáŕőńìğãîâ ňěâőď ”ćàăéăîéěčőáï ńãçă”

35.6 Ćëŕãłńăï őąőńőçłă CH(Q) ňŋőęěáâćă Q (áěàëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł)

(rotational sweep): ćëąĺàăěâáï ŕőńïàŋăï áĺáâěňë łőőàďĺŋăâ, ĺ âőçłĺ őąàăąăâëćăîâáï ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ŕőńïàŋëå ãčńőć (łăł ćő ćàăéăîéěňáï àăďăàě). Ŋő áãéěáâćãîâ ĺ ďàãčĺě ňěâőďë ŕőĺáłă ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ ğă ćàěňï O(n lg n); ćőâ ŋěłőâőàëě ćőğňőęŋőáâĺ.

Ňěâőď ďőąăćńěŋĺï âőçěł (incremental method) àăááňăâàĺćăěâ âőçłĺ áńěćă ŋăŕàăćő, àăáŕőńăčăï ĺğ ć ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (p_1, p_2, ..., p_n) ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ăąáæĺáá. Ŋă i-őň èăčě áâàőĺâáï ćëŕãłńăï őąőńőçłă CH(p_1, p_2, ..., p_i) ŕěàćëå i âőçěł (ł ãęě ĺğćěáâŋőľ őąőńőçłě ŕěàćëå i − 1 âőçěł ďőąăćńïěâáï âőçłă p_i). İâã ĺďěî ňőęŋő ŕàěćàăâĺâì ć ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ ćëŕãłńãî őąőńőçłã ğă ćàěňï O(n lg n) (ãŕà. 35.3-6).

Ňěâőď àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ (divide-and-conquer method) ğă ćàěňï Θ(n) ďěńĺâ ňŋőęěáâćő ĺğ n âőçěł ćěàâĺłăńìŋőľ ŕàïňőľ ŋă ďćă ŕàĺňěàŋő àăćŋëå ŕőďňŋőęěáâćă, ğăâěň àěłãàáĺćŋő ĺéěâ ćëŕãłńãî őąőńőçłã łăęďőčő ĺğ ŋĺå, ă ğăâěň őąêěďĺŋïěâ ďćě íâĺ őąőńőçłĺ ğă ćàěňï O(n).

Ňěâőď áâàĺęłĺ ĺ ŕőĺáłă (prune-and-search method) ŋăŕőňĺŋăěâ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ňěďĺăŋë ć ãŕőàïďőçěŋŋőň ňŋőęěáâćě ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï (àăğďěń 10.3). Őŋ ŋăåőďĺâ ”ćěàåŋîî æěŕőçłã” ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ, ŕőćâőàŋő őâąàăáëćăï ŋěłőâőàãî äĺłáĺàőćăŋŋãî ďőńî ćěàèĺŋ, ŕőłă ŋě őáâăŋãâáï âőńìłő ćěàèĺŋë ĺğ ćěàåŋěľ æěŕőçłĺ. Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň ĺéěâáï ŋĺęŋïï æěŕőçłă. Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ íâőâ ňěâőď — áăňëľ ąëáâàëľ ĺğ ĺğćěáâŋëå: ěáńĺ ćëŕãłńăï őąőńőçłă áőďěàęĺâ h ćěàèĺŋ, âő âàěąãěâáï ćàěňï O(n lg h).

Ćëçĺáńěŋĺě ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ ćăęŋő ŋě âőńìłő áăňő ŕő áěąě. ŋő ĺ łăł ŕàőňěęãâőçŋëľ íâăŕ ďńï ňŋőčĺå ğăďăç ćëçĺáńĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺĺ. Řăááňőâàĺň, ŋăŕàĺňěà, ďćãňěàŋãî ğăďăçã ő ŋăĺąőńěě ãďăńñŋŋëå âőçłăå (farthest-pair problem): ďăŋő ňŋőęěáâćő ĺğ n âőçěł ŋă ŕńőáłőáâĺ; ŋãęŋő ćëąàăâì ŕăàã ňăłáĺňăńìŋő ãďăńñŋŋëå ďàãč őâ ďàãčă âőçěł. Ňőęŋő ďőłăğăâì, çâő íâĺ âőçłĺ ąãďãâ ćěàèĺŋăňĺ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ (ãŕà. 35.3-3); ďńï ćëŕãłńőčő nãčőńìŋĺłă ňőęŋő ŋăľâĺ ďćě ŋăĺąőńěě ãďăńñŋŋëě ćěàèĺŋë ğă ćàěňï O(n) (ĺďěï: ğăęĺňăěň ěčő ňěęďã ďćãňï ŕăàăńńěńìŋëňĺ ŕàïňëňĺ ĺ ćàăéăěň). Šěň áăňëň ňőęŋő ŋăľâĺ ďćě ŋăĺąőńěě ãďăńñŋŋëě (ĺğ n) âőçěł ğă ćàěňï O(n lg n).

Ŕàőáňőâà Čàíåěňă Ŕàőáňőâà Čàíåěňă ĺáŕőńìğãěâ áâěł S, ć łőâőàőň åàăŋïâáï âőçłĺ. ïćńïîéĺěáï łăŋďĺďăâăňĺ ć ćëŕãłńãî őąőńőçłã. Łăęďăï âőçłă ĺáåőďŋőčő ňŋőęěáâćă Q ć ŋěłőâőàëľ ňőňěŋâ ŕőňěéăěâáï ć áâěł; ěáńĺ őŋă ŋě ïćńïěâáï ćěàèĺŋőľ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ CH(Q), âő çěàěğ ŋěłőâőàőě ćàěňï âőçłă ąãďěâ ãďăńěŋă ĺğ áâěłă, ă ěáńĺ ïćńïěâáï — âő őáâăŋěâáï. Ć ňőňěŋâ őłőŋçăŋĺï àăąőâë ăńčőàĺâňă ć áâěłě S ŋăåőďïâáï ć âőçŋőáâĺ ćáě ćěàèĺŋë ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ CH(Q) ć ŕőàïďłě őąåőďă ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ.

Ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ďńï Graham-Scan ïćńïěâáï ňŋőęěáâćő

35.7 Řăąőâă ŕàőæěďãàë textscGraham-Scan ďńï ňŋőęěáâćă Q (àĺá. 35.6). Ďńï łăęďőčő ĺğ èăčőć âěłãéěě áőďěàęĺňőě áâěłă S ŕőłăğăŋő áěàëň. (a) Šőçłĺ ⟨p_1, p_2, ...p_m⟩ őâáőàâĺàőćăŋë ŕő ŕőńïàŋőňã ãčńã őâŋőáĺâěńìŋő p_0; ć áâěłě — ŕěàćëě âàĺ âőçłĺ (p_0, p_1, p_2). (b) — (k) Śâěł S ŕőáńě őçěàěďŋőľ ĺâěàăæĺĺ æĺłńă for ( áâàőłĺ 7 — 10 ). Ŕãŋłâĺàŋëňĺ ńĺŋĺïňĺ ŕőłăğăŋë ŕőćőàőâë, łőâőàëě ŋě ïćńïîâáï ńěćëňĺ; ć íâőň áńãçăě ćěàèĺŋă ãčńă ŕőćőàőâă ãďăńïěâáï ĺğ áâěłă. Ŋăŕàĺňěà, ŋă íâăŕě (h) ĺğ áâěłă áŋăçăńă ãďăńïěâáï âőçłă p_8 (ŕàăćëľ ŕőćőàőâ p_7p_8p_9), ă ğăâěň âőçłă p_7 (ŕàăćëľ ŕőćőàőâ p_6p_7p_9). (l) Řěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâňă — ćëŕãłńăï őąőńőçłă — áőćŕăďăěâ á ŕàĺćěďñŋŋőľ ŋă àĺá. 35.6.

Q ĺğ (ŋě ňěŋěě çěň âàñå) âőçěłr. Ŕàőæěďãàă ĺáŕőńìğãěň äãŋłæĺî Top(S), łőâőàăï ćőğćàăéăěâ âőçłã, ŋăåőďïéãîáï ć ćěàèĺŋě áâěłă S (ŋě ňěŋïï áőďěàęĺňőčő áâěłă), ă âăłęě äãŋłæĺî Next-To-Top(S), łőâőàăï ćőğćàăéăěâ áńěďãîéĺľ ğă ćěàèĺŋőľ íńěňěŋâ áâěłă, âăłęě ŋě ňěŋïï áőďěàęĺňőčő. Ňë ďőłăęěň, çâő ŕő őłőŋçăŋĺĺ àăąőâë ć áâěłě (őâ ďŋă ł ćěàèĺŋě) ĺďãâ łăł àăğ ćěàèĺŋë CH(Q) (ć ŕőàïďłě őąåőďă ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ).

Graham-Scan(Q)
1 ŕãáâì $p_0$ --- âőçłă ĺğ ňŋőęěáâćă $Q$ á ŋăĺňěŋì-

èěľ őàďĺŋăâőľ

     (ěáńĺ âăłőćëå ŋěáłőńìłő --- áăňăï ńěćăï)
2 ŕãáâì $\langle p_1, p_2, ... p_m \rangle$ --- őáâăńì-

ŋëě âőçłĺ

ňŋőęěáâćă $Q$, őâáőàâĺàőćăŋŋëě ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ŕőńïàŋőčő ãčńă (ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ) őâŋőáĺâěńìŋő âőçłĺ

$p_0$ Ěáńĺ ěáâì ŋěáłőńìłő âőçěł á őďĺŋăłőćëň ŕőńïà-

ŋëň ãčńőň,

âő őáâăćńïěň âőńìłő áăňãî ãďăńñŋŋãî őâ $p_0$.

3 áďěńăâì áâěł $S$ ŕãáâëň
4 $Push(S,p_0)$
5 $Push(S,p_1)$
6 $Push(S,p_2)$
7 \emph{for} $i\leftarrow 3 \emph{to} m$
8 \emph{do while} ŕàĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő ńőňăŋőľ
               $Next-To-Top(S) \rightarrow Top(S) \rightarrow p_i$

ňë ďćĺčăěňáï ŕàïňő ĺńĺ ŋăŕàăćő

9 \emph{do} $Pop(S)$
10 $Push(S,p_i)$
11 \emph{return} $S$

Ŋă àĺáãŋłě 35.7 ŕőłăğăŋë èăčĺ ćëŕőńŋěŋĺï ăńčőàĺâňă Graham-Scan. Ć áâàőłě 1 ňë ŋăåőďĺň âőçłã p_0; ćáě őáâăńìŋëě âőçłĺ ňŋőęěáâćă Q ŋăåőďïâáï ćëèě ŋěñ (ĺńĺ ŋă őďŋőň ãàőćŋě, àĺáãŋőł áőćŕăďăěâ á 35.8 (b), âőńìłő ŋěâ âőçłĺ p_i, ŕãŋłâĺàŋëå ńĺŋĺľ p_0p_ip_j ĺ áěàőľ őąńăáâĺ 35.8 Ěáńĺ âőçłĺ p_1, . . . , p_k, p_j ĺďãâ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ŕőńïàŋëå ãčńőć (őâŋőáĺâěńìŋő âőçłĺ p_0), łőâőàëě ňěŋïîâáï ć ŕàőňěęãâłě őâ [0, π), ĺ ŕàĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő ńőňăŋőľ p_0p_1 . . .p_k p_j ňë ć łăęďőľ ćěàèĺŋě ŕőćőàăçĺćăěň ŋăńěćő, âő ćëŕãłńőľ őąőńőçłőľ âőçěł p_0, p_1, . . . , p_k, p_l ąãďěâ ňŋőčőãčőńìŋĺł, ćěàèĺŋăňĺ łőâőàőčő ąãďãâ ćáě íâĺ âőçłĺ, ă čàăŋĺæěľ ąãďěâ ńőňăŋăï p_0p_1 . . . p_kp_j p_0

ŋő ŕàăćěě), ĺ ŕőâőňã őŋă ğăćěďőňő î ćåőďĺâ ć CH(Q). Ć áâàőłě 2 őáâăćèĺěáï âőçłĺ ňŋőęěáâćă Q ãŕőàïďőçĺćăîâáï ŕőńïàŋőňã ãčńã őâŋőáĺâěńìŋő âőçłĺ p_0. Łăęďőě áàăćŋěŋĺě ňőęŋő ćëŕőńŋĺâì ğă ćàěňï O(1) á ŕőňőéìî ŕàőĺğćěďěŋĺľ (ãŕà. 35.1-2); ĺğ âőçěł á őďĺŋăłőćëň ãčńőň őáâăñâáï áăňăï ďăńìŋïï (őáâăńìŋëě ğăćěďőňő ŋě ŕàĺŋăďńěęăâ ćëŕãłńőľ őąőńőçłě). Ŕőńïàŋëľ ãčńë âőçěł ňŋőęěáâćă Q ŋăåőďïâáï ć ŕàěďěńăå ŕàőňěęãâłă [0, π). Ğăňěâĺň, çâő âőçłĺ p_1 ĺ p_m ïćńïîâáï ćěàèĺŋăňĺ CH(Q) (ãŕà. 35.3-1).

Ğăâěň (áâàőłĺ 3–6) ňë ŕőňěéăěň ć áâěł âàĺ ŕěàćëě âőçłĺ p_0, p_1, p_2, ŕőáńě çěčő ňőęěň ãâćěàęďăâì, çâő áâěł áőďěàęĺâ ćëŕãłńãî őąőńőçłã ňŋőęěáâćă p_0, p_1, . . . , p_k ŕàĺ k = 2. İâő áćőľáâćő ąãďěâ ŕőďďěàęĺćăâìáï ĺ ć ďăńìŋěľèěň, ă k ąãďěâ àăáâĺ, ŕőłă ŋě áâăŋěâ àăćŋëň m. Ŕàĺ ďćĺęěŋĺĺ őâ ďŋă áâěłă ł ěčő ćěàèĺŋě ňë ćáñ ćàěňï ŕőćőàăçĺćăěň ŋăńěćő. Ěáńĺ ŕàőáâő âăł ďőąăćĺâì őçěàěďŋãî âőçłã ć áâěł, ňë ŋăàãèĺň íâő áćőľáâćő, ŕőíâőňã ŕàěďćăàĺâěńìŋő ňë ćëąàăáëćăěň ŋěáłőńìłő ćěàåŋĺå ćěàèĺŋ áâěłă.

Šěőàěňă 35.2 (ăńčőàĺâň Čàíåěňă ŕàăćĺńěŋ) Ŕőáńě ĺáŕőńŋěŋĺï ŕàőæěďãàë Graham-Scan ďńï ňŋőęěáâćă âőçěł Q, áőďěàęăéěčő ŕő ňěŋìèěľ ňěàě âàĺ âőçłĺ, ć áâěłě S áőďěàęĺâáï ćëŕãłńăï őąőńőçłă ňŋőęěáâćă Q (ć ŕőàïďłě őąåőďă ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ).

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕő-ŋăáâőïéěňã áâàőčőě ďőłăğăâěńìáâćő ćëåőďĺâ ğă àăňłĺ łŋĺčĺ (áâàőčőě őŕàěďěńěŋĺě ćŋãâàěŋŋőáâĺ ňŋőčőãčőńìŋĺłă — ãęě ŋěŕàőáâăï ğăďăçă), ŕőíâőňã ňë ńĺèì ãłăęěň ďćă ŋăčńïďŋő őçěćĺďŋëå äăłâă, łőâőàëě čăàăŋâĺàãîâ ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă; őŋĺ ŕőłăğăŋë ŋă àĺá. 35.8 ĺ 35.9

ĆŊĹŇĂŊĹĚ: ĞĎĚŚĲ ŊŐĆŻĚ ŘĹŚŞŊŁĹ!!!

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Graham-Scan ěáâì O(n lg n), čďě n = |Q|. Śőàâĺàőćłă ãłńăďëćăěâáï ć íâĺ čàăŋĺæë, ěáńĺ ĺáŕőńìğőćăâì áőàâĺàőćłã áńĺïŋĺěň ĺńĺ á ŕőňőéìî łãçĺ. Őáâăńìŋăï çăáâì ăńčőàĺâňă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n). İâő ŋě áàăğã őçěćĺďŋő, ŕőáłőńìłã őçěàěďŋăï ĺâěàăæĺï æĺłńă for, ŕőňĺňő ďőąăćńěŋĺï őďŋőľ ŋőćőľ âőçłĺ, ňőęěâ ŕőâàěąőćăâì ãďăńě-

[àĺáãŋőł áőćŕăďăěâ á 35.8 (a), âőńìłő ďőąăćńěŋő őąőğŋăçěŋĺě p_1 ďńï âőçłĺ àïďőň á p_0] 35.9 Ěáńĺ âőçłĺ p_1, . . . , p_k, p_j , p_i ĺďãâ ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ŕőńïàŋëå ãčńőć (őâŋőáĺâěńìŋő âőçłĺ p_0), łőâőàëě ňěŋïîâáï ć ŕàőňěęãâłě őâ [0, π), ĺ ŕàĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő ďćãň áőáěďŋĺň ãçăáâłăň p_k p_j p_i ńőňăŋőľ p_0p_1 . . . p_kp_j p_i ňë ŕőćőàăçĺćăěň ćŕàăćő ĺńĺ ĺďñň ŕàïňő, âő ćëŕãłńăï őąőńőçłă âőçěł p_1, . . . , p_k, p_j , p_i ŋě ĺğňěŋĺâáï ŕőáńě ãďăńěŋĺï âőçłĺ p_j (ŕőáłőńìłã őŋă ńěęĺâ ćŋãâàĺ âàěãčőńìŋĺłă p_0p_k p_i).

ŋĺï ŋěáłőńìłĺå (ĺ, ćőğňőęŋő, ňŋőčĺå) áâăàëå.

Šěň ŋě ňěŋěě, ňěâőďë ăňőàâĺğăæĺőŋŋőčő ăŋăńĺğă ŕőğćőńïîâ ńěčłő ďőłăğăâì, çâő őąéěě çĺáńő ďěľáâćĺľ ěáâì O(n). Ć áăňőň ďěńě, ńîąăï âőçłă p_i ďőąăćńïěâáï ć áâěł S âőńìłő őďĺŋ àăğ, ă ŕőâőňã ĺ ãďăńïěâáï ŋě ąőńěě őďŋőčő àăğă. Šěň áăňëň őąéěě ćàěňï ĺ ŋă ďőąăćńěŋĺě, ĺ ŋă ãďăńěŋĺě ěáâì O(n). (Ăŋăńőčĺçŋőě àăááãęďěŋĺě ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ ć àăğďěńě 18.1 ŕàĺ ăŋăńĺğě ŕàőæěďãàë Multipop.)

Ŕàőåőď Ďęăàćĺáă Ŕàőåőď Ďęăàćĺáă ćëçĺáńïěâ ćëŕãłńãî őąőńőçłã ňŋőęěáâćă âőçěł Q ŕàĺ ŕőňőéĺ ”ğăćőàăçĺćăŋĺï” (package wrapping, gift wrapping). Ăńčőàĺâň âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(nh), čďě h — çĺáńő ćěàèĺŋ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ. Ŕőíâőňã, ďńï łńăááă ğăďăç, čďě h ěáâì o(lg n), ŕàőåőď Ďęăàćĺáă ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ąëáâàěě ŕàőáňőâàă Čàíåěňă.

Ĺďěï ăńčőàĺâňă âăłőćă: ňë åőâĺň őąćïğăâì ŋăèĺ čćőğďĺ ćěàñćłőľ. Łőŋěæ ćěàñćłĺ ŕàĺłàěŕĺň ł ŋĺęŋěňã čćőğďî p_0 (łőâőàăï ćëąĺàăěâáï łăł ĺ ć ŕàěďëďãéěň ăńčőàĺâňě), ĺ ŕãáâĺň ćěàñćłã ćŕàăćő. Ğăâěň ąãďěň ŕőďŋĺňăâì ŕàăćëľ łőŋěæ ćěàñćłĺ, ŕőłă őŋă ŋě łőáŋñâáï ŋěłőâőàőčő čćőğďï p_1. Ďăńìèě ňë ćàăéăěň ćěàñćłã ãęě őâŋőáĺâěńìŋő p_1, ŕőłă őŋă ŋě łőáŋñâáï áńěďãîñéěčő čćőğďï p_2. Šăł ŕàőďőńęăěâáï, ŕőłă ćěàñćłă ŋě ďőľďñâ ďő ĺáåőďŋőľ âőçłĺ p_0.

Ąőńěě äőàňăńìŋő, ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì âőçěł H = ⟨p_0, p_1, . . . , p_h − 1⟩, ïćńïîéĺåáï ćěàèĺŋăňĺ CH(Q), áâàőĺâáï âăł. Ňë ŋăçĺŋăěň á âőçłĺ p_0. Śńěďãîéăï âőçłă p_1 ĺňěěâ ŋăĺňěŋìèĺľ (áàěďĺ ćáěå âőçěł ňŋőęěáâćă Q) ŕőńïàŋëľ ãčőń őâŋőáĺâěńìŋő p_0 (áň. àĺá. 35.10) (Ěáńĺ âăłőćëå ŋěáłőńìłő, ćëąĺàăěň áăňãî ďăńñłãî.) Ğăâěň ňë, áâőï ć âőçłě p_1, áàăćŋĺćăěň ŕőńïàŋëě ãčńë ćáěå âőçěł ĺ ćëąĺàăěň âőçłã p_2 á ŋăĺňěŋìèĺň ŕőńïàŋëň ãčńőň (őâŋőáĺâěńìŋő p_1), ĺ âăł ďăńěě. Ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ňë ďőľďñň ďő ćěàåŋěľ âőçłĺ (âőçłĺ á ŋăĺąőńìèěľ őàďĺŋăâőľ), ŕőáńě çěčő ŕàőæěáá ŕàőďőńęĺâáï, âőńìłő âěŕěàì ŋăďő őâáçĺâëćăâì ŕőńïàŋëě ãčńë őâ ńãçă, ŋăŕàăćńěŋŋőčő ćńěćő, ă ŋě ćŕàăćő. Šěň áăňëň ňë ŕőáâàőĺň áŋăçăńă (ďő ćěàåŋěľ âőçłĺ) ŕàăćãî æěŕì (right chain) ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ, ă ğăâěň ńěćãî æěŕì

(àĺá. 35.10)

Ŋă áăňőň ďěńě ňőęŋő ąëńő ąë őąőľâĺáì ąěğ ćëďěńěŋĺï ŕàăćőľ ĺ ńěćőľ æěŕĺ. Ďńï íâőčő ňőęŋő őąëçŋő åàăŋĺâì ŋăŕàăćńěŋĺě ŕőáńěďŋěľ ŋăľďěŋŋőľ áâőàőŋë ĺ ćëąĺàăâì âőçłã á ąńĺęăľèĺň (ć ŕőńőęĺâěńìŋãî áâőàőŋã) ŋăŕàăćńěŋĺěň ńãçă. Ćŕàőçěň, ć íâőň áńãçăě ŋěáłőńìłő áńőęŋěě áàăćŋĺćăâì ãčńë (ŕàĺ ĺáŕőńìğőćăŋĺĺ ńěćőľ ĺ ŕàăćőľ æěŕĺ áàăćŋěŋĺě ãčńőć ňőęŋő ŕàőĺğćěáâĺ á ŕőňőéìî ŕàĺñňőć àăğďěńă 35.1, ŋě ćëçĺáńïï ĺå ïćŋő.

Ŕàĺ ěáâěáâćěŋŋőľ àěăńĺğăæĺĺ ŕàőåőď Ďęăàćĺáă ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(nh). Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë h ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ CH(Q) ňë ĺéěň ćěàèĺŋã á ňĺŋĺňăńìŋëň ŕőńïàŋëň ãčńőň. Łăęďőě áàăćŋěŋĺě ãčńőć ćëŕőńŋïěâáï ğă ćàěňï O(1) (ŕàĺ íâőň ňőęŋő őąőľâĺáì ąěğ âàĺčőŋőňěâàĺĺ, ĺáŕőńìğőćăć ŕàĺñňë àăğď. 35.1), âăł çâő ŕőĺáł ňĺŋĺňãňă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ O(n) (àăğď. 10.1). Őąéěě ćàěňï, ąãďěâ, âăłĺň őąàăğőň, O(nh).

Şŕàăęŋěŋĺï 35.3-1 Ďőłăęĺâě, çâő âőçłĺ p_1 ĺ p_m ć ŕàőæěďãàě Graham-Scan őłăęãâáï ćěàèĺŋăňĺ CH(Q).

35.3-2 Ąãďěň áçĺâăâì, çâő áńőęěŋĺě, ãňŋőęěŋĺě ĺ áàăćŋěŋĺě ćëŕőńŋïîâáï ğă ćàěňï O(1). Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ňë ãňěěň ŋăåőďĺâì ćëŕãłńãî őąőńőçłã n âőçěł (ćěàèĺŋë łőâőàőľ âàěąãěâáï ãłăğăâì ć ŕőàïďłě őąåőďă ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ) ąëáâàěě çěň ğă Ω(n lg n) èăčőć, âő ňőęŋő őâáőàâĺàőćăâì n çĺáěń ąëáâàěě çěň ğă Ω(n lg n) èăčőć.

35.3-3 Ć ňŋőęěáâćě âőçěł Q ćőğìňñň ďćě ŋăĺąőńěě ãďăńñŋŋëě ďàãč őâ ďàãčă âőçłĺ. Ŕőłăęĺâě, çâő őąě őŋĺ ïćńïîâáï ćěàèĺŋăňĺ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ.

35-3.4 Ŕãáâì ďăŋë ňŋőčőãčőńìŋĺł P ĺ âőçłă q ŋă ěčő čàăŋĺæě. Šěŋìî (shadow) âőçłĺ q ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő ćáěå âőçěł r, ďńï łőâőàëå çâő őâàěğőł qr ŋě ćëåőďĺâ ğă ŕàěďěńë ňŋőčőãčőńìŋĺłă P . Ňŋőčőãčőńìŋĺł P ŋăğëćăěâáï ğćñğďŋëň (star-shaped), ěáńĺ ćŋãâàĺ ŋěčő ěáâì âőçłă p, ĺğ łőâőàőľ ćĺďŋă ćáï ěčő čàăŋĺæă (ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, p ŕàĺŋăďńěęĺâ âěŋĺ ńîąőľ âőçłĺ čàăŋĺæë ňŋőčőãčőńìŋĺłă P ). Ňŋőęěáâćő ćáěå âăłĺå âőçěł p ŋăğëćăěâáï ïďàőň (kernel) ňŋőčőãčőńìŋĺłă P (áň. àĺá. 35.11). Ďăŋë ćěàèĺŋë ğć/ğďŋőčő n-ãčőńìŋĺłă P , ŕěàěçĺáńěŋŋëě ć ŕőàïďłě őąåőďă čàăŋĺæë ŕàőâĺć çăáőćőľ áâàěńłĺ. Ŕőłăęĺâě, łăł ňőęŋő ŋăľâĺ CH(P ) ğă ćàěňï O(n).

35.3-5 Ğăďăçă őą őâëáłăŋĺĺ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ ňŋőęěáâćă Q ć àěęĺňě ”on-line” (on-line convex-hull problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ŋăň ďăîâ n âőçěł őďŋã ğă ďàãčőľ; ć łăęďëľ ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ

35.11 (Ł ãŕà. 35.3-4) (a) Ğćñğďŋëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł: ĺğ âőçłĺ p ćĺďŋă ńîąăï âőçłă ěčő čàăŋĺæë.

(b) Ňŋőčőãčőńìŋĺł, ŋě ïćńïîéĺľáï ğćñğďŋëň. Śńěćă ğăłàăèěŋă âěŋì âőçłĺ q, áŕàăćă — âěŋì âőçłĺ q′. §ďàő ŕãáâő, âăł łăł íâĺ őąńăáâĺ ŋě ŕěàěáěłăîâáï.

ňë ďőńęŋë ãłăğăâì ćëŕãłńãî őąőńőçłã ćáěå âőçěł, ŕőńãçěŋŋëå ł íâőňã ňőňěŋâã. Ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ŕàőåőď Čàíåěňă ŋă łăęďőň èăčě ğăŋőćő, ĺ âőčďă őąéěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ąãďěâ àăćŋő O(n^2 lg n). Ŕàĺďãňăľâě ăńčőàĺâň, âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ O(n^2).

35.3-6* Ĺáŕőńìğãï ŕàőáňőâà âőçěł áńěćă ŋăŕàăćő, ŋăľďĺâě ćëŕãłńãî őąőńőçłã n âőçěł ğă ćàěňï O(n lg n).

35.4 Őâëáłăŋĺě ŕăàë ąńĺęăľèĺå âőçěł

Ŕãáâì âěŕěàì ŋăň ŋăďő ŋăľâĺ áàěďĺ n ⩽ 2 âőçěł ňŋőęěáâćă Q ŕăàã ąńĺęăľèĺå ďàãč ł ďàãčã âőçěł. Řăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ ŕőŋĺňăěâáï ć őąëçŋőň áňëáńě: âőçłĺ p_1 = (x_1, y_1) ĺ p_2 = (x_2, y_2) ŋăåőďïâáï ŋă àăááâőïŋĺĺ √ (x_1 − x_2)^2 + (y_1 − y_2)^2.

Ćőőąéě čőćőàï, ďćě âőçłĺ ňőčãâ áőćŕăďăâì (âőčďă àăááâőïŋĺě ňěęďã ŋĺňĺ àăćŋő 0). Šăłăï ğăďăçă ňőęěâ ćőğŋĺłŋãâì, ŋăŕàĺňěà, ć áĺáâěňăå łőŋâàőńï ğă âàăŋáŕőàâőň: ŕőńěğŋő ğŋăâì, łăłĺě ďćă âàăŋáŕőàâŋëå áàěďáâćă ąńĺęě ćáěčő ďàãč ł ďàãčã (àĺáł áâőńłŋőćěŋĺï)

Ěáńĺ ĺáłăâì ŕăàã ąńĺęăľèĺå âőçěł ”ć ńőą”, ŋăďő ŕěàěąàăâì ćáě C^2_n = Θ(n^2) ŕăàë âőçěł. Ć íâőň àăğďěńě ňë á ŕőňőéìî ňěâőďă ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň, ćàěňï àăąőâë łőâőàőčő őŕĺáëćăěâáï àěłãààěŋâŋëň áőőâŋőèěŋĺěň T (n) = 2T (n/2) + O(n), â.ě. àăćŋő O(n lg n).

Ňěâőď ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ďńï őâëáłăŋĺï ąńĺęăľèĺå âőçěł.

Ćåőďŋëě ďăŋŋëě łăęďőčő àěłãàáĺćŋőčő ćëğőćă ăńčőàĺâňă áőáâőïâ ĺğ ŕőďňŋőęěáâćő P ⊆ Q ĺ ďćãå ňăááĺćë X ĺ Y . Łăęďëľ ĺğ ňăááĺćőć áőďěàęĺâ âőçłĺ ŕőďňŋőęěáâćă p, ŋő ŕőàïďőł ć ŋĺå àăğŋëľ: ć ňăááĺćě X âőçłĺ àăáŕőńőęěŋë ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï ăąáæĺáá, ă ć ňăááĺćě Y — ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï őàďĺŋăâ. Ğăňěâĺň, çâő ňë ŋě ňőęěň ŕőğćőńĺâì áěąě áőàâĺàőćăâì âőçłĺ ŕàĺ łăęďőň ćëğőćě, âăł łăł ć íâőň áńãçăě ŕőńãçĺâáï áőőâŋőèěŋĺě (łăł ňĺŋĺňãň) T (n) = 2T (n/2) + O(n lg n), â.ě. T (n) = O(n ln^2 n). (Ňë ãćĺďĺň, łăł íâã âàãďŋőáâì ňőęŋő őąőľâĺ á ŕőňőéìî ” ŕàěďáőàâĺàőćłĺ”.

Ĺâăł, ŕãáâì ňë ŕőńãçĺńĺ P ,X ĺ Y . Ěáńĺ |P | ⩽ 3, ŕěàěąĺàăěň ćáě ŕăàë âőçěł (ňăłáĺňãň âàĺ) ĺ áàăćŋĺćăěň àăááâőïŋĺě. Ěáńĺ ęě |P | > 3, ňë ŕőáâãŕăěň âăł:

Řăğďěńïľ (divide): Ŋăåőďĺň ćěàâĺłăńìŋãî ŕàïňãî l, łőâőàăï ďěńĺâ ňŋőęěáâćő P ŋă ďćă ŕőďňŋőęěáâćă P_L ĺ P_R ŕőńőćĺŋŋőčő àăğňěàă (|P_L| = ⌈|P |/2⌉, |P_R| = ⌊|P |/2⌋; âőçłĺ, ńěęăéĺě ŋă ŕàïňőľ l, łăł-âő ŕőďěńěŋë ňěęďã P_L ĺ P_R). Ňăááĺć X ďěńĺň ŋă ňăááĺćë X_L ĺ X_R, áőďěàęăéĺě âőçłĺ ŕőďňŋőęěáâć P_L ĺ P_R (áőåàăŋïï ŕőàïďőł); ňăááĺć Y ďěńĺâáï ŋă ňăááĺćë Y_L ĺ Y_R ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň.

Ćńăáâćãľ (conquer): Ŕőáńě ďěńěŋĺï P ŋă P_L ĺ P_R, ćëŕőńŋïěň ďćă àěłãàáĺćŋëå ćëğőćă ĺ ŋăåőďĺň ŕăàã ąńĺęăľèĺå âőçěł ć ňŋőęěáâćě P_L (ćåőďŋëě ďăŋŋëě íâőčő ćëğőćă — ŕőďňŋőęěáâćő P_L ĺ ňăááĺćë X_L ĺ Y_L), ă âăłęě ŕăàã ąńĺęăľèĺå âőçěł ć ňŋőęěáâćě P_R (ćåőďŋëě ďăŋŋëě — P_R, X_R ĺ Y_R). Őąőğŋăçĺň àăááâőïŋĺï ňěęďã ąńĺęăľèĺňĺ âőçłăňĺ ć ŕőďňŋőęěáâć P_L ĺ P_R çěàěğ δ_L ĺ δ_R. Ŕőńőęĺň δ = min(δ_L, delta_R).

Śőěďĺŋïľ (combine): Ďńï ćáěčő ňŋőęěáâćă P ŕăàőľ ąńĺęăľèĺå âőçěł ïćńïěâáï ńĺąő őďŋă ĺğ ŋăľďěŋŋëå ŕăà âőçěł (àăááâőïŋĺě δ), ńĺąő ŋěłőâőàăï ”ŕàĺčàăŋĺçŋăï” ŕăàă âőçěł, ć łőâőàőľ őďŋă âőçłă ŕàĺŋăďńěęĺâ ňŋőęěáâćã P_L, ă ďàãčăï — P_R (ěáńĺ áàěďĺ âăłĺå ŕăà ěáâì ŕăàă á àăááâőïŋĺěň ňěŋìèě δ). Őçěćĺďŋő, çâő âőçłĺ âăłőľ ŕàĺčàăŋĺçŋőľ ŕăàë őâáâőïâ őâ ŕàïňőľ l ŋě ąőńěě, çěň ŋă δ, â.ě. ŋăåőďïâáï ć áĺňňěâàĺçŋőľ őâŋőáĺâěńìŋő l ćěàâĺłăńìŋőľ ŕőčàăŋĺçŋőľ ŕőńőáě èĺàĺŋőľ 2δ (àĺá. 35.12 (a)). Ůâőąë ŋăľâĺ âăłãî ŕàĺčàăŋĺçŋãî ŕăàã, ěáńĺ őŋă áãéěáâćãěâ, ŕàőďěńăěň áńěďãîéěě.

1. Śőğďăďĺň ňăááĺć Y ′, ŕőňěáâĺć ć ŋěčő ćáě âőçłĺ ĺğ ňăááĺćă Y , łőâőàëě ŕőŕăďăîâ ć ŕőčàăŋĺçŋãî ŕőńőáã (á âőľ ĺńĺ ĺŋőľ áâőàőŋë őâ ŕàïňőľ l). (Ŕőàïďőł áőåàăŋïěň: ňăááĺć Y ′ őâáőàâĺàőćăŋ ŕő őàďĺŋăâăň âőçěł.)

2. Ďńï łăęďőľ âőçłĺ p ňăááĺćă Y^′ ĺéěň âăłĺě âőçłĺ ňăááĺćă Y^′, łőâőàëě ãďăńěŋë őâ p ŋě ąőńěě, çěň ŋă δ. Łăł ňë ćáłőàě ãćĺďĺň, ďőáâăâőçŋő àăááňőâàěâì âőńìłő 7 áőáěďŋĺå (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï őàďĺŋăâ) âőçěł ć ňăááĺćě Y^′. Ňë ćëçĺáńïěň àăááâőïŋĺě őâ p ďő łăęďőľ ĺğ íâĺå 7 âőçěł. Ćëŕőńŋĺć íâő ďńï ćáěå âőçěł p ĺğ Y^′, ŋăåőďĺň δ′ — àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ ňăááĺćă Y ′, àăáŕőńőęěŋŋëňĺ ąńĺęě ćáěčő ďàãč ł ďàãčã.

3. Ěáńĺ δ^′ < δ, âő ŕăàă ąńĺęăľèĺå âőçěł ŋăåőďĺâáï ćŋãâàĺ ćěàâĺłăńìŋőľ ŕőńőáë ĺ ňë ćőğćàăéăěň íâã ŕăàã âőçěł ĺ àăááâőïŋĺě δ^′. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ňë ćőğćàăéăěň ŕăàã, ŋăľďěŋŋãî ŕàĺ őďŋőň ĺğ àěłãàáĺćŋëå ćëğőćőć, ĺ àăááâőïŋĺě δ.

Śěľçăá ňë ďőłăęěň ŕàăćĺńìŋőáâì íâőčő ăńčőàĺâňă, ă ğăâěň őąáãďĺň ďěâăńĺ ěčő àěăńĺğăæĺĺ (ŋěőąåőďĺňëě, çâőąë ãńőęĺâìáï ć O(n lg n) ďěľáâćĺľ.

Ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă

Ŋãęŋő ŕőŋïâì ńĺèì, ŕőçěňã ďőáâăâőçŋő áàăćŋĺćăâì łăęďãî âőçłã ŕőńőáë ńĺèì á áěňìî áńěďãîéĺňĺ ğă ŋěľ (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï őàďĺŋăâë). Śěľçăá ňë ć íâőň ãąěďĺňáï.

Ŕãáâì (ŕàĺ ŋěłőâőàőň ćëğőćě) ąńĺęăľèěľ ŕăàőľ âőçěł ïćńïěâáï ŕăàă ĺğ âőçěł p_L ∈ P_L ĺ p_R ∈ P_R (àĺá. 35.12 (a)), ĺ àăááâőïŋĺě δ^′ ňěęďã íâĺňĺ âőçłăňĺ áâàőčő ňěŋìèě δ. Šőçłă p_L ďőńęŋă ŋăåőďĺâìáï áńěćă őâ l ŋă àăááâőïŋĺĺ ŋě ąőńěě δ (ĺńĺ ŋă áăňőľ ŕàïňőľ); p_R — áŕàăćă ŋă àăááâőïŋĺĺ ŋě ąőńìèěň δ (ĺńĺ ŋă ŕàïňőľ). Łàőňě âőčő, àăááâőïŋĺě ŕő ćěàâĺłăńĺ ňěęďã p_L ĺ p_R âăłęě ŋě ŕàěćőáåőďĺâ δ. Śńěďőćăâěńìŋő (àĺá. 35.12 (a)), âőçłĺ p_L ĺ p_R ňőęŋő ŕőňěáâĺâì ć ŕàïňőãčőńìŋĺł àăğňěàă δ ×2δ, áĺňňěâàĺçŋőľ őâŋőáĺâěńìŋő ŕàïňőľ l. (Łőŋěçŋő, ć ŋěčő ňőčãâ ŕőŕăáâì ĺ ďàãčĺě âőçłĺ.)

Ŕőłăęěň âěŕěàì, çâő ćŋãâàĺ íâőčő ŕàïňőãčőńìŋĺłă ňőęěâ ąëâì ŋě ąőńěě 8 âőçěł ĺğ ňŋőęěáâćă P . Řăááňőâàĺň ěčő ńěćãî ŕőńőćĺŋã — łćăďàăâ δ × δ. Ćáě âőçłĺ ĺğ P_L ŋăåőďïâáï ŋă àăááâőïŋĺĺ ŋě ňěŋěě δ ďàãč őâ ďàãčă, ŕőíâőňã ć íâőň łćăďàăâě ňőęěâ ąëâì ňăłáĺňãň 4 âăłĺå âőçłĺ (ć łăęďőľ ěčő çěâćěàâĺŋłě ňőęěâ ąëâì ŋě ąőńěě őďŋőľ âőçłĺ), áň. àĺá. 35.12 (b). Ć ŕàăćőľ ŕőńőćĺŋě ŕàïňőãčőńìŋĺłă (ŋě áçĺâăï čàăŋĺæë) âőçěł ĺğ P_L ąëâì ŋě ňőęěâ, âăł çâő ćáěčő ć ŕàïňőãčőńìŋĺłě ŋě ąőńěě 4 âőçěł ĺğ P_L. Ŕő ăŋăńőčĺçŋëň ŕàĺçĺŋăň âăň ŋě ąőńěě 4 âőçěł ĺğ P_R. Ğăňěâĺň, çâő áńãçăľ 8 âőçěł ďěľáâćĺâěńìŋő ćőğňőęěŋ: çěâëàě âőçłĺ ĺğ P_L ňőčãâ ąëâì ć ãčńăå ńěćőčő łćăďàăâă, ă çěâëàě âőçłĺ ĺğ P_R — ć ãčńăå ŕàăćőčő (ďćě âőçłĺ ąãďãâ őąéĺňĺ ďńï P_L ĺ P_R). ă Šěŕěàì ïáŋő, çâő çâő ďńï łăęďőľ âőçłĺ ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì 7 âőçěł, ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő áńěďãîéĺå ğă ŋěľ ć ňăááĺćě Y^′: ěáńĺ ňěęďã ďćãňï ąńĺęăľèĺňĺ âőçłăňĺ ěáâì ěéñ 7 ŕàőňěęãâőçŋëå (ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï őàďĺŋăâ), âő ćáě 9 âőçěł ŕőŕăďãâ ćŋãâàì ŕàïňőãčőńìŋĺłă, ă íâőčő ąëâì ŋě ňőęěâ, łăł ňë ćĺďěńĺ.

Ďěâăńĺ àěăńĺğăæĺĺ ĺ ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă. Ŋăèă æěńì — ŕőńãçĺâì ďńï ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě T (n) = 2T (n/2) + O(n) (ğďěáì T (n) — ćàěňï őąàăąőâłĺ n âőçěł). Ůâőąë íâőčő ďőáâĺçì, ňë ďőńęŋë ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ćåőďŋëě ňăááĺćë X ĺ Y őâáőàâĺàőćăŋë ŕő ăąáæĺááě ĺ őàďĺŋăâě áőőâćěâáâćěŋŋő (âőčďă àăğďěńĺâì ňŋőęěáâćő ŋă ńěćãî ĺ ŕàăćãî ŕőńőćĺŋë ňőęŋő ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï). Śőőâćěâáâćěŋŋő ňë őąïğăŋë ŕàĺ àěłãàáĺćŋőň ćëğőćě ŕěàěďăćăâì ňŋőęěáâćă P_L ĺ P_R ć őâáőàâĺàőćăŋŋőň ćĺďě. §áŋő, çâő íâő ŋěâàãďŋő áďěńăâì, ŕàőåőďï ňăááĺć őâ ŋăçăńă ł łőŋæã ĺ àăáłńăďëćăï ěčő íńěňěŋâë ŋă ďćě čàãŕŕë. Ć ŋěłőâőàőň áňëáńě íâő ďěľáâćĺě őąàăâŋő ć ŕàőæěďãàě Merge, ĺáŕőńìğőćăŋŋőľ ŕàĺ áőàâĺàőćłě áńĺïŋĺěň (àăğďěń 1.3.1).

Őáâăńőáì ğăňěâĺâì, çâő ŋăçăńìŋăï áőàâĺàőćłă (presorting) ćëŕőńŋïěâáï ćáěčő őďĺŋ àăğ ĺ ŕőâőňã ŋě ćåőďĺâ ć àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě — ěñ ćàěňï ŋãęŋő ŕàőáâő ďőąăćĺâì ł ćàěňěŋĺ àăąőâë àěłãàáĺćŋőľ ŕàőæěďãàë. Ćàěňï íâőľ áőàâĺàőćłĺ ěáâì O(n lg n), âăł çâő őąéěě ćàěňï ěáâì áãňňă ďćãå áńăčăěňëå ćĺďă O(n lg n) ĺ ŕőâőňã ěáâì O(n lg n).

Şŕàăęŋěŋĺï 35.4-1 Ŕàőäěááőà ŕàěďńăčăěâ ãáőćěàèěŋáâćőćăâì ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ŕăàë ąńĺęăľèĺå âőçěł ĺ ŕàőćěàïâì âőńìłő 5 âőçěł ňăááĺćă Y^′. Őŋ čőćőàĺâ áńěďãîéěě: ”Ąãďěň őâŋőáĺâì âőçłĺ, ŕàĺŋăďńěęăéĺě ŕàïňőľ l, ł ňŋőęěáâćã P_R. Ć íâőň áńãçăě ŋă ŕàïňőľ l ŋě ąãďěâ áőćŕăďăîéĺå âőçěł, łőâőàëě őâŋőáïâáï őďŋőćàěňěŋŋő ł ďćãň ňŋőęěáâćăň P_L ĺ P_R. Ŕőíâőňã ćŋãâàĺ ŕàïňőãčőńìŋĺłă δ × 2δ ąãďěâ áőďěàęăâìáï ŋě ąőńěě 6 âőçěł.” Ůâő ŋěŕàăćĺńìŋő ć ĺďěě ŕàőäěááőàă?

35.4-2 Ŕőłăęĺâě, çâő (ąěğ ĺğňěŋěŋĺï ăáĺňŕâőâĺłĺ ćàěňěŋĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă) ňőęŋő ŕőďăćăâì ŋă ćåőď ăńčőàĺâňă ňŋőęěáâćő, ŋě áőďěàęăéěě áőćŕăďăîéĺå âőçěł. Ŕőłăęĺâě, çâő, ěáńĺ áőćŕăďăîéĺå âőçěł ć ňŋőęěáâćě ŋěâ, âő ďńï łăęďőľ âőçłĺ ňăááĺćă Y^′ ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàïâì 6 (ă ŋě 7) áőáěďŋĺå âőçěł. Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ŋěńìğï őąőľâĺáì 5 ąńĺęăľèĺňĺ âőçłăňĺ.

35.4-3 Őŕàěďěńĺň L_m-àăááâőïŋĺě (L_m-distance) ňěęďã âőçłăňĺ p_1 ĺ p_2 ŕńőáłőáâĺ äőàňãńőľ (|x_1 − x_2|^m + |y_1 − y_2|^m)^{1/m}. Ěćłńĺďőćő àăááâőïŋĺě áőőâćěâáâćãěâ ğŋăçěŋĺî p = 2. Ĺğňěŋĺâě ŕàĺćěďñŋŋëľ ć íâőň àăğďěńě ăńčőàĺâň âăł, çâőąë őŋ ĺáłăń ąńĺęăľèĺě âőçłĺ ć áňëáńě L_1-àăááâőïŋĺï.

35.4-4 Őŕàěďěńĺň L_∞-àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ p_1 ĺ p_2 łăł max(|x_1− x_2|, |y_1 − y_2|). Łăł ŕàĺáŕőáőąĺâì ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ąńĺęăľèĺå âőçěł ł áńãçăî L_∞-àăááâőïŋĺï?

35.5 Ğăďăçĺ

35-1 Ćëŕãłńëě áńőĺ Őŕàěďěńĺň emphćëŕãłńëě áńőĺ (convex layers) ňŋőęěáâćă Q âőçěł ŕńőáłőáâĺ. Ŕěàćëľ ćëŕãłńëľ áńőľ Q áőďěàęĺâ âőçłĺ ňŋőęěáâćă Q, łőâőàëě ïćńïîâáï ćěàèĺŋăňĺ CH(Q). Ćëąàőáĺň íâĺ íâĺ âőçłĺ ĺ áŋőćă ŋăľďñň ćëŕãłńãî őąőńőçłã — ěñ ćěàèĺŋë őąàăğãîâ ćâőàőľ ćëŕãłńëľ áńőľ. Ćëąàőáĺň ĺ ĺå; ćőğìňñň ćëŕãłńãî őąőńőçłã őáâăâłă; ěñ ćěàèĺŋë őąàăğãîâ âàěâĺľ ćëŕãłńëľ áńőľ ĺ â.ď.

a. Ŕàĺďãňăâì áŕőáőą ğă ćàěňï O(n_2) ŋăľâĺ ćáě ćëŕãłńëě áńőĺ ňŋőęěáâćă ĺğ n âőçěł ŕńőáłőáâĺ.

b. Ŕőłăęĺâě, çâő ğăďăçã áőàâĺàőćłĺ n ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń ňőęŋő áćěáâĺ ł ğăďăçě őâëáłăŋĺï ćëŕãłńëå áńőñć, ĺ ŕőâőňã ć ńîąőľ ňőďěńĺ, čďě áőàâĺàőćłă âàěąãěâ ćàěňěŋĺ |Omega(n lg n), âă ęě őæěŋłă ćěàŋă ĺ ďńï ğăďăçĺ őâëáłăŋĺï ćëŕãłńëå áńőñć.

35-2 Ňăłáĺňãň-áńőĺ Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő âőçłă ŕńőáłőáâĺ (x, y) ňăęőàĺàãěâ (dominates) âőçłã (x^′, y^′), ěáńĺ x ⩾ x^′ ĺ y ⩾ y^′. Ŕãáâì Q — ňŋőęěáâćő âőçěł ŕńőáłőáâĺ. Ěáńĺ ďńï âőçłĺ ĺğ ňŋőęěáâćă Q ŋěâ ďàãčĺå âőçěł ĺğ Q, ňăęőàĺàãîéĺå ěñ, âő âăłãî âőçłã ąãďěň ŋăğëćăâì ňăłáĺňăńìŋőľ (maximal) ć ňŋőęěáâćě Q. Šăłĺå âőçěł ňőęěâ ąëâì ŋěáłőńìłő; ňŋőęěáâćő âăłĺå âőçěł ŋăğëćăîâ ŕěàćëň ňăłáĺňãň-áńőěň. Şďăńĺć ćáě íâĺ âőçłĺ, ŕőćâőàĺň ŕàőæěáá á őáâăćèĺňáï ňŋőęěáâćőň âőçěł, ŕőńãçĺň ćâőàőľ ňăłáĺňãň-áńőľ, ĺ ąãďěâ íâő ŕőćâőàïâì ďő âěå ŕőà, ŕőłă âőçłĺ ŋě łőŋçăâáï.

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňŋőęěáâćő Q ĺňěěâ k ŋěŕãáâëå ňăłáĺňãň áńőěć L_1, L_2, . . . , L_k. Ŕãáâì y_i — őàďĺŋăâă áăňőľ ńěćőľ âőçłĺ áńőï L_i ďńï i = 1, 2, ...k. Ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ć Q ŋěâ ďćãå âőçěł á áőćŕăďăîéĺňĺ ăąáæĺááăňĺ ĺńĺ őàďĺŋăâăňĺ.

a. Ďőłăęĺâě, çâő y_1 > y_2 > . . . > y_k .

Ŕãáâì âőçłă (x, y) ŋăåőďĺâáï ńěćěě ńîąőľ ĺğ âőçěł Q, ă ěñ őàďĺŋăâă y őâńĺçŋă őâ őàďĺŋăâ ćáěå âőçěł ňŋőęěáâćă Q. Ŕãáâì Q^′ = Q ∪ {(x, y)}. b. Őąőğŋăçĺň çěàěğ j ŋăĺňěŋìèĺľ ĺğ ĺŋďěłáőć, ďńï łőâőàëå y_j < y; ěáńĺ âăłőčő ĺŋďěłáă ŋěâ (y < y_k), ŕőńőęĺň j = k + 1. Ŕőłăęĺâě, çâő ňăłáĺňãň-áńőĺ ňŋőęěáâćă Q′ ãáâàőěŋë âăł:

Ěáńĺ j ⩽ k, âő ćáě ňăłáĺňãň-áńőĺ Q^′ áőćŕăďăîâ á ňăłáĺňãňáńőïňĺ Q, ğă ĺáłńîçěŋĺěň áńőï L_j , ć łőâőàëľ ďőąăćĺńăáì âőçłă (x, y) (ĺ áâăńă áăňőľ ńěćőľ âőçłőľ ŋőćőčő L_j ).

Ěáńĺ j = k + 1, âő ŕěàćëě k ňăłáĺňãň-áńőñć ňŋőęěáâćă Q^′ âăłĺě ęě, łăł ã Q, ŋő łàőňě ŋĺå ěáâì ŋěŕãáâőľ (k + 1)-ëľ áńőľ, áőáâőïéěľ ĺğ ěďĺŋáâćěŋŋőľ âőçłĺ (x, y).

c. Őŕĺèĺâě ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ ćáě ňăłáĺňãň-áńőĺ ňŋőęěáâćă ĺğ n âőçěł ğă ćàěňï O(n lg n). (Şłăğăŋĺě. Ďćĺčăľâě ŕàïňãî áŕàăćă ŋăńěćő.)

d. Łăłĺě áńőęŋőáâĺ ćőğŋĺłŋãâ, ěáńĺ áàěďĺ âőçěł ěáâì âőçłĺ á àăćŋëňĺ ăąáæĺááăňĺ ĺńĺ őàďĺŋăâăňĺ, ĺ łăł ňőęŋő ŕőáâãŕĺâì ć âăłőň áńãçăě?

35-3 Řőąőâë ĺ ŕàĺğàăłĺ.

Łőňăŋďă ĺğ n àőąőâőć áàăęăěâáï á n ŕàĺğàăłăňĺ. Łăęďëľ àőąőâ ćőőàãęñŋ ŕàőâőŋŋëň àãęìñň, ńãç łőâőàőčő ãŋĺçâőęăěâ ŕàĺğàăł. Ńãç ďćĺęěâáï ŕő ŕàïňőľ ĺ őąàëćăěâáï, ćáâàěâĺć ŕàĺğàăł. Šăłâĺłă àőąőâőć âăłőćă: łăęďëľ ćëąĺàăěâ áěąě ŕàĺğàăł (ŕàĺ íâőň őąàăğãěâáï n ŕăà àőąőâ — ŕàĺğàăł), ă ğăâěň ćáě àőąőâë őďŋőćàěňěŋŋő ćëŕãáłăîâ ńãçĺ łăęďëľ ć áćőě ŕàĺćěďěŋĺě.

Ŕàĺ íâőň ŋěńìğï, çâőąë ćëŕãáłăěňëě àőąőâăňĺ ńãçĺ ŕěàěáěłńĺáì.

Śçĺâăěň, çâő ŕőńőęěŋĺě łăęďőčő àőąőâă ĺ łăęďőčő ŕàĺğàăłă — ğăďăŋŋăï âőçłă ŕńőáłőáâĺ, ĺ ŋĺłăłĺě âàĺ ĺğ íâĺå âőçěł ŋě ńěęăâ ŋă őďŋőľ ŕàïňőľ.

a. Ďőłăğăâì, çâő ćáěčďă áãéěáâćãěâ ŕàïňăï, áőěďĺŋïîéăï őďŋőčő ĺğ àőąőâőć á őďŋĺň ĺğ ŕàĺğàăłőć, ďńï łőâőàőľ çĺáńő àőąőâőć ŕő őďŋã áâőàőŋã őâ ŋěñ áőćŕăďăěâ á çĺáńőň ŕàĺğàăłőć á âőľ ęě áâőàőŋë. Ŕàĺďãňăľâě, łăł ŋăľâĺ âăłãî ŕàïňãî ğă ćàěňï O(n lg n).

b. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, ğă ćàěňï O(n^2 lg n) čàãŕŕĺàãîéĺľ àőąőâőć ĺ ŕàĺćěďěŋĺľ ć ŕăàë âăł, çâőąë ćëŕãáłăěňëě àőąőâăňĺ ńãçĺ ŋě ŕěàěáěłăńĺáì.

35-4. Řăáŕàěďěńěŋĺě á ňăńőľ őąőńőçłőľ.

Ŕãáâì ňë åőâĺň ŕőáâàőĺâì ćëŕãłńãî őąőńőçłã ňŋőęěáâćă áńãçăľŋëå âőçěł ŕńőáłőáâĺ, ŕőďçĺŋïîéĺåáï ŋěłőâőàőňã àăáŕàěďěńěŋĺî ćěàőïâŋőáâěľ (àăğńĺçŋëě âőçłĺ ŋěğăćĺáĺňë). Ďńï ŋěłőâőàëå àăáŕàěďěńěŋĺľ ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě çĺáńă ćěàèĺŋ ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ ěáâì O(n^{1−ε}) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë ε > 0 (ğďěáì n — çĺáńő âőçěł). Šăłĺě àăáŕàěďěńěŋĺï ňë ąãďěň ŋăğëćăâì àăáŕàěďěńěŋĺïňĺ á ňăńőľ őąőńőçłőľ (sparse-hulled distributions). Ćőâ ŕàĺňěàë âăłĺå àăáŕàěďěńěŋĺľ:

Šőçłĺ àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋë ćŋãâàĺ łàãčă ěďĺŋĺçŋőčő àăďĺãáă. Ćëŕãłńăï őąőńőçłă ĺňěěâ ć áàěďŋěň Θ(n^{1/3}) ćěàèĺŋ.

Šőçłĺ àăćŋőňěàŋő àăáŕàěďěńěŋë ćŋãâàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőčő ćëŕãłńőčő ňŋőčőãčőńìŋĺłă. Ćëŕãłńăï őąőńőçłă áőďěàęĺâ ć áàěďŋěň Θ(lg n) ćěàèĺŋ. (Łőŋáâăŋâă ğăćĺáĺâ őâ çĺáńă ćěàèĺŋ ňŋőčőãčőńìŋĺłă.)

Šőçłĺ ŕőďçĺŋěŋë ďćãňěàŋőňã ŋőàňăńìŋőňã àăáŕàěďěńěŋĺî. Ćëŕãłńăï őąőńőçłă áőďěàęĺâ ć áàěďŋěň Θ( √ lg n) ćěàèĺŋ.

a. Ďăŋë ďćă ćëŕãłńëå ňŋőčőãčőńìŋĺłă (ćőğňőęŋő, ŕěàěáěłăîéĺåáï) á n_1 ĺ n_2 ćěàèĺŋ. Ŕàĺďãňăľâě áŕőáőą ŕőáâàőĺâì ćëŕãłńãî őąőńőçłã ćáěå n_1 +n_2 ćěàèĺŋ ğă ćàěňï O(n_1 +n_2). (Ňŋőčőãčőńìŋĺłĺ ňőčãâ ŕěàěáěłăâìáï.)

b. Ŕőáâàőľâě ăńčőàĺâň, łőâőàëľ őâëáłĺćăěâ ćëŕãłńãî őąőńőçłã n ŋěğăćĺáĺňëå âőçěł, ŕőďçĺŋñŋŋëå ŋěłőâőàőňã àăáŕàěďěńěŋĺî á ňăńőľ őąőńőçłőľ. Ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě ćàěňěŋĺ àăąőâë â ăńčőàĺâňă ďőńęŋő ąëâì O(n). (Şłăğăŋĺě. Řěłãàáĺćŋő ĺéěň ćëŕãłńãî őąőńőçłã ďńï ďćãå ŕőńőćĺŋ ňŋőęěáâćă, ă ğăâěň áőěďĺŋïěň íâĺ ćëŕãłńëě őąőńőçłĺ ć őďŋã.)

Ğăňěçăŋĺï Ć íâőľ čńăćě ňë ńĺèì áńěčłă łőáŋãńĺáì ğăďăç ćëçĺáńĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺĺ. Łŋĺčĺ ŕő ćëçĺáńĺâěńìŋőľ čěőňěâàĺĺ ŋăŕĺáăńĺ Ŕàěŕăàăâă ĺ Ÿăňőá [160], ă âăłęě İďěńìáąàãŋŋěà [60].

Ţőâï áăňă čěőňěâàĺï ĺňěěâ âëáïçěńěâŋîî ĺáâőàĺî, ăńčőàĺâňĺçěáłĺě ğăďăçĺ ć čěőňěâàĺĺ áâăńĺ àăááňăâàĺćăâì ńĺèì ŋěďăćŋő. Łăł őâňěçăîâ Ŕàěŕăàăâă ĺ Ÿăňőá, ćŕěàćëě áńőęŋőáâìî čěőňěâàĺçěáłĺå ğăďăç ğăĺŋâěàěáőćăńáï Ńěňãăŋ (E. Lemoine) ć 1902 čőďã. Ĺğãçăï ŕőáâàőěŋĺï ŕàĺ ŕőňőéĺ æĺàłãńï ĺ ńĺŋěľłĺ, őŋ ćëďěńĺń ŕïâì íńěňěŋâăàŋëå ďěľáâćĺľ (ãáâăŋőćĺâì őďŋã ĺğ ŋőęěł æĺàłãńï ć ďăŋŋãî âőçłã, ãáâăŋőćĺâì őďŋã ĺğ ŋőęěł æĺàłãńï ŋă ďăŋŋőľ ŕàïňőľ, ŋăàĺáőćăâì łàãč, ŕàĺńőęĺâì łàăľ ńĺŋěľłĺ âăł, çâőąë őŋ ŕàőåőďĺń çěàěğ ďăŋŋãî âőçłã, ŕàőćěáâĺ ŕàïňãî). Ńěňãăŋ ĺŋâěàěáőćăńáï ňĺŋĺňăńìŋëň çĺáńőň ďěľáâćĺľ, âàěąãěňëå ďńï àěèěŋĺï ďăŋŋőľ ğăďăçĺ ŋă ŕőáâàőěŋĺě.

Ăńčőàĺâň àăğďěńă 35.2, ćëïáŋïîéĺľ, ěáâì ńĺ ć ňŋőęěáâćě őâàěğłőć ŕěàěáěłăîéĺěáï, àăğàăąőâăńĺ Ÿăňőá ĺ Ţőľ [176].

Čàíåěň (Grahm) őŕĺáëćăěâ ”ŕàőáňőâà Čàíåěňă” ć [91]. Ăńčőàĺâň á ”ğăćőàăçĺćăŋĺěň” ŕàĺŋăďńěęĺâ Ďęăàćĺáã [112]. Ĺáŕőńìğãï âăł ŋăğëćăěňëě àăğàěèăîéĺě ďěàěćìï ć łăçěáâćě ćëçĺáńĺâěńìŋőľ ňőďěńĺ, §ő ďőłăğăń [205] ŋĺęŋîî őæěŋłã Ω(n ln n) ŋă ćàěňï àăąőâë ńîąőčő ăńčőàĺâňă, ŋăåőďïéěčő ćëŕãłńãî őąőńőçłã.

Ěáńĺ ĺŋâěàěáőćăâìáï ćàěňěŋěň àăąőâë łăł äãŋłæĺěľ őâ çĺáńă ćáěå âőçěł (n) ĺ őâ çĺáńă âőçěł ćëŕãłńőľ őąőńőçłĺ (h), ŋăĺąőńěě ąëáâàëň ïćńïěâáï ňěâőď ”áâàĺęłĺ ĺ ŕőĺáłă” (prune-and-search method), łőâőàëľ ŕàĺďãňăńĺ Łĺàłŕăâàĺł ĺ Ğăľďěńì [120]; âàěąãîéĺľ ćàěňěŋĺ O(n lg h). İâőâ ăńčőàĺâň ïćńïěâáï ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ őŕâĺňăńìŋëň.

Őŕĺáăŋŋëľ ŋăňĺ ăńčőàĺâň ŕőĺáłă ŕăàë ąńĺęăľèĺå âőçěł (ćàěňï àăąőâë O(n ln n)) ŕàěďńőęĺń Ÿăňőá (áň. Ŕàěŕăàăâă ĺ Ÿăňőá [160]). Ŕàěŕăàăâă ĺ Ÿăňőá ŕőłăğăńĺ, çâő íâőâ ăńčőàĺâň ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ őŕâĺňăńěŋ ć ňőďěńĺ àăğàěèăîéĺå ďěàěćìěć.

36 NP-ŕőńŋőâă

Ćáě àăááňőâàěŋŋëě ŋăňĺ àăŋěě ăńčőàĺâňë ąëńĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëňĺ (àăąőâăńĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï). İâő ğŋăçĺâ, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋă ćåőďě ďńĺŋë n áőáâăćńïńő ŋě ąőńěě O(n^k) ďńï ŋěłőâőàőľ łőŋáâăŋâë k (ŋě ğăćĺáïéěľ őâ ďńĺŋë ćåőďă). Ěáâěáâćěŋŋő ŕőĺŋâěàěáőćăâìáï, ćáïłăï ńĺ ğăďăçă ňőęěâ ąëâì àěèěŋă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Őâćěâ ŋă íâőâ ćőŕàőá áãčãąő őâàĺæăâěńìŋëľ — ŋěłőâőàëě ğăďăçĺ ćőőąéě ŋě ňőčãâ ąëâì àěèěŋë ŋĺłăłĺň ăńčőàĺâňőň. Łńăááĺçěáłĺľ ŕàĺňěà âăłőľ ğăďăçĺ — ”ŕàőąńěňă őáâăŋőćłĺ” (ćëïáŋĺâì, őáâăŋăćńĺćăěâáï ńĺ ďăŋŋăï ŕàőčàăňňă ŋă ďăŋŋőň ćåőďě). Łàőňě âőčő, áãéěáâćãîâ ğăďăçĺ, ďńï łőâőàëå áãéěáâćãěâ àěèăîéĺľ ĺå ăńčőàĺâň, ŋő ńîąőľ âăłőľ ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ďőńčő — ćàěňï ěčő àăąőâë ŋě ěáâì O(n^k ) ŋĺ ďńï łăłőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő çĺáńă k.

Ěáńĺ ňë åőâĺň ŕàőćěáâĺ ŕãáâì čàãąãî, ŋő äőàňăńìŋãî čàăŋĺæã ňěęďã ”ŕàăłâĺçěáłĺňĺ” ăńčőàĺâňăňĺ ĺ ăńčőàĺâňăňĺ, ŕàěďáâăćńïîéĺňĺ ńĺèì âěőàěâĺçěáłĺľ ĺŋâěàěá, âő łńăáá ăńčőàĺâňőć, àăąőâăîéĺå ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, ïćńïěâáï àăğãňŋëň ŕěàćëň ŕàĺąńĺęěŋĺěň.

Ć íâőľ čńăćě ňë àăááňőâàĺň łńăáá ğăďăç, ŋăğëćăěňëå ” NPŕőńŋëňĺ”. Ďńï íâĺå ğăďăç ŋě ŋăľďěŋë ŕőńĺŋőňĺăńìŋëě ăńčőàĺâňë, őďŋăłő ŋě ďőłăğăŋő, çâő âăłĺå ăńčőàĺâňőć ŋě áãéěáâćãěâ. Ĺğãçěŋĺě NP-ŕőńŋëå ğăďăç áćïğăŋő á âăł ŋăğëćăěňëň ćőŕàőáőň P ≠ NP. İâőâ ćőŕàőá ąëń ŕőáâăćńěŋ ć 1971 čőďã ĺ ïćńïěâáï áěľçăá őďŋőľ ĺğ ŋăĺąőńěě ĺŋâěàěáŋëå ĺ áńőęŋëå ŕàőąńěň âěőàĺĺ ćëçĺáńěŋĺľ.

Ąőńìèĺŋáâćő áŕěæĺăńĺáâőć ŕőńăčăîâ, çâő NP-ŕőńŋëě ğăďăçĺ ŋěńìğï àěèĺâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ďěńő ć âőň, çâő ěáńĺ åőâï ąë ďńï őďŋőľ NP-ŕőńŋőľ ğăďăçĺ áãéěáâćãěâ àěèăîéĺľ ěě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, âő ĺ ďńï ćáěå NP-ŕőńŋëå ğăďăç âăłĺě ăńčőàĺâňë áãéěáâćãîâ. Ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ĺğćěáâŋő őçěŋì ňŋőčő NP-ŕőńŋëå ğăďăç. Ćáě ŕőŕëâłĺ ŋăľâĺ ďńï ŋĺå ŕőńĺŋőňĺăńìŋëě ăńčőàĺâňë őłăğăńĺáì ąěğãáŕěèŋëňĺ. Ŕő-ćĺďĺňőňã, âăłĺå ăńčőàĺâňőć ŋěâ ćőćáě.

Ğăçěň ŕàőčàăňňĺáâã ğŋăâì ő NP-ŕőńŋëå ğăďăçăå? Ěáńĺ ďńï ŋěłőâőàőľ ğăďăçĺ ãďăěâáï ďőłăğăâì ěñ NP-ŕőńŋőâã, ěáâì őáŋőćăŋĺï áçĺâăâì ěñ ŕàăłâĺçěáłĺ ŋěàăğàěèĺňőľ. Ć íâőň áńãçăě ńãçèě ŕőâàăâĺâì ćàěňï ŋă ŕőáâàőěŋĺě ŕàĺąńĺęěŋŋőčő ăńčőàĺâňă (čń. 37), çěň ŕàőďőńęăâì ĺáłăâì ąëáâàëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ěñ âőçŋő.

Ňŋőčĺě ĺŋâěàěáŋëě ĺ ŕàăłâĺçěáłĺ ćăęŋëě ğăďăçĺ ïćńïîâáï NP-ŕőńŋëňĺ, åőâï ŋă ćĺď ŋĺçãâì ŋě áńőęŋěě, çěň ğăďăçă áőàâĺàőćłĺ, ğăďăçă ő łàăâçăľèěň ŕãâĺ ć čàăäě ĺńĺ ő ňăłáĺňăńìŋőň ŕőâőłě ć áěâĺ (ďńï íâĺå ğăďăç ŕőńĺŋőňĺăńìŋëě ăńčőàĺâňë áãéěáâćãîâ).

Ć àăğďěńě 36.1 ňë äőàňăńĺğãěň ŕőŋïâĺě ğăďăçĺ ĺ őŕàěďěńĺň łńăáá P, áőáâőïéĺľ ĺğ ”ğăďăç” (ĺńĺ, łăł čőćőàïâ, ”ïğëłőć”), àăğàěèĺňëå ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ć àăğďěńě 36.2 ąãďěâ őŕàěďěńěŋ łńăáá NP, áőáâőïéĺľ ĺğ ğăďăç, àěèěŋĺě łőâőàëå ňőęěâ ąëâì ŕàőćěàěŋő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ćőŕàőá ő áőćŕăďěŋĺĺ íâĺå łńăááőć ĺ ěáâì âă æěŋâàăńìŋăï ŕàőąńěňă âěőàĺĺ áńőęŋőáâĺ ćëçĺáńěŋĺľ, ő łőâőàőľ ňë čőćőàĺńĺ.

Ć àăğďěńě 36.3 ňë ććěďěň ŕőŋïâĺě áćőďĺňőáâĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, ďăďĺň őŕàěďěńěŋĺě NP-ŕőńŋőľ ğăďăçĺ ĺ ãáâăŋőćĺň NPŕőńŋőâã ğăďăçĺ ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ. Ŕőáńě íâőčő ć àăğďěńě 36.4 ňë ďőłăęěň NP-ŕőńŋőâã ŋěłőâőàëå ďàãčĺå ğăďăç, áćěďï ł ŋĺň ğăďăçã ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ. Ć àăğďěńě 36.5 ąãďěâ ďőłăğăŋă NP-ŕőńŋőâă ěéñ ŋěáłőńìłĺå ğăďăç.

36.1 Ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï

Łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ, ŕőŋïâĺě ŕőńĺŋőňĺăńìŋő àăğàěèĺňőľ ğăďăçĺ ŕàĺŋïâő áçĺâăâì ãâőçŋěŋĺěň ĺďěĺ ”ŕàăłâĺçěáłĺ àăğàěèĺňőľ” ğăďăçĺ. Ůěň őąêïáŋïěâáï âăłőě áőčńăèěŋĺě?

Ćő-ŕěàćëå, ĺáŕőńìğãěňëě ŋă ŕàăłâĺłě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëě ăńčőàĺâňë őąëçŋő ďěľáâćĺâěńìŋő àăąőâăîâ ďőćőńìŋő ąëáâàő. Łőŋěçŋő, âàãďŋő ŋăğćăâì ŕàăłâĺçěáłĺ àăğàěèĺňőľ ğăďăçã, łőâàăï âàěąãěâ ćàěňěŋĺ n^{100}. Őďŋăłő ŕőńĺŋőňë âăłőľ áâěŕěŋĺ ć àěăńìŋëå ğăďăçăå ŕőçâĺ ŋě ćáâàěçăîâáï.

Ćâőàőľ ăàčãňěŋâ ć ŕőńìğã àăááňőâàěŋĺï łńăááă ŕőńĺŋőňĺăńìŋëå ăńčőàĺâňőć — âőâ äăłâ, çâő őąêñň íâőčő łńăááă ŋě ğăćĺáĺâ őâ ćëąőàă łőŋłàěâŋőľ ňőďěńĺ ćëçĺáńěŋĺľ (ďńï ďőáâăâőçŋő èĺàőłőčő łńăááă ňőďěńěľ). Ŋăŕàĺňěà, łńăáá ğăďăç, łőâőàëě ňőčãâ ąëâì àěèěŋë ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŋă ŕőáńěďőćăâěńìŋőľ ňăèĺŋě á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň (RAM), áőćŕăďăěâ á łńăááőň ğăďăç, ŕőńĺŋőňĺăńìŋő àăğàěèĺňëå ŋă ňăèĺŋăå Šìîàĺŋčă (őŕàěďěńěŋĺě łőâőàëå ňőęŋő ŋăľâĺ ć łŋĺčě Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [104] ĺńĺ Ńìîĺáă ĺ Ŕăŕăďĺňĺâàĺã [139]). Łńăáá ąãďěâ âěň ęě ĺ ďńï ňőďěńěľ ŕăàăńńěńìŋëå ćëçĺáńěŋĺľ, ěáńĺ, łőŋěçŋő, çĺáńő ŕàőæěááőàőć ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ ďńĺŋë ćåőďă.

Ć-âàěâìĺå, łńăáá ŕőńĺŋőňĺăńìŋő àăğàěèĺňëå ğăďăç őąńăďăěâ ěáâěáâćěŋŋëňĺ áćőľáâćăňĺ ğăňłŋãâőáâĺ. Ŋăŕàĺňěà, łőňŕőğĺæĺï ďćãå ŕőńĺŋőňĺăńìŋëå ăńčőàĺâňőć (ćëåőď ŕěàćőčő ăńčőàĺâňă ŕőďăěâáï ŋă ćåőď ćâőàőčő) âăłęě àăąőâăěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Őąêïáŋïěâáï íâő âěň, çâő áãňňă, ŕàőĺğćěďěŋĺě ĺ łőňŕőğĺæĺï ňŋőčőçńěŋőć áŋőćă ěáâì ňŋőčőçńěŋ.

Ăąáâàăłâŋëě ğăďăçĺ Ňë ŕàĺŋĺňăěň áńěďãîéãî ăąáâàăłâŋãî ňőďěńì ćëçĺáńĺâěńìŋőľ ğăďăçĺ. Ąãďěň ŋăğëćăâì ăąáâàăłâŋőľ ğăďăçěľ (abstract àroblem) ŕàőĺğćőńìŋőě ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě Q ňěęďã íńěňěŋâăňĺ ďćãå ňŋőęěáâć — ňŋőęěáâćă ãáńőćĺľ (instances) I ĺ ňŋőęěáâćă àěèěŋĺľ (solutions) S. Ŋăŕàĺňěà ć ğăďăçě SHORTEST-PATH (ŕőĺáł łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ňěęďã ďćãňï ğăďăŋŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ŋěłőâőàőčő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E)) ãáńőćĺěň (íńěňěŋâőň I) ïćńïěâáï âàőľłă, áőáâőïéăï ĺğ čàăäă ĺ ďćãå ćěàèĺŋ, ă àěèěŋĺěň (íńěňěŋâőć S) — ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćěàèĺŋ, áőáâăćńïîéĺå âàěąãěňëľ ŕãâì ć čàăäě. Ŕàĺ íâőň őďĺŋ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă I ňőęěâ ŋăåőďĺâìáï ć őâŋőèěŋĺĺ Q á ŋěáłőńìłĺňĺ íńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâćă S (ěáńĺ łàăâçăľèĺå ŕãâěľ ňěęďã ďăŋŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ ŋěáłőńìłő)

Ć âěőàĺĺ NP-ŕőńŋőâë àăááňăâàĺćăîâáï âőńìłő ğăďăçĺ àăğàěèěŋĺï (decision problems) — ğăďăçĺ, ć łőâőàëå âàěąãěâáï ďăâì őâćěâ ”ďă” ĺńĺ ”ŋěâ” ŋă ŋěłőâőàëľ ćőŕàőá. Ťőàňăńìŋő ğăďăçã àăğàěèěŋĺï ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł äãŋłæĺî, őâőąàăęăîéãî ňŋőęěáâćő ãáńőćĺľ I ć ňŋőęěáâćő {0, 1} (1 = ”ďă”, 0 = ”ŋěâ”). Ňŋőčĺě ğăďăçĺ ňőęŋő âăň ĺńĺ ĺŋëň áŕőáőąőň ŕàěőąàăğőćăâì ł âăłőňã ćĺďã. Ŋăŕàĺňěà, á ğăďăçěľ ŕőĺáłă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ć čàăäě áćïğăŋă ğăďăçă àăğàěèěŋĺï PATH: ”ŕő ğăďăŋŋőňã čàăäã G = (V, E), ŕăàě ćěàèĺŋ u, v ∈ V ĺ ŋăâãàăńìŋőňã çĺáńã k őŕàěďěńĺâì, áãéěáâćãěâ ńĺ ć G ŕãâì ňěęďã ćěàèĺŋăňĺ u ĺ v, ďńĺŋă łőâőàőčő ŋě ŕàěćőáåőďĺâ k”. Ŕãáâì çěâćěàłă i = ⟨G, u, v, k⟩ ïćńïěâáï ãáńőćĺěň ğăďăçĺ PATH. Šőčďă PATH(i) = 1, ěáńĺ ďńĺŋă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ňěęďã ćěàèĺŋăňĺ u ĺ v ŋě ŕàěćőáåőďĺâ k, ĺ PATH(i) = 0 ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě.

Ůăáâő ćáâàěçăîâáï ğăďăçĺ őŕâĺňĺğăæĺĺ (optimization problems), ć łőâőàëå âàěąãěâáï ňĺŋĺňĺğĺàőćăâì ĺńĺ ňăłáĺňĺğĺàőćăâì ğŋăçěŋĺě ŋěłőâőàőľ ćěńĺçĺŋë. Ŕàěęďě çěň áâăćĺâì ćőŕàőá ő NP-ŕőńŋőâě âăłĺå ğăďăç, ĺå áńěďãěâ ŕàěőąàăğőćăâì ć ğăďăçã àăğàěèěŋĺï. Őąëçŋő ć łăçěáâćě âăłőľ ğăďăçĺ àăğàěèěŋĺï àăááňăâàĺćăîâ ğăďăçã ŕàőćěàłĺ, ïćńïěâáï ńĺ ŋěłőâőàőě çĺáńő ćěàåŋěľ (ĺńĺ ŋĺęŋěľ) čàăŋĺæěľ ďńï őŕâĺňĺğĺàãěňőľ ćěńĺçĺŋë. Šăł, ŋăŕàĺňěà, ňë ŕěàěèńĺ őâ ğăďăçĺ őŕâĺňĺğăæĺĺ SHORTEST- PATH ł ğăďăçě àăğàěèěŋĺï PATH, ďőąăćĺć ć ãáńőćĺě ğăďăçĺ čàăŋĺæã ďńĺŋë ŕãâĺ k.

Ěáńĺ ŕőáńě íâőčő ŕőńãçăěâáï NP-ŕőńŋăï ğăďăçă, âő âěň áăňëň ãáâăŋőćńěŋă âàãďŋőáâì ĺáåőďŋőľ ğăďăçĺ. Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ďńï őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ ĺňěěâáï ąëáâàëľ ăńčőàĺâň, âő ĺ ŕőńãçěŋŋãî ĺğ ŋěñ ğăďăçã àăğàěèěŋĺï ňőęŋő àěèĺâì ąëáâàő (ŋăďő ŕàőáâő áàăćŋĺâì őâćěâ íâőčő ăńčőàĺâňă á ğăďăŋŋőľ čàăŋĺæěľ). Šăłĺň őąàăğőň, âěőàĺî NP-ŕőńŋőâë ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ĺ ďńï ĺááńěďőćăŋĺï ğăďăç őŕâĺňĺğăæĺĺ.

Ŕàěďáâăćńěŋĺě ďăŋŋëå Ŕàěęďě çěň ŕőďăćăâì ŋă ćåőď ăńčőàĺâňă ĺáåőďŋëě ďăŋŋëě (âő ěáâì íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă I), ŋăďő ďőčőćőàĺâìáï ő âőň, łăł őŋĺ ŕàěďáâăćńïîâáï ć ”ŕőŋïâŋőň ďńï łőňŕìîâěàă ćĺďě”; ňë ąãďěň áçĺâăâì, çâő ĺáåőďŋëě ďăŋŋëě ğăłőďĺàőćăŋë ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ąĺâőć. Ťőàňăńìŋő čőćőàï, ŕàěďáâăćńěŋĺěň íńěňěŋâőć ŋěłőâőàőčő ňŋőęěáâćă S ŋăğëćăěâáï őâőąàăęěŋĺě e ĺğ S ćő ňŋőęěáâćő ąĺâőćëå áâàőł. (Řăğãňěěâáï, ćňěáâő ąĺâőćëå áâàőł ňőęŋő ąëńő ąë àăááňăâàĺćăâì ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ áĺňćőńőć ńîąőčő ďàãčőčő łőŋěçŋőčő ăńäăćĺâă, ĺňěîéěčő ŋě ňěŋěě ďćãå áĺňćőńőć.) Ŋăŕàĺňěà, ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă 0, 1, 2, 3, . . . őąëçŋő ŕàěďáâăćńïîâ ąĺâőćëňĺ áâàőłăňĺ 0, 1, 10, 11, 100, . . . (ŕàĺ íâőň, ŋăŕàĺňěà, e(17) = 10001). Ć łőňŕìîâěàăå ďńï ŕàěďáâăćńěŋĺï ąãłć ĺ ďàãčĺå áĺňćőńőć ĺáŕőńìğãîâ łőď ASCII (àěęě — EBCDIC). Šăł, e(A) = 1000001 ć łőďě ASCII.

Ťĺłáĺàőćăć ŕàěďáâăćńěŋĺě ďăŋŋëå, ňë ŕàěćàăéăěň ăąáâàăłâŋãî ğăďăçã ć áâàőłőćãî, ďńï łőâőàëľ ćåőďŋëň ďăŋŋëň ïćńïěâáï ąĺâőćăï áâàőłă, ŕàěďáâăćńïîéăï ĺáåőďŋőě ďăŋŋőě ăąáâàăłâŋőľ ğăďăçĺ. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ăńčőàĺâň àěèăěâ (solves) áâàőłőćãî ğăďăçã ğă ćàěňï O(T (n)), ěáńĺ ŋă ćåőďŋőň ďăŋŋőň (ąĺâőćőľ áâàőłě) i ďńĺŋë n ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ćàěňï O(T (n)). Śâàőłőćăï ğăďăçă ŋăğëćăěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ (polynomial-time solvable), áãéěáâćãěâ łőŋáâăŋâă k ĺ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã ğă ćàěňï O(n^k).

Śńőęŋőáâŋëň łńăááőň P ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő ćáěå áâàőłőćëå ğăďăç àăğàěèěŋĺï, łőâőàëě ňőčãâ ąëâì àěèěŋë ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ęěńăï őŕàěďěńĺâì ŕőŋïâĺě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ ăąáâàăłâŋőľ ğăďăçĺ, ňë áâăńłĺćăěňáï á âěň, çâő ćőğňőęŋë àăğńĺçŋëě ŕàěďáâăćńěŋĺï ďăŋŋëå. Ďńï łăęďőčő ŕàěďáâăćńěŋĺï e ňŋőęěáâćă I ćåőďőć ăąáâàăłâŋőľ ğăďăçĺ Q ňë ŕőńãçăěň áćőî áâàőłőćãî ğăďăçã, łőâőàãî ňë ć ďăńìŋěľèěň őąőğŋăçăěň e(Q). Ćőőąéě čőćőàï, ŕàĺ őďŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ňőęěâ ŕőńãçĺâìáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋăï áâàőłőćăï ğăďăçă, ă ŕàĺ ďàãčőň — ŋěâ. (Šãâ ěáâì ěéñ őďŋă — çĺáâő âěåŋĺçěáłăï — ďěâăńì: ŋěłőâőàëě ąĺâőćëě áâàőłĺ ňőčãâ ŋě ŕàěďáâăćńïâì ŋĺłăłĺå ĺáåőďŋëå ďăŋŋëå; çâő âàěąãěâáï ć íâőň áńãçăě őâ ăńčőàĺâňă, àěèăîéěčő áâàőłőćãî ğăďăçã? Ąãďěň áçĺâăâì, çâő őŋ ďőńęěŋ ďăćăâì ć íâőň áńãçăě őâćěâ 0, âő ěáâì çâő áćőľáâćő e(Q) ńőęŋő ďńï âăłĺå ćåőďőć.)

Ćěàŋñňáï ł ćőŕàőáã ő âőň, łăł ğăćĺáĺâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőáâì ğăďăçĺ őâ ćëąàăŋŋőčő ŕàěďáâăćńěŋĺï. Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, ćåőďőň ğăďăçĺ ïćńïěâáï ŋăâãàăńìŋőě çĺáńő k, ĺ ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ěáâì Θ(k). Ěáńĺ çĺáńő k ŕàěďáâăćĺâì ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï á őáŋőćăŋĺěň 1 (unary representation), âő ěáâì ć ćĺďě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ k ěďĺŋĺæ, âő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋă ćåőďě ďńĺŋë n ąãďěâ àăćŋő O(n), ĺ ăńčőàĺâň ąãďěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň. Ŕàĺ ąőńěě ěáâěáâćěŋŋőň ďćőĺçŋőň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ çĺáńă k ćàěňï àăąőâë ŋă ćåőďě ďńĺŋë n (âő ěáâì ŋă n-ąĺâőćőň çĺáńě) ąãďěâ àăćŋő Θ(2^n), ĺ ăńčőàĺâň ŋě ąãďěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň.

Őďŋăłő ŋă ŕàăłâĺłě (ěáńĺ ĺáłńîçĺâì âăłĺě ”ďőàőčĺě” áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï, łăł áĺáâěňă áçĺáńěŋĺï á őáŋőćăŋĺěň 1) ěáâěáâćěŋŋëě áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï őłăğëćăîâáï őąëçŋő íłćĺćăńěŋâŋëňĺ, ŕőáłőńìłã őŋĺ ňőčãâ ąëâì ąëáâàő (ŕőńĺŋőňĺăńìŋő) ŕàěőąàăğőćăŋë ďàãč ć ďàãčă. Ŋăŕàĺňěà, ďćőĺçŋãî ğăŕĺáì çĺáńă ňőęŋő ŕàěőąàăğőćăâì ć âàőĺçŋãî ĺ őąàăâŋő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő äãŋłæĺï f : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗ ćëçĺáńĺňă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (is polynomial-time computable), ěáńĺ áãéěáâćãěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň A, łőâőàëľ ďńï ńîąőčő x ∈ {0, 1)^∗ ćëďăěâ àěğãńìâăâ f(x).

Řăááňőâàĺň âěŕěàì ňŋőęěáâćő I ãáńőćĺľ ŕàőĺğćőńìŋőľ ăąáâàăłâŋőľ ğăďăçĺ àăğàěèěŋĺï. Ďćă ŕàěďáâăćńěŋĺï e_1 ĺ e_2 íâőčő ňŋőęěáâćă ŋăğëćăîâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋő áćïğăŋŋëňĺ (polynomially related), ěáńĺ áãéěáâćãîâ ďćě ćëçĺáńĺňëě ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï äãŋłæĺĺ őďă f_{12} ĺ f_{21}, ďńï łőâőàëå f_{12}(e_1(i)) = e_2(i) ĺ f_{21}(e_2(i)) = e_1(i) ďńï ćáïłőčő i ∈ I. İâő ğŋăçĺâ, çâő e_1- ŕàěďáâăćńěŋĺě ćåőďă ňőęěâ ąëâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŕőńãçěŋő ĺğ e_2-ŕàěďáâăćńěŋĺï ĺ ŋăőąőàőâ. Ć íâőň áńãçăě ŋě ĺňěěâ ğŋăçěŋĺï, łăłőě ĺğ ďćãå ŕőńĺŋőňĺăńìŋő áćïğăŋŋëå ŕàěďáâăćńěŋĺľ ćëąàăâì, łăł ŕőłăğëćăěâ áńěďãîéăï ńěňňă.

Ńěňňă 36.1 Ŕãáâì Q — ăąáâàăłâŋăï ğăďăçă àăğàěèěŋĺï á ňŋőęěáâćőň ãáńőćĺľ I, ă e_1 ĺ e_2 — ŕőńĺŋőňĺăńìŋő áćïğăŋŋëě ŕàěďáâăćńěŋĺï ďńï íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă I. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ňŋőęěáâćő ćáěå áâàőł, łőâőàëě ïćńïîâáï e_1-ŕàěďáâăćńěŋĺïňĺ íńěňěŋâőć Q, àăğàěèĺňő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, ĺ çâő ăŋăńőčĺçŋőě áćőľáâćő ćëŕőńŋěŋő ďńï ŕàěďáâăćńěŋĺï e_2. Šőčďă áćőľáâćă e_1(Q) ∈ P ĺ e_2(Q) ∈ P àăćŋőáĺńìŋë.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Şâćěàęďěŋĺě áĺňňěâàĺçŋő, âăł çâő ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì ěčő ć őďŋã áâőàőŋã. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ğăďăçă e_1(Q) àăğàěèĺňă ğă ćàěňï O(n^k) ďńï ŋěłőâőàőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő çĺáńă k. Ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ďńï ćáïłőčő ãáńőćĺï i ∈ I ŕàěďáâăćńěŋĺě e_1(i) ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋő ĺğ ŕàěďáâăćńěŋĺï e_2(i) ğă ćàěňï O(n^c) (čďě c — ŋěłőâőàăï łőŋáâăŋâă, n = |e_2(i)|). Ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ e_2(Q), ŕőńãçĺć ŋă ćåőď e_2(i), ňë áŕěàćă ćëçĺáńĺň e_1(i), ă ğăâěň ŕàĺňěŋĺň ăńčőàĺâň, àăğàěèăîéĺľ e_1(Q), ł áâàőłě e_1(i). Śłőńìłő ćàěňěŋĺ ğăľňñâ ŋăèě ćëçĺáńěŋĺě? Ŕàěőąàăğőćăŋĺě e_2(i) ć e_1(i) âàěąãěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő ćàěňěŋĺ. Śńěďőćăâěńìŋő, |e_1(i)| = O(n^c), ŕőáłőńìłã ďńĺŋă ćëåőďă ăńčőàĺâňă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ćàěňěŋĺ ěčő àăąőâë. Řěèěŋĺě ğăďăçĺ á ãáńőćĺěň e_1(i) ğăŋĺňăěâ O(|e_1(i)|^k) = O(n^{ck}) ćàěňěŋĺ. Ĺâăł, ćàěňï ćëçĺáńěŋĺï őłăğăńőáì ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň. (Ňë ŕàőŕãáâĺńĺ ćăęŋëľ ňőňěŋâ: ŕőńãçĺć ŋă ćåőďě ŋěłőâőàãî áâàőłã, ňë ďőńęŋë áŋăçăńă ŕàőćěàĺâì, çâő őŋă ïćńïěâáï e_2-ŕàěďáâăćńěŋĺěň ŋěłőâőàőčő ćåőďă; ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî íâő ňőęŋő áďěńăâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.)

Ňë ŋě ąãďěň ŕőďàőąŋő őŕĺáëćăâì ĺáŕőńìğãěňőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ć łőŋłàěâŋëå ğăďăçăå, áçĺâăï, çâő őŋő ćëąàăŋő ďőáâăâőçŋő àăğãňŋő ĺ íłőŋőňŋő (æěńëě çĺáńă ğăďăîâáï ďćőĺçŋőľ ğăŕĺáìî, łőŋěçŋëě ňŋőęěáâćă — áŕĺáłőň íńěňěŋâőć ĺ â.ŕ.) Ŕàěďáâăćńěŋĺě őąêěłâă ąãďěň őąőğŋăçăâì ãčńőćëňĺ áłőąłăňĺ: ⟨G⟩ — íâő áâăŋďăàâŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě őąêěłâă G. Ŕàĺ íâőň ňŋőęěáâćő ćáěå áâàőł, ïćńïîéĺåáï ŕàěďáâăćńěŋĺïňĺ, őłăğëćăěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň, ă àăğńĺçŋëě ”àăğãňŋëě” áŕőáőąë ŕàěďáâăćńěŋĺï ďăŋŋëå őłăğëćăîâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋő áćïğăŋŋëňĺ, âăł çâő ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï ńěňňőľ 36.1 ĺ ŋě őŕĺáëćăâì ŕàěďáâăćńěŋĺě ďěâăńìŋő, ěáńĺ ŋăá ĺŋâěàěáãěâ ńĺèì ćőŕàőá ő ŕőńĺŋőňĺăńìŋőáâĺ ğăďăçĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ć ďăńìŋěľèěň ňë ŋě ąãďěň ďěńăâì àăğńĺçĺï ňěęďã ăąáâàăłâŋőľ ğăďăçěľ ĺ ěě áâàőłőćëň ŕàěďáâăćńěŋĺěň, łăł íâő őąëçŋő ĺ ďěńăîâ (łàőňě âěå àěďłĺå ğăďăç, ć łőâőàëå áâăŋďăàâŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ŋě őçěćĺďŋő — ďńï ŋĺå ćëąőà ŕàěďáâăćńěŋĺï ňőęěâ áĺńìŋő ŕőćńĺïâì ŋă áńőęŋőáâì àěèěŋĺï ğăďăçĺ).

Ťőàňăńìŋëě ïğëłĺ Ďńï ğăďăç àăğàěèěŋĺï ãďőąŋő ĺáŕőńìğőćăâì âěàňĺŋőńőčĺî âěőàĺĺ äőàňăńìŋëå ïğëłőć. Ăńäăćĺâőň (alphabet) Σ ŋăğëćăěâáï ńîąőľ łőŋěçŋëľ ŋăąőà áĺňćőńőć. §ğëłőň L ŋăď ăńäăćĺâőň Σ (language L over Σ) ŋăğëćăěâáï ŕàőĺğćőńìŋőě ňŋőęěáâćő áâàőł áĺňćőńőć ĺğ ăńäăćĺâă Σ (âăłĺě áâàőłĺ ŋăğëćăîâ áńőćăňĺ ć ăńäăćĺâě Σ) Ŋăŕàĺňěà, ňőęŋő àăááňőâàěâì Σ = {0, 1} ĺ ïğëł L = {10, 11, 101, 111, 1011, 1101, 10001, . . .}, áőáâőïéĺľ ĺğ ďćőĺçŋëå ğăŕĺáěľ ŕàőáâëå çĺáěń. Ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì áĺňćőńőň ε ŕãáâőě áńőćő (empty string), ŋě áőďěàęăéěě áĺňćőńőć, ă áĺňćőńőň ∅ — ŕãáâőľ ïğëł (empty language), ŋě áőďěàęăéĺľ áńőć. §ğëł, áőáâőïéĺľ ĺğ ćáěå áâàőł ć ăńäăćĺâě Σ, őąőğŋăçăěâáï Σ^∗. Ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ Σ = {0, 1} ĺňěěň Σ^∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . .}. Šăłĺň őąàăğőň, ćáïłĺľ ïğëł L ŋăď Σ ïćńïěâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ňŋőęěáâćă Σ^∗.

Ĺňěěâáï ŋěáłőńìłő áâăŋďăàâŋëå őŕěàăæĺľ ŋăď ïğëłăňĺ. Őŕěàăæĺĺ őąêěďĺŋěŋĺï (union) ĺ ŕěàěáěçěŋĺï (intersection) ïğëłőć őŕàěďěńïîâáï łăł őąëçŋëě őŕěàăæĺĺ őąêěďĺŋěŋĺï ĺ ŕěàěáěçěŋĺï ňŋőęěáâć. Ďőŕőńŋěŋĺěň (complement) ïğëłă L ŋăğëćăîâ ïğëł L̄ = Σ^∗ \ L. Łőŋłăâěŋăæĺěľ (concatenation), ĺńĺ áőěďĺŋěŋĺěň, ďćãå ïğëłőć L_1 ĺ L_2 ŋăğëćăěâáï ïğëł

L = {x_1x_2 : x_1 ∈ L_1, x_2 ∈ L_2}.

Ğăňëłăŋĺěň (closure) ïğëłă L ŋăğëćăěâáï ïğëł L^∗ = {ε} ∪ L ∪ L^2 ∪ L^3 ∪ . . . , čďě L^k — ïğëł, ŕőńãçěŋŋëľ k-łàăâŋőľ łőŋłăâěŋăæĺěľ ïğëłă L á áăňĺň áőąőľ. Őŕěàăæĺï ğăňëłăŋĺï ŋăğëćăěâáï âăłęě ⋆- őŕěàăæĺěľ Łńĺŋĺ (Kleene star).

Šěŕěàì ňőęŋő áłăğăâì, çâő ğăďăçă àăğàěèěŋĺï (âőçŋěě, áőőâćěâáâćãîéăï ěľ áâàőłőćăï ğăďăçă àăğàěèěŋĺï) ïćńïěâáï ïğëłőň ŋăď ăńäăćĺâőň Σ = {0, 1}. Ŋăŕàĺňěà, ğăďăçě PATH áőőâćěâáâćãěâ ïğëł PATH = {⟨G, u, v, k⟩ : G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, , u, v ∈ V ; k ⩾ 0 — æěńőě çĺáńő, ĺ ć čàăäě G áãéěáâćãěâ ŕãâì ĺğ u ć v, ďńĺŋă łőâőàőčő ŋě ŕàěćőáåőďĺâ k}.

(Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì őďŋő ĺ âő ęě ŋăğćăŋĺě — ć ďăŋŋőň áńãçăě PATH — ďńï őąőğŋăçěŋĺï ğăďăçĺ ĺ áőőâćěâáâćãîéěčő ïğëłă.)

Ŕàőďőńęĺň ğŋăłőňáâćő á âěàňĺŋőńőčĺěľ âěőàĺĺ äőàňăńìŋëå ïğëłőć. Čőćőàïâ, çâő ăńčőàĺâň A ďőŕãáłăěâ (accepts) áâàőłã x ∈ {0, 1}^∗, ěáńĺ ŋă ćåőďě x ăńčőàĺâň ćëďăěâ àěğãńìâăâ 1 (A(x) = 1). Ăńčőàĺâň A őâćěàčăěâ (rejects) áńőćő x, ěáńĺ A(x) = 0. (Ğăňěâĺň, çâő ăńčőàĺâň ňőęěâ ŋě őáâăŋőćĺâìáï ŋă ćåőďě x ĺńĺ ďăâì őâćěâ, őâńĺçŋëľ őâ 0 ĺ 1. Ć íâőň áńãçăě őŋ ĺ ŋě ďőŕãáłăěâ, ĺ ŋě őâćěàčăěâ áńőćő x.) Ăńčőàĺâň A ďőŕãáłăěâ (accepts) ïğëł L, ěáńĺ ăńčőàĺâň ďőŕãáłăěâ âě ĺ âőńìłő âě áńőćă, łőâőàëě ŕàĺŋăďńěęăâ ïğëłã L.

Ăńčőàĺâň A, ďőŕãáłăîéĺľ ŋěłőâőàëľ ïğëł L, ŋě őąïğăŋ őâćěàčăâì ćáïłőě áńőćő x ∉ L. Ěáńĺ ăńčőàĺâň ďőŕãáłăěâ ćáě áńőćă ĺğ L, ă ćáě őáâăńìŋëě áńőćă őâćěàčăěâ, čőćőàïâ, çâő çâő A àăáŕőğŋăñâ (decides) ïğëł L. §ğëł L ďőŕãáłăěâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (is accepted in polynomial time), ěáńĺ ĺňěěâáï ăńčőàĺâň A, łőâőàëľ ďőŕãáłăěâ ďăŋŋëľ ïğëł, ŕàĺçěň ćáïłőě áńőćő x ∈ L ďőŕãáłăěâáï ăńčőàĺâňőň ğă ćàěňï O(n^k), čďě n — ďńĺŋă áńőćă x, ă k — ŋěłőâőàőě ŋě ğăćĺáïéěě őâ x çĺáńő. §ğëł L ŋăğëćăěâáï àăáŕőğŋăñâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (is decided in polynomial time), ěáńĺ ŋěłőâőàëľ ăńčőàĺâň A àăáŕőğŋăñâ ďăŋŋëľ ïğëł, ŕàĺçěň ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋă łăęďőň áńőćě ďńĺŋë n ŋě ąőńìèě O(n^k).

Řăááňőâàěŋŋëľ ŋăňĺ ïğëł PATH ďőŕãáłăěâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ŋěâàãďŋő ŕőáâàőĺâì ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ňěâőďőň ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŋăåőďĺâ łàăâçăľèĺľ ŕãâì ňěęďã ćěàèĺŋăňĺ u ĺ v ć čàăäě G, ă ğăâěň áàăćŋĺćăěâ ďńĺŋã ŋăľďěŋŋőčő ŕãâĺ á ďăŋŋëň ć ãáńőćĺĺ çĺáńőň k. Ěáńĺ ďńĺŋă ŕãâĺ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ k, ăńčőàĺâň ćëďăñâ 1 ĺ őáâăŋăćńĺćăěâáï.

Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě ăńčőàĺâň ğăæĺłńĺćăěâáï, ŋě ćëďăćăï ŋĺłăłőčő őâćěâă. §áŋő, çâő âăłőľ ăńčőàĺâň ďőŕãáłăěâ, ŋő ŋě àăáŕőğŋăñâ ïğëł PATH. Őďŋăłő ńěčłő ĺáŕàăćĺâì őŕĺáăŋŋëľ ăńčőàĺâň âăłĺň őąàăğőň, çâőąë áńőćă, ŋě ŕàĺŋăďńěęăéĺě ïğëłã, őâćěàčăńĺáì (ěáńĺ ďńĺŋă łàăâçăľèěčő ŕãâĺ ŕàěćőáåőďĺâ k, ŋăďő őâćěàčăâì ćåőďŋőě áńőćő). Šăłőľ ăńčőàĺâň ďőŕãáłăěâ ĺ àăáŕőğŋăñâ ïğëł PATH.

Őâňěâĺň, çâő ďńï ŋěłőâőàëå ïğëłőć (ŋăŕàĺňěà, ďńï ňŋőęěáâćă ćáěå ŕàőčàăňň, ğăłăŋçĺćăîéĺå áćőî àăąőâã) ěáâì ďőŕãáłăîéĺľ, ŋő ŋěâ àăáŕőğŋăîéěčő ăńčőàĺâňă.

Ňë ãęě ďăńĺ őŕàěďěńěŋĺě łńăááă ğăďăç P. Ŋĺęě ňë őŕàěďěńĺň âăłęě łńăáá NP. Ć âěőàĺĺ áńőęŋőáâĺ ćëçĺáńěŋĺľ àăááňăâàĺćăîâáï ňŋőčĺě ďàãčĺě áńőęŋőáâŋëě łńăááë (complexity classes). Ŋăŕàĺňěà, ĺňěěâáï ćăęŋëľ łńăáá PSPACE, áőáâőïéĺľ ĺğ ğăďăç, àěèăěňëå ăńčőàĺâňăňĺ á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň ŕăňïâĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő àăğňěàă, ĺńĺ łńăáá EXP, áőáâőïéĺľ ĺğ ğăďăç, łőâőàëě ňőęŋő àěèĺâì ğă ćàěňï O(2^{nk} ). Ŋěäőàňăńìŋő áńőęŋőáâŋőľ łńăáá ňőęŋő őŕàěďěńĺâì łăł áěňěľáâćő ïğëłőć, ďńï łőâőàëå àăáŕőğŋăîéĺě ăńčőàĺâňë ĺňěîâ ğăďăŋŋãî ňěàã áńőęŋőáâĺ (ŋăŕàĺňěà ğăďăŋŋőě ćàěňï àăąőâë). Ňë ŋě ďăñň âőçŋőčő őŕàěďěńěŋĺï, őâáëńăï ğăĺŋâěàěáőćăŋŋőčő çĺâăâěńï àăąőâě Ţăàâňăŋĺáă ĺ Śâĺàŋáă [95].

Šěŕěàì ňőęŋő ŕěàěäőàňãńĺàőćăâì őŕàěďěńěŋĺě łńăááă P âăł:

P = {L ⊂ {0, 1}^∗ : áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâň A, àăáŕőğŋăîéĺľ ïğëł Lğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï} Ŋă áăňőň ďěńě ć ďăŋŋőľ áĺâãăæĺĺ ŋěâ àăğŋĺæë ňěęďã ïğëłăňĺ, ďőŕãáłăěňëňĺ ĺ àăáŕőğŋăćăěňëňĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Šěőàěňă 36.2

P = {L : L ďőŕãáłăěâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï}

Ďőłăğăâěńìáâćő Ěáńĺ ïğëł àăáŕőğŋăñâáï ŋěłőâőàëň ăńčőàĺâňőň, âő őŋ ĺ ďőŕãáłăěâáï âěň ęě ăńčőàĺâňőň. Őáâăñâáï ďőłăğăâì, çâő ěáńĺ ïğëł L ďőŕãáłăěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň ăńčőàĺâňőň A, âő őŋ àăáŕőğŋăñâáï ŋěłőâőàëň (ćőğňőęŋő, ďàãčĺň) ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň ăńčőàĺâňőň A^′. Ŕãáâì ăńčőàĺâň A ďőŕãáłăěâ ïğëł L ğă ćàěňï O(n^k). İâő ğŋăçĺâ, çâő áãéěáâćãěâ łőŋáâăŋâă c, ďńï łőâőàőľ A ďőŕãáłăěâ ńîąőě áńőćő ďńĺŋë n ĺğ L, áďěńăć ŋě ąőńěě T = cn^k èăčőć. (Ťőàňăńìŋő čőćőàï, íâő ćěàŋő ďńï ďőáâăâőçŋő ďńĺŋŋëå áńőć x; ňë őŕãáłăěň őçěćĺďŋëě ďěâăńĺ.)

Ŋőćëľ ăńčőàĺâň A^′ ňőďěńĺàãěâ àăąőâã ăńčőàĺâňă A ĺ áçĺâăěâ çĺáńő èăčőć íâőčő ăńčőàĺâňă, áàăćŋĺćăï ěčő á ĺğćěáâŋőľ čàăŋĺæěľ T . Ěáńĺ ğă ćàěňï T ăńčőàĺâň A ďőŕãáłăěâ áńőćő x, ăńčőàĺâň A^′ âăłęě ďőŕãáłăěâ íâő áńőćő ĺ ćëďăñâ 1. Ěáńĺ ęě A ŋě ďőŕãáłăěâ x ğă ãłăğăŋŋőě ćàěňï, âő ăńčőàĺâň A^′ ŕàěłàăéăěâ ňőďěńĺàőćăŋĺě ĺ őâćěàčăěâ áńőćő (ćëďăñâ 0). Ğăňěďńěŋĺě àăąőâë ğă áçñâ ňőďěńĺàőćăŋĺï ĺ ŕőďáçñâă èăčőć ŋě âăł ãę ĺ ćěńĺłő ĺ őáâăćńïěâ ćàěňï àăąőâë ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň.

Ğăňěâĺň, çâő ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 36.2 ŋěłőŋáâàãłâĺćŋő: ěáńĺ ňë ĺňěěň ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň A, ďőŕãáłăîéĺľ ïğëł ïğëł L, ŋő ŋě ğŋăěň, łăłĺň ĺňěŋŋő ŕőńĺŋőňőň őčàăŋĺçěŋő ćàěňï ěčő àăąőâë, ňë ŋě ňőęěň ŕőáâàőĺâì ăńčőàĺâňă A^′, ă ňőęěň ńĺèì ãâćěàęďăâì, çâő âăłőľ ăńčőàĺâň áãéěáâćãěâ.

Şŕàăęŋěŋĺï 36.1-1 Őŕàěďěńĺň ğăďăçã őŕâĺňĺğăæĺĺ LONGEST-PATH-LENGTH.

Şáńőćĺïňĺ ïćńïîâáï âàőľłĺ, áőáâőïéĺě ĺğ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă ĺ ďćãå ěčő ćěàèĺŋ; ěñ àěèěŋĺě — íâő áăňëľ ďńĺŋŋëľ ŕàőáâőľ ŕãâì ć čàăäě, łőŋæăňĺ łőâàőčő ïćńïîâáï ďăŋŋëě ćěàèĺŋë. Řăááňőâàĺň áőőâćěâáâćãîéãî ğăďăçã àăğàěèěŋĺï LONGEST-PATH = {⟨G, u, v, k⟩ : G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, u, v ∈ V, k ⩾ 0 — æěńőě çĺáńő, ĺ áãéěáâćãěâ ŕàőáâőľ ŕãâìĺğ u ć v, ďńĺŋë ŋě ňěŋěě k}. Ŕőłăęĺâě, çâő ğăďăçă őŕâĺňĺğăæĺĺ LONGEST-PATH-LENGTH ňőęěâ ąëâì àěèěŋă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, ěáńĺ ğăďăçă àăğàěèěŋĺï LONGEST-PATH ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã P.

36.1-2 Őŕàěďěńĺâě äőàňăńìŋő ğăďăçã ŋăåőęďěŋĺï ŋăĺąőńìèěčő ŕàőáâőčő æĺłńă ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě. Śäőàňãńĺàãľâě áőőâćěâáâćãîéãî áâàőłőćãî ğăďăçã àăğàěèěŋĺï (ïğëł).

36.1-3 Řăááňőâàĺâě ďćă ŕàěďáâăćńěŋĺï ďńï čàăäă — á ŕőňőéìî ňăâàĺæë ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ (ğăłőďĺàőćăŋŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ąĺâőć) ĺ á ŕőňőéìî áŕĺáłőć àñąěà (âăłęě ŋăďńěęăéĺň őąàăğőň ğăłőďĺàőćăŋŋëå). Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã ďćă ďăŋŋëå ŕàěďáâăćńěŋĺï ŕőńĺŋőňĺăńìŋő áćïğăŋë.

36.1-4 §ćńïěâáï ńĺ ăńčőàĺâň ďĺŋăňĺçěáłőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï ďńï 0- 1-ğăďăçĺ ő àîłğăłě ĺğ ãŕàăęŋěŋĺï 17.2-2 ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň? Őąêïáŋĺâě áćőľ őâćěâ.

36.1-5 Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ŋěłőâőàëľ ïğëł L ďőŕãáłăěâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŋěłőâőàëň ăńčőàĺâňőć. Ňőęěâ ńĺ íâőâ ăńčőàĺâň àăąőâăâì ąőńěě çěň ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŋă áńőćăå, ŋě ŕàĺŋăďńěęăéĺå L? (Śàăćŋĺâě áćőľ őâćěâ á ãâćěàęďěŋĺěň âěőàěňë 36.2.)

36.1-6 Ŕőłăęĺâě, çâő ăńčőàĺâň, łőâőàëľ áőďěàęĺâ äĺłáĺàőćăŋŋőě (ŋě ğăćĺáïéěě őâ ćåőďă) çĺáńő ćëğőćőć ŕàőæěďãàë, àăąőâăîéěľ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, áăň àăąőâăěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ěáńĺ ęě ăńčőàĺâň ďěńăěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě çĺáńő ćëğőćőć âăłőľ ŕàőæěďãàë, âő őąéěě ćàěňï àăąőâë ňőęěâ ąëâì íłáŕőŋěŋæĺăńìŋëň. Ŕőçěňã?

36.1-7 Ŕőłăęĺâě, çâő łńăáá P łăł ňŋőęěáâćő ïğëłőć ğăňłŋãâ őâŋőáĺâěńìŋő őąêěďĺŋěŋĺï, ŕěàěáěçěŋĺï, ďőŕőńŋěŋĺï, łőŋłăâěŋăæĺĺ ĺ ⋆-őŕěàăæĺĺ Łńĺŋĺ. İâő ğŋăçĺâ, çâő ĺğ L_1, L_2 ∈ P áńěďãěâ L_1 ∪ L_2 ∈ P ĺ â.ď.

36.2 Ŕàőćěàłă ŕàĺŋăďńěęŋőáâĺ ïğëłã ĺ łńăáá NP

Ć ŕàěďëďãéěň àăğďěńě ňë àăááňăâàĺćăńĺ ğăďăçã àăğàěèěŋĺï PATH (ćëïáŋĺâì, ěáâì ńĺ ć ďăŋŋőň čàăäě G ňěęďã ďăŋŋëňĺ ďćãňï ćěàèĺŋăňĺ u ĺ v ŕãâì ďńĺŋë ŋě ąőńěě k). İâă ğăďăçă őłăğăńăáì ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ (ĺ àěèăěâáï á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă ŕőĺáłă ć èĺàĺŋã). Ŕàěďáâăćĺň áěąě, őďŋăłő, çâő ňë ŋĺçěčő ŋě ğŋăěň ŕàő ŕőĺáł ć èĺàĺŋã. Šőčďă ğăďăçă PATH ąãďěâ ďńï ŋăá âàãďŋőľ: ćĺďï čàăä G, ćěàèĺŋë u ĺ v ĺ ğŋăî çĺáńő k, ňë ŋě ąãďěň ğŋăâì, ěáâì ńĺ ĺáłőňëľ ŕãâì, ŕőłă ŋăň łâő-ŋĺąãďì ěčő ŋě ŕőłăęěâ. Ŋő ěáńĺ ŋăň ěčő ŕőłăęãâ, âő ňë ňőęěň ąěğ âàãďă ŕàőćěàĺâì, çâő ŕãâì íâőâ — ĺáłőňëľ.

Ĺňěŋŋő âăłăï áĺâãăæĺï ĺňěěâ ňěáâő ďńï ğăďăç ĺğ łńăááă NP, ő łőâőàëå ňë ąãďěň čőćőàĺâì ć íâőň àăğďěńě.

Čăňĺńìâőŋőć æĺłń Ğăďăçă ŕőĺáłă čăňĺńìâőŋőćă æĺłńă ć čàăäě ĺğãçăěâáï ãęě ąőńěě áâă ńěâ. Ąőŋďĺ ĺ Ňñàâĺ [131] æĺâĺàãîâ ŕĺáìňő Čăňĺńìâőŋă (W.R.Hamilton), ć łőâőàőň őŕĺáăŋă âăłăï ĺčàă: ŕěàćëľ ĺčàőł őâňěçăěâ ć ďőďěłăíďàě (àĺá. 26.1(ă)) ŕãâì ĺğ ŕïâĺ ĺďãéĺå ďàãč ğă ďàãčőň ćěàèĺŋ, ă ćâőàőľ ĺčàőł ďőńęěŋ ďőŕőńŋĺâì íâőâ ŕãâì ďő ŕàőáâőčő æĺłńă, ŕàőåőďïéěčő çěàěğ ćáě ćěàèĺŋë ďőďěłăíďàă.

Ćőőąéě čăňĺńìâőŋőćëň æĺłńőň (hamiltonian cycle) ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ŋăğëćăěâáï ŕàőáâőľ æĺłń, łőâőàëľ ŕàőåőďĺâ çěàěğ ćáě ćěàèĺŋë čàăäă. Čàăäë, ć łőâőàëå ěáâì čăňĺńìâőŋőć æĺłń, ŋăğëćăîâ čăňĺńìâőŋőćëňĺ (hamiltonian graph) Ďőďěłăíďà (ŕàőěłæĺï łőâőàőčő ĺğőąàăęěŋă ŋă àĺá. 35.1(a)) — čăňĺńìâőŋőć čàăä; áěàëň æćěâőň ŕőłăğăŋ őďĺŋ ĺğ čăňĺńìâőŋőćëå æĺłńőć. Ŋě ćáě čàăäë čăňĺńìâőŋőćë: ŋă àĺá. 36.1(b) ŕőłăğăŋ ďćãďőńìŋëľ čàăä á ŋěçñâŋëň çĺáńőň ćěàèĺŋ; ńěčłő ćĺďěâì (ãŕà. 36.2- 2), çâő âăłőľ čàăä ŋě ňőęěâ ĺňěâì čăňĺńìâőŋőćă æĺłńă.

Ğăďăçă ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě (hamiltonian path problem) áőáâőĺâ ćëïáŋěŋĺĺ, ĺňěěâ ńĺ ďăŋŋëľ čàăä G čăňĺńìâőŋőć æĺłń.

36.1 (a) Ďőďěłăíďà (ćĺď ĺğ âőçłĺ, àăáŕőńőęěŋŋőľ ŋěďăńěłő őâ æěŋâàă őďŋőľ ĺğ čàăŋěľ); áěàëě àñąàă őąàăğãîâ čăňĺńìâőŋőć æĺłń. (b) Ďćãďőńìŋëľ čàăä á ŋěçñâŋëň çĺáńőň ćěàèĺŋ — âăłőľ čàăä ŋě čăňĺńìâőŋőć.

Ťőàňăńìŋő čőćőàï,

HAM-CYCLE = {⟨G⟩ : G — čăňĺńìâőŋőć čàăä}

Łăł àěèăâì âăłãî ğăďăçã? Ňőęŋő ŕěàěąàăâì ćáě ŕěàěáâăŋőćłĺ ćěàèĺŋ ďăŋŋőčő čàăäă ĺ ŕàőćěàĺâì, ïćńïěâáï ńĺ åőâï ąë őďŋă ĺğ ŋĺå čăňĺńìâőŋőćëň æĺłńőň. Őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë âăłőčő ăńčőàĺâňă. Ěáńĺ ňë ĺáŕőńìğãěň ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäă á ŕőňőéìî ňăâàĺæë ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ, âő çĺáńő ćěàèĺŋ m ć čàăäě ąãďěâ Ω( √ n), čďě n = |⟨G⟩| — ďńĺŋă ŕàěďáâăćńěŋĺï čàăäă G. Ĺňěěâáï m! àăğńĺçŋëå ŕěàěáâăŋőćőł ćěàèĺŋ čàăäă, ĺ ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă àăćŋő Ω(m!) = Ω( √ n!) = Ω(2^{√n}), âő ěáâì ŋě ïćńïěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň. Šăłĺň őąàăğőň, ŋăĺćŋëľ ăńčőàĺâň ŋě ďăñâ íääěłâĺćŋőčő àěèěŋĺï ğăďăçĺ. Ŋă áăňőň ďěńě, łăł ňë ŕőłăęěň ć àăğďěńě 36.1, ğăďăçă ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ, ĺ ŕőâőňã ňőęŋő ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő ăńčőàĺâňă ďńï ŋěñ ćőőąéě ŋě áãéěáâćãěâ.

Ŕàőćěàłă ŕàĺŋăďńěęŋőáâĺ ïğëłã Ŕãáâì ćë ğăłńîçĺńĺ ŕăàĺ á ŕàĺïâěńěň, łőâőàëľ ãâćěàęďăěâ, çâő (ŋăàĺáőćăŋŋëľ ŕěàěď ćăňĺ ŋă ďőáłě) čàăä ïćńïěâáï čăňĺńìâőŋőćëň. Ŕàĺ íâőň ćë ŋě ňőęěâě ąëáâàő ŕàőćěàĺâì, âăł íâő ĺńĺ ŋěâ. Šěň ŋě ňěŋěě ŕàĺïâěńì ňőęěâ ćëĺčàăâì ŕăàĺ, ěáńĺ łăłĺň-âő őąàăğőň őâčăďăěâ čăňĺńìâőŋőć æĺłń ĺ ŕàěďêïćĺâ ěčő ćăň: ŕàőćěàłă âőčő, çâő ďăŋŋëľ æĺłń ïćńïěâáï čăňĺńìâőŋőćëň, ŕàőáâă. Ŋãęŋő ńĺèì ŕàőćěàĺâì, çâő ŕàěďêïćńěŋŋëľ æĺłń ŕàőåőďĺâ çěàěğ ćáě ćěàèĺŋë čàăäă, ĺ çâő őŋ ďěľáâćĺâěńìŋő ĺďñâ ŕő àñąàăň. Ĺâăł, ďőłăğăâěńìáâćő áãéěáâćőćăŋĺï čăňĺńìâőŋőćă æĺłńă ć čàăäě (áőáâőïéěě ć ŕàěďêïćńěŋĺĺ čăňĺńìâőŋőćă ŕãâĺ) ňőęŋő ŕàőćěàĺâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ŋăğőćěň ŕàőćěàïîéĺň ăńčőàĺâňőň (verification algorithm) ăńčőàĺâň A á ďćãňï ăàčãňěŋâăňĺ; ŕěàćëľ ăàčãňěŋâ ňë ąãďěň ŋăğëćăâì (łăł ĺ àăŋìèě) ćåőďŋőľ áâàőłőľ, ă ćâőàőľ — áěàâĺäĺłăâőň (certificatie). Ňë čőćőàĺň, çâő ăńčőàĺâň A á ďćãňï ăàčãňěŋâăňĺ ďőŕãáłăěâ ćåőď x (A verifies an input string x), ěáńĺ áãéěáâćãěâ áěàâĺäĺłăâ y, ďńï łőâőàőčő A(x, y) = 1. §ğëłőň, ŕàőćěàïěňëň ăńčőàĺâňőň A (language verified by A), ňë ŋăğőćñň ïğëł

L = {x ∈ {0, 1}^∗ : áãéěáâćãěâ y ∈ {0, 1}^∗, ďńï łőâőàőčőA(x, y) = 1}.

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ăńčőàĺâň A ŕàőćěàïěâ ïğëł L, ěáńĺ ďńï ńîąőľ áâàőłĺ x ∈ L ŋăľďěâáï áěàâĺäĺłăâ y, á ŕőňőéìî łőâőàőčő A ňőęěâ ŕàőćěàĺâì ŕàĺŋăďńěęŋőáâì x ł ïğëłã L, ă ďńï x ∉ L âăłőčő áěàâĺäĺłăâă ŋěâ. Ŋăŕàĺňěà, ć ğăďăçě HAM-CYCLE áěàâĺäĺłăâőň ąëńă ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćěàèĺŋ, őąàăğãîéăï čăňĺńìâőŋőć æĺłń.

Śńőęŋőáâŋőľ łńăáá NP

Śńőęŋőáâŋőľ łńăáá NP (complexity class NP) — íâő łńăáá ïğëłőć, ďńï łőâőàëå áãéěáâćãîâ ŕàőćěàïîéĺě ăńčőàĺâňë, àăąőâăîéĺě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, ŕàĺçñň ďńĺŋă áěàâĺäĺłăâă âăłęě őčàăŋĺçěŋă ŋěłőâőàëň ŕőńĺŋőňőň. Ąőńěě âőçŋő, ïğëł L ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP, ěáńĺ áãéěáâćãěâ âăłőľ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň A á ďćãňï ăàčãňěŋâăňĺ ĺ âăłăï ňŋőčőçńěŋ p(x) á æěńëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ, çâő

L = {x ∈ {0, 1}^∗ : áãéěáâćãěâ áěàâĺäĺłăâ y, ďńï łőâőàőčő |y| ⩽ p(|x|) ĺ A(x, y) = 1}

Ć íâőň áńãçăě ňë čőćőàĺň, çâő ăńčőàĺâň A ŕàőćěàïěâ ïğëł L ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (A verifies language L in polynomial time). Ğăňěâĺň, çâő, äőàňăńìŋő čőćőàï, ĺğ íâőčő ŋě áńěďãěâ, çâő A ŕàőćěàïěâ ïğëł L ć áňëáńě àăŋěě ďăŋŋőčő őŕàěďěńěŋĺï, âăł łăł ďńï x /∈ L ňőčãâ áãéěáâćőćăâì ďńĺŋŋëě áěàâĺäĺłăâë, łőâőàëě őâąàăáëćăîâáï ŕàĺ ŋőćőň őŕàěďěńěŋĺĺ, ŋő ŕàěŕïâáâćãîâ áâăàőňã.

Ŋěáłőńìłő áńőć ő ŋăğćăŋĺĺ: áőłàăéěŋĺě NP ŕàőĺáåőďĺâ őâ ăŋčńĺľáłĺå áńőć Nondeterministic Polynomial (time), çâő ŕěàěćőďĺâáï łăł ŋěďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋőě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ŕěàćőŋăçăńìŋő łńăáá NP őŕàěďěńïńáï ć âěàňĺŋăå âăł ŋăğëćăěňëå ŋěďěâěàňĺŋĺàőćăŋŋëå ćëçĺáńěŋĺľ (áň. łŋĺčã Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [104]).

Ňë ãęě ğŋăěň őďŋã ğăďăçã ĺğ łńăááă NP — íâő ğăďăçă HAM- CYCLE. Łàőňě âőčő, ćáïłăï ğăďăçă ĺğ P ŕàĺŋăďńěęĺâ âăłęě ĺ NP. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ěáńĺ ěáâì ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, àăáŕőğŋăîéĺľ ïğëł, âő ńěčłő ŕőáâàőĺâì ŕàőćěàïîéĺľ ăńčőàĺâň ďńï âőčő ęě ïğëłă — ŕàőćěàïîéĺľ ăńčőàĺâň ňőęěâ ŕàőáâő ĺčŋőàĺàőćăâì áćőľ ćâőàőľ ăàčãňěŋâ (áěàâĺäĺłăâ). Šăłĺň őąàăğőň P ⊆ NP.

Ć ďăŋŋőě ćàěňï ŋěĺğćěáâŋő, áőćŕăďăîâ ńĺ łńăááë P ĺ NP, ŋő ąőńìèĺŋáâćő áŕěæĺăńĺáâőć ŕőńăčăěâ, çâő ŋěâ. Ĺŋâãĺâĺćŋő łńăáá P ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì áěąě łăł łńăáá ğăďăç, łőâőàëě ňőęŋő ąëáâàő àěèĺâì, ă łńăáá NP — łăł łńăáá ğăďăç, àěèěŋĺě łőâőàëå ňőęěâ ąëâì ąëáâàő ŕàőćěàěŋő. Ŋă ŕàăłâĺłě àěèĺâì áăňőňã ğăďăçã çăáâő ŋăňŋőčő âàãďŋěě, çěň ŕàőćěàĺâì ãęě čőâőćőě àěèěŋĺě, őáőąěŋŋő ěáńĺ ćàěňï àăąőâë őčàăŋĺçěŋő. Ŕő ăŋăńőčĺĺ ňőęŋő ďãňăâì, çâő ć łńăááě NP ĺňěîâáï ğăďăçĺ, łőâőàëě ŋěńìğï àěèĺâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ěáâì ĺ ąőńěě áěàìñğŋëě ŕàĺçĺŋë ŕőńăčăâì, çâő P ≠ NP — ŕàěęďě ćáěčő íâő áãéěáâćőćăŋĺě ”NP-ŕőńŋëå” ğăďăç (àăğďěń 36.3).

Łàőňě ŕàőąńěňë P = NP, őáâăîâáï őâłàëâëňĺ ĺ ňŋőčĺě ďàãčĺě ćőŕàőáë ő łńăááě NP. Šăł, ŋěáňőâàï ŋă őčàőňŋëě ãáĺńĺï ĺááńěďőćăâěńěľ, ŋě ĺğćěáâŋő, ğăňłŋãâ ńĺ łńăáá NP őâŋőáĺâěńìŋő ďőŕőńŋěŋĺï, âő ěáâì ćěàŋő ńĺ, çâő ĺğ L ∈ NP áńěďãěâ L̄ ∈ NP. Ňë ňőęěň őŕàěďěńĺâì áńőęŋőáâŋőľ łńăáá co − NP łăł ňŋőęěáâćő ïğëłőć L, ďńï łőâàëå L̄ ∈ NP. Ćőŕàőá ő ğăňłŋãâőáâĺ łńăááă NP

36.2 Ůěâëàě ćőğňőęŋëå áĺâãăæĺĺ (ĺňěěâáï ć ćĺďã, çâő ćáě ŕőłăğăŋŋëě ŋă àĺáãŋłě őąńăáâĺ ŋěŕãáâë).

(a) Łńăááë P , NP ĺ co − NP áőćŕăďăîâ. (Ąőńìèĺŋáâćő íłáŕěàâőć áçĺâăěâ íâő ŋăĺňěŋěě ćěàőïâŋëň.)

(b) Łńăáá NP ğăňłŋãâ őâŋőáĺâěńìŋő ďőŕőńŋěŋĺï (NP=co-NP), ŋő ŋě áőćŕăďăěâ á P .

(c) Łńăáá NP ŋě ğăňłŋãâ őâŋőáĺâěńìŋő ďőŕőńŋěŋĺï ĺ ć ŕěàěáěçěŋĺĺ á co-NP ďăñâ P.

(d) Łńăáá NP ŋě ğăňłŋãâ őâŋőáĺâěńìŋő ďőŕőńŋěŋĺï; ŕěàěáěçěŋĺě NP ∩ co − NP ąőńìèě, çěň P.

őâŋőáĺâěńìŋő ďőŕőńŋěŋĺï ňőęŋő ŕěàěäőàňãńĺàőćăâì âăł: àăćŋë ńĺ łńăááë NP ĺ co-NP?

Ŕőáłőńìłã łńăáá P ğăňłŋãâ őâŋőáĺâěńìŋő ďőŕőńŋěŋĺï (ãŕà. 36.1-7), P ⊆ NP ∩ co − NP. Ć âő ęě ćàěňï őáâăñâáï ŋěĺğćěáâŋëň, ćěàŋő ńĺ àăćěŋáâćő P = NP ∩ co − NP. Ŋă àĺá. 36.2 ŕőłăğăŋë çěâëàě ćőğňőęŋëå áĺâãăæĺĺ.

Şćë, ŋăèĺ ğŋăŋĺï ő áőőâŋőèěŋĺĺ łńăááőć P ĺ NP ďăńěłő ŋě ŕőńŋë (čőćőàï ŕàïňő, ňë ćőőąéě ŋĺçěčő ŋě ğŋăěň). Ŋő ãęě ŕőŋïâĺě NP-ŕőńŋőâë ïćńïěâáï ćăęŋëň áàěďáâćőň łńăááĺäĺłăæĺĺ ğăďăç; łăł ňë ãćĺďĺň, őŋő áćőďĺâ ćőŕàőá ő áńőęŋőáâĺ ďăŋŋőľ ğăďăçĺ ł őąéěňã (ŕãáâì ĺ ŋě àěèñŋŋőňã) ćőŕàőáã ő áőőâŋőèěŋĺĺ łńăááőć P ĺ NP.

Şŕàăęŋěŋĺï 36.2-1 Řăááňőâàĺň ïğëł GRAPH-ISOMORPHISM={⟨G_1, G_2⟩ : čàăäë G_1 ĺ G_2 ĺğőňőàäŋë}. Ďőłăęĺâě, çâő ďăŋŋëľ ïğëł ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP (ŕőáâàőľâě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, ŕàőćěàïîéĺľ íâőâ ïğëł).

36.2-2 Ďőłăęĺâě, çâő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ďćãďőńìŋëľ čàăä á ŋěçñâŋëň çĺáńőň ćěàèĺŋ ŋě čăňĺńìâőŋőć.

36.2-3 Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ HAM-CYCLE ńěęĺâ ć P, âő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ňőęŋő ŋě âőńìłő ŕàőćěàĺâì, áãéěáâćãěâ ńĺ čăňĺńìâőŋőć æĺłń, ŋő ĺ ŋăľâĺ ěčő.

36.2-4 Ďőłăęĺâě, çâő łńăáá ïğëłőć NP ğăňłŋãâ őâŋőáĺâěńìŋő őąêěďĺŋěŋĺï, ŕěàěáěçěŋĺï, łőŋłăâěŋăæĺĺ ĺ ⋆-őŕěàăæĺĺ Łńĺŋĺ.

36.2-5 Ďőłăęĺâě, çâő ńîąőľ ïğëł ĺğ NP àăáŕőğŋăěâáï ŋěłőâőàëň ăńčőàĺâňőň ğă ćàěňï 2^{O(nk )}), čďě n — ďńĺŋă ćåőďă, ă k — ŋě ğăćĺáïéăï őâ n łőŋáâăŋâă.

36.2-6 Čăňĺńìâőŋőćëň ŕãâñň ć čàăäě ŋăğëćăěâáï ŕãâì, łőâàëľ ŕàőåőďĺâ çěàěğ łăęďãî ćěàèĺŋã čàăäă àőćŋő őďĺŋ àăğ. Ďőłăęĺâě, çâő ïğëł HAM-PATH={⟨G, u, v⟩ : ć čàăäě G áãéěáâćãěâ čăňĺńìâőŋőć ŕãâì ĺğ ćěàèĺŋë u ć ćěàèĺŋã v} ŕàĺŋăďńěęĺâ NP.

36.2-7 Ŕőłăęĺâě, çâő ďńï őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå čàăäőć ąěğ æĺłńőć ňőęŋő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ćëïáŋĺâì, áãéěáâćãěâ ńĺ čăňĺńìâőŋőć ŕãâì.

36.2-8 Ŕãáâì φ — ąãńěćă äőàňãńă, ŕőáâàőěŋŋăï ĺğ ąãńěćëå ŕěàěňěŋŋëå x_1, x_2, . . . , x_n á ŕőňőéìî őŕěàăæĺľ őâàĺæăŋĺï (¬), łőŋêîŋłæĺľ (Ĺ, ∧), ďĺğêîŋłæĺľ (ĹŃĹ, ∨) ĺ áłőąőł. Ťőàňãńă φ ŋăğëćăěâáï âăćâőńőčĺěľ (tautology), ěáńĺ őŋă ĺáâĺŋŋă ďńï ćáěå ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå. Őŕàěďěńĺň ïğëł TAUTOLOGY, áőáâőïéĺľ ĺğ ćáěå âăćâőńőčĺľ. Ŕőłăęĺâě, çâő TAUTOLOGY ŕàĺŋăďńěęĺâ co-NP.

36.2-9 Ďőłăęĺâě, çâő P ⊆ co − NP 36.2-10 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ NP ≠ co − NP, âő P ≠ NP. 36.2-11 Ŕãáâì G — áćïğŋëľ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, ĺňěîéĺľ ŋě ňěŋìèě âàñå ćěàèĺŋ. Řăááňőâàĺň čàăä G^3, łőâőàëľ ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ áőěďĺŋĺâì àñąàőň łăęďãî ŕăàã ćěàèĺŋ čàăäă G, łőâőàëě áőěďĺŋěŋë ć G ŕãâñň ďńĺŋë ŋě ąőńìèě 3. Ďőłăęĺâě, çâő čàăä G^3 čăňĺńìâőŋőć. (Şłăğăŋĺě: ŕőáâàőľâě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő čàăäă G ĺ ŕàĺňěŋĺâě ňăâěňăâĺçěáłãî ĺŋďãłæĺî.)

36.3 NP-ŕőńŋőâă ĺ áćőďĺňőáâì

Ŕő-ćĺďĺňőňã, ŋăĺąőńěě ãąěďĺâěńìŋëň ăàčãňěŋâőň ć ŕőńìğã âőčő, çâő łńăááë P ĺ NP àăğńĺçŋë, ïćńïěâáï áãéěáâćőćăŋĺě âăł ŋăğëćăěňëå NP-ŕőńŋëå ğăďăç. İâőâ łńăáá őąńăďăěâ ãďĺćĺâěńìŋëň áćőľáâćőň: ěáńĺ łăłăï-ŋĺąãďì NP-ŕőńŋăï ğăďăçă àăğàěèĺňă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, âő ĺ ćáě ğăďăçĺ ĺğ łńăááă NP àăğàěèĺňë ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, âő ěáâì P=NP. Ŋěáňőâàï ŋă ňŋőčőńěâŋĺě ĺááńěďőćăŋĺï, ŋĺ ďńï őďŋőľ NP-ŕőńŋőľ ğăďăçĺ ŋě ŋăľďěŋ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ àăğàěèăîéĺľ ăńčőàĺâň.

Ć çăáâŋőáâĺ, ğăďăçă HAM-PATH (ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě) ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ ŋăãçĺâìáï àěèăâì ěñ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, âő ĺ ďńï ćáěå ğăďăç łńăááă NP áãéěáâćőćăńĺ ąë ŕőńĺŋőňĺăńìŋëě ăńčőàĺâňë. Ŕěàěäőàňãńĺàőćłă: NP \ P ŋěŕãáâő, âő HAM-PATH ∈ NP \ P.

Ŋěäőàňăńìŋő čőćőàï, NP-ŕőńŋëě ïğëłĺ ïćńïîâáï áăňëňĺ ” âàãďŋëňĺ” ć łńăááě NP. Ŕàĺ íâőň âàãďŋőáâì ïğëłőć ňőęŋő áàăćŋĺćăâì, áćőďï őďĺŋ ïğëł ł ďàãčőňã. Ć íâőň àăğďěńě ňë ďăñň őŕàěďěńěŋĺě áćőďĺňőáâĺ, ğăâěň őŕàěďěńïěň łńăáá NP-ŕőńŋëå ïğëłőć ĺ ãáâăŋăćńĺćăěň ŕőńŋőâã őďŋőčő łőŋłàěâŋőčő ïğëłă, CIRCUIT-SAT. Ć àăğďěńě 36.5 ňë ĺáŕőńìğãěň ňěâőď áćěďěŋĺï ďńï ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë ňŋőčĺå ďàãčĺå ğăďăç.

Śćőďĺňőáâì Čőćőàï ŋěäőàňăńìŋő, ğăďăçă Q áćőďĺâáï ł ğăďăçě Q^′, ěáńĺ ğăďăçã Q ňőęŋő àěèĺâì ďńï ńîąőčő ćåőďă, áçĺâăï ĺğćěáâŋëň àěèěŋĺě ğăďăçĺ Q^′ ďńï łăłőčő-âő ďàãčőčő ćåőďă. Ŋăŕàĺňěà, ğăďăçă àěèěŋĺï ńĺŋěľŋőčő ãàăćŋěŋĺï áćőďĺâáï ł ğăďăçě àěèěŋĺï łćăďàăâŋőčő ãàăćŋěŋĺï (ńĺŋěľŋőě ãàăćŋěŋĺě ňőęŋő ŕàěćàăâĺâì ć łćăďàăâŋőě, ďőąăćĺć äĺłâĺćŋëľ áâăàèĺľ çńěŋ). Ěáńĺ ğăďăçă Q áćőďĺâáï ł ğăďăçě Q^′, âő ńîąőľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ Q^′, ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ Q, âő ěáâì Q ”ŋě âàãďŋěě” Q^′.

Ďăďĺň äőàňăńìŋőě őŕàěďěńěŋĺě. Čőćőàïâ, çâő ïğëł L_1 áćőďĺâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (is polynomial-time reducible) ł ïğëłã L_2 (ğăŕĺáì: L_1 ⩽_P L_2), ěáńĺ áãéěáâćãěâ âăłăï äãŋłæĺï f : {0, 1}^∗ → {0, 1}^∗, ćëçĺáńĺňăï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, çâő ďńï ńîąőčő x ∈ {0, 1}^∗, x ∈ L_1 ⇔ f(x) ∈ L_2 (36.1)

Ťãŋłæĺî f ŋăğëćăîâ áćőďïéěľ äãŋłæĺěľ (reduction function). ă ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň F , ćëçĺáńïîéĺľ äãŋłæĺî f — áćőďïéĺň ăńčőàĺâňőň (reduction algorithm).

Řĺáãŋőł 36.3 ĺńńîáâàĺàãěâ őŕàěďěńěŋĺě áćőďĺňőáâĺ ïğëłă L_1 ł ïğëłã L_2 ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Łăęďëľ ïğëł ěáâì ŕőďňŋőęěáâćő ňŋőęěáâćă {0, 1}^∗. Śćőďïéăï äãŋłæĺï ŕěàěćőďĺâ ńîąőě áńőćő x ∈ L_1 ć áńőćă f(x) ∈ L_2, ă áńőćő x ∉ L_1 — ć áńőćő f(x) ∉ L_2. Ŕőíâőňã, ěáńĺ ňë ãğŋăěň, ŕàĺŋăďńěęĺâ ńĺ áńőćő f(x) ïğëłã L_2, ňë âěň áăňëň ŕőńãçĺň őâćěâ ŋă ćőŕàőá ő ŕàĺŋăďńěęŋőáâĺ áńőćă x ïğëłã L_1.

Ńěňňă 36.3 Ěáńĺ ïğëł L_1 ⊆ {0, 1}^∗ áćőďĺâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ł ïğëłã L_2 ⊆ {0, 1}^∗, âő âő ĺğ L_2 ∈ P áńěďãěâ L_1 ∈ P.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì A_2 — ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, àăáŕőğŋăîéĺľ ïğëł L_2, ă F — ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, áćőďïéĺľ ïğëł L_1 ł ïğëłã L_2. Ŕőáâàőĺň ăńčőàĺâň A_1, łőâőàëľ ąãďěâ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï àăğàěèăâì ïğëł L_1.

Řĺáãŋőł 36.4 ĺńńîáâàĺàãěâ ŕőáâàőěŋĺě. Ŕőńãçĺć ćåőď x ∈ {0, 1}^∗, ăńčőàĺâň A_1 (á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă F ) ŕőńãçăěâ f(x) ĺ á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă A_2 ŕàőćěàïěâ, ŕàĺŋăďńěęĺâ ńĺ áńőćő f(x) ïğëłã L_2. Řěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâňă A_2 ŋă áńőćě f(x) ĺ ćëďăěâáï ăńčőàĺâňőň A_1 ć łăçěáâćě őâćěâă.

Őŕàěďěńěŋĺě (36.1) čăàăŋâĺàãěâ, çâő ăńčőàĺâň A_1 ďăñâ ŕàăćĺńìŋëľ őâćěâ; őŋ ŕőńĺŋőňĺăńěŋ, ŕőáłőńìłã ŕőńĺŋőňĺăńìŋë ăńčőàĺâňë F ĺ A_1 (ãŕà. 36.1-6).

36.5 Ŕàěďŕőńăčăěňőě áőőâŋőèěŋĺě ňěęďã łńăááăňĺ P. NP ĺ NPC. Łńăááë P ĺ NPC áőďěàęăâáï ć NP (çâő őçěćĺďŋő), ĺ, ňőęŋő ŕőńăčăâì, ŋě ŕěàěáěłăîâáï ĺ ŋě ŕőłàëćăîâ ćáěčő NP.

NP-ŕőńŋőâă Ŕőŋïâĺě áćőďĺňőáâĺ ŕőğćőńïěâ ŕàĺďăâì âőçŋëľ áňëáń ãâćěàęďěŋĺî ő âőň, çâő őďĺŋ ïğëł ŋě ňěŋěě âàãďěŋ, çěň ďàãčőľ (á âőçŋőáâìî ďő ŕőńĺŋőňă). Ğăŕĺáì L_1 ⩽_P L_2 ňőęŋő ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì âăł: áńőęŋőáâì ïğëłă L_1 ŋě ąőńěě çěň ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ŕàěćőáåőďĺâ áńőęŋőáâì ïğëłă L_2. Ŋăĺąőńěě âàãďŋë ć íâőň áňëáńě NP-ŕőńŋëě ğăďăçĺ.

§ğëł L ⊆ {0, 1}^∗ ŋăğëćăěâáï NP-ŕőńŋëň (NP-complete), ěáńĺ 1. L ∈ NP. 2. L^′ ⩽_P L ďńï ńîąőčő L^′ ∈ NP Łńăáá NP-ŕőńŋëå ïğëłőć ąãďěň őąőğŋăçăâì NPC. §ğëłĺ, łőâőàëě őąńăďăîâ áćőľáâćőň 2 (ŋő ŋě őąïğăâěńìŋő őąńăďăîâ áćőľáâćőň 1), ŋăğëćăîâ NP-âàãďŋëňĺ (NP-hard)

Őáŋőćŋőě áćőľáâćő NP-ŕőńŋëå ïğëłőć áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: Šěőàěňă 36.4 Ěáńĺ ŋěłőâőàăï NP-ŕőńŋăï ğăďăçă àăğàěèĺňă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, âő P = NP.

Ěáńĺ ć łńăááě NP áãéěáâćãěâ ğăďăçă, ŋě àăğàěèĺňăï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï, âő ćáě NP-ŕőńŋëě ğăďăçĺ âăłőćë.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì L — NP-ŕőńŋëľ ïğëł, łőâőàëľ őďŋőćàěňěŋŋő őłăğăńáï àăğàěèĺňëň ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (L ∈ P ĺ L ∈ NPC). Šőčďă ďńï ńîąőčő L^′ ∈ NP ŕő áćőľáâćã 2 őŕàěďěńěŋĺï NP-ŕőńŋőčő ïğëłă ĺňěěň L^′ ⩽_P L. Śńěďőćăâěńìŋő, L^′ ∈ P (ńěňňă 36.3), ĺ ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë ďőłăğăŋő.

Ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë ïćńïěâáï ŕěàěäőàňãńĺàőćłőľ ŕěàćőčő.

Šăłĺň őąàăğőň, čĺŕőâěğă P ≠ NP őğŋăçăěâ, çâő NP-ŕőńŋëě ğăďăçĺ ŋě ňőčãâ ąëâì àěèěŋë ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ąőńìèĺŋáâćő íłáŕěàâőć ŕőńăčăěâ, çâő íâő ďěľáâćĺâěńìŋő âăł; ŕàěďŕőńăčăěňőě áőőâŋőèěŋĺě ňěęďã łńăááăňĺ P, NP ĺ CNP ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 36.5.

Łőŋěçŋő, ňë ŋě ňőęěň ąëâì ãćěàěŋë, çâő őďŋăęďë łâő-ŋĺąãďì ŋě ŕàěďêïćĺâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň ďńï àěèěŋĺï NP-ŕőńŋőľ ğăďăçĺ ĺ ŋě ďőłăęěâ âěň áăňëň, çâő P = NP. Ŋő ŕőłă çâő íâőčő ŋĺłőňã ŋě ãďăńőáì, ĺ ŕőâőňã ďőłăğăâěńìáâćő NP-ŕőńŋőâë ŋěłőâőàőľ ğăďăçĺ ïćńïěâáï ãąěďĺâěńìŋëň ăàčãňěŋâőň ć ŕőńìğã âőčő, çâő őŋă ïćńïěâáï ŕàăłâĺçěáłĺ ŋěàăğàěèĺňőľ.

Ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ ďńï áåěň Łăł ňë ãęě čőćőàĺńĺ, ňë ŋăçŋñň á őďŋőľ łőŋłàěâŋőľ ğăďăçĺ;

ãáâăŋőćĺć ěñ NP-ŕőńŋőâã, ňőęŋő ďőłăğëćăâì NP-ŕőńŋőâã ďàã-

ĆŊĹŇĂŊĹĚ: ćŋãâàĺ âàěãčőńìŋĺłőć á łàãęőçłăňĺ ŋăďő ŋăŕĺáăâì ŊĚ, ćŋãâàĺ čŋãâëå âàěãčőńìŋĺłőć — ĹŃĹ, ćŋãâàĺ łàĺćëå ŕàïňőãčőńìŋĺłőć — Ĺ.

Ďćă ŋăąőàă ćåőďŋëå ďăŋŋëå ďńï ğăďăçĺ CIRCUIT-SAT. (a) Ŋăąőà ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ ⟨x_1 = 1, x_2 = 1, x_3 = 0⟩ ďăñâ ğŋăçěŋĺě 1 ŋă ćëåőďě, âăł çâő íâă áåěňă ćëŕőńŋĺňă. (b) Ďńï íâőľ áåěňë ŋĺłăłőľ ŋăąőà ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ ŋě ŕàĺćőďĺâ ł ěďĺŋĺæě ŋă ćëåőďě, âăł çâő íâă áåěňă ŋě ćëŕőńŋĺňă.

čĺå ğăďăç ňěâőďőň áćěďěŋĺï. Ć łăçěáâćě âăłőľ ğăďăçĺ ňë àăááňőâàĺň ğăďăçã ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ ďńï áåěň (circuit-satisfyability problem, ĺńĺ CIRCUIT-SAT). Ł áőęăńěŋĺî, ŕőďàőąŋőě ďőłăğăâěńìáâćő NP-ŕőńŋőâë íâőľ ğăďăçĺ âàěąãěâ àăááňőâàěŋĺï âěåŋĺçěáłĺå ďěâăńěľ, ćëåőďïéěčő ğă àăňłĺ ďăŋŋőľ łŋĺčĺ. Ŕőíâőňã ňë őčàăŋĺçĺňáï ŋěäőàňăńìŋëň ŋăąàőáłőň ďőłăğăâěńìáâćă, ŕőńăčăï, çâő çĺâăâěńì ĺňěěâ ŕàěďáâăćńěŋĺě ő áåěňăå ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (áň. čń. 29).

Ŋă àĺáãŋłě 36.6 ŕőłăğăŋë ďćě áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Őąě ĺňěîâ ŕő âàĺ ćåőďă ĺ ŕő őďŋőňã ćëåőďã.

Ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ŋăąőàë ğŋăçěŋĺľ ąãńěćëå ŕěàěňěŋŋëå, áőőâćěâáâćãîéĺå ćåőďăň áåěň (truth assignments). Śåěňă ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć á őďŋĺň ćëåőďőň ŋăğëćăěâáï ćëŕőńŋĺňőľ (satisfiable), ěáńĺ áãéěáâćãěâ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà (satisfying assignment), âő ěáâì âăłőľ ŋăąőà ğŋăçěŋĺľ ćåőďőć, ŕàĺ łőâőàőň ŋă ćëåőďě áåěňë ŕőïćńïěâáï ěďĺŋĺæă. Ŋăŕàĺňěà, áåěňă àĺá. 36.6(ă) ĺňěěâ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà ⟨x_1 = 1, x_2 = 1, x_3 = 0⟩ ĺ ŕőâőňã ïćńïěâáï ćëŕőńŋĺňőľ. Ć âő ęě ćàěňï ŋĺłăłĺě ğŋăçěŋĺï ŕěàěňěŋŋëå x_1, x_2, x_3 ďńï áåěňë àĺá. 36.6(ą) ŋě ŕàĺćőďïâ ł ŕőïćńěŋĺî 1 ŋă ćëåőďě. Śńěďőćăâěńìŋő, íâă áåěňă ŋěćëŕőńŋĺňă.

Ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ áåěňë (circuit-satisfiability problem) âàěąãěâ ćëïáŋĺâì, ”ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋăï áåěňă, áőáâăćńěŋŋăï ĺğ íńěňěŋâőć Ĺ. ĹŃĹ ĺ ŊĚ, ćëŕőńŋĺňőľ”. Łőŋěçŋő, ŋãęŋő ďőčőćőàĺâìáï ő áŕőáőąě ŕàěďáâăćńěŋĺï ąãńěćëå áåěň á ŕőňőéìî áâàőł ąĺâőć — íâő ďěńăěâáï ěáâěáâćěŋŋëň őąàăğőň (ŕőďőąŋő âőňã, łăł íâő ďěńăěâáï ďńï čàăäőć); ŕàĺ íâőň àăğňěà ŕőńãçěŋŋőľ áâàőłĺ ąĺâőć ŋě ąőńěě çěň ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă áåěňë. Ğăäĺłáĺàőćăć âăłőě ŕàěďáâăćńěŋĺě, àăááňőâàĺň ïğëł CIRCUIT-SAT = {⟨C⟩ : C — ćëŕőńŋĺňăï áåěňă ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć} Ğăďăçã ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì âăł: ňőęŋő ńĺ ďăŋŋãî áåěňã ğăňěŋĺâì ŋă íłćĺćăńěŋâŋãî, ć łőâőàőľ ćëåőď áőěďĺŋñŋ ŋăŕàïňãî á ŋãńěćëň ŕàőćőďőň.

Řăğãňěěâáï, ňőęŋő ãğŋăâì, ćëŕőńŋĺňă ńĺ ďăŋŋăï áåěňă, ŕěàěąàăć ćáě ćőğňőęŋëě łőňąĺŋăæĺĺ ğŋăçěŋĺľ ćåőďőć. Ł áőęăńěŋĺî, ĺå ňŋőčő: ďńï áåěňë á k ćåőďăňĺ ŕàĺďěâáï ŕěàěąàăâì 2^k ŋăąőàőć — ćàěňï àăąőâë âăłőčő ŕěàěąőàŋőčő ăńčőàĺâňă ŋě őčàăŋĺçěŋő ŕőńĺŋőňőň (őâ k, ĺńĺ, çâő âő ęě, őâ àăğňěàă áåěňë). Łăł ňë ãęě őâňěçăńĺ, ąőńìèĺŋáâćő áŕěæĺăńĺáâőć ãćěàěŋë, çâő çâő ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ áåěňë ŋě ňőęěâ ąëâì àěèěŋă ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň ăńčőàĺâňőň (ŕőáłőńìłã NP-ŕőńŋă).

Ďńï ŋăçăńă ãąěďĺňáï, çâő ğăďăçă CIRCUIT-SAT ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP.

Ńěňňă 36.5 Ğăďăçă CIRCUIT-SAT ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP. Ďőłăğăâěńìáâćő Śěàâĺäĺłăâőň ïćńïěâáï ŋăąőà ćåőďŋëå ğŋăçěŋĺľ, ŕàĺ łőâőàëå ćëåőďŋőě ğŋăçěŋĺě àăćŋő 1 — ïáŋő, çâő íâőâ äăłâ ńěčłő ŕàőćěàĺâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë ğăďăçĺ CIRCUIT-SAT ŋăň őáâăńőáì ďőłăğăâì, çâő ďăŋŋăï ğăďăçă NP-âàãďŋă, âő ěáâì çâő ńîąăï ğăďăçă ĺğ łńăááă NP áćőďĺâáï ł ğăďăçě CIRCUIT-SAT ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ŕőńŋőě ďőłăğăâěńìáâćő íâőčő ãâćěàęďěŋĺï ďőćőńìŋő čàőňőğďłő, âăł çâő ňë ďăďĺň ńĺèì ŋăąàőáőł ďőłăğăâěńìáâćă.

Łőàőâłő ŋăŕőňŋĺň, łăł ãáâàőěŋ łőňŕìîâěà. Ŕàőčàăňňă åàăŋĺâáï ć ŕăňïâĺ łőňŕìîâěàă ć ćĺďě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺŋáâàãłæĺľ (łőňăŋď). Ĺŋáâàãłæĺĺ áőďěàęăâ łőď őŕěàăæĺĺ, łőâőàãî ŋãęŋő ćëŕőńŋĺâì, ăďàěáă ăàčãňěŋâőć (őŕěàăŋďőć) łőňăŋďë ĺ ăďàěá, ŕő łőâőàőňã áńěďãěâ ğăŕĺáăâì àěğãńìâăâ őŕěàăæĺĺ. Ć áŕěæĺăńìŋőň ňěáâě ŕăňïâĺ, łőâőàőě ŋăğëćăěâáï áçñâçĺłőň łőňăŋď (program counter), åàăŋĺâáï ăďàěá âěłãéěľ łőňăŋďë. İâőâ ăďàěá ć ŕàőæěááě ćëŕőńŋěŋĺï ŕàőčàăňňë ňěŋïěâáï (ŕőáâěŕěŋŋő ãćěńĺçĺćăïáì ŕàĺ ćëŕőńŋěŋĺĺ őąëçŋëå łőňăŋď ĺńĺ ŕěàěáłăłĺćăï ć ďàãčőě ňěáâő ŕàőčàăňňë ć ãáńőćŋëå őŕěàăâőàăå ĺ æĺłńăå).

Šěłãéěě áőáâőïŋĺě ŕàőčàăňňë, őŕàěďěńïîéěě ďăńìŋěľèĺľ åőď ěñ ĺáŕőńŋěŋĺï, ğăŕĺáăŋő ć łăęďëľ ňőňěŋâ ć ŕăňïâĺ (ňë ćłńîçăěň ć íâő ŕőŋïâĺě àěčĺáâàë ŕàőæěááőàă, áçñâçĺł łőňăŋď ĺ â.ŕ.). Łăęďőě áőáâőïŋĺě ŕăňïâĺ łőňŕìîâěàă ąãďěň ŋăğëćăâì łőŋäĺčãàăæĺěľ (configuration). Ćëŕőńŋěŋĺě ĺŋáâàãłæĺľ ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł ŕőáńěďőćăâěńìŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě âěłãéěľ łőŋäĺčãàăæĺĺ ć áńěďãîéãî ğă ŋěľ ć áőőâćěâáâćĺĺ á ŋěłőâőàëňĺ ŕàăćĺńăňĺ. İâĺ ŕàăćĺńă őŕàěďěńïîâáï íńěłâàőŋĺłőľ łőňŕìîâěàă ĺ ňőčãâ ąëâì ŕàěďáâăćńěŋë ć ćĺďě áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć (ěáńĺ łőŋäĺčãàăæĺï ŕàěďáâăćńïěâáï ŋăąőàőň n ąĺâőć, âő íâă áåěňă ĺňěěâ n ćåőďőć ĺ n ćëåőďőć). Ć ďőłăğăâěńìáâćě áńěďãîéěľ ńěňňë ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì íâã áåěňã çěàěğ M.

Ńěňňă 36.6 Ğăďăçă CURCUIT-SAT ïćńïěâáï NP-âàãďŋőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕãáâì L — ŕàőĺğćőńìŋëľ ïğëł ĺğ łńăááă NP. Ňë ŕőáâàőĺň äãŋłæĺî f, łőâőàăï ąãďěâ őâőąàăęăâì łăęďőě ďćőĺçŋőě áńőćő ć áåěňã C = f(x), ďńï łőâőàőľ x ∈ L àăćŋőáĺńìŋő ŕěàěćőďë ŋăďŕĺáěľ:

input bits — áěàâĺäĺłăâ aux machine state — àěčĺáâàë ŕàőæěááőàă working storage — àăąőçăï ŕăňïâì 0/1 output — ćëåőďŋőľ ąĺâ 36.7 Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì łőŋäĺčãàăæĺľ, áőőâćěâáâćãîéăï àăąőâě ăńčőàĺâňă A ďńï ćåőďă x ĺ áěàâĺäĺłăâă y. Łăęďăï łőŋäĺčãàăæĺï áőőâćěâáâćãěâ áőáâőïŋĺî ćëçĺáńěŋĺï ć łăłőľ-âő ňőňěŋâ ćàěňěŋĺ ĺ ćłńîçăěâ ć áěąï (ŕőňĺňő A, x ĺ y) âăłęě ğŋăçěŋĺě áçñâçĺłă łőňăŋď (PC), ă âăłęě áőďěàęĺňőě àěčĺáâàőć ŕàőæěááőàă ĺ àăąőçěľ ŕăňïâĺ. Łăęďăï łőŋäĺčãàăæĺï ŕěàěćőďĺâáï ć áńěďãîéãî á ŕőňőéìî áåěňë M ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Ćëåőďŋőľ ąĺâ ğăŕĺáăŋ ć ćëďěńěŋŋőň ňěáâě àăąőçěľ ŕăňïâĺ.

C ∈ CIRCUIT − SAT. (Ťãŋłæĺï f ąãďěâ ćëçĺáńïâìáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň ăńčőàĺâňőň.)

Ŕőáłőńìłã L ∈ NP, áãéěáâćãěâ ăńčőàĺâň A, ŕàőćěàïîéĺľ ďăŋŋëľ ïğëł ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ňë ĺáŕőńìğãěň íâőâ ăńčőàĺâň ďńï ŕőáâàőěŋĺï áćőďïéěčő ăńčőàĺâňă F . Ŕãáâì T (n) — ŋăĺąőńìèěě ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă A ŋă ćåőďăå ďńĺŋë n (ŋăŕőňŋĺň, çâő ňë ŋăğëćăěň ćåőďőň ŕěàćëľ ăàčãňěŋâ ăńčőàĺâňă A; ćâőàőľ ŋăğëćăěâáï áěàâĺäĺłăâőň). Ćëąěàěň âăłőě çĺáńő k, çâő T (n) = O(n^k) ĺ ďńĺŋă áěàâĺäĺłăâőć ďńï ćåőďőć ďńĺŋë n âőęě ěáâì O(n^k). (Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ őąéěľ ďńĺŋë ãáńőćĺï ĺ áěàâĺäĺłăâă. Ŋő ŕőáłőńìłã ďńĺŋă áěàâĺäĺłăâă őčàăŋĺçěŋă ŕőńĺŋőňőň őâ ďńĺŋë ãáńőćĺï, ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă âăłęě őčàăŋĺçěŋő ŕőńĺŋőňőň őâ n.)

Ĺďěï ďőłăğăâěńìáâćă áőáâőĺâ ć ŕàěďáâăćńěŋĺĺ àăąőâë ăńčőàĺâňă A ć ćĺďě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ łőŋäĺčãàăæĺľ. Łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 36.7, łăęďăï łőŋäĺčãàăæĺï áőáâőĺâ ĺğ çăáâĺ, áőďěàęăéěľ ŕàőčàăňňã, áçñâçĺłă łőňăŋď, áőáâőïŋĺï àěčĺáâàőć ŕàőæěááőàă, ćåőďă x, áěàâĺäĺłăâă y ĺ àăąőçěľ ŕăňïâĺ.

Ŋăçăńìŋőě áőáâőïŋĺě ŕăňïâĺ łőňŕìîâěàă őąàăğãěâ łőŋäĺčãàăæĺî c_0. Ğăâěň łăęďăï łőŋäĺčãàăæĺï c_i ŕàěőąàăğãěâáï ć áńěďãîéãî łőŋäĺčãàăæĺî c_{i+1}, ŕàĺçñň íâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě ćëŕőńŋïěâáï á ŕőňőéìî áåěňë ĺğ äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć M, àěăńĺğőćăŋŋőľ ć íńěłâàőŋĺłě łőňŕìîâěàă. Ć łőŋæě àăąőâë ăńčőàĺâň ŕőńãçăěâ őâćěâ (ŋőńì ĺńĺ ěďĺŋĺæã). Ąãďěň áçĺâăâì, çâő íâőâ őâćěâ ğăŕĺáëćăěâáï ć őŕàěďěńñŋŋőě ňěáâő ŕăňïâĺ. Ŕőáńě ŕőńãçěŋĺï őâćěâă ŕàőčàăňňă őáâăŋăćńĺćăěâáï, ĺ áőáâőïŋĺě ŕăňïâĺ ć ďăńìŋěľèěň ŋě ĺğňěŋïěâáï. Śńěďőćăâěńìŋő, ěáńĺ ăńčőàĺâň ďěńăěâ ŋě ąőńěě T (n) èăčőć, àěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâňă ŋăåőďĺâáï ć äĺłáĺàőćăŋŋőň ąĺâě łőŋäĺčãàăæĺĺ c_{T (n)}.

Šăłĺň őąàăğőň, ňőęŋő ŕőáâàőĺâì áåěňã, łőâőàăï ŕőáńěďőćăâěńìŋő ćëçĺáńïěâ łőŋäĺčãàăæĺĺ c_1, c_2, . . . , c_{T (N )}. İâă áåěňă áőáâőĺâ ĺğ ŕőáńěďőćăâěńìŋő áőěďĺŋñŋŋëå T (n) łőŕĺľ áåěňë M. Ćëåőď i-őľ łőŕĺĺ áåěňë M ąãďěâ łőŋäĺčãàăæĺěľ c_i. Ćëåőďŋëňĺ ğŋăçěŋĺïňĺ áåěňë ąãďãâ ąĺâë łőŋäĺčãàăæĺĺ c_{T (n)}. Őŕĺáăŋŋãî áåěňã ŋăğőćěň C^′.

Ćáŕőňŋĺň, çâő ďőńęěŋ ďěńăâì áćőďïéĺľ ăńčőàĺâň F . Ŕőńãçĺć ćåőďŋőě áńőćő x, őŋ ďőńęěŋ ŕőáâàőĺâì áåěňã C = f(x), łőâőàăï ćëŕőńŋĺňă, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ áãéěáâćãěâ âăłőľ áěàâĺäĺłăâ y, çâő A(x, y) = 1. Ďńï íâőčő ŋăľďñň ďńĺŋã n áńőćă x ĺ ŕőáâàőĺň áåěňã C^′ őŕĺáăŋŋëň áŕőáőąőň. Ćåőďőň áåěňë C^′ ąãďěâ ŋăçăńìŋăï łőŋäĺčãàăæĺï ćëçĺáńěŋĺï A(x, y), ă ćëåőďőň — łőŋäĺčãàăæĺï c_{T (n)}.

Ğăâěň ŕőńãçěŋŋãî áåěňã C^′ áńěďãěâ ŋěňŋőčő ŕàěőąàăğőćăâì. Ćő-ŕěàćëå, ŋãęŋő ãáâăŋőćĺâì ğŋăçěŋĺï ćåőďŋëå ŕěàěňěŋŋëå, áőőâćěâáâćãîéĺå ŕàőčàăňňě A, ŋăçăńìŋőňã ŕőńőęěŋĺî áçěâçĺłă łőňăŋď, ćåőďã x, ĺáåőďŋőňã áőáâőïŋĺî áńãęěąŋőľ ĺŋäőàňăæĺĺ ĺ àăąőçěľ çăáâĺ ŕăňïâĺ. (Ďńï íâőčő ňë áőěďĺŋïěň áőőâćěâáâćãîéĺě ćåőďë áåěňë á ŕőáâőïŋŋëňĺ áĺčŋăńăňĺ 0 ĺńĺ 1.) Ŋěőŕàěďěńñŋŋëňĺ őáâăîâáï âőńìłő âě ćåőďŋëě ŕěàěňěŋŋëě, łőâőàëě őâćěçăîâ ğă ğŋăçěŋĺě áěàâĺäĺłăâă y. Ćő-ćâőàëå, ĺčŋőàĺàãîâáï ćáě ćëåőďë áåěňë C^′, łàőňě őďŋőčő — âőčő ąĺâă łőŋäĺčãàăæĺĺ c_{T (n)}, ć łőâőàőň åàăŋĺâáï àěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâňă A. Ŋőćăï, ŕàěőąàăğőćăŋŋăï áåěňă ĺ ěáâì ŋãęŋăï ŋăň áåěňă C. Śćőďïéĺľ ăńčőàĺâň, ŕőńãçĺć ćåőď x, áâàőĺâ áåěňã C ĺ ćëďăñâ ěñ (âőçŋěě, ěñ ŕàěďáâăćńěŋĺě ć ćĺďě áâàőłĺ ąĺâőć).

Őáâăěâáï ďőłăğăâì, çâő áćőďïéĺľ ăńčőàĺâň őąńăďăěâ ďćãňï ŋěőąåőďĺňëňĺ áćőľáâćăňĺ. Ćő-ŕěàćëå, ŋãęŋő ŕőłăğăâì, çâő F łőààěłâŋő ćëçĺáńïěâ áćőďïéãî äãŋłæĺî f. İâő ğŋăçĺâ, çâő áåěňă C ćëŕőńŋĺňă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áãéěáâćãěâ áěàâĺäĺłăâ y, ďńï łőâőàőčő A(x, y) = 1. Ćő-ćâőàëå, ŋãęŋő ŕőłăğăâì, çâő ăńčőàĺâň F àăąőâăěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ďőłăęěň łőààěłâŋőáâì ăńčőàĺâňă F . Ŕãáâì áãéěáâćãěâ áěàâĺäĺłăâ y ďńĺŋë O(n^k), ďńï łőâőàőčő A(x, y) = 1. Ŕőďáâăćĺň ąĺâë áěàâĺäĺłăâă y ćő ćåőďŋëě ŕěàěňěŋŋëě áåěňë C. Šőčďă ćëåőď áåěňë C(y) ąãďěâ àăćěŋ A(x, y) = 1. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ áãéěáâćãěâ áěàâĺäĺłăâ, âő áåěňă C = f(x) ćëŕőńŋĺňă. Ŋăőąőàőâ, ěáńĺ áåěňă C ćëŕőńŋĺňă, âő ďńï ŋěłőâőàőčő ŋăąőàă y ğŋăçěŋĺľ ćåőďŋëå ŕěàěňěŋŋëå ĺňěěň C(y) = 1, ĺ ŕőâőňã A(x, y) = 1. Łőààěłâŋőáâì ăńčőàĺâňă F ďőłăğăŋă.

Őáâăńőáì ğăňěâĺâì, çâő àăğňěà áåěňë C ĺ ćàěňï àăąőâë áćőďïéěčő ăńčőàĺâňă ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáïâ őâ àăğňěàă ćåőďă n = |x|. Ŕàěęďě ćáěčő ğăňěâĺň, çâő łăęďăï łőŋäĺčãàăæĺï áőďěàęĺâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě çĺáńő ąĺâőć. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ďńĺŋă ŕàőčàăňňë A äĺłáĺàőćăŋă ĺ ŋě ğăćĺáĺâ őâ ćåőďă, ďńĺŋă ćåőďă x àăćŋă n, ă ďńĺŋă áěàâĺäĺłăâă y ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ n. Ŕőáłőńìłã ăńčőàĺâň A ďěńăěâ âőńìłő ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě çĺáńő èăčőć, àăğňěà ĺáŕőńìğãěňőľ ĺň ŕăňïâĺ âőęě ŕőńĺŋőňĺăńěŋ. (Ňë áçĺâăěň, çâő ŋě âőńìłő çĺáńő äăłâĺçěáłĺ ĺáŕőńìğőćăŋŋëå ïçěěł ŕăňïâĺ, ŋő ĺ őąéěě çĺáńő ïçěěł ŕăňïâĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋő. Ŋă áăňőň ďěńě íâő őčàăŋĺçěŋĺě ŋěáãéěáâćěŋŋő, áň. ãŕà. 36.3-4.) Šăłĺň őąàăğőň, ĺ çĺáńő ãàőćŋěľ ŋă àĺá. 36.7, ĺ àăğňěà łăęďőčő ãàőćŋï ŕőńĺŋőňĺăńìŋë; łőŋáâàãłæĺï áåěňë âăłęě àěčãńïàŋă ĺ ŕőáâàőěŋĺě ěñ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŋě áőáâăćńïěâ âàãďă.

Ĺâăł, ňë ďőłăğăńĺ, çâő ïğëł CIRCUIT-SAT ńěęĺâ ć łńăááě NP ĺ çâő ńîąőľ ïğëł ĺğ NP ł ŋěňã áćőďĺâáï, âő ěáâì çâő ğăďăçă CIRCUIT-SAT ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ.

Šěőàěňă 36.7 Ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ áåěňë NP-ŕőńŋă. Şŕàăęŋěŋĺï 36.3-1 Ŕőłăęĺâě, çâő őâŋőèěŋĺě ⩽_P âàăŋğĺâĺćŋő, âő ěáâì çâő ĺğ L_1 ⩽_P L_2 ĺ L_2 ⩽_P L_3 áńěďãěâ L_1 ⩽_P L_3.

36.3-2 Ďőłăęĺâě, çâő L ⩽_P L̄, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ L̄ ⩽_P L 36.3-3 Ŕàőćěàìâě, çâő ć ďőłăğăâěńìáâćě ńěňňë 36.5 ć łăçěáâćě áěàâĺäĺłăâă ňőęŋő ćğïâì ğŋăçěŋĺï ŋă ćáěå ŕàőćőďăå (ćåőďŋëå, ćëåőďŋëå ĺ ćŋãâàěŋŋĺå) áåěňë.

36.3-4 Ć ďőłăğăâěńìáâćě ńěňňë 36.6 ňë ŕàěďŕőńăčăńĺ, çâő łőňŕìîâěà ĺáŕőńìğãěâ ãçăáâőł ŕăňïâĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő àăğňěàă (ă ŋě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě çĺáńő ïçěěł ć àăğŋëå ňěáâăå ŕăňïâĺ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőčő àăğňěàă). Ŕőçěňã íâő ąëńő áãéěáâćěŋŋő? Łăł őąőľâĺáì ąěğ íâőčő ŕàěďŕőńőęěŋĺï?

36.3-5 §ğëł L ŋăğëćăěâáï ŕőńŋëň ć łńăááě ïğëłőć C őâŋőáĺâěńìŋő ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ áćőďĺňőáâĺ, ěáńĺ L ∈ C ĺ L^′ ⩽_p L ďńï ńîąőčő L^′ ∈ C. Ďőłăęĺâě, çâő ć łńăááě P ćáě ïğëłĺ (łàőňě ∅ ĺ {0, 1}^∗) ŕőńŋë őâŋőáĺâěńìŋő ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ áćőďĺňőáâĺ.

36.3-6 Ŕőłăęĺâě, çâő ïğëł L ŕőńőŋ ć łńăááě NP âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ïğëł L̄ ŕőńőŋ ć co − NP.

36.3-7 Śćőďïéĺľ ăńčőàĺâň F (ńěňňă 36.6) áâàőĺâ áåěňã C = f(x), ĺáŕőńìğãï ĺŋäőàňăæĺî őą x, A ĺ k. Ŕàőäěááőà ğăňěâĺń, çâő ăńčőàĺâň F ŕőńãçăěâ ć łăçěáâćě ăàčãňěŋâă âőńìłő x, őďŋăłő ŋĺ A, ŋĺ k ěňã ŋě ďăŋë. (Ŕőáłőńìłã ïğëł L ŕàĺŋăďńěęĺâ NP, ňőęŋő ãâćěàęďăâì, çâő âàěąãěňëě A ĺ k áãéěáâćãîâ, ŋő łăłőćë őŋĺ, ňë ŋě ğŋăěň.) Ŋă íâőň őáŋőćăŋĺĺ ŕàőäěááőà ďěńăěâ ćëćőď, çâő ăńčőàĺâň F ŕőáâàőĺâì ŋěńìğï, ĺ çâő ïğëł CIRCUIT-SAT ŋě őąïğăŋ ŕàĺŋăďńěęăâì NP. Őąêïáŋĺâě, ć çñň őèĺąłă ŕàőäěááőàă.

Ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë.

Ďőłăğëćăï NP-ŕőńŋőâã ïğëłă CIRCUIT-SAT, ňë ŕàőćěàïńĺ, çâő ćáïłĺľ ïğëł ĺğ łńăááă NP áćőďĺâáï ł CIRCUIT-SAT ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ąőńìèě íâőčő (àăááňăâàĺćăâì ŕàőĺğćőńìŋëľ ïğëł ĺğ łńăááă NP) ŋăň ďěńăâì ŋě ŕàĺďñâáï — çâőąë ďőłăğăâì NP-ŕőńŋőâã łăłőčő-ńĺąő ïğëłă, ďőáâăâőçŋő áćěáâĺ ł ŋěňã ďàãčőľ ïğëł, NP-ŕőńŋőâă łőâőàőčő ãęě ďőłăğăŋă. Šăłĺň áŕőáőąőň ňë ďőłăęěň NP-ŕőńŋőâã ďćãå ğăďăç ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãń, ă ć àăğďěńě 36.5 — NP-ŕőńŋőâã ěéñ ŋěáłőńìłĺå ğăďăç.

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, NP-ŕőńŋőâã ïğëłőć ňë ąãďěň ďőłăğëćăâì á ŕőňőéìî áńěďãîéěľ ńěňňë.

Ńěňňă 36.8 Ěáńĺ ďńï ïğëłă L ŋăľďěâáï ïğëł L^′ ∈ CNP, ďńï łőâőàőčő L^′ ⩽_P L, âő ïğëł L NP-âàãďěŋ. Ěáńĺ, łàőňě âőčő, L ∈ NP, âő L ∈ CNP.

Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕőáłőńìłã L^′ ∈ CNP, ńîąőľ ïğëł L^{′′} ĺğ łńăááă NP áćőďĺâáï ł L^′. Ŕő ãáńőćĺî L^′ ⩽_P L, ŕőíâőňã ŕő áćőľáâćã âàăŋğĺâĺćŋőáâĺ (ãŕà. 36.3-1) L^{′′} ⩽_p L. Šăłĺň őąàăğőň, ïğëł L ïćńïěâáï NPâàãďŋëň. Ěáńĺ âěŕěàì L ∈ NP, âő L ∈ CNP.

Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ŋăň ŋě ŋăďő ďőłăğëćăâì, çâő ńîąőľ NP-ïğëł áćőďĺâáï ł ĺŋâěàěáãîéěňã ŋăá — ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì íâő ďńï őďŋőčő NP-ŕőńŋőčő ïğëłă. Ŕőńãçăěň âăłãî áåěňã ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë ïğëłă L.

1. Ďőłăğëćăěň, çâő L ∈ NP.

2. Ćëąĺàăěň łăłőľ-ńĺąő ĺğćěáâŋëľ NP-ŕőńŋëľ ïğëł L^′. 3. Śâàőĺň ăńčőàĺâň, ćëçĺáńïîéĺľ äãŋłæĺî f, łőâőàăï őâőąàăęăěâ ćåőďë ğăďăçĺ L^′ ćő ćåőďë ğăďăçĺ L.

4. Ďőłăğëćăěň, çâő äãŋłæĺï f áćőďĺâ L^′ ł L, âő ěáâì çâő x ∈ L^′ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă f(x) ∈ L.

5. Ďőłăğëćăěň, çâő ćëçĺáńïîéĺľ äãŋłæĺî f ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ňőęŋő áłăğăâì ĺ âăł: ňë ãęě ŕàőąĺńĺ ąàěèì ć áâěŋě, ãáâăŋőćĺć NP-ŕőńŋőâã őďŋőčő ïğëłă, ĺ âěŕěàì ňőęěň ĺáŕőńìğőćăâì íâő ďńï ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë ďàãčĺå ïğëłőć. İâĺ ïğëłĺ âăłęě ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì łăł íâăńőŋŋëě ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě NP-ŕőńŋőâë, âăł çâő çěň ąőńìèě ŋăèă łőńńěłæĺï NP-ŕőńŋëå ïğëłőć, âěň ńěčçě ďőłăğëćăâì NP-ŕőńŋőâã ŋőćëå.

Ćëŕőńŋĺňőáâì äőàňãń Ňë ďőłăęěň NP-ŕőńŋőâã ğăďăçĺ ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋëå äőàňãń. (Ĺňěŋŋő ďńï íâőľ ğăďăçĺ ćŕěàćëě ąëńă ďőłăğăŋă NP-ŕőńŋőâă.) Ćőâ łăł őŋă äőàňãńĺàãěâáï.

Ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋëě äőàňãńë áőáâăćńěŋë ĺğ 1. ąãńěćëå ŕěàěňěŋŋëå x_1, x_2, . . . ;

2. ąãńěćáłĺå őŕěàăæĺľ (ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋëå áćïğőł) ∧ (łőŋêîŋłæĺï, AND, Ĺ), ∨ (ďĺğêîŋłæĺï, OR, ĹŃĹ), ¬ (őâàĺæăŋĺě, ŊĚ, NOT), ⇒ (ĺňŕńĺłăæĺï, áńěďőćăŋĺě), ⇔ (íłćĺćăńěŋâŋőáâì, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ);

3. áłőąőł.

Šăł ęě łăł ĺ ďńï ąãńěćëå áåěň, ŋăąőàőň ğŋăçěŋĺľ (truth assignment) ďńï ŕàőŕőğĺæőŋăńìŋőľ äőàňãńë φ ąãďěň ŋăğëćăâì ŋăąőà ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå, ćåőďïéĺå ć íâã äőàňãńã. Ćëŕőńŋïîéĺň ŋăąőàőň (satisfying assignment) ňë ŋăğëćăěň ŋăąőà ğŋăçěŋĺľ, ŋă łőâőàőň äőàňãńă ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě 1 (ĺáâĺŋŋă). Ťőàňãńă ŋăğëćăěâáï ćëŕőńŋĺňőľ (satisfiable), ěáńĺ ďńï ŋěñ áãéěáâćãěâ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà. Ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãńë (formula satisfiability problem) áőáâőĺâ ć ŕàőćěàłě, ïćńïěâáï ńĺ ğăďăŋŋăï (ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋăï) äőàňãńă ćëŕőńŋĺňőľ. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ,

SAT = {⟨φ⟩ : φ — ćëŕőńŋĺňăï ąãńěćă äőàňãńă}.

Ŋăŕàĺňěà, äőàňãńă

φ = ((x_1 ⇒ x_2) ∨ ¬((¬x_1 ⇔ x_3) ∨ x_4)) ∧ ¬x_2

ĺňěěâ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà ⟨x_1 = 0, x_2 = 0, x_3 = 1, x_4 = 1⟩, âăł łăł

φ = ((0 ⇒ 0) ∨ ¬((¬0 ⇔ 1) ∨ 1)) ∧ ¬0 = (1 ∨ ¬(1 ∨ 1)) ∧ 1 = (1 ∨ 0) ∧ 1 = 1,

(36.2)

ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ďăŋŋăï äőàňãńă φ ŕàĺŋăďńěęĺâ SAT.

Ćëŕőńŋĺňőáâì äőàňãńë ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, ŕěàěąàăć ćáě ŋăąőàë ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå. Őďŋăłő íâőâ ŕěàěąőàŋëľ ăńčőàĺâň ŋě ïćńïěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň (ďńï äőàňãńë á n ŕěàěňěŋŋëňĺ ěáâì 2^n ćăàĺăŋâőć). Łăł ŕőłăğëćăěâ áńěďãîéăï âěőàěňă, ğăďăçă SAT ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ ĺ ŕőâőňã ďńï ŋěñ ćàïď ńĺ áãéěáâćãěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň.

Šěőàěňă 36.9 Ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãńë NP-ŕőńŋă. Ďőłăğăâěńìáâćő Ŕàěęďě ćáěčő ãąěďĺňáï, çâő SAT ∈ NP. Ć áăňőň ďěńě, áěàâĺäĺłăâőň ïćńïěâáï ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà, ă ŕàőćěàïîéĺľ ăńčőàĺâň ŕőďáâăćńïěâ ğŋăçěŋĺï ĺğ íâőčő ŋăąőàă ŋă ňěáâő ŕěàěňěŋŋëå ĺ ćëçĺáńïěâ ğŋăçěŋĺě äőàňãńë.

Őáâăńőáì ŕőłăğăâì, çâő ğăďăçă SAT NP-âàãďŋă. Ďńï íâőčő ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì, çâő CIRCUIT-SAT ⩽_P SAT. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë ďőńęŋë ŕő ďăŋŋőľ áåěňě ŕőáâàőĺâì äőàňãńã, łőâőàăï ąãďěâ ćëŕőńŋĺňă ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă ĺáåőďŋăï áåěňă ąëńă ćëŕőńŋĺňă.

Ňőęŋő ŕőáâàőĺâì äőàňãńã, łőâőàăï ćëçĺáńïěâ âã ęě äãŋłæĺî, çâő ĺ ğăďăŋŋăï áåěňă. İâő ďěńăěâáï ŕàőáâő: ďćĺčăïáì őâ ćåőďőć áåěňë ł ćëåőďã, ňë ŋă łăęďőň ŕàőćőďě ŕĺèěň äőàňãńã, ěňã áőőâćěâáâćãîéãî (ŋăŕàĺňěà, ćëåőďã íńěňěŋâă Ĺ áőőâćěâáâćãěâ äőàňãńă φ ∧ ψ, čďě φ ĺ ψ — äőàňãńë, áőőâćěâáâćãîéĺě ěñ ćåőďăň).

36.8 Śćěďěŋĺě ćëŕőńŋĺňőáâĺ áåěňë ł ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãńë. Ďńï łăęďőčő ŕàőćőďă áåěňë ğăćőďĺň ŕěàěňěŋŋãî; äőàňãńă ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ łőŋêîŋłæĺî ãâćěàęďěŋĺľ ő ŕőćěďěŋĺĺ łăęďőčő íńěňěŋâă.

Ł áőęăńěŋĺî, íâőâ ňěâőď ŋě ïćńïěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň. Ňŋőčőłàăâŋőě ĺáŕőńìğőćăŋĺě őďŋĺå ĺ âěå ęě ŕőďäőàňãń ňőęěâ ŕàĺćěáâĺ ł äőàňãńě íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőčő àăğňěàă (ãŕà. 36.4-1). Ŕőíâőňã ŋãęŋő ďěľáâćőćăâì ąőńěě ăłłãàăâŋő.

Šàîł áőáâőĺâ ć âőň, çâőąë ãćěńĺçĺâì çĺáńő ŕěàěňěŋŋëå ć äőàňãńě, ććěďï ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ŕěàěňěŋŋãî ďńï łăęďőčő ŕàőćőďă ć áåěňě, (ă ŋě âőńìłő ďńï ěñ ćåőďőć). Őáŋőćŋăï ĺďěï ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 36.8.

Ťőàňãńă, łőâőàãî áâàőĺâ áćőďïéĺľ ăńčőàĺâň, ěáâì łőŋêîŋłæĺï ŕěàěňěŋŋőľ, áőőâćěâáâćãîéěľ ćëåőďã áåěňë, ĺ ãâćěàęďěŋĺľ ő łőààěłâŋőáâĺ àăąőâë ćáěå äãŋłæĺőŋăńìŋëå íńěňěŋâőć. Ŋăŕàĺňěà, áåěňě ŋă àĺáãŋłě 36.8 ąãďěâ ŕőáâăćńěŋă ć áőőâćěâáâćĺě äőàňãńă φ = x_{10}∧(x_4 ⇔ ¬x_3) ∧(x_5 ⇔ ¬(x_1 ∨ x_2)) ∧(x_6 ⇔ ¬x_4) ∧(x_7 ⇔ ¬(x_1 ∧ x_2 ∧ x_3)) ∧(x_8 ⇔ ¬(x_5 ∨ x_6)) ∧(x_9 ⇔ ¬(x_6 ∨ x_7)) ∧(x_{10} ⇔ ¬(x_7 ∧ x_8 ∧ x_9))

İâő ŕőáâàőěŋĺě, łăł ńěčłő ćĺďěâì, ŕàĺćőďĺâ ł áåěňě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő àăğňěàă ĺ ćëŕőńŋïěâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Ŕőçěňã áåěňă C ćëŕőńŋĺňă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ćëŕőńŋĺňă ŕőáâàőěŋŋăï äőàňãńă φ? Ŕãáâì áåěňă C ĺňěěâ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà. Ŕőďăćăï ŋă ćåőď áåěňë C ğŋăçěŋĺï ŕěàěňěŋŋëå ĺğ íâőčő ŋăąőàă, ňë ŕőńãçĺň őŕàěďěńěŋŋëě ğŋăçěŋĺï ŋă łăęďőň ŕàőćőďě áåěňë. Ŕàĺ íâőň ćëåőďŋëň ğŋăçěŋĺěň áåěňë ąãďěâ 1. İâĺ ğŋăçěŋĺï ĺ ąãďãâ ćëŕőńŋïîéĺň ŋăąőàőň ďńï äőàňãńë φ.

Ŋăŕàőâĺć, ěáńĺ ňë ĺňěěň ŋěłőâőàëľ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà ďńï äőàňãńë φ, âő őŋ ğăďăñâ ŋěłőâőàőě áőčńăáőćăŋŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ğŋăçěŋĺľ ŕő ŕàőćőďăň áåěňë, ŕàĺ łőâőàőň ćëåőďŋőě ğŋăçěŋĺě àăćŋő 1, ĺ ŕőâőňã áåěňă ćëŕőńŋĺňă.

Šăłĺň őąàăğőň, CIRCUIT-SAT ⩽_P SAT, çâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

Ćëŕőńŋĺňőáâì 3-CNF äőàňãń Ďńï ňŋőčĺå ğăďăç ãďăñâáï ďőłăğăâì ĺå NP-ŕőńŋőâã, áćěďï ł ŋĺň ğăďăçã ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãń. Ŕàĺ íâőň ãďőąŋő őčàăŋĺçĺâì łńăáá äőàňãń, ćëŕőńŋĺňőáâì łőâőàëå ŋăá ĺŋâěàěáãěâ — çěň íâőâ łńăáá ňěŋìèě, âěň ńěčçě őáãéěáâćĺâì áćěďěŋĺě. (Ŕàĺ íâőň, łőŋěçŋő, ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãń ĺğ íâőčő łńăááă ďőńęŋă őáâăćăâìáï NP-ŕőńŋőľ.) Ŋă ŕàăłâĺłě őłăğëćăěâáï ãďőąŋëň łńăáá äőàňãń ć 3-łőŋêîŋłâĺćŋőľ ŋőàňăńìŋőľ äőàňě (3- conjunctive normal form), áőłàăéñŋŋő őąőğŋăçăěňëľ 3-CNF. Šăłĺě äőàňãńë ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ łőŋêîŋłæĺî ŋěáłőńìłĺå ŕőďäőàňãń, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ěáâì ďĺğêîŋłæĺï àőćŋő âàñå àăğńĺçŋëå ńĺâěàăńőć (ńĺâěàăń — íâő ŕěàěňěŋŋăï ĺńĺ őâàĺæăŋĺě ŕěàěňěŋŋőľ).

Ŋăŕàĺňěà, äőàňãńă

(x_1 ∨ ¬x_1 ∨ x_2) ∧ (x_3 ∨ x_2 ∨ x_4) ∧ (¬x_1 ∨ ¬x_3 ∨ ¬x_4)

ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã 3-CNF. Ŕěàćăï ĺğ âàñå ěě ďĺğêîŋłæĺľ ěáâì (x_1 ∨ ¬x_1 ∨ x_2); őŋă áőďěàęĺâ ńĺâěàăńë x_1, ¬x_1 ĺ ¬x_2.

Ğăďăçă ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãń ĺğ łńăááă 3-CNF, őąőğŋăçăěňăï 3-CNF-SAT, ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ áő ćáěňĺ ćëâěłăîéĺňĺ ŕőáńěďáâćĺïňĺ (ćàïď ńĺ ďńï ŋěñ ěáâì ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň; ěñ ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë ďàãčĺå ğăďăç).

Šěőàěňă 36.10 Ğăďăçă ŕàőćěàłĺ ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãńë ĺğ łńăááă 3-CNF NPŕőńŋă.

Ďőłăğăâěńìáâćő §ğëł 3-CNF-SAT ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP ŕő âěň ęě ŕàĺçĺŋăň, çâő ĺ ïğëł SAT (âěőàěňă 36.9). Ůâőąë ďőłăğăâì, çâő ğăďăçă 3-CNF-SAT ïćńïěâáï NP-âàãďŋőľ, ňë ŕőłăęěň, çâő SAT ⩽_P 3-CNF-SAT, ĺ őáâăŋěâáï áőáńăâìáï ŋă ńěňňã 36.8.

Śćěďěŋĺě ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăâì âã ęě ĺďěî, çâő ĺ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 36.9 (ŋă áăňőň ďěńě ňőęŋő ąëńő ąë ňőďĺäĺæĺàőćăâì íâő ďőłăğăâěńìáâćő âăł, çâőąë ŕőńãçăńăáì äőàňãńă ĺğ łńăááă 3-CNF).

Ŕãáâì ďăŋă ŕàőĺğćőńìŋăï äőàňãńă φ. Ŕőáâàőĺň ”ďěàěćő àăğąőàă” íâőľ äőàňãńë; ńĺáâìï íâőčő ďěàěćă áőőâćěâáâćãîâ ńĺâěàăńăň, ă ćŋãâàěŋŋĺě ćěàèĺŋë — ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋëň áćïğłăň. Ŋă àĺá. 36.9 ŕőłăğăŋő âăłőě ďěàěćő ďńï äőàňãńë

φ = ((x_1 → x_2) ∨ ¬((¬x_1 ↔ x_3) ∨ x_4)) ∧ ¬x_2. (36.3)

Ňë áçĺâăěň, çâő ć äőàňãńě ŋě ćáâàěçăîâáï ďĺğêîŋłæĺĺ ĺńĺ łőŋêîŋłæĺĺ ąőńěě çěň ďćãå ŕőďäőàňãń (íâő őčàăŋĺçěŋĺě ŋě ĺňěěâ ğŋăçěŋĺï, âăł łăł ćáěčďă ňőęŋő àăááâăćĺâì ŋěďőáâăîéĺě áłőąłĺ). Šăłĺň őąàăğőň, łăęďăï ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă ĺňěěâ őďŋőčő ĺńĺ ďćãå ŕőâőňłőć. Ŕőńãçěŋŋőě ďěàěćő àăğąőàă ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łăł áåěňã, ćëçĺáńïîéãî ąãńěćã äãŋłæĺî (áőőâćěâáâćãîéãî äőàňãńě).

Ďăńěě ďěľáâćãěň łăł ć âěőàěňě 36.9. Ććěďěň ŕěàěňěŋŋëě y_i ďńï łăęďőľ ćŋãâàěŋŋěľ ćěàèĺŋë ŕőáâàőěŋŋőľ áåěňë. Šěŕěàì ňőęŋő ćňěáâő ĺáåőďŋőľ äőàňãńë ŋăŕĺáăâì łőŋêîŋłæĺî ŕěàěňěŋŋőľ, áőőâćěâáâćãîéěľ łőàŋî ďěàěćă àăğąőàă, ĺ ŕőďäőàňãń, ãâćěàęďăîéĺå łőààěłâŋőáâì őŕěàăæĺľ ć łăęďőľ ćěàèĺŋě. Ŋăŕàĺňěà, ďńï äőàňãńë (36.3) ŕőńãçĺâáï äőàňãńă

φ^′ = y_1∧(y_1 ⇔ (y_2 ∧ ¬y_2)) ∧(y_2 ⇔ (y_3 ∨ y_4)) ∧(y_3 ⇔ (x_1 → x_2)) ∧(y_4 ⇔ (¬y_5)) ∧(y_5 ⇔ (y_6 ∨ x_4)) ∧(y_6 ⇔ (¬x_1 ↔ x_3)).

Ŕőńãçěŋŋăï äőàňãńă φ^′ ïćńïěâáï łőŋêîŋłæĺěľ ŋěáłőńìłĺå ŕőďäőàňãń, łăęďăï ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ ŋě ąőńěě 3 ŕěàěňěŋŋëå — ŋő íâĺ ŕőďäőàňãńë ěéñ ŋě ïćńïîâáï ďĺğêîŋłæĺïňĺ âàñå àăğńĺçŋëå ńĺâěàăńőć.

Ůâő ę, őáâăñâáï ğăňěŋĺâì łăęďãî ĺğ íâĺå ŕőďäőàňãń ŋă łőŋêîŋłæĺî ŋěáłőńìłĺå ńĺâěàăńőć. İâő ďěńăěâáï âăł: áőáâăćĺň âăąńĺæã ğŋăçěŋĺľ ďńï íâőľ ŕőďäőàňãńë (łăł ŋă àĺá. 36.10) ĺ ŕőáňőâàĺň ŋă áâàőłĺ, ć łőâőàëå ŕőďäőàňãńă ńőęŋă (ĺňěěâ ğŋăçěŋĺě 0). Ďńï łăęďőľ ĺğ íâĺå áâàőł ŋăŕĺèěň ďĺğêîŋłæĺî âàñå ńĺâěàăńőć, łőâőàăï ąãďěâ ńőęŋőľ łăł àăğ ŕàĺ íâĺå ğŋăçěŋĺïå ŕěàěňěŋŋëå, ă ğăâěň ŋăŕĺèěň łőŋêîŋłæĺî íâĺå ďĺğêîŋłæĺľ, łőâőàăï ąãďěâ íłćĺćăńěŋâŋă àăááňőâàěŋŋőľ ŕőďäőàňãńě őâ âàñå ŕěàěňěŋŋëå.

Ďńï äőàňãńë ĺğ ŋăèěčő ŕàĺňěàă âăąńĺæă ĺáâĺŋŋőáâĺ ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 36.10, äőàňãńă ńőęŋă ć çěâëàñå áńãçăïå. ĺ ğăŕĺáëćăï łőŋêîŋłæĺĺ, ĺáłńîçăîéĺě łăęďëľ ĺğ íâĺå çěâëàñå áńãçăěć, ŕőńãçăěň äőàňãńã

(¬y_1 ∨ ¬y_2 ∨ ¬x_2) ∧ (¬y_1 ∨ y_2 ∨ ¬x_2) ∧ (¬y_1 ∨ y_2 ∨ x_2) ∧ (y_1 ∨ ¬y_2 ∨ x_2),

łőâőàăï íłćĺćăńěŋâŋă äőàňãńě (y_1 ⇔ (y_2 ∧ ¬x_2)).

Őáâăńăáì ěéñ őďŋă ŋěąőńìèăï âàãďŋőáâì — ŋăň ŋăďő, çâőąë łăęďăï ďĺğêîŋłæĺï áőďěàęăńă àőćŋő âàĺ ŕěàěňěŋŋëå. Ďńï íâőčő ňőęŋő ďőąăćĺâì äĺłâĺćŋëě ŕěàěňěŋŋëě — ĺńĺ ŋă íâăŕě ŕőáâàőěŋĺï âăąńĺæë ĺáâĺŋŋőáâĺ, ĺńĺ áěľçăá: äőàňãńã p ∨ q ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋă (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r), ă äőàňãńã p ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋă (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ ¬r)∧ Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ŕőńãçěŋŋăï ć ĺâőčě äőàňãńă ćëŕőńŋĺňă ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă ćëŕőńŋĺňă ĺáåőďŋăï äőàňãńă (ŋă ŕěàćőň èăčě íâő őąőáŋőćëćăěâáï łăł ć âěőàěňě 36.9, ă ďăńìèě ňë ğăňěŋïńĺ äőàňãńë ŋă íłćĺćăńěŋâŋëě). §áŋő âăłęě, çâő ďńĺŋă ŋőćőľ äőàňãńë őčàăŋĺçěŋă ŕőńĺŋőňőň őâ ďńĺŋë áâăàőľ ĺ çâő ćáě íâăŕë ŋăèěčő ŕőáâàőěŋĺï ćëŕőńŋĺňë ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Şŕàăęŋěŋĺï 36.4-1 Ŕőłăęĺâě, çâő őąáãęďăěňëľ ć ŋăçăńě ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 36.9 ŕàïňőľ ňěâőď áćěďěŋĺï ŋě čőďĺâáï, ŕàěďêïćĺć áåěňã àăğňěàă n, łőâőàăï ŕěàěćőďĺâáï ć äőàňãńã íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőčő (on n) àăğňěàă.

36.4-2 Ŕőáâàőľâě äőàňãńã ĺğ łńăááă 3-CNF, ŕàĺňěŋĺć ł äőàňãńě (36.3) ăńčőàĺâň ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 36.10.

36.4-3 Ŕàőäěááőà ãâćěàęďăěâ, çâő őŋ ãŕàőáâĺń ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 36.10 ĺ ŕàĺďãňăń áŕőáőą ŕàěőąàăğőćăâì ŕàőĺğćőńìŋãî äőàňãńã ć ńőčĺçěáłĺ íłćĺćăńěŋâŋãî ěľ äőàňãńã (á âěňĺ ęě ŕěàěňěŋŋëňĺ), ŕàĺŋăďńěęăéãî łńăááã 3-CNF. Ŕőçěňã őŋ ŋě ŕàăć?

36.4-4 Ŕőłăęĺâě, çâő ğăďăçă őŕàěďěńěŋĺï, ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋăï ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋăï äőàňãńă âăćâőńőčĺěľ, NP-ŕőńŋă ć łńăááě co − NP. (Şłăğăŋĺě: áň. ãŕàăęŋěŋĺě 36.3-6.)

36.4-5 Ŕőłăęĺâě, çâő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ňőęŋő őŕàěďěńĺâì, ïćńïěâáï ńĺ ďăŋŋăï ąãńěćă äőàňãńă ć ”ďĺğêîŋłâĺćŋőľ ŋőàňăńìŋőľ äőàňě” (ďĺğêîŋłæĺï ŕőďäőàňãń, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ïćńïěâáï łőŋêîŋłæĺěľ ńĺâěàăńőć) ćëŕőńŋĺňőľ.

36.4-6 Ŕãáâì łâő-âő ŕàĺďãňăń ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, ŕàőćěàïîéĺľ ćëŕőńŋĺňőáâì ńîąőľ ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋőľ äőàňãńë. Łăł ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì íâőâ ăńčőàĺâň ďńï őâëáłăŋĺï ćëŕőńŋïîéěčő ŋăąőàă (ďńï ďăŋŋőľ ćëŕőńŋĺňőľ äőàňãńë) ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï?

36.4-7 Řăááňőâàĺň ïğëł 2-CNF-SAT, łőâőàëľ áőáâőĺâ ĺğ ćëŕőńŋĺňëå äőàňãń ć łőŋêîŋłâĺćŋőľ ŋőàňăńìŋőľ äőàňě, ć łőâőàëå łăęďëľ łőŋêîŋłâĺćŋëľ çńěŋ ïćńïěâáï ďĺğêîŋłæĺěľ ŋě ąőńěě çěň ďćãå ńĺâěàăńőć. Ďőłăęĺâě, çâő 2-CNF-SAT ∈ P. Ŕőáâàőľâě łăł ňőęŋő ąőńěě ąëáâàëľ àăğàěèăîéĺľ ăńčőàĺâň. (Şłăğăŋĺě: Ŕőáłőńìłã (x ∨ y) íłćĺćăńěŋâŋő ćëàăęěŋĺî (¬x → y), ňőęŋő áćěáâĺ 2-CNF-SAT ł ŋěłőâőàőľ ŕőńĺŋőňăńìŋő àăğàěèĺňőľ ğăďăçě, áćïğăŋŋőľ á őàĺěŋâĺàőćăŋŋëňĺ čàăäăňĺ.)

36.4 NP-ŕőńŋëě ğăďăçĺ

Ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ĺğćěáâŋő ňŋőčő NP-ŕőńŋëå ğăďăç, áćïğăŋŋëě á áăňëňĺ àăğŋëňĺ őąńăáâïňĺ ňăâěňăâĺłĺ ĺ ĺŋäőàňăâĺłĺ: ńőčĺłőľ, âěőàĺěľ čàăäőć, łőňŕìîâěàŋëňĺ áěâïňĺ, ňŋőęěáâćăňĺ ĺ àăğąĺěŋĺïňĺ, àăáŕĺáăŋĺïňĺ, ňăâěňăâĺçěáłĺň ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺěň, ăńčěąàőľ ĺ âěőàĺěľ çĺáěń, ĺčàăňĺ ĺ čőńőćőńőňłăňĺ, őŕâĺňĺğăæĺěľ ŕàőčàăňň ĺ â.ď. ĺ â.ŕ.

Ć íâőň àăğďěńě ňë ďőłăęěň NP-ŕőńŋőâã ŋěáłőńìłĺå ğăďăç ő čàăäăå ĺ ňŋőęěáâćăå á ŕőňőéìî ňěâőďă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő áćěďěŋĺï.

Śćïğì ňěęďã íâĺňĺ ğăďăçăňĺ ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 36.11; áâàěńłĺ őğŋăçăîâ áćőďĺňőáâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (CIRCUIT-SAT áćőďĺâáï ł SAT ĺ â.ď.) Ďőłăğăć (ć âěőàěňě 36.7) NP-ŕőńŋőâã ğăďăçĺ SAT, á ŕőňőéìî íâĺå áćěďě́ŋĺľ ňë ãąěęďăěňáï ć ŕőńŋőâě ćáěå ŕěàěçĺáńěŋŋëå ŋă àĺáãŋłě ğăďăç.

36.4.1 Ğăďăçă ő łńĺłě

Łńĺłőľ (clique) ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě G = (V, E) ŋăğëćăěâáï ŕőďňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ V^′ ⊆ V , łăęďëě ďćě ĺğ łőâőàëå áőěďĺŋěŋë àěąàőň čàăäă. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, łńĺłă — íâő ŕőńŋëľ ŕőďčàăä čàăäă G. Řăğňěàőň (size) łńĺłĺ ŋăğëćăěâáï çĺáńő áőďěàęăéĺåáï ć ŋěľ ćěàèĺŋ. Řăááňőâàĺň őŕâĺňĺğăæĺőŋŋãî ğăďăçã: őŕàěďěńĺâì ňăłáĺňăńìŋëľ àăğňěà łńĺłĺ ć ďăŋŋőľ čàăäě. Ěñ ŋăğëćăîâ ğăďăçěľ ő łńĺłě (clique problem). Śőőâćěâáâćãîéăï ğăďăçă àăğàěèěŋĺï äőàňãńĺàãěâáï âăł: ďăŋë čàăä G ĺ çĺáńő k; âàěąãěâáï ãáâăŋőćĺâì, ěáâì ńĺ ć čàăäě G łńĺłă àăğňěàă k. Ťőàňăńìŋő čőćőàï,

CLIQUE = {⟨G, k⟩ : ć čàăäě G ěáâì łńĺłă àăğňěàă k}.

Łăł ćáěčďă, ňë ňőęěň ŕěàěąàăâì ćáě ŕőďňŋőęěáâćă àăğňěàă k ć V ĺ ŕàőćěàĺâì, ěáâì ńĺ áàěďĺ ŋĺå łńĺłă. Ďńï íâőčő âàěąãěâáï Ω(k^2 · C^k_V ) ďěľáâćĺľ (V — çĺáńő ćěàèĺŋ ć čàăäě). Ŕàĺ ńîąőň äĺłáĺàőćăŋŋőň k íâă ćěńĺçĺŋă ŕőńĺŋőňĺăńìŋő ğăćĺáĺâ őâ àăğňěàă čàăäă G. Őďŋăłő ć őąéěľ ŕőáâăŋőćłě ğăďăçĺ k ňőęěâ ąëâì ńîąëň çĺáńőň, ŋě ŕàěćőáåőďïéĺň |V |, ĺ ăńčőàĺâň ŋě ïćńïěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëň. Ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő ăńčőàĺâňă áłőàěě ćáěčő ŕàőáâő ŋěâ, ŕőáłőńìłã ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï

Šěőàěňă 36.11 Ğăďăçă CLIQUE ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő Śŋăçăńă ãąěďĺňáï, çâő CLIQUE ∈ NP. Ć áăňőň ďěńě, ć łăçěáâćě áěàâĺäĺłăâă ňőęŋő ćğïâì áŕĺáőł ćáěå ćěàèĺŋ, őąàăğãîéĺå łńĺłã (ĺňěï íâőâ áŕĺáőł, ŋăńĺçĺě ćáěå áőěďĺŋĺâěńìŋëå àñąěà ňőęŋő ŕàőćěàĺâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï).

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă NP-âàãďŋőáâĺ ğăďăçĺ CLIQUE ŕőłăęěň, çâő 3-CNF-SAT ⩽_m athrmP CLIQUE. Ŋă ŕěàćëľ ćğčńïď íâő łăęěâáï áâàăŋŋëň — ŕàőŕőğĺæĺőŋăńìŋëě äőàňãńë ŋĺłăł ŋě áćïğăŋë á čàăäăňĺ ĺ łńĺłăňĺ — ŋő ŋă áăňőň ďěńě áćěďě́ŋĺě ŕőáâàőĺâì ńěčłő

36.12 Čàăä. áőőâćěâáâćãîéĺľ äőàňãńě φ = C_1 ∧ C_2 ∧ C_3, čďě C_1 = x_1∨¬x_2∨¬x_3, C_2 = ¬x_1∨x_2∨x_3, C_3 = x_1∨x_2∨x_3 ŕàĺ áćěďěŋĺĺ 3-CNF- SAT ł ğăďăçě ő łńĺłě. Ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà ⟨x_1 = 0, x_2 = 0, x_3 = 1⟩ ćëŕőńŋïěâ C_1 ğă áçñâ ¬x_2, ă C_2 ĺ C_3 ğă áçñâ x_3. Śőőâćěâáâćãîéĺě ćěàèĺŋë ŕőłăğăŋë áćěâńő-áěàëň ĺ őąàăğãîâ łńĺłã.

Śćőďïéĺľ ăńčőàĺâň ŕőńãçăěâ äőàňãńã ĺğ łńăááă 3-CNF, ćëŕőńŋĺňőáâì łőâőàőľ ŋãęŋő ŕàőćěàĺâì (â.ě. áćěáâĺ ł ğăďăçě ő łńĺłě). Ŕãáâì ďăŋă äőàňãńă

φ = C_1 ∧ C_2 ∧ . . . ∧ C_k,

čďě łăęďăï ŕőďäőàňãńă C_r ěáâì ďĺğêîŋłæĺï âàěå àăğŋëå ńĺâěàăńőć l^r_1, l^r_2 ĺ l^r_3. Ŕőáâàőĺň čàăä G = (V, E), łőâőàëľ áőďěàęĺâ łńĺłã àăğňěàă k, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ äőàňãńă äőàňãńă φ ćëŕőńŋĺňă.

Ďńï łăęďőľ ďĺğêîŋłæĺĺ C_r = (l^r_1 ∨ l^r_2 ∨ l^r_3) ĺğ äőàňãńë φ ŋăàĺáãěň âàĺ ćěàèĺŋë v^r_1, v^r_2, v^r_3. Šăłĺň őąàăğőň, čàăä G ąãďěâ áőďěàęăâì 3k ćěàèĺŋ. (Ğăąěčăï ćŕěàñď, ňőęŋő áłăğăâì, çâő ąãďãéăï łńĺłă ąãďěâ őąàăğőćăŋă ĺáâĺŋŋëňĺ çńěŋăňĺ ďĺğêîŋłæĺľ.) Ŕőłă çâő őŕĺèěň àñąàă čàăäă: ďćě ćěàèĺŋë v^r_i ĺ v^s_j áőěďĺŋěŋë àěąàőň ć čàăäě G, ěáńĺ ćëŕőńŋěŋë áńěďãîéĺě ãáńőćĺï:

v^r_i ĺ v^s_j ŕàĺŋăďńěęăâ àăğŋëň âàőľłăň (r ≠ s);

ńĺâěàăńë l^r_i ĺ l^s_j , łőâőàëě áőőâćěâáâćãîâ ďăŋŋëň ćěàèĺŋăň, áőćňěáâŋë (are consistent), âő ěáâì ŋě ïćńïîâáï őâàĺæăŋĺïňĺ ďàãč ďàãčă.

Čàăä G ńěčłő ŕőáâàőĺâì ŕő äőàňãńě φ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Ŋă àĺá. 36.12 ŕőłăğăŋ čàăä, áőőâćěâáâćãîéĺľ äőàňãńě

φ = (x_1 ∨ ¬x_2 ∨ ¬x_3) ∧ (¬x_1 ∨ x_2 ∨ x_3) ∧ (x_1 ∨ x_2 ∨ x_3).

Ŕőłăęěň, çâő őŕĺáăŋŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě ďěľáâćĺâěńìŋő ïćńïěâáï áćěďěŋĺěň. Śŋăçăńă ŕàěďŕőńőęĺň, çâő äőàňãńă φ ĺňěěâ ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà. Šőčďă łăęďăï ďĺğêîŋłæĺï C_i áőďěàęĺâ åőâï ąë őďĺŋ ĺáâĺŋŋëľ ńĺâěàăń; ćëąěàěň őďĺŋ ĺğ âăłőćëå (ďńï łăęďőľ ďĺğêîŋłæĺĺ). Őâňěâĺň áőőâćěâáâćãîéĺě ćëąàăŋŋëň ńĺâěàăńăň ćěàèĺŋë v^r_i čàăäă G. Ňë ãâćěàęďăěň, çâő k őâňěçěŋŋëå ćěàèĺŋ őąàăğãîâ łńĺłã. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ďćă őâňěçěŋŋëå ńĺâěàăńă áőćňěáâŋë, âăł łăł őąă ĺáâĺŋŋë ŋă őďŋőň ĺ âőň ęě ćëŕőńŋïîéěň ŋăąőàě (ĺ ŕőâőňã ŋě ňőčãâ ąëâì őâàĺæăŋĺïňĺ ďàãč ďàãčă).

Őąàăâŋő, ŕãáâì ć čàăäě G ěáâì łńĺłă V^′ àăğňěàă k. Ć łăęďőľ âàőľłě ćěàèĺŋë ŋě áőěďĺŋěŋë àěąàăňĺ ďàãč á ďàãčőň, ŕőíâőňã łńĺłă V^′ áőďěàęĺâ àőćŋő ŕő őďŋőľ ćěàèĺŋě ĺğ łăęďőľ âàőľłĺ. Řăááňőâàĺň áőőâćěâáâćãîéĺě ńĺâěàăńë ĺ őąêïćĺň ĺå ĺáâĺŋŋëňĺ. Śőćňěáâŋőáâì ńĺâěàăńőć čăàăŋâĺàãěâ, çâő ďńï íâőčő ŋě ŕàĺďñâáï őąêïćńïâì ŕěàěňěŋŋãî őďŋőćàěňěŋŋő ĺáâĺŋŋőľ ĺ ńőęŋőľ. Ěáńĺ ŕőáńě íâőčő ğŋăçěŋĺï ŋěłőâőàëå ŕěàěňěŋŋëå ěéě ŋě őŕàěďěńěŋë, ćëąěàěň ĺå ŕàőĺğćőńìŋő. Ŕőńãçĺň ŋăąőà ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå, łőâőàëľ ąãďěâ ćëŕőńŋïîéĺň, âăł łăł ć łăęďőľ ĺğ ďĺğêîŋłæĺľ ěáâì åőâï ąë őďĺŋ ĺáâĺŋŋëľ çńěŋ.

36.4.2 Ğăďăçă ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ

Ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ V^′ ⊆ V čàăäă V = (V, E) ŋăğëćăěâáï ćěàèĺŋŋëň ŕőłàëâĺěň (vertex cover) čàăäă, ěáńĺ ã ńîąőčő àěąàă čàăäă åőâï ąë őďĺŋ ĺğ łőŋæőć ćåőďĺâ ć V^′. Ěáńĺ áçĺâăâì, çâő ćěàèĺŋă ”ŕőłàëćăěâ” ĺŋæĺďěŋâŋëě ěľ àñąàă, âő ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě čàăäă G — íâő ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ, łőâőàëě ŕőłàëćăîâ ćáě ěčő àñąàă. Řăğňěàőň (size) ćěàèĺŋŋőčő ŕőłàëâĺï ŋăğëćăěâáï çĺáńő ćåőďïéĺå ć ŋěčő ćěàèĺŋ. Ŋăŕàĺňěà, čàăä àĺá. 36.13 (b) ĺňěěâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě {w, z} (àăğňěàă 2).

Ğăďăçă ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ (vertex-cover problem) âàěąãěâ ãłăğăâì ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋëľ àăğňěà ćěàèĺŋŋőčő ŕőłàëâĺï ďńï ğăďăŋŋőčő čàăäă. Łăł őąëçŋő, ňë ŕěàěľďñň őâ ğăďăçĺ őŕâĺňĺğăæĺĺ ł ğăďăçě àăğàěèěŋĺï ĺ ąãďěň áŕàăèĺćăâì, ĺňěěâ ńĺ ďăŋŋëľ čàăä ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě ďăŋŋőčő àăğňěàă. Śőőâćěâáâćãîéĺľ ïğëł âăłőć:

VERTEX-COVER = {⟨G, k⟩ : čàăä G ĺňěěâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě àăğňěàă k}

Šěőàěňă 36.12 Ğăďăçă VERTEX-COVER ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő Śŋăçăńă ãąěďĺňáï, çâő ďăŋŋăï ğăďăçă ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP.

Ć áăňőň ďěńě, ć łăçěáâćě áěàâĺäĺłăâă čőďĺâáï áăňő ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě (ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő őŋő ĺňěěâ âàěąãěňëľ àăğňěà ĺ çâő őŋő ďěľáâćĺâěńìŋő ïćńïěâáï ŕőłàëâĺě, ŕàőáňőâàěć ćáě àñąàă).

Ůâőąë ďőłăğăâì, çâő ğăďăçă VERTEX-COVER ïćńïěâáï NPâàãďŋőľ, áćěďñň ł ŋěľ ğăďăçã ő łńĺłě. Ć ďőłăğăâěńìáâćě ĺáŕőńìğãěâáï ŕőŋïâĺě ďőŕőńŋěŋĺï čàăäă. Ŕãáâì ďăŋ ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E). Ěčő ďőŕőńŋěŋĺěň (complement) ŋăğőćñň čàăä Ḡ = (V, Ē), čďě Ē = {(u, v) : (u, v) /∈ E}. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, čàăä Ḡ ĺňěěâ âě ęě ćěàèĺŋë, çâő ĺ čàăä G, ă àñąàă áőěďĺŋïîâ âě ŕăàë ćěàèĺŋ, łőâőàëě ŋě ąëńĺ áőěďĺŋěŋë àěąàőň ć čàăäě G. Ŋă àĺá. 36.13 ŕőłăğăŋë ŕàĺňěà čàăäă ĺ ěčő ďőŕőńŋěŋĺï, ŕőïćńïîéĺěáï ŕàĺ áćěďěŋĺĺ ğăďăçĺ CLIQUE á ğăďăçě VERTEX-COVER.

Śćőďïéĺľ ăńčőàĺâň ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď čàăä G ĺ çĺáńő k; ćőŕàőá áőáâőĺâ ć âőň, ěáâì ńĺ ć čàăäě g łńĺłă àăğňěàă k. Ăńčőàĺâň áâàőĺâ čàăä Ḡ (ďőŕőńŋěŋĺě čàăäă G) ĺ ďăñâ ŋă ćëåőďě ŕăàã ⟨Ḡ, |V | − k⟩. Őáâăñâáï ğăňěâĺâì, çâő čàăä Ḡ ĺňěěâ ćěàèĺŋŋőě

36.13 Śćěďěŋĺě ğăďăçĺ CLIQUE ł ğăďăçě VERTEX-COVER. (a) Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G = (V, E) ĺ łńĺłă V^′ = {u, v, x, y}. (b) Ěčő ďőŕőńŋěŋĺě Ḡ, ŕőáâàőěŋŋőě áćőďïéĺň ăńčőàĺâňőň, ĺňěěâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě V \ V^′ = {w, z}.

ŕőłàëâĺě àăğňěàă |V | − k âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă čàăä G ĺňěěâ łńĺłã àăğňěàă k (ćőğňőęŋőáâì ćëŕőńŋĺâì íâő ŕàěőąàăğőćăŋĺě ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï őçěćĺďŋă).

Ć áăňőň ďěńě, ěáńĺ ěáâì łńĺłă àăğňěàă k, âő ěñ ďőŕőńŋěŋĺě őąàăğãěâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě čàăäă Ḡ (ńîąőě àěąàő čàăäă Ḡ őâáãâáâćãěâ ć čàăäě G, ŕőíâőňã őďĺŋ ĺğ łőŋæőć íâőčő àěąàă ďőńęěŋ ąëâì ćŋě łńĺłĺ).

Ŋăŕàőâĺć, ěáńĺ ěáâì ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě čàăäă G àăğňěàă |V | − k, âő ěčő ďőŕőńŋěŋĺě ïćńïěâáï łńĺłőľ: ěáńĺ łăłĺě-âő ďćě ćěàèĺŋë íâőčő ďőŕőńŋěŋĺï ŋě áćïğăŋë àěąàőň ć čàăäě G, âő őŋĺ ąëńĺ ąë áćïğăŋë àěąàőň ć Ḡ, ĺ íâő àěąàő ŋě ąëńő ąë ŕőłàëâő.

Ŕőáłőńìłã ğăďăçă VERTEX-CLIQUE ïćńïěâáï NPŕőńŋőľ, ćàïď ńĺ ďńï ŋěñ áãéěáâćãěâ íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň. Őďŋăłő, łăł ňë ãćĺďĺň ć àăğďěńě 37.1, áãéěáâćãěâ íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ďăîéĺľ ” ŕàĺąńĺęñŋŋőě” àěèěŋĺě íâőľ ğăďăçĺ — ňőęŋő ŋăľâĺ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě, ć łőâőàőň çĺáńő ćěàèĺŋ ŋě ąőńěě çěň ćďćőě ŕàěćőáåőďĺâ ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě.

Šăłĺň őąàăğőň, NP-ŕőńŋőâă ğăďăçĺ ěéñ ŋě őğŋăçăěâ, çâő ŋăďő őâłăğăâìáï őâ ĺďěĺ ěñ àěèĺâì — ćőğňőęŋő, ŋăŕàĺňěà, çâő ěáâì ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ďăñâ àěèěŋĺě, ąńĺğłőě ł őŕâĺňăńìŋőňã. (Ć àăğďěńě 37 ňë ćěàŋñňáï ł íâőľ ĺďěě ĺ àăááňőâàĺň ŕàĺąńĺęěŋŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ŋěáłőńìłĺå NP-ŕőńŋëå ğăďăç.)

36.5.3 Ğăďăçă ő áãňňăå ŕőďňŋőęěáâć Ć íâőň àăğďěńě ňë àăááňőâàĺň ěéñ őďŋã NP-ŕőńŋãî ğăďăçã, ŋă íâőâ àăğ — ăàĺäňěâĺçěáłãî. Ŕãáâì ďăŋë łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń S ⊂ N ĺ çĺáńő t ∈ N. Ć ğăďăçě ő áãňňăå ŕőďňŋőęěáâć âàěąãěâáï ćëïáŋĺâì, áãéěáâćãěâ ńĺ âăłőě ŕőďňŋőęěáâćő S^′ ⊆ S, áãňňă íńěňěŋâőć łőâőàőčő àăćŋă t. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ S = {1, 4, 16, 64, 256, 1040, 1093, 1284, 1344} ĺ t = 3754, âő őâćěâ ąãďěâ ŕőńőęĺâěńìŋëň — ňőęŋő ćğïâì S^′ = {1, 16, 64, 256, 1040, 1093, 1284}.

Śőőâćěâáâćãîéĺľ ïğëł âăłőć:

SUBSET-SUM = {⟨S, t⟩ : áãéěáâćãěâ âăłőě ŕőďňŋőęěáâćő S^′ ⊆ S, çâő t = ∑ s∈S^′ s}.

Ŋăŕőňŋĺň, çâő ňë ğăŕĺáëćăěň çĺáńă ć ďćőĺçŋőľ áĺáâěňě (ŕàěďáâăćńïï ćåőď ğăďăçĺ ć ćĺďě ąĺâőćőľ áâàőłĺ).

Šěőàěňă 36.13

36.14 Śćěďěŋĺě ğăďăçĺ ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ ł ğăďăçě ő áãňňăå ŕőďňŋőęěáâć.

(a) Ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä G. Śćěâńő-áěàëě ćěàèĺŋë őąàăğãîâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě {v_1, v_3, v_4} àăğňěàă 3.

(b) Ňăâàĺæă ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ íâőčő čàăäă. Śćěâńő-áěàëě áâàőłĺ áőőâćěâáâćãîâ ćěàèĺŋăň ŕőłàëâĺï.

(c) Śőőâćěâáâćãîéĺľ ćåőď ğăďăçĺ ő áãňňăå ŕőďňŋőęěáâć. Ćŋãâàĺ àăňłĺ ŋăåőďĺâáï ňăâàĺæă ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ, Ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě {v_1, v_3, v_4} àăğňěàă k = 3 áőőâćěâáâćãěâ ŕőďňŋőęěáâćã ĺğ áćěâńő-áěàëå íńěňěŋâőć {1, 16, 64, 256, 1040, 1093, 1284}, áãňňă łőâőàőčő ěáâì 3754.

Ğăďăçă SUBSET-SUM ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő Őçěćĺďŋő, íâă ğăďăçă ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP (áěàâĺäĺłăâőň ňőęŋő áçĺâăâì áăňő ŕőďňŋőęěáâćő S^′).

Šěŕěàì ŕőłăęěň, çâő VERTEX-COVER ⩽_P SUBSET-SUM. Śćőďïéĺľ ăńčőàĺâň ŕàěőąàăğãěâ ćåőď ⟨G, k⟩ ğăďăçĺ ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ ć ŕăàã ⟨S, t⟩ á âăłĺň áćőľáâćőň: ć čàăäě G áãéěáâćãěâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě àăğňěàă k âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ć S ŋăľďěâáï ŕőďňŋőęěáâćő á áãňňőľ t.

Ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ŕàěďáâăćńěŋĺě čàăäă G ňăâàĺæěľ ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ. Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä; ňë áçĺâăěň, çâő ěčő ćěàèĺŋăňĺ ïćńïîâáï çĺáńă 0, 1, 2, . . . , |V | − 1, ă àñąàăňĺ — çĺáńă 0, 1, 2, . . . , |E|−1. Šőčďă ňăâàĺæěľ ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ (incidence matrix) čàăäă G ąãďěâ |V | × |E|-ňăâàĺæă B, őŕàěďěńïěňăï âăł: b_{ij} = { 1, ěáńĺ àěąàő j ĺŋæĺďěŋâŋő ćěàèĺŋě i, 0, ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě.

Ŋăŕàĺňěà, ňăâàĺæă ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ àĺá. 36.14 (b) áőőâćěâáâćãěâ čàăäã àĺá. 36.14 (a).

Śćőďïéĺľ ăńčőàĺâň ŕőńãçăěâ ŋă ćåőď ňăâàĺæã ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ B ĺ çĺáńő k. Šàěąãěâáï ŕőáâàőĺâì ňŋőęěáâćő S ĺ çĺáńő t. Ćáě çĺáńă ąãďěň ğăŕĺáëćăâì ć áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï ŕő őáŋőćăŋĺî 4.

Ňŋőęěáâćő S ąãďěâ áőáâőïâì ĺğ çĺáěń ďćãå âĺŕőć: őďŋĺ áőőâćěâáâćãîâ ćěàèĺŋăň čàăäă, ďàãčĺě — ěčő àñąàăň. Łăęďőľ ćěàèĺŋě i ∈ V áâăćĺâáï ć áőőâćěâáâćĺě çĺáńő, łőâőàőě ğăŕĺáëćăěâáï (ć áĺáâěňě ŕő őáŋőćăŋĺî 4) ĺ |E| âăł: áŋăçăńă ĺďñâ ěďĺŋĺæă, ă ŕőâőň i-ăï áâàőłă ňăâàĺæë ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ B = (b_{ij}) (àĺá. 36.14 (c)), âő ěáâì áâàőłă, áőőâćěâáâćãîéăï íâőľ ćěàèĺŋě. Łăęďőňã àěąàã j ∈ E áőŕőáâăćńïěâáï çĺáńő y_j , ğăŕĺáì łőâőàőčő áőďěàęĺâ ěďĺŋáâćěŋŋãî ěďĺŋĺæã ć ŕőğĺæĺĺ, áőőâćěâáâćãîéěľ àěąàã i (â.ě. çĺáńő 4^j ).

Őáâăěâáï ãłăğăâì çĺáńő t. Śâăàèĺě àăğàïďë çĺáńă t áőćŕăďăîâ á ğăŕĺáìî çĺáńă k ŕő őáŋőćăŋĺî 4, ă ŕőáńěďãîéĺě |E| àăğàïďőć ğăŕőńŋěŋë ďćőľłăňĺ. Ąőńěě âőçŋő,

t = k · 4^{|E|} + |E|−1∑

j=0 2 · 4^j .

Ćáě ŕőáâàőěŋŋëě çĺáńă ĺňěîâ ďćőĺçŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő àăğňěàă ĺ áâàőïâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Šěŕěàì ŋãęŋő ŕàőćěàĺâì, çâő čàăä G ĺňěěâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě àăğňěàă k âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ć S áãéěáâćãěâ ŕőďňŋőęěáâćő S^′ á áãňňőľ t. Ŕãáâì ďăŋő ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě V^′ ⊆ V âàěąãěňőčő àăğňěàă, áőďěàęăéěě ćěàèĺŋë i_1, i_2, . . . , i_k. Ćłńîçĺň ć ňŋőęěáâćő S^′ çĺáńă, áőőâćěâáâćãîéĺě íâĺň ćěàèĺŋăň. Šőčďă áãňňă íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă S^′, ğăŕĺáăŋŋăï ŕő őáŋőćăŋĺî 4, ąãďěâ ćëčńïďěâì âăł: ć áâăàèĺå àăğàïďăå áâőĺâ çĺáńő k, ă ćő ćáěå ňńăďèĺå àăğàïďăå áâőïâ æĺäàë 1 ĺńĺ 2 (ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, őąă łőŋæă àěąàă ćőèńĺ ć ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě ĺńĺ âőńìłő őďĺŋ). Ćğïć âě àñąàă, ã łőâőàëå âőńìłő őďĺŋ łőŋěæ ćőèñń ć ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě ĺ ďőąăćĺć áőőâćěâáâćãîéĺě ĺň çĺáńă ć ňŋőęěáâćő S^′, ňë ŕàěćàăâĺň ěďĺŋĺæë ć ďćőľłĺ, âő ěáâì ŕőńãçĺň ć áãňňě çĺáńő t. (Ŋă àĺá. 36.14 (c) ŕőâàěąőćăńőáì ďőąăćĺâì çěâëàě áâàőłĺ y_0, y_2, y_3, y_4, çâőąë őąěáŕěçĺâì ŋěďőáâăîéĺě ďćőľłĺ ć ňńăďèĺå àăğàïďăå.)

Őąàăâŋőě àăááãęďěŋĺě ăŋăńőčĺçŋő. Ŕãáâì ĺňěěâáï ňŋőęěáâćő S^′, áãňňă íńěňěŋâőć łőâőàőčő àăćŋă t. İâő ğŋăçĺâ, çâő ć ňńăďèĺå àăğàïďăå áãňňë áâőïâ ďćőľłĺ. Ŕőáłőńìłã áâàőłĺ, áőőâćěâáâćãîéĺě àñąàăň, ňőčãâ ďăâì ć łăęďőň àăğàïďě ňăłáĺňãň ěďĺŋĺæã, ŋő ŋĺłăł ŋě ďćőľłã, íâő ğŋăçĺâ, çâő ŋěďőáâăîéăï ěďĺŋĺæă ŕàĺåőďĺâ őâ ” ćěàèĺŋŋëå” áâàőł. Śńěďőćăâěńìŋő, ćěàèĺŋë, áőőâćěâáâćãîéĺě ćåőďïéĺň ć S^′ áâàőłăň, őąàăğãîâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě. Ă áâăàèĺě àăğàïďë čăàăŋâĺàãîâ, çâő çĺáńő ćěàèĺŋ ć íâőň ŕőłàëâĺĺ àăćŋő k.

36.4.3 Ğăďăçă ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě

Ćěàŋñňáï ł ğăďăçě ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě (HAM-CYCLE; ňë čőćőàĺńĺ ő ŋěľ ć àăğďěńě 36.2).

Šěőàěňă 36.14 Ğăďăçă HAM-CYCLE ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő Ňë ãęě őąêïáŋïńĺ, ŕőçěňã íâă ğăďăçă ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP (čăňĺńìâőŋőć æĺłń ňőęŋő áçĺâăâì áěàâĺäĺłăâőň).

Ůâőąë ďőłăğăâì NP-ŕőńŋőâã ğăďăçĺ HAM-CYCLE, ňë ŕőłăęěň, çâő 3-CNF-SAT ⩽_m athrmP HAM-CYCLE. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ňë őŕĺèěň ăńčőàĺâň, ŕàěőąàăğãîéĺľ äőàňãńã φ ĺğ łńăááă 3-CNF á ŕěàěňěŋŋëňĺ x_1, x_2, . . . , x_n ć čàăä G = (V, E), łőâőàëľ ĺňěěâ

36.15 (a) Ąńőł A, ĺáŕőńìğãěňëľ ŕàĺ áćěďěŋĺĺ ğăďăçĺ 3-SAT ł ğăďăçě HAM-CYCLE.

(b)–(c) Ěáńĺ ąńőł A ćåőďĺâ ć čàăä G ĺ áőěďĺŋïěâáï á ŋĺň ńĺèì ć ãčńőćëå ćěàèĺŋăå, âő ńîąőľ čăňĺńìâőŋőć æĺłń ć čàăäě G ŕàőåőďĺâ çěàěğ A őďŋĺň ĺğ ďćãå áŕőáőąőć. (d) Śĺňćőńĺçěáłőě ĺğőąàăęěŋĺě ąńőłă A

36.16 Ąńőł B, ĺáŕőńìğãěňëľ ŕàĺ áćěďěŋĺĺ ğăďăçĺ 3-CNF-SAT ł ğăďăçě HAM-CYCLE. Ŕãâì ĺğ ćěàèĺŋë b_1 ć b_4 ŋě ňőęěâ ŕàőåőďĺâì ŕő ćáěň âàñň àñąàăň b_1–b_2ą b_2–b_3 ĺ b_3–b_4, ŋő ňőęěâ ŕàőåőďĺâì ŕő ńîąőňã áőąáâćěŋŋőňã ŕőďňŋőęěáâćã íâőčő ňŋőęěáâćă, łăł ŕőłăğăŋő ć (a)– (e). Śĺňćőńĺçěáłőě ĺğőąàăęěŋĺě (f) ŕőďçñàłĺćăěâ íâő áćőľáâćő: ŕő łàăľŋěľ ňěàě őďĺŋ ĺğ âàñå ŕãâěľ, ŋă łőâőàëě ãłăğëćăîâ áâàěńłĺ, ďőńęěŋ ćőľâĺ ć čăňĺńìâőŋőć ŕãâì.

čăňĺńìâőŋőć æĺłń ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, ěáńĺ ěáńĺ ĺáåőďŋăï äőàňãńă ąëńă ćëŕőńŋĺňőľ. Ć ŋăèěľ łőŋáâàãłæĺĺ ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì ŋěłőâőàëě ąńőłĺ — łãáłĺ čàăäă, őąńăďăîéĺě ŋěłőâőàëňĺ áŕěæĺăńìŋëňĺ áćőľáâćăňĺ.

Ŕěàćëľ ĺğ ĺáŕőńìğãěňëå ąńőłőć (ąńőł A) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 36.15 (a). Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő A ćåőďĺâ ć ŋěłőâőàëľ čàăä G, ŕàĺçñň ńĺèì ćěàèĺŋë a, a^′, b, b^′ ňőčãâ ąëâì áőěďĺŋěŋë á őáâăńìŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ čàăäă. Šőčďă čăňĺńìâőŋőć æĺłń ć čàăäě G (ěáńĺ âăłőćőľ áãéěáâćãěâ) ďőńęěŋ ŕàőåőďĺâì çěàěğ ćěàèĺŋë z_1 − −z_4, ĺ íâő ňőęěâ ŕàőĺáåőďĺâì ńĺèì ďćãňï áŕőáőąăňĺ (àĺá. 36.15 (b) ĺ (c)). Ŕőíâőňã ňőęŋő áĺňćőńĺçěáłĺ ĺğőąàăęăâì ąńőł A łăł ŋă àĺá. 36.15 (d), ĺňěï ć ćĺďã, çâő őŋ ğăňěŋïěâ ďćă àěąàă a–a^′ ĺ b − −b^′ á âăłĺň ďőŕőńŋĺâěńìŋëň ãáńőćĺěň: čăňĺńìâőŋőć æĺłń ďőńęěŋ áőďěàęăâì àőćŋő őďŋő ĺğ ďćãå íâĺå àñąěà.

Ćâőàőľ ĺáŕőńìğãěňëľ ąńőł (B) ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 36.16. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ąńőł B ćåőďĺâ ć ŋěłőâőàëľ čàăä G, ŕàĺçñň B ňőęěâ ąëâì áćïğăŋ á őáâăńìŋőľ çăáâìî čàăäă âőńìłő çěàěğ ćěàèĺŋë b_1, b_2, b_3 ĺ b_4. Ňőęŋő ŕàőćěàĺâì, çâő čăňĺńìâőŋőć æĺłń čàăäă G (ěáńĺ őŋ áãéěáâćãěâ) ŋě ňőęěâ ŕàőåőďĺâì őďŋőćàěňěŋŋő çěàěğ âàĺ àěąàă (b_1, b_2), (b_2, b_3) ĺ (b_3, b_4), ŕőáłőńìłã âőčďă æĺłń ŋě áňőč ąë ŕàőľâĺ çěàěğ ćáě ćěàèĺŋë B. Őďŋăłő čăňĺńìâőŋőć æĺłń ňőęěâ ŕàőåőďĺâì çěàěğ ńîąőě áőąáâćěŋŋőě ŕőďňŋőęěáâćő íâőľ âàőľłĺ àěąñà, łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 36.16 (a)–(e). (ěéñ ďćă áĺňňěâàĺçŋëå ćăàĺăŋâă ŕőńãçăâáï, ěáńĺ ŕěàěćěàŋãâì (b) ĺ (e)). Ąńőł B ąãďěň áĺňćőńĺçěáłĺ ĺğőąàăęăâì łăł ŋă àĺá. 36.16(f) (áâàěńłĺ ŋă àĺáãŋłě őğŋăçăîâ, çâő åőâï ąë őďĺŋ ĺğ âàñå ŕãâěľ, ŋă łőâőàëě őŋĺ ãłăğëćăîâ, ďőńęěŋ ćőľâĺ ć ć čăňĺńìâőŋőć æĺłń).

Šěŕěàì ã ŋăá ćáñ čőâőćő ďńï ŕőáâàőěŋĺï čàăäă G, áőőâćěâáâćãîéěčő äőàňãńě ĺğ łńăááă 3-CNF. İâőâ čàăä G ąãďěâ áőáâőïâì

36.17 Čàăä G, ŕőáâàőěŋŋëľ ŕő äőàňãńě φ = (¬x_1 ∨ x_2 ∨ ¬x_3) ∧ (x_1 ∨ ¬x_2 ∨x_3)∧(x_1 ∨x_2 ∨¬x_3). Ďńï íâőľ äőàňãńë ĺňěěâáï ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà x_1 = 0, x_2 = 1, x_3 = 1. Śőőâćěâáâćãîéĺľ čăňĺńìâőŋőć æĺłń ŕőłăğăŋ áěàëň. Őâňěâĺň, çâő ěáńĺ ć ŋăąőàě x_m = 1, âő ć æĺłń ćåőďĺâ àěąàő e_m, ă ěáńĺ x_m = 0, âő ē_m.

ĺğ ŋěáłőńìłĺå ąńőłőć âĺŕă A ĺ B (àĺá. 36.17).

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő äőàňãńă φ áőáâăćńěŋă ĺğ k ďĺğêîŋłæĺľ C_1, C_2, . . . , C_k, łăęďăï ĺğ łőâőàëå áőďěàęĺâ àőćŋő 3 ńĺâěàăńă. Ďńï łăęďőľ ďĺğêîŋłæĺĺ C_i ĺğčőâőćĺň ąńőł âĺŕă B; őąőğŋăçĺň çěàěğ b_{i,j} áőőâćěâáâćãîéĺě łőŕĺĺ ćěàèĺŋ b_j . Śőěďĺŋĺň ćěàèĺŋë b_{i,4} ĺ b_{i+1,1} ďńï i = 1, 2, . . . , k − 1.

Ďăńěě, łăęďőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_m äőàňãńë φ ňë áőŕőáâăćĺň ŕăàã ćěàèĺŋ x^′_m, x^{′′}_m. İâĺ ćěàèĺŋë ňë áőěďĺŋĺň ďćãňï àñąàăňĺ e_m ĺ e^′_m. (Ŋă áăňőň ďěńě, łăł ňë ãćĺďĺň, íâő ąãďãâ ŋě àñąàă, ă ąőńěě áńőęŋëě łőŋáâàãłæĺĺ, âăł çâő łàăâŋëå àñąěà ŋě ąãďěâ.) Ĺďěï ğďěáì ć âőň, çâő čăňĺńìâőŋőć æĺłń ąãďěâ ŕàőåőďĺâì çěàěğ àěąàő e_m, ěáńĺ ć ćëŕőńŋïîéěň ŋăąőàě ŕěàěňěŋŋăï x_m ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě 1, ĺ çěàěğ e^′_m, ěáńĺ íâă ŕěàěňěŋŋăï ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě 0.

Ůâőąë ďăâì čăňĺńìâőŋőćã æĺłńã ćőğňőęŋőáâì ŕàőľâĺ ŕő e_m ĺńĺ e^′_m, ďőąăćĺň ć čàăä àñąàă (x^{′′}_m, x^′_{m+1}) ďńï m = 1, 2, . . . , m − 1. ă âăłęě ěéñ ďćă àěąàă: (b_{1,1}, x^′_1) ĺ (b_{k,4}, x^{′′}_n) (ćěàåŋěě ĺ ŋĺęŋěě àñąàă, àĺá. 36.17).

Ŕőáâàőěŋĺě čàăäă ěéñ ŋě őłőŋçěŋő, ňë ďőńęŋë áćïğăâì ąńőłĺ čàăäă, áőőâćěâáâćãîéĺě ŕěàěňěŋŋëň äőàňãńë, á ąńőłăňĺ, áőőâćěâáâćãîéĺňĺ ěñ ďĺğêîŋłæĺïň. Ěáńĺ j-ëľ ńĺâěàăń ďĺğêîŋłæĺĺ C_i ěáâì x_m, áőěďĺŋĺň àěąàő (b_{i,j} , b_{i,j+1}) á àěąàőň e_m á ŕőňőéìî Aąńőłă. Ěáńĺ ęě j-ëň ńĺâěàăńőň ďĺğêîŋłæĺĺ C_i ïćńïěâáï ¬x_m, ňë áőěďĺŋĺň á ŕőňőéìî A-ąńőłă àñąàă (b_{i,j}, b_{i,j+1}) ĺ ē_m. Šăł, ć ŕàĺňěàě àĺá. 36.17 ĺňěěň C_2 = x_1 ∨ ¬x_2 ∨ x_3, ŕőíâőňã ňë àăğňěéăěň âàĺ A-ąńőłă ňěęďã àñąàăňĺ

(b_{2,1}, b_{2,2}) ĺ e_1; (b_{2,2}, b_{2,3}) ĺ ē_2; (b_{2,3}, b_{2,4}) ĺ e_3.

Őâňěâĺň, çâő áńőćă ”áőěďĺŋĺâì ďćă àěąàă á ŕőňőéìî A” őğŋăçăîâ, çâő łăęďőě ĺğ ŋĺå ğăňěŋïěâáï ŋă æěŕőçłã ĺğ ŕïâĺ ŋőćëå àěąñà ĺ ďőąăćńïîâáï áćïğëćăîéĺě ĺå àñąàă ĺ ćěàèĺŋë, łăł íâő ŕàěďãáňőâàěŋő łőŋáâàãłæĺěľ A-ąńőłă (àĺá. 36.15).

Őďĺŋ ńĺâěàăń l_m ňőęěâ ćáâàěçăâìáï ć ŋěáłőńìłĺå ďĺğêîŋłæĺïå (ŋăŕàĺňěà, ¬x_3 ŋă àĺá. 36.17). Ć íâĺå áńãçăïå âàěąãěâáï ”ŕőďłńîçĺâì” ł áőőâćěâáâćãîéěňã àěąàã ŋěáłőńìłő A-ąńőłőć; íâő ňőęŋő áďěńăâì, ěáńĺ ćåőďïéĺě ć A-ąńőłĺ æěŕőçłĺ ĺğ ŕïâĺ àñąěà áőěďĺŋĺâì ŕőáńěďőćăâěńìŋő, łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 36.18.

Ňë ãâćěàęďăěň, çâő äőàňãńă φ ćëŕőńŋĺňă, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ ŕőáâàőěŋŋëľ čàăä G ĺňěěâ čăňĺńìâőŋőć æĺłń. Ŕàěďŕőńőęĺň áŋă-

36.18 Ŕőďàőąŋőáâĺ łőŋáâàãłæĺĺ ďńï áńãçăï, łőčďă àěąàő e_m (ĺńĺ ē_m) ćåőďĺâ ć ŋěáłőńìłő A-ąńőłőć. (a) Ťàăčňěŋâ àĺá. 36.17.

(b) Čàăä, łőâőàëľ íâőâ äàăčňěŋâ áĺňćőńĺğĺàãěâ.

çăńă, çâő ć čàăäě G ěáâì čăňĺńìâőŋőć æĺłń h, ĺ ďőłăęěň ćëŕőńŋĺňőáâì äőàňãńë φ.

Űĺłń h ďőńęěŋ ąëâì ãáâàőěŋ âăł:

áŋăçăńă ŕàőåőďĺň àěąàő (b_{1,1}, x^′_1) (ąãďěň áçĺâăâì, çâő áńěćă ŋăŕàăćő);

ğăâěň ďńï łăęďőčő m ŕàőåőďĺň ŕő őďŋőňã (ĺ âőńìłő őďŋőňã) ĺğ àñąěà e_m, e^′_m;

ŕàőåőďĺň ŕő àěąàã (b_{k,4}, x^{′′}_n) áŕàăćă ŋăńěćő. ŕàőåőďĺň ćáě B-ąńőłĺ áŋĺğã ććěàå Ğăňěâĺň, çâő ć ďěľáâćĺâěńìŋőáâĺ ňë ŕàőåőďĺň ŋě ŕő áăňĺň àñąàăň e_m ĺ ē_m, ă ŕő A-ąńőłăň, łőâőàëě ł ŋĺň ŕàĺćěèěŋë (ěáńĺ âăłőćëě ěáâì). Őâňěâĺň âăłęě, çâő ěáńĺ ŋĺ ł e_m, ŋĺ ł ē_m ŋě ŕàĺćěèěŋő ŋĺ őďŋőčő A-ąńőłă, âő ŕěàěňěŋŋăï x_m ŋě ćåőďĺâ ć äőàňãńã ĺ ěñ ňőęŋő ćőőąéě ãďăńĺâì, âăł çâő łàăâŋëå àñąěà ďěľáâćĺâěńìŋő ŋěâ.

Šěŕěàì ňőęŋő ãłăğăâì ćëŕőńŋïîéĺľ ŋăąőà ďńï äőàňãńë φ: ěáńĺ àěąàő e_m ŕàĺŋăďńěęĺâ čăňĺńìâőŋőćã æĺłńã h, ŕőńőęĺň x_m = 1. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě æĺłń h áőďěàęĺâ àěąàő ē_m, ĺ ňë ŕőńăčăěň x_m = 0.

Ďőłăęěň, çâő ŕőáâàőěŋŋëľ ŋăąőà ïćńïěâáï ćëŕőńŋïîéĺň ďńï äőàňãńë φ. Řăááňőâàĺň łăłãî-âő ďĺğêîŋłæĺî C_i ĺ áőőâćěâáâćãîéĺľ ěľ B-ąńőł. Łăęďőě àěąàő (b_{i,j} , b_{i,j+1}) áćïğăŋő á ŕőňőéìî A-ąńőłă ńĺąő á àěąàőň e_m, ńĺąő á àěąàőň ē_m (ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, ïćńïěâáï ńĺ j-ň ńĺâěàăńőć ć ďĺğêîŋłæĺĺ C_i ŕěàěňěŋŋăï x_m ĺńĺ ěñ őâàĺæăŋĺě ¬x_m). Űĺłń h ŕàőåőďĺâ çěàěğ àěąàő (b_{i,j}, b_{i,j+1}), ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ áőőâćěâáâćãîéĺľ ńĺâěàăń àăćěŋ 0. Ćáŕőňŋĺň, çâő h ŋě ňőęěâ ŕàőåőďĺâì çěàěğ ćáě âàĺ àěąàă (b_{i,1}, b_{i,2}), (b_{i,2}, b_{i,3}) ĺ (b_{i,3}, b_{i,4}) ć B-ąńőłě, ŕőíâőňã åőâï ąë őďŋőňã ĺğ íâĺå àěąěà áőőâćěâáâćãěâ ĺáâĺŋŋëľ ńĺâěàăń ďĺğêîŋłæĺĺ, ĺ ďĺğêîŋłæĺï C_i ĺáâĺŋŋă. İâő ňőęŋő áłăğăâì ŕàő ńîąãî ďĺğêîŋłæĺî C_i, âăł çâő ćáě őŋĺ ĺáâĺŋŋë ĺ äőàňãńă φ ĺáâĺŋŋă ďńï ŕőáâàőěŋŋőčő ŋăąőàă ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå.

Őąàăâŋő, ŕãáâì φ ĺáâĺŋŋăï ďńï ŋěłőâőàőčő ŋăąőàă ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå. Ŕőáâàőĺň æĺłń h ŕő őŕĺáăŋŋëň ćëèě ŕàăćĺńăň (æĺłń áőďěàęĺâ àěąàő e_m ŕàĺ x_m = 1 ĺ àěąàő ē_m ŕàĺ x_m = 0; æĺłń ŕàőåőďĺâ çěàěğ àěąàő (b_{i,j} , b_{i,j+1}), ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ j-ľ ńĺâěàăń ďĺğêîŋłæĺĺ C_i àăćěŋ 0 ŋă ďăŋŋőň ŋăąőàě. Őçěćĺďŋő, őŕĺáăŋŋëě ŕàăćĺńă ŕőğćőńïîâ ŕőáâàőĺâì čăňĺńìâőŋőć æĺłń ŕő ćëŕőńŋïîéěňã ŋăąőàã.

Őâňěâĺň, ŋăłőŋěæ, çâő čàăä G ĺňěěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ àăğňěà (â.ě. ěčő àăğňěà őčàăŋĺçěŋ ŕőńĺŋőňőň őâ àăğňěàă äőàňãńë φ), ĺ çâő ŕőáâàőěŋĺě čàăäă G ŕő äőàňãńě φ ŕàőćőďĺâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï. Šăłĺň őąàăğőň, ğăďăçă 3-CNF-SAT áćőďĺâáï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ł ğăďăçě HAM-CYCLE, çâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

36.4.4 Ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă

Ś ğăďăçěľ ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě âěáŋő áćïğăŋă ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă (traveling salesman problem, TSP). Ć íâőľ ğăďăçě âàěąãěâáï ŋăľâĺ őŕâĺňăńìŋëľ ňăàèàãâ ŕőáěéěŋĺï n čőàőďőć.

Łőňňĺćőïęñà åőçěâ őąêěåăâì ćáě čőàőďă, ŕőąëćăć ć łăęďőň àőćŋő ŕő őďŋőňã àăğã ĺ ćěàŋãâìáï ć čőàőď, ĺğ łőâőàőčő ŋăçăâő ŕãâěèěáâćĺě. Ĺğćěáâŋő, çâő ŕěàěńñâ ĺğ čőàőďă i ć čőàőď j áâőĺâ c(i, j) àãąńěľ (áçĺâăěň æěŋë æěńëňĺ çĺáńăňĺ). Ć âěàňĺŋăå âěőàĺĺ čàăäőć ğăďăçã ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì âăł: âàěąãěâáï ŋăľâĺ ć ďăŋŋőň čàăäě čăňĺńìâőŋőć æĺłń á ŋăĺňěŋìèěľ áâőĺňőáâìî (áâőĺňőáâì æĺłńă ěáâì áãňňă áâőĺňőáâěľ ćáěå ěčő àñąěà). Śőőâćěâáâćãîéĺľ ïğëł äőàňăńìŋő őŕàěďěńïěâáï âăł:

TSP = {⟨G, c, k⟩ : G = (V, E) — ŕőńŋëľ čàăä,c : V × V → Z— äãŋłæĺï áâőĺňőáâĺ, k ∈ Zĺ ć G ěáâì čăňĺńìâőŋőć æĺłń áâőĺňőáâĺ ŋě ąőńěě k}.

Šěőàěňă 36.15 Ğăďăçă łőňňĺćőïęěàă ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ. Ďőłăğăâěńìáâćő Őçěćĺďŋő, ğăďăçă TSP ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã NP (ć łăçěáâćě áěàâĺäĺłăâă ňőęŋő ćğïâì čăňĺńìâőŋőć æĺłń áâőĺňőáâĺ ŋě ćëèě k). Ůâőąë ãąěďĺâìáï, çâő ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă ïćńïěâáï NPâàãďŋőľ, áćěďñň ł ŋěľ ğăďăçã HAM-CYCLE. Ůâőąë ãğŋăâì, ěáâì ńĺ ć čàăäě G čăňĺńìâőŋőć æĺłń, ŕőáâàőĺň ŕőńŋëľ čàăä G^′ á âěňĺ ęě ćěàèĺŋăňĺ; àñąàă ĺğ G ąãďãâ ĺňěâì æěŋã 0, ă ćáě őáâăńìŋëě àñąàă — æěŋã 1. Őçěćĺďŋő, çâő ć čàăäě G^′ áãéěáâćãěâ ŕãâì łőňňĺćőïęñàă áâőĺňőáâĺ 0 ć âőň ĺ âőńìłő ć âőň áńãçăě, łőčďă čàăä G ĺňěń čăňĺńìâőŋőć æĺłń.

Şŕàăęŋěŋĺï 36.5-1 Ğăďăçă ĺğőňőàäĺğňă á ŕőďčàăäőň subgraph-isomorphism problem âàěąãěâ ćëïáŋĺâì ďńï ŕăàë čàăäőć G_1 ĺ G_2, ĺğőňőàäěŋ ńĺ čàăä G_1 ŋěłőâőàőňã ŕőďčàăäã čàăäă G_2. Ďőłăęĺâě, çâő íâă ğăďăçă NP-ŕőńŋă.

36.5-2 Ďăŋă æěńőçĺáńěŋŋăï ňăâàĺæă A àăğňěàă m × n ĺ m-ňěàŋëľ ćěłâőà b. Ğăďăçă 0-1 æěńőçĺáńěŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺï (0- 1 integer-progeamming problem) âàěąãěâ ćëïáŋĺâì, áãéěáâćãěâ ńĺ âăłőľ n-ňěàŋëľ ćěłâőà x á íńěňěŋâăňĺ ĺğ ňŋőęěáâćă {0, 1}, çâő Ax ⩽ b. Ďőłăęĺâě, çâő ďăŋŋăï ğăďăçă NP-ŕőńŋă. (Şłăğăŋĺě: áćěďĺâě ł ŋěľ ğăďăçã 3-CNF-SAT.)

36.5-3 Ďőłăęĺâě, çâő ğăďăçă ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă áâăŋőćĺâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ, ěáńĺ ćěńĺçĺŋã âàěąãěňőľ áãňňë (t) ğăŕĺáëćăâì ć ãŋăàŋőľ áĺáâěňě áçĺáńěŋĺï (łăł ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ t ěďĺŋĺæ).

36.5-4 Ğăďăçă ő àăğąĺěŋĺĺ ŋă àăćŋëě çăáâĺ (set-partition problem) áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň: ďăŋő ňŋőęěáâćő æěńëå çĺáěń S; ćëïáŋĺâì, ňőęŋő ńĺ àăğąĺâì ěčő ŋă ďćě çăáâĺ á àăćŋëňĺ áãňňăňĺ, âő ěáâì ŋăľâĺ ňŋőęěáâćő A ⊆ S, ďńï łőâőàőčő ∑ x∈A x = ∑ x∈S\A x. Ŕő- łăęĺâě, çâő íâă ğăďăçă ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ.

36.5-5 Ďőłăęĺâě NP-ŕőńŋőâã ğăďăçĺ ő čăňĺńìâőŋőćőň ŕãâĺ (ãŕà. 36.2-6).

36.5-6 Ğăďăçă ő áăňőň ďńĺŋŋőň ŕàőáâőň æĺłńě áőáâőĺâ ć őâëáłăŋĺĺ ć ďăŋŋőň čàăäě ŕàőáâőčő (ąěğ ŕőćâőàïîéĺåáï ćěàèĺŋ) æĺłńă ŋăĺąőńìèěľ ďńĺŋë. Śäőàňãńĺàãľâě áőőâćěâáâćãîéãî ğăďăçã àăğàěèěŋĺï ĺ ďőłăęĺâě ěñ NP-ŕőńŋőâã.

36.5-7 Ŕàőäěááőà ãâćěàęďăěâ, çâő łőŋáâàãłæĺî A-ąńőłă ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 36.14 ňőęŋő ãŕàőáâĺâì, ĺáłńîçĺć ćěàèĺŋë z_3 ĺ z_4, ă âăłęě ćěàèĺŋë ŕőď ŋăď ŋĺňĺ. Ŕàăć ńĺ őŋ — ĺńĺ âăłőě ãŕàőéěŋĺě áőğďăáâ ŋě ŕàěďćĺďěŋŋëě ĺň ŕàőąńěňë?

Ğăďăçĺ 36-1 Ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő Ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ V^′ ⊆ V čàăäă G = (V, E) ŋăğëćăěâáï ŋěğăćĺáĺňëň (independent), ěáńĺ ŋĺłăłĺě ďćě ěčő ćěàèĺŋë ŋě áőěďĺŋěŋë àěąàőň. Ğăďăçă ő ŋěğăćĺáĺňőň ňŋőęěáâćě (independent-set problem) áőáâőĺâ ć őâëáłăŋĺĺ ć ďăŋŋőň čàăäě ŋěğăćĺáĺňőčő ňŋőęěáâćă ňăłáĺňăńìŋőčő àăğňěàă.

a. Śäőàňãńĺàãľâě áőőâćěâáâćãîéãî ğăďăçã àăğàěèěŋĺï ĺ ďőłăęĺâě ěě NP-ŕőńŋőâã.

b. Ŕàěďŕőńőęĺň, ňë ĺňěěň ”çñàŋëľ ïéĺł”, á ŕőňőéìî łőâőàőčő ňőęěň àěèăâì ğăďăçã ĺğ ŕãŋłâă (a) ğă ěďĺŋĺçŋőě ćàěňï. Łăł á ěčő ŕőňőéìî ŋăåőďĺâì ŋěğăćĺáĺňőě ňŋőęěáâćő ňăłáĺňăńìŋőčő àăğňěàă (ă ŋě âőńìłő íâőâ àăğňěà) ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě (őâ |V | ĺ |E|) ćàěňï? Ţőâï ğăďăçă ő ŋěğăćĺáĺňőň ňŋőęěáâćě ć őąéěľ ŕőáâăŋőćłě NP-ŕőńŋă, ŋěłőâőàëě ěñ çăáâŋëě áńãçăĺ ňőčãâ ąëâì àěèěŋë ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

c. Ŕőáâàőľâě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã ő ŋěğăćĺáĺňőň ňŋőęěáâćě ďńï čàăäőć áâěŕěŋĺ 2. Ďőłăęĺâě ŕàăćĺńìŋőáâì ćăèěčő ăńčőàĺâňă ĺ őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë.

d. Ŕőáâàőľâě ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã ő ŋěğăćĺáĺňőň ňŋőęěáâćě ďńï ďćãďőńìŋëå čàăäőć. Ďőłăęĺâě ŕàăćĺńìŋőáâì ćăèěčő ăńčőàĺâňă ĺ őæěŋĺâě ćàěňï ěčő àăąőâë. (Şłăğăŋĺě: ĺáŕőńìğãľâě àěğãńìâăâë àăğďěńă 27.3.)

36-2 Řăáłàăáłă čàăäă Ŋăğőćñň k-àăáłàăáłőľ (k-coloring) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) äãŋłæĺî c : V → {1, 2, . . . , k}, ďńï łőâőàőľ c(u) ≠ c(v) ďńï ćáěå àñąěà (u, v) ∈ E. Ěáńĺ áçĺâăâì, çâő çĺáńă 1, 2, . . . , k őąőğŋăçăîâ k àăğńĺçŋëå æćěâőć, ă c(v) ěáâì æćěâ ćěàèĺŋë v, âő ãáńőćĺě ŋă àăáłàăáłã áőáâőĺâ ć âőň, çâő łőŋæë ńîąőčő àěąàă ĺňěîâ àăğŋëě æćěâă. Ğăďăçă ő àăáłàăáłě čàăäă (graph-coloring problem) áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ ňĺŋĺňăńìŋőčő łőńĺçěáâćă æćěâőć, ŋěőąåőďĺňőčő ďńï àăáłàăáłĺ ďăŋŋőčő čàăäă G á áőąńîďěŋĺěň íâőčő ãáńőćĺï.

a. Ŕőáâàőľâě íääěłâĺćŋëľ ăńčőàĺâň, ŋăåőďïéĺľ 2-àăáłàăáłã ďăŋŋőčő čàăäă (ěáńĺ âăłőćăï áãéěáâćãěâ).

b. Śäőàňãńĺàãľâě ğăďăçã àăğàěèěŋĺï, áőőâćěâáâćãîéãî ğăďăçě ő àăáłàăáłě čàăäă. Ďőłăęĺâě, çâő áäőàňãńĺàőćăŋŋăï ćăňĺ ğăďăçă àăğàěèĺňă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, ěáńĺ ğăďăçă ő àăáłàăáłě čàăäă àăğàěèĺňă ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

c. Řăááňőâàĺň ïğëł 3-COLOR, áőáâőïéĺľ ĺğ čàăäőć, ďńï łőâőàëå áãéěáâćãěâ 3-àăáłàăáłă. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ïğëł 3- COLOR ïćńïěâáï NP-ŕőńŋëň, âő ĺ ğăďăçă ŕãŋłâă (b) ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ.

Ůâőąë ãáâăŋőćĺâì NP-ŕőńŋőâã ïğëłă 3-COLOR, áćěďñň ł ŋěňã ïğëł 3-CNF-SAT. Ŕãáâì ĺňěěâáï äőàňãńă φ ĺğ łńăááă 3- CNF, áőáâőïéăï ĺğ m ďĺğêîŋłæĺľ ĺ áőďěàęăéăï ŕěàěňěŋŋëě x_1, x_2, . . . , x_n. Ŕőáâàőĺň ŕő ŋěľ čàăä G = (V, E), łőâőàëľ ňőęŋő àăáłàăáĺâì ć âàĺ æćěâă ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă äőàňãńă φ ćëŕőńŋĺňă.

Ďńï łăęďőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_i äőàňãńë φ ňë ďőąăćĺň ć čàăä ďćě ćěàèĺŋë (őďŋă ąãďěâ őąőğŋăçăâìáï x_i, ďàãčăï — ¬x_i). Łàőňě âőčő, ďńï łăęďőľ ďĺğêîŋłæĺĺ ňë ďőąăćĺň ŕő 5 ćěàèĺŋ. Ŋăłőŋěæ, ŋăň ŕőŋăďőąïâáï âàĺ áŕěæĺăńìŋëě ćěàèĺŋë, łőâőàëě ňë ąãďěň ãáńőćŋő ŋăğëćăâì true, false ĺ red.

Šěŕěàì őŕĺèěň àñąàă čàăäă G. Őŋĺ ďěńïâáï ŋă ďćă âĺŕă, łőâőàëě ňë ãáńőćŋő ŋăğőćñň ”ńĺâěàăńìŋëě” ĺ ”ďĺğêîŋłâĺćŋëě”. Šàĺ ńĺâěàăńìŋëå àěąàă áőěďĺŋïîâ ňěęďã áőąőľ ćěàèĺŋë true, false ĺ red (âěň áăňëň čăàăŋâĺàãï, çâő łăęďăï ĺğ âàñå ćěàèĺŋ ąãďěâ őłàăèěŋă ć áćőľ æćěâ). Łàőňě âőčő, ďńï łăęďőľ ŕěàěňěŋŋőľ x_i ĺňěěâáï âàěãčőńìŋĺł ĺğ ńĺâěàăńìŋëå àñąěà, ćłńîçăîéĺľ ć áěąï ćěàèĺŋë x_i, ¬x_i ĺ red. (Ł ďĺğêîŋłâĺćŋëň àñąàăň ňë ěéñ ćěàŋñňáï.)

d. Řăááňőâàĺň ŕàőĺğćőńìŋãî 3-àăáłàăáłã čàăäă G á őŕĺáăŋŋëňĺ ńĺâěàăńìŋëňĺ àěąàăňĺ. Ďőłăęĺâě, çâő ĺğ łăęďőľ ŕăàë ćěàèĺŋ

36.20 Ąńőł, áőőâćěâáâćãîéĺľ ďĺğêîŋłæĺĺ (x ∨ y ∨ z) (ğăďăçă 36-2).

x_i, ¬x_i őďŋă ŕőłàăèěŋă ć æćěâ c(true), âő ěáâì ć âőâ ęě æćěâ, çâő ćěàèĺŋă true, ă ďàãčăï — ć æćěâ c(false). Ŕőłăęĺâě, çâő ěáâì ěáâěáâćěŋŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã 3-àăáłàăáłăňĺ âăłőčő čàăäă ĺ ŋăąőàăňĺ ğŋăçěŋĺľ ŕěàěňěŋŋëå.

Őáâăěâáï őŕĺáăâì ďĺğêîŋłâĺćŋëě àñąàă; őŋĺ ŋãęŋë, çâőąë ŋăńőęĺâì ŋă 3-àăáłàăáłã ãáńőćĺï, áőőâćěâáâćãîéĺě ĺáâĺŋŋőáâĺ ďĺğêîŋłæĺľ, áőáâăćńïîéĺå äőàňãńã φ. Ŋă àĺá. 36.20 ŕőłăğăŋë àñąàă, áőőâćěâáâćãîéĺě ďĺğêîŋłæĺĺ (x ∨ y ∨ z). Ąńőł, áőőâćěâáâćãîéĺľ łăęďőľ ďĺğêîŋłæĺĺ, áőáâőĺâ ĺğ 3 ćěàèĺŋ ďńï ćåőďïéĺå ć ŋěñ ńĺâěàăńőć, 5 ćáŕőňőčăâěńìŋëå ćěàèĺŋ ĺ ćěàèĺŋë true. Ŕěàěçĺáńěŋŋëě ćěàèĺŋë áőěďĺŋěŋë àñąàăňĺ łăł ŋă àĺá. 36.20.

e. Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ć ć âăłőň ąńőłě ńĺâěàăńë (ćěàèĺŋë x, y, z) ĺňěîâ æćěâă c(true) ĺńĺ c(false), âő łőààěłâŋăï 3- àăáłàăáłă ŕïâĺ ćáŕőňőčăâěńìŋëå ćěàèĺŋ ćőğňőęŋă ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, łőčďă åőâï ąë őďĺŋ ĺğ ńĺâěàăńőć ĺňěěâ æćěâ c(true).

f. Ğăćěàèĺâě ďőłăğăâěńìáâćő NP-ŕőńŋőâë ğăďăçĺ 3-COLOR. Ğăňěçăŋĺï Ŕàěłàăáŋëň ććěďěŋĺěň ć âěőàĺî NP-ŕőńŋőâë ïćńïěâáï łŋĺčă Číàĺ ĺ Ďęőŋáőŋă [79], áőďěàęăéăï ďńĺŋŋëľ áŕĺáőł NP-ŕőńŋëå ğăďăç ĺğ áăňëå àăğŋëå őąńăáâěľ (áň. ŕěàěçĺáńěŋĺě őąńăáâěľ ć ŋăçăńě àăğďěńă 36.5). Ŕőďàőąŋőě őąáãęďěŋĺě NP-ŕőńŋőâë ĺ áňěęŋëå àăğďěńőć âěőàĺĺ áńőęŋőáâĺ ćëçĺáńěŋĺľ ňőęŋő ŋăľâĺ ć łŋĺčăå Ţőŕłàőäâă ĺ Şńìňăŋă [104] ĺ Ńìîĺáă ĺ Ŕăŕăďĺňĺâàĺã [139]. Ăåő, Ţőŕłàőäâ ĺ Şńìňăŋ [4] âăłęě àăááňăâàĺćăîâ NP-ŕőńŋëě ğăďăçĺ ĺ áćőďĺňőáâì ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï (ć çăáâŋőáâĺ, âăň àăááňăâàĺćăěâáï áćěďěŋĺě ğăďăçĺ ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ ł ğăďăçě ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě)

Łńăáá P ąëń őŕàěďěńñŋ ć 1964 čőďã Łőąíňőň [44] ĺ ŋěğăćĺáĺňő ć 1965 čőďã İďňőŋďáőň [61]. İďňőŋďá őŕàěďěńĺń âăłęě łńăáá NP ĺ ćëáłăğăń čĺŕőâěğã P ≠ NP. Ć 1971 čőďã Łãł [49] ććñń ŕőŋïâĺě NP-ŕőńŋőâë ĺ ďőłăğăń, çâő ğăďăç ő ćëŕőńŋĺňőáâĺ äőàňãńë, ă âăłęě ğăďăçă 3-CNF-SAT, ïćńïîâáï NP-ŕőńŋëňĺ. Ŋěğăćĺáĺňő őŕàěďěńěŋĺě NP-ŕőńŋőâë ąëńő ďăŋő Ńěćĺŋëň, łőâőàëľ ďőłăğăń NP-ŕőńŋőâã ŋěáłőńìłĺå ğăďăç [138]. Łăàŕ ć 1972 čőďã ŕàěďńőęĺń ňěâőď áćěďěŋĺï ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ĺ ĺáŕőńìğőćăń ěčő ďńï ďőłăğăâěńìáâćă NP-ŕőńŋőâë ňŋőčĺå ğăďăç [116]. İâă áâăâìï Łăàŕă áőďěàęĺâ ĺáâőàĺçěáłĺ ŕěàćëě ďőłăğăâěńìáâćă NPŕőńŋőâë ğăďăç ő łńĺłě, ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ ĺ čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě. Ł ŋăáâőïéěňã ćàěňěŋĺ ąńăčőďăàï ãáĺńĺïň ňŋőčĺå ãçñŋëå ĺğćěáâŋë áőâŋĺ NP-ŕőńŋëå ğăďăç.

Ŕàĺćěďñŋŋőě ŋăňĺ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 36.14 ğăĺňáâćőćăŋő ĺğ łŋĺčĺ Ŕăŕăďĺňĺâàĺã ĺ Śâăľčńĺæă [154].

37 Ŕàĺąńĺęěŋŋëě ăńčőàĺâňë

Ůăáâő ćőğŋĺłèăï ŋă ŕàăłâĺłě NP-ŕőńŋăï ğăďăçă ŋăáâőńìłő ćăęŋă, çâő ňë ŋě ňőęěň ŕőğćőńĺâì áěąě ãłńőŋĺâìáï őâ ŋěñ, áőáńăćèĺáì ŋă NP-ŕőńŋőâã. Łőŋěçŋő, ŋăďěęď ŕőáâàőĺâì ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň ďńï âăłőľ ğăďăçĺ ňăńő. Őďŋăłő íâő ěéñ ŋě ğŋăçĺâ, çâő á ŋěľ ćőőąéě ŋĺçěčő ŋě áďěńăěèì. Ćő-ŕěàćëå, ňőęěâ őłăğăâìáï, çâő łăłőľ-âő íłáŕőŋěŋæĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň àăąőâăěâ ŕàĺěňńěňőě ćàěňï ŋă àěăńìŋëå ďăŋŋëå. Ćő-ćâőàëå, ňőęŋő ŕëâăâìáï ŋăľâĺ (ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï — ć åãďèěň áńãçăě ĺńĺ ć áàěďŋěň) ŋě őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě, ă ŋěłőâőàőě ŕàĺąńĺęěŋĺě ł ŋěňã. Ŋă ŕàăłâĺłě âăłőě ąńĺğłőě ł őŕâĺňăńìŋőňã àěèěŋĺě ňőęěâ ąëâì ćŕőńŋě ďőáâăâőçŋëň. Ăńčőàĺâňë, ďăîéĺě âăłĺě àěèěŋĺï, ŋăğëćăîâ ŕàĺąńĺęñŋŋëňĺ ăńčőàĺâňăňĺ (approximation algorithms). Ć íâőľ čńăćě ňë àăğąěàñň ŕàĺąńĺęñŋŋëě ăńčőàĺâňë ďńï ŋěáłőńìłĺå NP-ŕőńŋëå ğăďăç.

Őæěŋłĺ łăçěáâćă ŕàĺąńĺęñŋŋëå ăńčőàĺâňőć.

Ŕãáâì ňë àěèăěň őŕâĺňĺğăæĺőŋŋãî ğăďăçã, âő ěáâì ĺéěň őąêěłâ á ŋăĺąőńìèěľ ĺńĺ ŋăĺňěŋìèěľ áâőĺňőáâìî áàěďĺ ňŋőęěáâćă őąêěłâőć, ŋă łőâőàëå ğăďăŋă äãŋłæĺï áâőĺňőáâĺ. Śâőĺňőáâì ńîąőčő őąêěłâă ŕőńőęĺâěńìŋă. Ňë čőćőàĺň, çâő ŋěłőâőàëľ ăńčőàĺâň àěèăěâ âăłãî ğăďăçã á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć ρ(n) àăğ (has a ratio bound ρ(n)), ěáńĺ áâőĺňőáâì ŋăľďěŋŋőčő ĺň àěèěŋĺï (őąőğŋăçĺň ěě C) őâńĺçăěâáï őâ áâőĺňőáâĺ őŕâĺňăńìŋőčő (łőâőàãî ňë őąőğŋăçĺň C^∗) ŋě ąőńěě çěň ć ρ(n) àăğ. Ťőàňăńìŋő íâő ãáńőćĺě ğăŕĺáëćăěâáï âăł: max(C/C^∗, C^∗/C) ⩽ ρ(n). (37.1) İâă ğăŕĺáì čőďĺâáï ďńï ğăďăç ŋă ňĺŋĺňãň ĺ ŋă ňăłáĺňãň. Ěáńĺ ňë ĺéěň ňăłáĺňãň, âő 0 < C ⩽ C^∗, ĺ ŕőâőňã őâŋőèěŋĺě C/C∗ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1, ă őâŋőèěŋĺě C^∗/C ŕőłăğëćăěâ, ćő áłőńìłő àăğ őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ąőńìèě (=ńãçèě) ŋăèěčő. Ďńï ğăďăç ŋă ňĺŋĺňãň, ŋăŕàőâĺć, 0 < C^∗ ⩽ C, ĺ őâŋőèěŋĺě C/C^∗ ŕőłăğëćăěâ, ćő áłőńìłő àăğ áâőĺňőáâì ŋăèěčő àěèěŋĺï ąőńìèě áâőĺňőáâĺ őŕâĺňăńìŋőčő. Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ćáě áâőĺňőáâĺ ŕőńőęĺâěńìŋë, ĺ ŕőíâőňã ďàőąĺ ĺňěîâ áňëáń. Ğăňěâĺň, çâő ρ(n) ŋě ňőęěâ ąëâì ňěŋìèě 1, âăł łăł ćğăĺňŋő őąàăâŋëě ćěńĺçĺŋë C/C^∗ ĺ C^∗/C ŋě ňőčãâ őďŋőćàěňěŋŋő ąëâì ňěŋìèě 1.

Ňőęŋő áłăğăâì, çâő őŕâĺňăńìŋëľ ăńčőàĺâň — íâő ăńčőàĺâň, łőâőàëľ àěèăěâ ğăďăçã á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 1 àăğ. Ůěň ąńĺęě ł ěďĺŋĺæě őæěŋłă őèĺąłĺ, âěň ąńĺęě ăńčőàĺâň ł őŕâĺňăńìŋőňã.

Ĺŋőčďă ãďőąŋěě őæěŋĺćăâì łăçěáâćő ăńčőàĺâňă, ĺğňěàïï őâŋőáĺâěńìŋãî őèĺąłã (relative error). Őŋă őŕàěďěńïěâáï (ďńï łăęďőčő ćåőďă ăńčőàĺâňă) łăł őâŋőèěŋĺě |C − C^∗| C^∗ , čďě (łăł ĺ àăŋìèě) C^∗ őąőğŋăçăěâ áâőĺňőáâì őŕâĺňăńìŋőčő àěèěŋĺï, ă C — áâőĺňőáâì àěèěŋĺï, ďăćăěňőčő ăńčőàĺâňőň. Őâŋőáĺâěńìŋăï őèĺąłă ćáěčďă ŋěőâàĺæăâěńìŋă. Čőćőàïâ, çâő ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň ĺňěěâ őâŋőáĺâěńìŋãî őèĺąłã ŋě ąőńěě ε(n) (has a relative error bound ε(n)), ěáńĺ |C − C^∗| C^∗ ⩽ ε(n) (37.2)

ďńï ńîąőčő ćåőďă ďńĺŋë n. Ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő őâŋőáĺâěńìŋăï őèĺąłă ε(n) ňőęěâ ąëâì őæěŋěŋă áćěàåã çěàěğ äãŋłæĺî ρ(n). Ĺňěŋŋő, ε(n) ⩽ ρ(n) − 1. (37.3) Ć áăňőň ďěńě, ďńï ğăďăç ŋă ňĺŋĺňãň íâő ŋěàăćěŋáâćő ŕàěćàăéăěâáï ć àăćěŋáâćő. Ďńï ğăďăç ŋă ňăłáĺňãň ε(n) = (ρ(n) − 1)/ρ(n); çâőąë ŕőńãçĺâì (37.3), ďőáâăâőçŋő ćáŕőňŋĺâì, çâő ρ(n) ⩾ 1.

Ďńï ňŋőčĺå ğăďăç ĺğćěáâŋë ŕàĺąńĺęñŋŋëě ăńčőàĺâňë, àěèăîéĺě ğăďăçã á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć ŋěłőâőàőě äĺłáĺàőćăŋŋőě çĺáńő àăğ (ŋěğăćĺáĺňő őâ ďńĺŋë ćåőďă). Ć íâĺå áńãçăïå ňë ŕĺèěň ρ ĺńĺ ε, ŋě ãłăğëćăï ăàčãňěŋâă n. Ć ďàãčĺå áńãçăïå âăłĺě ăńčőàĺâňë ŋěĺğćěáâŋë, ĺ ŕàĺåőďĺâìáï ďőćőńìáâćőćăâìáï ăńčőàĺâňăňĺ, ć łőâőàëå őæěŋłă őèĺąłĺ àăáâñâ á àőáâőň n. Ŋăŕàĺňěà, âăłőćă áĺâãăæĺï ć ğăďăçě ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ, łőâőàăï àăááňăâàĺćăěâáï ć àăğďěńě 37.3.

Ďńï ŋěłőâőàëå ğăďăç ňőęŋő ãńãçèăâì łăçěáâćő ŕàĺąńĺęěŋĺï (ãňěŋìèăâì őâŋőáĺâěńìŋãî őèĺąłã) æěŋőľ ãćěńĺçěŋĺï ćàěňěŋĺ àăąőâë. Šăłőćă áĺâãăæĺï á ğăďăçěľ ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă (áň. àăğďěń 37.4). İâă áĺâãăæĺï ğăáńãęĺćăěâ áŕěæĺăńìŋőčő őŕàěďěńěŋĺï.

Śåěňőľ ŕàĺąńĺęěŋĺï (approximation scheme) ďńï ďăŋŋőľ őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőľ ğăďăçĺ ŋăğëćăěâáï ăńčőàĺâň, łőâőàëľ, ŕőňĺňő ãáńőćĺï ğăďăçĺ, ŕőńãçăěâ ŕőńőęĺâěńìŋőě çĺáńő ε, ĺ ďăñâ àěèěŋĺě á őâŋőáĺâěńìŋőľ őèĺąłőľ ŋě ąőńěě ε. Śåěňă ŕàĺąńĺęěŋĺï ŋăğëćăěâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ (polynomial-time approximation

Ğăďăçă ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ 863

scheme), ěáńĺ ďńï ńîąőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő ε > 0 ćàěňï ěñ àăąőâë ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ŋěłőâőàőčő ŕőńĺŋőňă őâ n (àăğňěàă ćåőďă).

Ŕàĺ íâőň áâěŕěŋì ĺ łőíääĺæěŋâë ŕőńĺŋőňă, őčàăŋĺçĺćăîéěčő ćàěňï àăąőâë, ňőčãâ áłőńì ãčőďŋő ąëáâàő àăáâĺ á ãňěŋìèěŋĺěň ε. Ąőńěě áĺńìŋőě őčàăŋĺçěŋĺě âăłőćő: áåěňă ŕàĺąńĺęěŋĺï ŋăğëćăěâáï ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ (fully polynomial-time approximation scheme), ěáńĺ ćàěňï àăąőâë őąàăŋĺçěŋő ŋěłőâőàëň ŕőńĺŋőňőň őâ n ĺ őâ 1/ε, čďě n — àăğňěà ćåőďă, ă ε — őæěŋłă őâŋőáĺâěńìŋőľ őèĺąłĺ.

Ŋăŕàĺňěà, ćàěňï àăąőâë ňőęěâ ąëâì őčàăŋĺçěŋő ćěńĺçĺŋőľ (1/ε)^2n^3. Ć íâőň áńãçăě ãňěŋìèěŋĺě ε, áłăęěň, ć 3 àăğă ŕàĺćőďĺâ ł ãćěńĺçěŋĺî ćàěňěŋĺ àăąőâë ć 9 àăğ.

Ŕńăŋ čńăćë Ć ŕěàćëå âàñå àăğďěńăå àăááňăâàĺćăîâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëě ŕàĺąńĺęñŋŋëě ăńčőàĺâňë ďńï âàñå NP-ŕőńŋëå ğăďăç. Ŕőáńěďŋĺľ àăğďěń áőďěàęĺâ ŕàĺňěà ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋőľ áåěňë ŕàĺąńĺęěŋĺï. Ć àăğďěńě 37.1 ŕàĺćőďĺâáï ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ŕàĺąńĺęěŋŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ ğăďăçã ő ňĺŋĺňăńìŋőň ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă. Ć àăğďěńě 37.2 àăááňăâàĺćăěâáï ğăďăçă ő łőňňĺćőïęñàě. Ěáńĺ àăááâőïŋĺï ãďőćńěâćőàïîâ ŋěàăćěŋáâćã âàěãčőńìŋĺłă, âő ĺňěěâáï ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă. Ć őąéěň áńãçăě (łőčďă ŋěàăćěŋáâćő âàěãčőńìŋĺłă ŋě őąïğăâěńìŋő) âăłőčő ăńčőàĺâňă ŋě áãéěáâćãěâ ŋĺ ďńï łăłőľ äĺłáĺàőćăŋŋőľ őæěŋłĺ őèĺąłĺ (ěáńĺ âőńìłő P ŋě àăćŋő NP). Ć àăğďěńě 37.3 áâàőĺâáï ęăďŋëľ ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň ďńï ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ. Ďăćăěňőě ĺň àěèěŋĺě őâńĺçăěâáï őâ őŕâĺňăńìŋőčő ŋě ąőńěě çěň ńőčăàĺäňĺçěáłĺň (őâ çĺáńă íńěňěŋâőć) ňŋőęĺâěńěň. Ŋăłőŋěæ, ć àăğďěńě 37.4 ňë ŕàĺćőďĺň ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋãî áåěňã ŕàĺąńĺęěŋĺï ďńï ğăďăçĺ ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă.

37.1 Ğăďăçă ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ

İâă ğăďăçă őŕĺáăŋă ć àăğďěńě 36.5.2. Šăň ęě ďőłăğăŋă ěñ NPŕőńŋőâă. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ćěàèĺŋŋëň ŕőłàëâĺěň (vertex cover) ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăïă G = (V, E) ňë ŋăğëćăěň ŋěłőâőàőě áěňěľáâćő ěčő ćěàèĺŋ V^′ ⊆ V á âăłĺň áćőľáâćőň: ďńï ćáïłőčő àěąàă (u, v) čàăäă G åőâï ąë őďĺŋ ĺğ łőŋæőć u, v íâőčő àěąàă áőďěàęĺâáï ć V^′. Řăğňěàőň ćěàèĺŋŋőčő ŕőłàëâĺï áçĺâăěň łőńĺçěáâćő ćåőďïéĺå ć ŋěčő ćěàèĺŋ.

Ğăďăçă ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ (vertex-cover problem) áőáâőĺâ ć ŋăåőęďěŋĺĺ őŕâĺňăńìŋőčő ćěàèĺŋŋőčő ŕőłàëâĺï (optimal vertex cover), âő ěáâì ćěàèĺŋŋőčő ŕőłàëâĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő àăğňěàă. İâă ŕàőąńěňă ïćńïěâáï NP-âàãďŋőľ, ŕőáłőńìłã áőőâćěâáâćã-

Řĺáãŋőł 37.1 37.1 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Approx-Vertex-Cover (a) Ĺáåőďŋëľ čàăä G á 7 ćěàèĺŋăňĺ ĺ 8 àñąàăňĺ. (b) Ŋă ŕěàćőň èăčě ćëąàăŋő àěąàő (b, c) (ęĺàŋőě). Ěčő łőŋæë b ĺ c (áěàëě) ćłńîçăîâáï ć ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě C. Ŕãŋłâĺàŋëě àñąàă (a, b), (c, e) ĺ (c, d) ŕőłàëâë ĺ ãďăńïîâáï. (c) Řěąàő (e, f) ďőąăćńïěâáï ł C. (d) Řěąàő (d, g) ďőąăćńïěâáï ł C. (e) Řěğãńìâăâ àăąőâë ăńčőàĺâňă, ňŋőęěáâćő C, áőďěàęĺâ 6 ćěàèĺŋ b, c, d, e, f, g. (f) Őŕâĺňăńìŋőě ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě íâőčő čàăäă áőďěàęĺâ âőńìłő âàĺ ćěàèĺŋë (b, d, e).

îéăï ŕàőąńěňă àăğàěèěŋĺï ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ (ŕő âěőàěňě 36.12).

Ŋěáňőâàï ŋă íâő ŋěáńőęŋő ŋăľâĺ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě, łőâőàőě åãęě őŕâĺňăńìŋőčő ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă. İâő ďěńăěâ ăńčőàĺâň Approx-Vertex-Cover:

4 ćőğìňñň ŕàőĺğćőńìŋőě àěąàő (u, v) ĺğ E^′ 6 ãďăńĺň ĺğ E^′ ćáě àñąàă, ĺŋæĺďěŋâŋëě u ĺńĺ v Ŋă àĺáãŋłě 37.1 ŕàĺćěďîŋ ŕàĺňěà àăąőâë ăńčőàĺâňă Approx- Vertex-Cover. Ăńčőàĺâň áâàőĺâ ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě C ŕőáâěŕěŋŋő. Ćŋăçăńě C ŕãáâőć (áâàőłă 1), ă ňŋőęěáâćő E^′ áőďěàęĺâ ćáě àñąàă čàăäă (áâàőłă 2). Ğăâěň ć æĺłńě (áâàőłĺ 3–6) ňë ąěàñň àěąàő ĺğ E^′, ďőąăćńïěň ěčő łőŋæë u ĺ v ć C, ă ĺğ E^′ ĺğëňăěň ćáě àñąàă, ĺňěîéĺě áćőĺň łőŋæőň u ĺńĺ v. Ćàěňï àăąőâë íâőčő ăńčőàĺâňă ěáâì O(E) (ŕàĺ áőőâćěâáâćãîéěň ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ňŋőęěáâćă E^′).

Šěőàěňă 37.1. Ăńčőàĺâň Approx-Vertex-Cover àăąőâăěâ á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàěęďě ćáěčő ğăňěâĺň, çâő ďăćăěňőě ĺň ňŋőěęáâćő C ïćńïěâáï ćěàèĺŋŋëň ŕőłàëâĺěň. Ć áăňőň ďěńě, æĺłń ć áâàőłăå 3–6 ŕàőďőńęăěâáï ďő âěå ŕőà, ŕőłă ňŋőęěáâćő ŋěŕőłàëâëå àñąěà E^′ ŋě áâăŋěâ ŕãáâëň.

Ůâőąë ãąěďĺâìáï, çâő çĺáńő ćěàèĺŋ ć C ŋě ąőńěě çěň ćďćőě åãęě őŕâĺňăńìŋő, ŕőáňőâàĺň ŋă ňŋőęěáâćő A àñąěà, ćëąĺàăěňëå ć åőďě àăąőâë ăńčőàĺâňă. Ŋĺłăłĺě ďćă ĺğ ŋĺå ŋě ĺňěîâ őąéěľ ćěàèĺŋë (ŕőáńě âőčő, łăł àěąàő ćëąàăŋő ć áâàőłě 4, ćáě ĺňěîéĺě á ŋĺň őąéãî ćěàèĺŋã ãďăńïîâáï ć áâàőłě 6). Ŕőíâőňã őąéěě çĺáńő ćěàèĺŋ ć C ćďćőě ąőńìèě çĺáńă àñąěà ć A. Ğăňěâĺň âěŕěàì, çâő ńîąőě ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě (ć çăáâŋőáâĺ, őŕâĺňăńìŋőě ŕőłàëâĺě C^∗) áőďěàęĺâ åőâï ąë őďŋã ćěàèĺŋã łăęďőčő ćëąàăŋŋőčő àěąàă, ĺ ďńï àăğŋëå àñąěà íâĺ ćěàèĺŋë àăğŋëě. Šăłĺň őąàăğőň, |A| ⩽ |C^∗|, ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, |C| = 2|A| ⩽ 2|C^∗|. Ůâő ĺ âàěąőćăńőáì ďőłăğăâì.

Şŕàăęŋěŋĺï.

37.1-1. Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà čàăäă, ďńï łőâőàőčő íâőâ ăńčőàĺâň ćáěčďă ďăñâ ŋěőŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě.

37.1-2. Ŕàőäěááőà Ÿĺŕĺńőć ŕàěďńăčăěâ âăłőľ ăńčőàĺâň àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ: ćğïâì ćěàèĺŋã ŋăĺąőńìèěľ áâěŕěŋĺ, ćłńîçĺâì ěñ ć ŕőłàëâĺě, ãďăńĺâì ćáě áňěęŋëě àñąàă, ŕőćâőàĺâì íâő ěéñ àăğ ĺ âăł ďăńěě. Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěà čàăäă, ďńï łőâőàőčő íâőâ áŕőáőą ďăñâ àěèěŋĺě, őâńĺçăîéěěáï őâ őŕâĺňăńìŋőčő ąőńěě çěň ć 2 àăğă.

37.1-3. Ŕőáâàőľâě ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, łőâőàëľ ŋăåőďĺâ őŕâĺňăńìŋőě ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě ďńï čàăäă, ïćńïîéěčőáï ďěàěćőň, ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

37.1-4. Łăł ňë ćĺďěńĺ ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 6.12, ğăďăçă ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ ĺ ğăďăçă ő łńĺłě ćğăĺňŋő ďőŕőńŋĺâěńìŋë: ňĺŋĺňăńìŋőě ćěàèĺŋŋőě ŕőłàëâĺě ïćńïěâáï ďőŕőńŋěŋĺěň ł ňăłáĺňăńìŋőľ łńĺłě ć ďőŕőńŋĺâěńìŋőň čàăäě. Ňőęŋő ńĺ őâáîďă ğăłńîçĺâì, çâő ĺ ďńï ğăďăçĺ ő łńĺłě ĺňěěâáï ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć łőŋáâăŋâã àăğ? Ŕőçěňã?

37.2 Ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă

İâă ğăďăçă őŕĺáăŋă ć àăğďěńě 36.5.5 ĺ áőáâőĺâ ć áńěďãîéěň. Ďńï łăęďőčő àěąàă (u, v) ŕőńŋőčő ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă G = (V, E) ĺğćěáâŋă ěčő áâőĺňőáâì c(u, v). Ŋěőąåőďĺňő ŋăľâĺ čăňĺńìâőŋőć æĺłń ňĺŋĺňăńìŋőľ áâőĺňőáâĺ. Śâőĺňőáâìî æĺłńă (ĺ ćőőąéě ńîąőčő ňŋőęěáâćă àñąěà A ⊆ E) ňë áçĺâăěň áãňňã áâőĺňőáâěľ ěčő àñąěà: c(A) = ∑ (u,v)∈A c(u, v). Ŋă ŕàăłâĺłě äãŋłæĺï áâőĺňőáâĺ àñąěà őąëçŋő ãďőćńěâćőàïěâ ŋěàăćěŋáâćã âàěãčőńìŋĺłă, łőâőàőě čőćőàĺâ, çâő ŕàőňěęãâőçŋăï őáâăŋőćłă w ŋă ŕãâĺ ĺğ u ć v ãćěńĺçĺćăěâ ěčő áâőĺňőáâì: c(u, w) ⩽ c(u, v) + c(v, w) ďńï ńîąëå âàñå ćěàèĺŋ u, v, w. Ŋăŕàĺňěà, íâő ŋěàăćěŋáâćő ćëŕőńŋěŋő, ěáńĺ ćěàèĺŋăňĺ čàăäă ïćńïîâáï âőçłĺ ŕńőáłőáâĺ ĺ áâőĺňőáâìî àěąàă áçĺâăěâáï ěčő ďńĺŋă (àăááâőïŋĺě ňěęďã ěčő łőŋæăňĺ).

Łăł ŕőłăğëćăěâ ãŕàăęŋěŋĺě 37.2-1, ďăęě ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ ŋěàăćěŋáâćă âàěãčőńìŋĺłă ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă őáâăñâáï NPŕőńŋőľ. Šěň áăňëň ňăńő èăŋáőć ŋăľâĺ ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň, ďăîéĺľ őŕâĺňăńìŋëľ ŕãâì, ĺ ĺňěěâ áňëáń ĺáłăâì ŕàĺąńĺęñŋŋëě ăńčőàĺâňë.

Ć àăğďěńě 37.2.1 ňë àăááňőâàĺň ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã (ć ŕàěďŕőńőęěŋĺĺ ŋěàăćěŋáâćă âàěãčőńìŋĺłă) á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă. Ŋěàăćěŋáâćő âàěãčőńìŋĺłă áãéěáâćěŋŋő: ć őąéěň áńãçăě ăńčőàĺâňă, àěèăîéěčő ěñ á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć C àăğ, ŋě áãéěáâćãěâ ŋĺ ďńï łăłőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő C (ěáńĺ âőńìłő P ŋě àăćŋő NP).

Řĺáãŋőł 37.2 Řăąőâă ăńčőàĺâňă Approx-MST-Tour. (a) Ĺáåőďŋëě âőçłĺ ńěęăâ ć ćěàèĺŋăå æěńőçĺáńěŋŋőľ àěèñâłĺ. (Ŋăŕàĺňěà, ćěàèĺŋă f ŋă 1 ŕàăćěě ĺ ŋă 2 ćëèě ćěàèĺŋë h.) Śâőĺňőáâì àěąàă őŕàěďěńïěâáï łăł (ěćłńĺďőćő) àăááâőïŋĺě ňěęďã âőçłăňĺ. (b) Ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő T , ŕőáâàőěŋŋőě ăńčőàĺâňőň MST-Prim. Ćěàèĺŋă a ïćńïěâáï ěčő łőàŋěň. (Ăńäăćĺâŋëľ ŕőàïďőł ŋăğćăŋĺľ ćěàèĺŋ áőőâćěâáâćãěâ ŕőàïďłã ĺå ďőąăćńěŋĺï ć åőďě àăąőâë ăńčőàĺâňă MST-Prim.) (c) Őąåőď ďěàěćă T ŋăçĺŋăěâáï á ěčő łőàŋï a. Őâňěçăï ćěàèĺŋë ŋă ŕãâĺ âãďă ĺ őąàăâŋő, ňë ŕőńãçĺň ŕőáńě- ďőćăâěńìŋőáâì a, b, c, b, h, b, a, d, e, f, e, g, e, d, a. Ăńčőàĺâň őąåőďă ďěàěćă ć ŕő- àïďłě ”ćěàèĺŋă–ŕőâőňłĺ” ŕàőŕãáłăěâ ćěàèĺŋë ŋă őąàăâŋőň ŕãâĺ, ĺ őáâăñâáï a, b, c, h, d, e, f, g. (d) Śőőâćěâáâćãîéĺľ æĺłń H ïćńïěâáï àěğãńìâăâőň àăąőâë ăńčőàĺâňă Approx-MST-TOUR. Ěčő áâőĺňőáâì ŕàĺňěàŋő àăćŋă 19,074. (e) Őŕâĺňăńìŋëľ æĺłń áâőĺňőáâĺ ≈ 14,715.

37.2.1 Ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă (á ŋěàăćěŋáâćőň âàěãčőńìŋĺłă)

Ňë ňőęěň ćőáŕőńìğőćăâìáï ăńčőàĺâňőň MST-Prim őâëáłăŋĺï ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă ĺğ àăğďěńă 24.2, ŕěàěďěńăć ěčő ć æĺłń. Ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő âàěãčőńìŋĺłă, âő íâőâ æĺłń ŋě ąőńěě çěň ćďćőě ďńĺŋŋěě őŕâĺňăńìŋőčő.

Approx-TSP-TOUR 1 áçĺâăěň ŕàőĺğćőńìŋãî ćěàèĺŋã r ∈ V [G] ”łőàŋěň” 2 ŕőáâàőĺň ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő T ďńï čàăäă G (á łőàŋěň ć r) á ŕőňőéìî ăńčőàĺâňă MST-Prim(G, c, r) 3 ŕãáâì L — ŕěàěçěŋì ćěàèĺŋ íâőčő ďěàěćă ć ŕőàïďłě őąåőďă ”ćěàèĺŋă–ŕőâőňłĺ”

4 return čăňĺńìâőŋőć æĺłń, őąåőďïéĺľ ćěàèĺŋë ć ŕőàïďłě L Őąåőď ćěàèĺŋ ďěàěćă őŕĺáăŋ ć àăğďěńě 13.1: àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň őąåőďă ŕőďďěàěćă á łőàŋěň ć v ŕőáěéăěâ ćěàèĺŋã v, ă ğăâěň őąåőďĺâ ŕőďďěàěćìï, łőàŋïňĺ łőâőàëå ïćńïîâáï ďěâĺ ćěàèĺŋë v.

Ŋă àĺáãŋłě 37.2 ŕőłăğăŋă àăąőâă ăńčőàĺâňă. Ďńï ďăŋŋőľ áĺáâěňë âőçěł ŋă ŕńőáłőáâĺ (a) áâàőĺâáï ňĺŋĺňăńìŋőě őáâőćŋőě ďěàěćő T ; ćěàèĺŋă a — ěčő łőàěŋì (b). Őŕàěďěńïěňëľ ĺň ŕőàïďőł őąåőďă ćěàèĺŋ (c) ďăñâ čăňĺńìâőŋőć æĺłń (d), łőâőàëľ ïćńïěâáï àěğãńìâăâőň àăąőâë ăńčőàĺâňă Approx-MST-Tour. Őŋ ŕàĺňěàŋő ŋă 23% ďńĺŋŋěě őŕâĺňăńìŋőčő æĺłńă (e).

Ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Approx-MST-Tour àăćŋő Θ(E) = Θ(V^2) ŕőáłőńìłã ăńčőàĺâň MST-Prim ŕàĺňěŋïěâáï ł ŕőńŋőňã čàăäã. (Śň. ãŕàăęŋěŋĺě 24.2-2.) Őáâăńőáì ŕàőćěàĺâì, çâő ŋăľďěŋŋëľ æĺłń ŋě ąőńěě çěň ćďćőě ďńĺŋŋěě őŕâĺňăńìŋőčő. (Ŕàĺ íâőň ňë ĺáŕőńìğãěň ŋěàăćěŋáâćő âàěãčőńìŋĺłă.)

Šěőàěňă 37.2 Ăńčőàĺâň Approx-MST-Tour àěèăěâ ğăďăçã ő łőňňĺćőïęñàě á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă, ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő ŋěàăćěŋáâćő âàěãčőńìŋĺłă.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì H^∗ — čăňĺńìâőŋőć æĺłń ŋăĺňěŋìèěľ áâőĺňőáâĺ. Ŋăň ŋăďő ďőłăğăâì, çâő c(H) ⩽ 2c(H^∗) ďńï æĺłńă H, ŋăľďěŋŋőčő á ŕőňőéìî ŋăèěčő ăńčőàĺâňă. Şďăńïï ńîąőě àěąàő ĺğ æĺłńă H^∗, ňë ŕőńãçăěň ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő. Ěčő áâőĺňőáâì ŋě ŕàěćőáåőďĺâ c(H^∗). Šěň ąőńěě íâő ćěàŋő ďńï őŕâĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă T :

c(T ) ⩽ c(H^∗) (37.4)

Ŕãáâì ňë őąåőďĺň ćěàèĺŋë ďěàěćă T , ŕőáěéăï łăęďãî ćěàèĺŋã ďćăęďë — ďő ŕőáěéěŋĺï ěñ ŕőâőňłőć ĺ ŕőáńě. Ďńï ďěàěćă ŋă àĺá. 37.2 íâőâ ŕőńŋëľ őąåőď W ćłńîçăěâ ć áěąï ćěàèĺŋë a, b, c, b, h, b, a, d, e, f, e, g, e, d, a Ŕàĺ íâőň łăęďőě àěąàő ďěàěćă ŕàőåőďĺâáï ďćăęďë, ŕőíâőňã áãňňăàŋăï áâőĺňőáâì ćáěå àñąěà c(W ) ąãďěâ ćďćőě ąőńìèě c(T )

c(W ) = 2c(T ). (37.5)

Ĺğ ŋěàăćěŋáâć (37.4) ĺ (37.5) áńěďãěâ, çâő

c(W ) = 2c(H^∗). (37.5)

âěň áăňëň áâőĺňőáâì őąåőďă ćěàèĺŋ ć ŕőàïďłě W ŋě ąőńěě çěň ćďćőě ŕàěćőáåőďĺâ őŕâĺňăńìŋãî.

Őďŋăłő íâő ěéñ ŋě ćáě: W ŋě ïćńïěâáï æĺłńőň, âăł łăł ňë ąëćăěň ďćăęďë ć őďŋőľ ĺ âőľ ęě ćěàèĺŋě. Ŋĺçěčő áâàăèŋőčő — ňë ňőęěň ãďăńĺâì ńĺèŋĺě ćěàèĺŋë, ŕàĺ íâőň áâőĺňőáâì ňőęěâ âőńìłő ãňěŋìèĺâìáï. Ěáńĺ ć ŕãâĺ . . . → u → w → . . . ňë ãďăńïěň ćěàèĺŋã v, őáâăñâáï àěąàő (u, w), ďńĺŋă łőâőàőčő ŕő ŋěàăćěŋáâćã âàěãčőńìŋĺłă ŋě ąőńìèě áãňňë ďńĺŋ ãďăńñŋŋëå àñąěà (u, v) ĺ (v, w). Łőčďă ňë ãďăńĺň ĺğ ŕãâĺ W ŕőćâőàŋő ŕàőåőďĺňëě ćěàèĺŋë (őáâăćĺć âőńìłő ŕěàćőě ćåőęďěŋĺě łăęďőľ), ŕőńãçĺâáï æĺłń a, b, c, h, d, e, f, g. łőâőàëľ łăł àăğ ĺ áőőâćěâáâćãěâ őąåőďã ďěàěćă ć ŕőàïďłě ”ćěàèĺŋă–ŕőâőňłĺ”. İâőâ æĺłń Hĺ ąãďěâ àěğãńìâăâőň àăąőâë ăńčőàĺâňă Approx-TSP-Tour. Ŕàĺ íâőň c(H) ⩽ c(W ), (37.7) âăł łăł H ŕőńãçěŋ ĺğ W ãďăńěŋĺěň ćěàèĺŋ. İâő ŋěàăćěŋáâćő ćňěáâě á (37.6) ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë.

Ţőâï ăńčőàĺâň Approx-TSP-Tour ĺ čăàăŋâĺàãěâ őèĺąłã ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă, ďńï ŕàăłâĺçěáłĺå æěńěľ őŋ, łăł ŕàăćĺńő, ŋěďőáâăâőçŋő åőàőè, ĺ ŕàĺňěŋïîâáï ďàãčĺě ăńčőàĺâňë. (Śőőâćěâáâćãîéĺě ááëńłĺ ďăŋë ć łőŋæě čńăćë.)

37.2.2 Őąéăï ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă

Ěáńĺ ŋěàăćěŋáâćă âàěãčőńìŋĺłă ŋěâ, âő åőàőèĺě ŕàĺąńĺęěŋĺï ł őŕâĺňăńìŋőňã æĺłńã ŋăľâĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï ŋě ãďăñâáï (ěáńĺ âőńìłő P ŋě àăćŋő NP).

Šěőàěňă 37.3. Ŕãáâì P ≠ NP ĺ ρ ⩾ 1. Šőčďă ŋě áãéěáâćãěâ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő ŕàĺąńĺęñŋŋőčő ăńčőàĺâňă, àěèăîéěčő őąéãî ğăďăçã ő łőňňĺćőïęñàě á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć ρ àăğ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì âăłőľ ăńčőàĺâň (ŋăğőćñň ěčő A) áãéěáâćãěâ ďńï ŋěłőâőàőčő ρ ⩾ 1 (ŋě őčàăŋĺçĺćăï őąéŋőáâĺ, ňőęŋő áçĺâăâì ρ æěńëň). Ňë ŕőłăęěň, łăł ĺáŕőńìğőćăâì A ďńï àěèěŋĺï ğăďăçĺ ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě, őŕàěďěńñŋŋőľ ć àăğďěńě 36.5.5. Šăł łăł íâă ğăďăçă NP-ŕőńŋă (âěőàěňă 36.14), áãéěáâćőćăŋĺě àěèăîéěčő ěñ ŕőńĺŋőňĺăńìŋőčő ăńčőàĺâňă ćńěçñâ P = NP (âěőàěňă 36.4).

Ĺâăł, ŕãáâì ďăŋ čàăä G = (V, E), ĺ ňë åőâĺň ãğŋăâì, ěáâì ńĺ ć ŋñň čăňĺńìâőŋőć æĺłń, ĺáŕőńìğãï ăńčőàĺâň A. Ďńï íâőčő àăááňőâàĺň ŕőńŋëľ čàăä G^′ = (V, E^′) á ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ V : E^′ = {(u, v) : u, vinV ĺ u ≠ v} Ŋă ěčő àñąàăå őŕàěďěńĺň äãŋłæĺî áâőĺňőáâĺ áńěãďîéĺň őąàăğőň: c(u, v) = { 1, ěáńĺ (u, v) ∈ E, ρ|V | + 1 ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě.

Ńěčłő ŕőŋïâì, çâő ćàěňï ŕőáâàőěŋĺě G^′ ĺ c ŋě ŕàěćőáåőďĺâ ŕőńĺŋőňă őâ |V | ĺ |E|.

Šěŕěàì ŕőáňőâàĺň ŋă ğăďăçã łőňňĺćőïęñàă ďńï čàăäă G^′ á äãŋłæĺěľ áâőĺňőáâĺ c. Ěáńĺ ĺáåőďŋëľ čàăä G ĺňěń čăňĺńìâőŋőć æĺłń, âő íâőâ æĺłń ïćńïěâáï àěèěŋĺěň ğăďăçĺ ő łőňňĺćőïęñàě áő áâőĺňőáâìî |V |, ŕőáłőńìłã áőďěàęĺâ |V | àñąěà ěďĺŋĺçŋőľ áâőĺňőáâĺ. Ěáńĺ ęě čăňĺńìâőŋőćă æĺłńă ŋě ąëńő, âő ńîąőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő łőňňĺćőïęñàě ŕàőåőďĺâ ŕő őďŋőňã ĺğ ŋőćëå (ŋě ćåőďïéĺå ć E) àñąěà. Ŋőćëě àñąàă ďő́àőčĺ. Ďăęě ěáńĺ ŋőćőě àěąàő âőńìłő őďŋő, âő őąéăï áâőĺňőáâì (őďŋő ŋőćőě ĺ |V | − 1 áâăàëå) ąãďěâ (ρ|V | + 1) + (|V | − 1) > ρ|V |; ěáńĺ ŋőćëå àñąěà ŋěáłőńìłő, őŋă ąãďěâ ěéñ ąőńìèě. Šěň áăňëň ĺňěěâáï ąőńìèőľ — ąőńìèě çěň ć ρ àăğ — àăğàëć ňěęďã áâőĺňőáâìî őŕâĺňăńìŋőčő æĺłńă ć G^′ ďńï áńãçăěć ŋăńĺçĺï ĺńĺ őâáãâáâćĺï čăňĺńìâőŋőćă æĺłńă ć G. Ć ŕěàćőň áńãçăě ěáâì æĺłń áâőĺňőáâìî |V |, ćő ćâőàőň ćáě æĺłńë ĺňěîâ áâőĺňőáâì ąőńìèě ρ|V |. Ůâő ďăáâ ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň A, ŕàĺňěŋñŋŋëľ ł čàăäã G^′?

Ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ďăćăěňëľ ĺň őâćěâ ŋě ąőńěě çěň ć ρ àăğ åãęě őŕâĺňăńìŋőčő. Śńěďőćăâěńìŋő, ěáńĺ G ĺňěěâ čăňĺńìâőŋőć æĺłń, âő A ďőńęěŋ ěčő ćëďăâì. Ěáńĺ ęě æĺłńă ŋěâ, âő A ćëďăñâ æĺłń áâőĺňőáâĺ ąőńěě ρ|V |. Šěň áăňëň ňőęŋő àăğńĺçĺâì őďĺŋ áńãçăľ őâ ďàãčőčő ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï.

Şŕàăęŋěŋĺï 37.2-1 Ŕőłăęĺâě, çâő ć ğăďăçě ő łőňňĺćőïęñàě ňőęŋő (ğă ŕőńĺŋőňĺăńìŋőě ćàěňï) ňőďĺäĺæĺàőćăâì äãŋłæĺî áâőĺňőáâĺ âăł, çâőąë őŋă áâăńă ãďőćńěâćőàïâì ŋěàăćěŋáâćã âàěãčőńìŋĺłă, ĺ őŕâĺňăńìŋëě æĺłńë ŕàĺ íâőň ŋě ĺğňěŋĺńĺáì. Ŕőçěňã íâő ŋě ŕàőâĺćőàěçĺâ âěőàěňě 37.3, ďăęě ěáńĺ P = NP?

37.2-2 Ğăďăçã łőňňĺćőïęñàă ňőęŋő àěèăâì á ŕőňőéìî íćàĺáâĺłĺ ąńĺęăľèěľ âőçłĺ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŋăçŋñň á âàĺćĺăńìŋőčő æĺłńă, áőďěàęăéěčő őďŋã ćěàèĺŋã (ěñ ňőęŋő ćëąàăâì ŕàőĺğćőńìŋő). Ğăâěň ąãďěň àăáèĺàïâì ěčő âăł: ćëąĺàăěň áăňãî ąńĺğłãî ć æĺłńã ćěàèĺŋã v, áňőâàĺň, łăłăï ćěàèĺŋă u æĺłńă ąńĺęě ćáěčő ł v ĺ ćáâăćńïěň v ć æĺłń áàăğã ŕőáńě u. Šăł ňë ďěńăěň ďő âěå ŕőà, ŕőłă æĺłń ŋě ŕàőľďñâ çěàěğ ćáě ćěàèĺŋë. Ďőłăęĺâě, çâő ŕőńãçěŋŋëľ âăłĺň őąàăğőň æĺłń ĺňěěâ áâőĺňőáâì ŋě ąőńěě çěň ćďćőě åãďèãî őŕâĺňăńìŋőčő.

37.2-3 Ğăďăçă ő čăňĺńìâőŋőćőň æĺłńě á łőàőâłĺňĺ àñąàăňĺ áőáâőĺâ ć őâëáłăŋĺĺ čăňĺńìâőŋőćă æĺłńă, ã łőâőàőčő ďńĺŋă áăňőčő ďńĺŋŋőčő àěąàă ąëńă ąë łăł ňőęŋő ňěŋìèě. Ć ŕàőďŕőńőęěŋĺĺ ŋěàăćěŋáâćă âàěãčőńìŋĺłă ŕőáâàőĺâì ŕőńĺŋőňĺăńìŋëľ ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć 3 àăğă. (Şłăğăŋĺě: Ďőłăęĺâě ŕő ĺŋďãłæĺĺ, çâő ňőęŋő őąőľâĺ ćáě ćěàèĺŋë ňĺŋĺňăńìŋőčő ŕőłàëćăîéěčő ďěàěćă ŕő őďŋőňã àăğã, ćğïć ěčő ŕőńŋëľ őąåőď ĺ ŕàőŕãáłăï ŋěłőâőàëě ćěàèĺŋë, ŕàĺ íâőň ŋě ŕàőŕãáłăï ąőńěě ďćãå ćŋãâàěŋŋĺå ćěàèĺŋ ŕőďàïď.)

37.2-4 Ďőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ćěàèĺŋăňĺ čàăäă ïćńïîâáï âőçłĺ ŋă ŕńőáłőáâĺ, ă áâőĺňőáâì àěąàă — àăááâőïŋĺě ňěęďã ěčő łőŋæăňĺ, âő őŕâĺňăńìŋëľ æĺłń ć ğăďăçě ő łőňňĺćőïęñàě ïćńïěâáï ŋěáăňőŕěàěáěłăîéĺňáï ňŋőčőãčőńìŋĺłőň.

37.2.3 Ğăďăçă ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ

İâă ğăďăçă őąőąéăěâ NP-ŕőńŋãî ğăďăçã ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ (ĺ ŕőâőňã ïćńïěâáï NP-âàãďŋőľ). Őďŋăłő ŕőďåőď, ĺáŕőńìğőćăŋŋëľ ć ŕàĺąńĺęěŋŋőň ăńčőàĺâňě ďńï ğăďăçĺ ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ, ğďěáì ŋě àăąőâăěâ. Ćňěáâő íâőčő ňë àăááňőâàĺň ęăďŋëľ ăńčőàĺâň; ďăćăěňőě ĺň àěèěŋĺě ąãďěâ åãęě őŕâĺňăńìŋőčő ć ńőčăàĺäňĺçěáłőě çĺáńő àăğ. Ś àőáâőň àăğňěàă ğăďăçĺ łăçě-

Řĺáãŋőł 37.3 37.3. Ŕàĺňěà ĺáåőďŋëå ďăŋŋëå ďńï ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ. Ňŋőęěáâćő X áőáâőĺâ ĺğ 12 çñàŋëå âőçěł. Śěňěľáâćő F áőáâőĺâ ĺğ 6 ňŋőęěáâć S1 –S6 . Ňĺŋĺňăńìŋőě ŕőłàëâĺě ĺňěěâ àăğňěà 3 (ňŋőęěáâćă S3 , S4, S5 ). Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ďăñâ ŕőłàëâĺě àăğňěàă 4, ćěńîçăï ć ŋěčő ňŋőęěáâćă S1 , S4 , S5 ĺ S3 (ć ãłăğăŋŋőň ŕőàïďłě).

áâćő àěèěŋĺï ãåãďèăěâáï, ŋő ćáñ ęě ďőćőńìŋő ňěďńěŋŋő (ńőčăàĺäň — ňěďńěŋŋő àăáâãéăï äãŋłæĺï), ŕőíâőňã âăłőľ ŕőďåőď ňőęěâ ąëâì ŕőńěğěŋ.

Ĺáåőďŋëň ďăŋŋëňĺ ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ (setcovering problem) ïćńïîâáï łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő X, ă âăłęě áěňěľáâćő F ěčő ŕőďňŋőęěáâć. Ŕàĺ íâőň łăęďëľ íńěňěŋâ ňŋőęěáâćă X ŕàĺŋăďńěęĺâ åőâï ąã őďŋőňã ĺğ ŕőďňŋőęěáâć áěňěľáâćă F: X = ⋃ S∈F S. Ňë ĺéěň ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő ŕőďňŋőęěáâć ĺğ F, łőâőàëě ćňěáâě ŕőłàëćăîâ ňŋőęěáâćő X, âő ěáâì áěňěľáâćő mathcalC ŋăĺňěŋìèěľ ňőéŋőáâĺ, ďńï łőâőàőčő X = ⋃ S∈C S. (37.8) Šăłőě áěňěľáâćő C ňë ąãďě ŋăğëćăâì ŕőłàëâĺěň ňŋőęěáâćă X. (Ŕàĺňěà ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ ŕàĺćěďñŋ ŋă àĺá. 37.3.)

Ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì áěąě X łăł ŋăąőà ŋăćëłőć, ŋěőąåőďĺňëå ďńï ćëŕőńŋěŋĺï łăłőčő-âő ğăďăŋĺï; ěáâì ŋěáłőńìłő çěńőćěł, ćńăďěîéĺå ŋěłőâőàëňĺ ĺğ ŋĺå. Ŋăďő áäőàňĺàőćăâì ňĺŋĺňăńìŋãî čàãŕŕã ďńï ćëŕőńŋěŋĺï ğăďăŋĺï, ćłńîçăîéãî ć áěąï ŋőáĺâěńěľ ćáěå ŋěőąåőďĺňëå ŋăćëłőć.

Ğăďăçã ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ ňőęŋő áäőàňãńĺàőćăâì ć ćăàĺăŋâě, âàěąãîéěň őâćěâă ďă/ŋěâ: ”áãéěáâćãěâ ńĺ ŕőłàëâĺě àăğňěàă ŋě ąőńâèě k” (ďńï ńîąőčő ğăďăŋŋőčő k). Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 37.3-2 ňë ŕőŕàőáĺň ćăá ďőłăğăâì, çâő íâă ğăďăçă ïćńïěâáï NPŕőńŋőľ.

Ęăďŋëľ ŕàĺąńĺęñŋŋëľ ăńčőàĺâň İâőâ ăńčőàĺâň őáŋőćăŋ ŋă ŕàőáâőľ ĺďěě: ć łăęďëľ ňőňěŋâ ňë ćëąĺàăěň ňŋőęěáâćő, ŕőłàëćăîéěě ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő ěéñ ŋě ŕőłàëâëå íńěňěŋâőć.

1 U <- X
2 mathcal{C} <- 0
3 while U \ne \emptyset
4 do ćëąĺàăěň S \in \mathcal{F} á ŋăĺąőńìèĺň |S\cap U|
5 U <- U - S
6 \mathcal{C} <- \mathcal{C} \cup \{S\}
7 return \mathcal{C}

Ć ŕàĺňěàě ŋă àĺá. 37.3 íâőâ ăńčőàĺâň ćëąĺàăěâ ňŋőęěáâćă ć âăłőň ŕőàïďłě: S_1, S_4, S_5 ĺ S_3.

Ş łăęďëľ ňőňěŋâ àăąőâë ăńčőàĺâňă ňŋőęěáâćő U áőďěàęĺâ ěéñ ŋě ŕőłàëâëě íńěňěŋâë, ă áěňěľáâćő C — ãęě ćłńîçñŋŋëě ć ŕőłàëâĺě ŕőďňŋőęěáâćă. Ŋă èăčě 4 ŕàőĺğćőďĺâáï ęăďŋëľ ćëąőà: ć łăçěáâćě S ąěàñâáï ňŋőęěáâćő, ŕőłàëćăîéěě ŋăĺąőńìèěě çĺáńő ěéñ ŋě ŕőłàëâëå íńěňěŋâőć (ěáńĺ âăłĺå ŋěáłőńìłő, ąěàñň ńîąőě). Ŕőáńě íâőčő S ďőąăćńïěâáï ł áěňěľáâćã C, ă ěčő íńěňěŋâë ãďăńïîâáï ĺğ U. Ć łőŋæě łőŋæőć ňŋőęěáâćő ěéñ ŋě ŕőłàëâëå íńěňěŋâőć (U) ŕãáâő, ă C ïćńïěâáï ŕőłàëâĺěň ňŋőęěáâćă X. Ćĺďŋő, çâő ăńčőàĺâň Greedy-Set-Cover ŕőńĺŋőňĺăńěŋ (ćàěňï àăąőâë őæěŋĺćăěâáï ňŋőčőçńěŋőň őâ |X| ĺ |F |): łőńĺçěáâćő ŕőćâőàěŋĺľ æĺłńă ŋě ŕàěćőáåőďĺâ min(|X|, |F|), ă łăęďőě ŕőćâőàěŋĺě ńěčłő àěăńĺğőćăâì ğă O(|X| · |F|) őŕěàăæĺľ, âăł çâő ćáěčő ąãďěâ O(|X| · |F| · min(|X|, |F|)) őŕěàăæĺľ. Ć ãŕàăęŋěŋĺĺ 37.3-3 ňë ŕàěďńőęĺň ćăň àěăńĺğőćăâì íâőâ ăńčőàĺâň ğă ńĺŋěľŋőě ćàěňï.

Ăŋăńĺğ ăńčőàĺâňă Šěŕěàì ňë ďőńęŋë áàăćŋĺâì àăğňěà ŕőłàëâĺï, ďăćăěňőčő íâĺň ăńčőàĺâň, á ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋëň. Ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï őąőğŋăçěŋĺě H(d) ďńï áãňňë ŕěàćëå d çńěŋőć čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă (áň. àăğďěń 3.1): H(d) = ∑_d i=1 1/i. Šěőàěňă 37.4.

Řăğňěà ŕőłàëâĺï, ďăćăěňőčő ăńčőàĺâňőň Greedy-Set-Cover, ŕàěćőáåőďĺâ ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋëľ ŋě ąőńěě çěň ć H(max{|S| : S ∈ F}) àăğ.

Ďőłăğăâěńìáâćő.

Ęăďŋëľ ăńčőàĺâň őâąĺàăěâ ňŋőęěáâćă őďŋő ğă ďàãčĺň, ŋă łăęďőň èăčě ćëąĺàăï âő ĺğ ŋĺå, łőâőàőě ŕőłàëćăěâ ąőńìèě ćáěčő ŋěŕőłàëâëå íńěňěŋâőć. Ąãďěň ŕàěďáâăćńïâì áěąě, çâő ŋă łăęďőň èăčě ĺňěěâáï ďőńńăà, łőâőàëľ ŕőàőćŋã àăáŕàěďěńïěâáï ňěęďã ćáěňĺ ćŋőćì ŕőłàëâëňĺ íńěňěŋâăňĺ. Šăłĺň őąàăğőň, łăęďëľ íńěňěŋâ ŕőńãçăěâ ďěŋìčĺ âőńìłő őďŋăęďë — ŋă âőň èăčě, łőčďă őŋ ćŕěàćëě ŕőŕăďăěâ ć ŕőłàëâĺě, ĺ ŕőńãçăěâ âěň ąőńìèě ďěŋěč, çěň ňěŋìèě íńěňěŋâőć őłăğăńĺáì ć âőň ęě ŕőńőęěŋĺĺ. Ťőàňăńìŋő čőćőàï, ěáńĺ íńěňěŋâ x ćåőďĺâ ć ňŋőęěáâćő S_i, ćëąàăŋŋőě ŋă i-őň èăčě àăąőâë ăńčőàĺâňă, ĺ ŋě ćåőďĺâ ć S_k ŕàĺ ňěŋìèĺå k, âő őŋ ŕőńãçĺâ

c_x = 1 |S_i − (S_1 ∪ S_2 ∪ . . .S_{i−1})| ďőńńăàőć. [Ğăňěâĺň ć áłőąłăå, çâő ćëčőďŋěě ŕőńãçăâì ďěŋìčĺ łăł ňőęŋő ŕőğęě, âăł łăł ŕő ňěàě ŕàőďćĺęěŋĺï ăńčőàĺâňă łőńĺçěáâćő ćŋőćì ŕőłàëćăěňëå ğă àăğ íńěňěŋâőć ňőęěâ âőńìłő ãňěŋìèăâìáï — ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ŋě ąãďěâ ”őáâăćńïâì ńăłőňëľ łãáőł ŋă ŕőâőň”]

Ćáěčő ąãďěâ ĺğàăáåőďőćăŋő |C| ďőńńăàőć, ŕő őďŋőňã ŋă łăęďëľ íńěňěŋâ ŕőáâàőěŋŋőčő ŕőłàëâĺï C. İâĺ ďěŋìčĺ ąãďãâ łăłĺňâő őąàăğőň àăáŕàěďěńěŋë ňěęďã ćáěňĺ íńěňěŋâăňĺ ňŋőęěáâćă X (íńěňěŋâ x ŕőńãçăěâ c_x ďőńńăàőć). Ŋăň ŋăďő ŕőłăğăâì, çâő őŕâĺňăńìŋőě ŕőłàëâĺě (áőďěàęăéěě ňĺŋĺňăńìŋő ćőğňőęŋőě çĺáńő ňŋőęěáâć) ŋě ňőęěâ ąëâì áĺńìŋő ňěŋìèě ŋăèěčő. Ňë áďěńăěň íâő, ãąěďĺćèĺáì, çâő ďńï ńîąőčő ňŋőęěáâćă S ĺğ áěňěľáâćă F őąéăï áãňňă ďěŋěč, ŕőńãçěŋŋăï ćáěňĺ íńěňěŋâăňĺ S, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ H(|S|), ĺ ŕőâőňã ŕőŋăďőąĺâáï ŋě ňěŋěě |C|/H(max{|S| : S ∈ F}) íńěňěŋâőć őŕâĺňăńìŋőčő ŕőłàëâĺï, çâőąë ŋăąàăâì őąéãî áãňňã ć |C|.

Ťőàňăńìŋő čőćőàï, ďńï őŕâĺňăńìŋőčő ŕőłàëâĺï C^∗ ňë ĺňěěň |C| = ∑ x∈X c_x ⩽

⩽ ∑ S∈C^∗ ∑ x∈S c_x (37.9)

ĺ, łàőňě âőčő, ďńï ńîąőčő S ĺğ áěňěľáâćă F ňë ćáłőàě ďőłăęěň, çâő ∑ x∈S c_x ⩽ H(|S|). Ĺğ ŋěàăćěŋáâć (37.9) ĺ (37.10) áńěďãěâ, çâő C ⩽ ∑ S∈C^∗ H(|S|) ⩽ ⩽ |C^∗| · H(max{|S| : S ∈ F}), çâő ĺ áőáâăćńïěâ ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë.

Őáâăńőáì ďőłăğăâì ŋěàăćěŋáâćő (37.10). Ŕãáâì S — ŕàőĺğćőńìŋőě ňŋőęěáâćő ĺğ áěňěľáâćă F, áőďěàęăéěě u íńěňěŋâőć. Łăęďëľ ĺğ íâĺå íńěňěŋâőć ŕőńãçĺâ łăłãî-âő áãňňã ďěŋěč ŕő ŋăèĺň ŕàăćĺńăň, ĺ ŋăďő ŕàőćěàĺâì, çâő őąéăï áãňňă ďńï ćáěå íńěňěŋâőć S ŋě ŕàěćőáåőďĺâ áãňňë

1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/u

(íâă áãňňă âăłęě áőáâőĺâ ĺğ u áńăčăěňëå). Śěľçăá ňë ć íâőň ãąěďĺňáï. Ŕőáňőâàĺň ŋă čàãŕŕã íńěňěŋâőć S, łőâőàëě ŕőńãçăîâ áćőĺ ďěŋìčĺ ŕěàćëňĺ (áàěďĺ íńěňěŋâőć S). Łăęďëľ ĺğ ŋĺå ŕőńãçĺâ ŋě ąőńěě 1/u. Ć áăňőň ďěńě, őąéěě łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć X, ŕőńãçăîéĺå ďěŋìčĺ ŋă íâőň èăčě, ŋě ňőęěâ ąëâì ňěŋìèě u, ćěďì ęăďŋëľ ăńčőàĺâň ćëąĺàăěâ ňŋőęěáâćő, ŕőłàëćăîéěě ŋăĺąőńìèěě ćőğňőęŋőě çĺáńő ěéñ ŋě ŕőłàëâëå íńěňěŋâőć, ĺ ŋě ňőęěâ ćëąàăâì ňŋőęěáâćă, åãďèěčő S. Ğŋăçĺâ, ŋă łăęďëľ íńěňěŋâ ŕàĺďěâáï ŋě ąőńěě 1/u, ĺ őąéăï áãňňă ąãďěâ ŋě ąőńìèě, çěň åćőáâ ŋăèěľ áãňňë, ĺňěîéĺľ âã ęě ďńĺŋã. Ŕőáńě íâőčő őáâăŋěâáï łăłőě-âő çĺáńő u_1 ŋěŕőłàëâëå íńěňěŋâőć, ĺ ŋăďő ąãďěâ ďőłăğăâì, çâő őąéăï áãňňă ďěŋěč, ĺň ŕàĺçĺâăîéăïáï, ŋě ŕàěćőáåőďĺâ őáâăćèěľáï çăáâĺ ŋăèěľ áãňňë, âő ěáâì

1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/u_1

Ŕőáňőâàĺň ŋă íńěňěŋâë, łőâőàëě ąãďãâ ŕőńãçăâì ďěŋìčĺ ŕěàćëňĺ (áàěďĺ őáâăćèĺåáï): ŕő âěň ęě ŕàĺçĺŋăň, çâő ĺ àăŋìèě, őŋĺ ŕőńãçăâ ŋě ąőńěě 1/u_1 łăęďëľ, ĺ őąéăï áãňňă ŋě ąãďěâ ŕàěćőáåőďĺâì áőőâćěâáâćãîéěľ çăáâĺ ŋăèěľ áãňňë. Ŕàőďőńęăï íâő àăááãęďěŋĺě, ňë ćĺďĺň, çâő ěáńĺ ćëŕńăâë ŕàőĺáåőďïâ ć k íâăŕőć ĺ ěáńĺ

u_1 ⩾ u_2 ⩾ . . . ⩾ u_{k−1} ⩾ u_k = 0

— łőńĺçěáâćő íńěňěŋâőć ć S, łőâőàëň ěéñ ŋě ćëďăńĺ ďěŋěč ŕőáńě 1, 2, . . . , k ćëŕńăâ, âő őąéăï áãňňă ćëŕńăçěŋŋëå íńěňěŋâăň S ďěŋěč ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1 u_{k−1} +. . .+ 1 u_{k−1} + 1 u_{k−2} +. . .+ 1 u_{k−2} +. . .+ 1 u_1 +. . .+ 1 u_1 + 1 u +. . .+ 1 u , çâő ŋě ŕàěćőáåőďĺâ (áàăćŋĺćăěň ŕőçńěŋŋő) çăáâŋőľ áãňňë čăàňőŋĺçěáłőčő àïďă 1 1 +. . .+ 1 u_{k−1} + 1 u_{k−1} + 1 +. . .+ 1 u_{k−2} +. . .+ 1 u_2 + 1 +. . .+ 1 u_1 + 1 u_1 + 1 +. . .+ 1 u , âő ěáâì H(u), çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő ŋěàăćěŋáâćă (37.10) ĺ âěőàěňë 37.4

[Ćăďĺł: ŋăďő ąë ŋăąàăâì áőőâćěâáâćãîéĺě çńěŋë őďĺŋ ŕőď ďàãčĺň!!]

Śńěďáâćĺě 37.4.

Ăńčőàĺâň Greedy-Set-Cover ďăñâ àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ, åãďèěě őŕâĺňăńìŋőčő ŋě ąőńěě çěň ć (ln |X| + 1) àăğ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őçěćĺďŋőě áńěďáâćĺě âěőàěňë 37.3 ĺ ŋěàăćěŋáâćă (3.12).

Ěáńĺ ňŋőęěáâćă, ĺğ łőâőàëå ŋăďő ćëąĺàăâì ŕőłàëâĺě, áőďěàęăâ ňăńő íńěňěŋâőć, âő ăńčőàĺâň Greedy-Set-Cover ďăñâ àěèěŋĺě, ďőćőńìŋő ąńĺğłőě ł őŕâĺňăńìŋőňã. Ŋăŕàĺňěà, ěáńĺ ňë ŕàĺňěŋïěň íâőâ ăńčőàĺâň ł ğăďăçě ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ čàăäă, ć łőâőàőň áâěŕěŋĺ ćěàèĺŋ ŋě ŕàěćőáåőďïâ 3, âő ďăćăěňőě ĺň àěèěŋĺě ŋě ąőńěě çěň ć H(3) = 11/6 àăğ åãęě őŕâĺňăńìŋőčő. (İâă őæěŋłă ŋěňŋőčő ńãçèě, çěň ďńï ŕàĺćěďñŋŋőčő ć àăğďěńě 37.1 ăńčőàĺâňă Approx-Vertex-Cover.)

Şŕàăęŋěŋĺï. 37.3-1 Řăááňőâàĺň łăęďőě ĺğ áńőć arid, dash, drain, heard, lost,

nose, shun, slate, snare, thread łăł ňŋőęěáâćő ąãłć. Ůâő

ďăáâ ăńčőàĺâň Greedy-Set-Cover ć ŕàĺňěŋěŋĺĺ ł íâĺň ňŋőęěáâćăň? (Ěáńĺ ćőğŋĺłăěâ ćëąőà ňěęďã ŋěáłőńìłĺňĺ áńőćăňĺ, ąěàñâáï ŕěàćőě ć ăńäăćĺâŋőň ŕőàïďłě.)

37.3-2 Ŕőłăęĺâě, çâő ğăďăçă ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ, àăááňăâàĺćăěňăï łăł ğăďăçă àăğàěèěŋĺï, ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ, áćěďï ł ŋěľ ğăďăçã ő ćěàèĺŋŋőň ŕőłàëâĺĺ.

37.3-3 Ŕőłăğăâì, çâő ňőęŋő àěăńĺğőćăâì ăńčőàĺâň Greedy-Set- Cover á ćàěňěŋěň àăąőâë O( ∑ S∈F |S|). 37.3-4 Őąêïáŋĺâě, ŕőçěňã áńěďãîéěě őáńăąńěŋĺě ãâćěàęďěŋĺï âěőàěňë 37.4 őçěćĺďŋő: |C| ⩽ |C^∗| · max{|S| : S ∈ F}. 37.5 Ŕàĺćěďĺâě ŕàĺňěàë, ŕőłăğëćăîéĺě, çâő łőńĺçěáâćő àăğńĺçŋëå őâćěâőć, ďăćăěňëå ăńčőàĺâňőň Greedy-Set-Cover ŕàĺ àăğŋëå áŕőáőąăå ćëąőàă ňŋőęěáâćă ć áâàőłě 4 (ĺğ ňŋőęěáâć, ŕőłàëćăîéĺå őďĺŋăłőćőě çĺáńő ěéñ ŋě ŕőłàëâëå íńěňěŋâőć), ňőęěâ íłáŕőŋěŋæĺăńìŋő àăáâĺ á àőáâőň àăğňěàă ğăďăçĺ.

37.3 Ğăďăçă ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă

Ĺáåőďŋëň ďăŋŋëň ďńï íâőľ ğăďăçĺ ïćńïěâáï ŕăàă (S, t), čďě S = {x_1, x_2, . . . , x_n} ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŋěłőâőàőě ňŋőęěâáćő ŕőńőęĺâěńìŋëå æěńëå çĺáěń, ă t — ŕőńőęĺâěńìŋőě æěńőě çĺáńő. Ğŋăï S ĺ t, ŋăďő ćëïáŋĺâì, ňőęŋő ńĺ ŋăľâĺ ŕőďňŋőęěáâćő ňŋőęěáâćă S, áãňňă íńěňěŋâőć łőâőàőčő ć âőçŋőáâĺ àăćŋă t. İâă ğăďăçă ïćńïěâáï NP-ŕőńŋőľ (áň. àăğďěń 36.5.3).

Ğăďăçã ňőęŋő áâăćĺâì ĺ ć őŕâĺňĺğăæĺőŋŋőň ćăàĺăŋâě, âàěąãï őâëáłăâì áàěďĺ ŕőďňŋőęěáâć, áãňňă łőâőàëå ŋě ŕàěćőáåőďĺâ t, âăłőě, ã łőâőàőčő áãňňă ąńĺęě ćáěčő ł t. Ňőęŋő ŕàěďáâăćńïâì áěąě, çâő ňë ďőńęŋë łăł ňőęŋő ąőńìèě ğăčàãğĺâì ňăèĺŋã čàãğőŕőďêñňŋőáâĺ t, ĺňěï ïéĺłĺ ćěáőć x_1, . . . , x_n (ŋő ŋě ŕěàěåőďï čàăŋĺæë).

Ć íâőň àăğďěńě ňë ŕàĺćőďĺň ăńčőàĺâň, àěèăîéĺľ íâã ğăďăçã ğă íłáŕőŋěŋæĺăńìŋőě ćàěňï, ĺ ŕőłăğëćăěň, łăł ĺğ ŋěčő ŕőńãçĺâì ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋãî áåěňã ŕàĺąńĺęěŋĺï. (Ŋăŕőňŋĺň: íâő őğŋăçăěâ, çâő ćàěňï àăąőâë őæěŋĺćăěâáï ňŋőčőçńěŋőň őâ àăğňěàă ğăďăçĺ ĺ őâ 1/ε, čďě ε — őâŋőáĺâěńìŋăï őèĺąłă.)

İłáŕőŋěŋæĺăńìŋëľ ăńčőàĺâň Ěáńĺ L — ŋăąőà çĺáěń, ă x — ŋěłőâőàőě çĺáńő, âő çěàěğ L + x ňë őąőğŋăçăěň ŋăąőà çĺáěń, łőâőàëľ ŕőńãçĺâáï, ěáńĺ ďőąăćĺâì x ł łăęďőňã ĺğ íńěňěŋâőć L. Ŋăŕàĺňěà, ďńï L = ⟨1, 2, 3, 5, 9⟩ ĺ x = 2 ňë ĺňěěň L + x = ⟨3, 4, 5, 7, 11⟩. Ăŋăńőčĺçŋăï ğăŕĺáì ĺáŕőńìğãěâáï ĺ ďńï ňŋőęěáâć: S + x = {s + x : s ∈ S} Ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï ŕàőæěďãàă Merge-Lists(L, L^′), àěğãńìâăâőň łőâőàőľ ïćńïěâáï áőěďĺŋěŋĺě ďćãå ãŕőàïďőçěŋŋëå ŋăąőàőć L ĺ L^′ á áőåàăŋěŋĺěň ŕőàïďłă. Ćáŕőňĺŋăï áőàâĺàőćłã áńĺïŋĺěň (àăğďěń 1.3.1). ňë ćĺďĺň, çâő íâő ňőęŋő áďěńăâì ğă ćàěňï O(|L| + |L^′|). (Ňë ŋě ŕàĺćőďĺň âěłáâă íâőľ ŕàőæěďãàë.)

Šěŕěàì ňë ňőęěň ŋăŕĺáăâì ăńčőàĺâň Exact-Subset-Sum, àěèăîéĺľ áäőàňãńĺàőćăŋŋãî ćëèě ğăďăçã ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă. Ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ďńï ŋěčő ïćńïěâáï ŋăąőà ŕőńőęĺâěńìŋëå æěńëå çĺáěń S = ⟨x_1, x_2, . . . , x_n⟩ ĺ ŕőńőęĺâěńìŋőě æěńőě çĺáńő t. Řěğãńìâăâőň àăąőâë ïćńïěâáï ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋăï áãňňă ŋěłőâőàëå íńěňěŋâőć ĺğ S, ŋě ŕàěćőáåőďïéăï t.

Exact-Subset-Sum (S,t)
1 n <- |S|
2 L_0 <- <0>
3 for i<-1 1 to n
4 do L_i <- Merge-Lists(L_{i-1}, L_{i-1}+x_i)
5 ãďăńĺâì ĺğ $L_i$ íńěňěŋâë, ąőńìèĺě $t$
6 return ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ ć $L_n$

Ĺďěï ăńčőàĺâňă ŕàőáâă: ěáńĺ çěàěğ P_i őąőğŋăçĺâì ňŋőęěáâćő ćáěå çĺáěń, łőâőàëě ňőęŋő ŕőńãçĺâì, áłńăďëćăï ŋěłőâőàëě ĺğ x_1, x_2, . . . , x_i, âő P_i = P_{i−1} ∪ (P_{i−1} + x_i) (37.11)

(íńěňěŋâ x_i ňőęěâ ŋě ćåőďĺâì ć áãňňã, ă ňőęěâ ĺ ćåőďĺâì) ňë ćĺďĺň (ĺŋďãłæĺï ŕő i, ãŕàăęŋěŋĺě 37.4-1), çâő L_i ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áŕĺáőł íńěňěŋâőć ňŋőęěáâćă P_i ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï (ĺğ łőâőàőčő ćëąàőèěŋë íńěňěŋâë, ąőńìèĺě t).

Śłőńìłő ćàěňěŋĺ âàěąãěâ íâőâ ăńčőàĺâň? Śŕĺáőł L_i ňőęěâ áőďěàęăâì ďő 2^i íńěňěŋâőć, âăł çâő ăńčőàĺâň íłáŕőŋěŋæĺăńěŋ. Ćŕàőçěň, ěáńĺ t (ĺńĺ ćáě íńěňěŋâë S) őčàăŋĺçěŋő áćěàåã ňŋőčőçńěŋőň őâ |S|, âő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă âăłęě őčàăŋĺçěŋő ňŋőčőçńěŋőň őâ |S|.

Ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋăï áåěňă ŕàĺąńĺęěŋĺï Šăłăï áåěňă ŕőńãçăěâáï ĺğ őŕĺáăŋŋőčő ăńčőàĺâňă, ěáńĺ åàăŋĺâì áŕĺáłĺ L_i ć áőłàăéěŋŋőľ äőàňě. Śâěŕěŋì áőłàăéěŋĺï őŕàěďěőïěâáï ŕăàăňěâàőň δ - çěň őŋ ňěŋìèě, âěň ąńĺęě áŕĺáőł ł ŕőńŋőňã. Śŕĺáőł L^′ ŋăğëćăěâáï δ-áőłàăéěŋĺěň áŕĺáłă L, ěáńĺ L^′ ïćńïěâáï çăáâìî L ĺ ďńï ńîąőčő íńěňěŋâă y ĺğ L ć áŕĺáłě L^′ ŋăľďñâáï ŋě ŕàěćőáåőďăéĺľ ěčő íńěňěŋâ z, ďńï łőâőàőčő y − z y ⩽ δ ĺńĺ, ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, (1 − δ)y ⩽ z ⩽ y. Šěň áăňëň ńîąőľ íńěňěŋâ y, ćëąàőèěŋŋëľ ĺğ L ŕàĺ ŕőńãçěŋĺĺ ňěŋìèěčő áŕĺáłă L^′, ŕàěďáâăćńěŋ ć L^′ áćőĺň ŕàĺąńĺęěŋĺěň áŋĺğã á őâŋőáĺâěńìŋőľ őèĺąłőľ (őâŋőáĺâěńìŋő y) ŋě ąőńěě δ. Ŋăŕàĺňěà, ďńï δ = 0,1 ĺ

L = ⟨10, 11, 12, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 29⟩

áŕĺáőł L^′ = ⟨10, 13, 15, 20, 23, 29⟩

ïćńïěâáï δ-áőłàăéěŋĺěň L, ć łőâőàőň ćëąàőèěŋŋőě çĺáńő 11 ŕàěďáâăćńěŋő çĺáńőň 10, çĺáńă 21 ĺ 22 ŕàěďáâăćńěŋë çĺáńőň 20, ă çĺáńő 24 ŕàěďáâăćńěŋő çĺáńőň 23. Ćăęŋő ĺňěâì ć ćĺďã, çâő δáőłàăéěŋĺě ïćńïěâáï çăáâìî őàĺčĺŋăńìŋőčő áŕĺáłă. Ŕàĺ íâőň çĺáńő íńěňěŋâőć ňőęěâ áĺńìŋő ãňěŋìèĺâáï, ŋő ďńï ćáěå ćëąàőèěŋŋë íńěňěŋâőć çãâì ňěŋìèĺě ğŋăçěŋĺï őáâăŋãâáï.

Śńěďãîéăï ŕàőæěďãàă áőłàăéăěâ áŕĺáőł L = ⟨y_1, y_2, . . . , y_m⟩, ãŕőàïďőçěŋŋëľ ŕő ćőğàăáâăŋĺî, ğă ćàěňï Θ(m). Ěñ àěğãńìâăâ L^′ ïćńïěâáï δ-áőłàăéěŋĺň L; áŕĺáőł L^′ âăłęě ãŕőàïďőçěŋ ŕő ćőğàăáâăŋĺî.

\textsc{Trim} (L, \delta)
1 m <- |L|
2 L’ <- <y_1>
3 last <- y_1
4 for i<-2 to m
5 do if last < (1-\delta) y_i
6 then ďőŕĺáăâì $y_i$ ć łőŋěæ áŕĺáłă L’
7 last <- y_i
8 return L’

İńěňěŋâë áŕĺáłă L ŕàőáňăâàĺćăîâáï ć ŕőàïďłě ćőğàăáâăŋĺï, ĺ ć L^′ ŕőňěéăěâáï ŕěàćëľ ĺğ ŋĺå, ă âăłęě âě, łőâőàëě áńĺèłőň ćěńĺłĺ, çâőąë ąëâì ŕàěďáâăćńěŋŋëňĺ ŕőáńěďŋĺň ĺğ ãęě ĺňěîéĺåáï íńěňěŋâőć áŕĺáłă L^′.

Šěŕěàì áåěňă ŕàĺąńĺęěŋĺï ďńï ğăďăçĺ ő áãňňăå ŕőďňŋőęěáâć ňőęěâ ąëâì ŕőáâàőěŋă áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ĺáåőďŋëňĺ ďăŋŋëňĺ ďńï ŋěñ ïćńïîâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì S =

⟨x_1, x_2, . . . , x_n⟩ ĺğ n çĺáěń (ĺďãéĺå ć ŕàőĺğćőńìŋőň ŕőàïďłě), çĺáńő t, ă âăłęě ŕăàăňěâà ŕàĺąńĺęěŋĺï ε (ć ĺŋâěàćăńě 0 < ε < 1).

\textsc{Approx-Subset-Sum}(S,t,\varepsilon)
1 n <- |S|
2 L_0 <- <0>
3 for i<-1 to n
4 do L_i <- Merge-Lists(L_{i-1},L_{i-1}+x_i)
5 L_i <- Trim (L_i, \varepsilon/n)
6 ćáě íńěňěŋâë $L_i$, ąőńìèĺě $t$, ãďăńïîâáï
7 z <- ŋăĺąőńìèĺľ íńěňěŋâ $L_n$
8 return z

Ćŋăçăńě (áâàőłă 2) ć áŕĺáőł L_0 ŕőňěéăěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëľ íńěňěŋâ 0. Ć áâàőłăå 3–6 ňë ŕőáńěďőćăâěńìŋő (ďńï i = 1, . . .n) ćëçĺáńïěň áŕĺáőł L_i, łőâőàëľ őłăęěâáï áőłàăéěŋĺěň ňŋőęěáâćă P_i (ćáěćőğňőęŋëå áãňň, áőáâăćńěŋŋëå ĺğ ŕěàćëå i íńěňěŋâőć) ĺğ łőâőàőčő ãďăńěŋë ćáě íńěňěŋâë, ąőńìèĺě t. Őâňěâĺň, çâő íâő âàěąãěâ áŕěæĺăńìŋőľ ŕàőćěàłĺ, âăł łăł áőłàăéěŋĺï ŕàőĺğćőďïâáï ŋă łăęďőň èăčě, ĺ ć áâàőłě 4 áőěďĺŋïîâáï ãęě áőłàăéěŋŋëě ćăàĺăŋâë áŕĺáłőć.

Ŕàěęďě çěň ŕàőćěàïâì íâő, àăááňőâàĺň ŕàĺňěà: ŕãáâì

L = ⟨104, 102, 201, 101⟩

ŕàĺ íâőň t = 308 ĺ ε = 0,2. Šőčďă ŋă łăęďőň èăčě ŕàőĺğćőďĺâìáï 0,05-áőłàăéěŋĺě, ĺ ćëçĺáńěŋĺï ŕàőåőďïâ âăł:

áâàőłă 2: L_0 = <0>,

áâàőłă 4: L_1 = <0,104> áâàőłă 5: L_1 = <0,104> áâàőłă 6: L_1 = <0,104>

áâàőłă 4: L_2 = <0,102,104,206> áâàőłă 5: L_2 = <0,102,206> áâàőłă 5: L_2 = <0,102,206>

áâàőłă 4: L_3 = <0,102,201,206,303,407> áâàőłă 5: L_3 = <0,102,201,303,407> áâàőłă 6: L_3 = <0,102,201,303>

áâàőłă 4: L_4 = <0,101,102,201,203,302,303,404> áâàőłă 5: L_4 = <0,101,201,302,404> áâàőłă 6: L_4 = <0,101,201,302>

Ć őâćěâě ŕőńãçăěâáï z = 302, çâő őâńĺçăěâáï őâ őŕâĺňăńìŋőčő ćăàĺăŋâă (307 = 104+102+101) ňěŋěě çěň ŋă 2% (çâő ňŋőčő ňěŋìèě àăğàěèñŋŋőčő őâłńőŋěŋĺï ć 20%).

Šěőàěňă. Ăńčőàĺâň Approx-Subset-Sum ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋãî áåěňã ŕàĺąńĺęěŋĺï ďńï ğăďăçĺ ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őąě őŕěàăæĺĺ (áőłàăéěŋĺě áŕĺáłă ć áâàőłě 5 ĺ ãďăńěŋĺě áńĺèłőň ąőńìèĺå íńěňěŋâőć ć áâàőłě 6) ňőčãâ ńĺèì ãňěŋìèĺâì áŕĺáőł, âăł çâő áŕĺáőł L_i őáâăñâáï ŕőďňŋőęěáâćőň ňŋőęěáâćă P_i. (Ŋăŕőňŋĺň, çâő çěàěğ P_i őąőğŋăçăěâáï ňŋőęěáâćő ćáěå çĺáěń, łőâőàëě ňőęŋő ŕőńãçĺâì, áłńăďëćăï ŋěłőâőàëě ĺğ x_1, x_2, . . . , x_i.) Šăłĺň őąàăğőň, çĺáńő z ďěľáâćĺâěńìŋő ąãďěâ áãňňőľ ŋěłőâőàőčő ŕőďňŋőęěáâćă, ŕàĺçñň z ⩽ t. Őáâăńőáì ŕàőćěàĺâì ńĺèì, çâő őŋő ŋě ňěŋìèě (1 − ε), ãňŋőęěŋŋőčő ŋă ňăłáĺňăńìŋő ćőğňőęŋãî áãňňã, ŋě ŕàěćőáåőďïéãî t. (Ĺňěŋŋő íâőčő âàěąãěâ ŋěàăćěŋáâćő (37.2) ďńï ŋăèěľčő áńãçăï.)

Ŕőáňőâàĺň, ł łăłőľ őèĺąłě ŕàĺćőďĺâ áőłàăéěŋĺě áŕĺáłă ŋă łăęďőň èăčě. Ŕàĺ áőłàăéěŋĺĺ őáâăîéěěáï çĺáńő ąãďěâ ňěŋìèě ćëçěàłŋãâőčő, ŋő ŋě ŋăňŋőčő: ŋě ąőńěě çěň ŋă (ε/n)-ãî ďőńî. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, őáâăîéĺľáï íńěňěŋâ ŋě ňěŋìèě ćëçěàłŋãâőčő, ãňŋőęěŋŋőčő ŋă (1 − ε/n). Řăááãęďăï ŕő ĺŋďãłæĺĺ, ńěčłő ćĺďěâì, çâő ďńï ćáïłőčő íńěňěŋâă y ňŋőęěáâćă P_i, ŋě ŕàěćőáåőďïéěčő t, ňőęŋő ãłăğăâì íńěňěŋâ z ć áŕĺáłě L_i, ďńï łőâőàőčő (1 − ε/n)^iy ⩽ z ⩽ y. Ć çăáâŋőáâĺ, ŕàĺ i = n ňőęŋő ćğïâì ć łăçěáâćě y őŕâĺňăńìŋőě àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă ĺ ãąěďĺâìáï, çâő áãéěáâćãěâ z ∈ L_n, ďńï łőâőàőčő (1 − ε/n)^ny ⩽ z ⩽ y âěň áăňëň őâćěâ ăńčőàĺâňă (łőâőàëľ ğăćěďőňő ŋě ňěŋìèě íâőčő z) ąãďěâ ŋě ňěŋìèě (1 − ε/n)^ny. Ŋăň őáâăńőáâì âőńìłő ãąěďĺâìáï, çâő (1 − ε/n)^n ⩾ (1 − ε).

Ć áăőň ďěńě, ŕàőďĺääěàěæĺàőćăć (1 − ε/u)^u ŕő u, ãąěęďăěňáï, çâő íâő ćëàăęěŋĺě ćőğàăáâăěâ łăł äãŋłæĺï őâ u; őáâăîâáï áàăćŋĺâì ěčő ğŋăçěŋĺï ŕàĺ u = 1 ĺ u = n.

[İâő ńěčłő ŕőŋïâì ĺ ąěğ ŕàőĺğćőďŋëå: ć ãąëćăîéěľ ŕőáńěďőćăńìŋőáâĺ 1, (1 − δ), (1 − δ)^2, . . . , (1 − δ)^n

ćâőàőľ çńěŋ ňěŋìèě ŕěàćőčő (ŋă δ), âàěâĺľ çńěŋ ňěŋìèě ćâőàőčő ĺ â.ŕ. Řăğŋőáâĺ ňěęďã áőáěďŋĺňĺ çńěŋăňĺ ãąëćăîâ, âăł łăł áőáâăćńïîâ äĺłáĺàőćăŋŋãî ďőńî őâ ãňěŋìèăěňőčő. Ŕőíâőňã őąéěě ĺğňěŋěŋĺě ŕàĺ ŕěàěåőďě őâ ŕěàćőčő çńěŋă ł ŕőáńěďŋěňã ŋě ŕàěćőáåőďĺâ nδ ĺ (1 − δ)^n ⩾ 1 − nδ. Őáâăñâáï ŕőńőęĺâì δ = ε/n.]

Šěŕěàì őæěŋĺň ćàěňï àăąőâë ŋăèěčő ăńčőàĺâňă, ďńï çěčő ŋăďő őæěŋĺâì ďńĺŋã áŕĺáłőć L_i. Ŕőáńě áőłàăéěŋĺï áŕĺáłă áőáěďŋĺě ěčő íńěňěŋâë őâńĺçăîâáï łăł ňĺŋĺňãň ć 1/(1 − ε/n) àăğ. Ŕàĺ íâőň ňăłáĺňăńìŋëľ őáâăćńïěňëľ ć áŕĺáłě íńěňěŋâ ŋě ŕàěćőáåőďĺâ t, ă ćâőàőľ íńěňěŋâ (ŕěàćëľ àăćěŋ ŋãńî) ŋě ňěŋìèě 1. Őâáîďă ćĺďŋő, çâő çĺáńő íńěňěŋâőć ć áŕĺáłě ŋě ąőńìèě

log_{1/(1−ε/n)} t + 2 = ln t ln(1 − ε/n) + 2 ⩽ ⩽ n log t ε + 2.

(Ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ ŋěàăćěŋáâćő (2.10) ŋă ŕőáńěďŋěň èăčě.) İâă őæěŋłă ŕőńĺŋőňĺăńìŋă, âăł łăł lg t ŕàĺňěàŋő àăćŋő çĺáńã ąĺâőć ć ğăŕĺáĺ çĺáńă t. Őáâăńőáì ğăňěâĺâì, çâő ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă Approx-Subset-Sum őčàăŋĺçĺćăěâáï ŕőńĺŋőňőň őâ n ĺ őâ ďńĺŋë áŕĺáłőć L_i.

Şŕàăęŋěŋĺï 37.4-1 Ďőłăęĺâě àăćěŋáâćő (37.11). 37.4-2 Ďőłăęĺâě ŋěàăćěŋáâćă (37.12) ĺ (37.13). 37.4-3 Łăł áńěďãěâ ĺğňěŋĺâì áåěňã ŕàĺąńĺęěŋĺï, őŕĺáăŋŋãî ć íâőň àăğďěńě, ěáńĺ ňë àăááňăâàĺćăěň ćáě áãňňë, áőáâăćńěŋŋëě ĺğ íńěňěŋâőć ğăďăŋŋőčő áŕĺáłă, ŋě ňěŋìèĺě ğăďăŋŋőčő çĺáńă t, ĺ åőâĺň ŋăľâĺ ňĺŋĺňăńìŋãî ĺğ ŋĺå (á ğăďăŋŋőľ őâŋőáĺâěńìŋőľ őèĺąłőľ)?

Ğăďăçĺ 37-1 Şŕăłőćłă ć ïğĺłĺ Ĺňěěâáï n őąêěłâőć, ŕàĺçñň i-ëľ őąêěłâ ĺňěěâ àăğňěà s_i, čďě 0 < s_i < 1. Ňë åőâĺň ãŕăłőćăâì ĺå ć ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő ïéĺłőć ěďĺŋĺçŋőčő àăğňěàă (łăęďëľ ĺğ łőâőàëå ňőęěâ ćňěáâĺâì ńîąőě çĺáńő őąêěłâőć, áãňňăàŋëľ àăğňěà łőâőàëå ŋě ŕàěćőáåőďĺâ 1).

a. Ďőłăğĺâě, çâő ğăďăçă ŋăåőęďěŋĺï ňĺŋĺňăńìŋő ŋěőąåőďĺňőčő çĺáńă ïéĺłőć ïćńïěâáï NP-âàãďŋőľ. (Şłăğăŋĺě. Śćěďĺâě ł ŋěľ ğăďăçã ő áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă.)

b. Ŕãáâì S! ∑_n i=1 s_i — áãňňăàŋëľ àăğňěà ćáěå ŕàěďňěâőć. Ŕőłăęĺâě, çâő ŋěőąåőďĺňő ŕő łàăľŋěľ ňěàě ⌈S⌉ ïéĺłőć.

İćàĺáâĺłă ŕěàćőčő ŕőďåőďïéěčő ŕàěďńăčăěâ àăááňăâàĺćăâì ćáě ŕàěďňěâë ŕő őçěàěďĺ ĺ ŕőňěéăâì ĺå ć ŕěàćëľ (ć ŋěłőâőàőň ŕőàïďłě) ïéĺł, ć łőâőàëľ őŋĺ ěéñ ŕőňěéăîâáï.

c. Ŕőłăęĺâě, çâő ŕàĺ âăłőň ŕőďåőďě ŋě ąőńěě çěň őďĺŋ ïéĺł ąãďěâ ğăŕőńŋěŋ ňěŋěě çěň ŋăŕőńőćĺŋã.

d. Ďőłăęĺâě, çâő ĺáńő ĺáŕőńìğőćăŋŋëå ïéĺłőć ŕàĺ íâőň ąãďěâ ŋě ąőńěě ⌈2S⌉.

e. Ďőłăęĺâě, çâő íâă íćàĺáâĺłă ďăñâ àěèěŋĺě, ŋě ąőńěě çěň ć 2 àăğă åãďèěě őŕâĺňăńìŋőčő.

f. Ŕàĺďãňăâì íääěłâĺćŋãî àěăńĺğăæĺî íâőčő ŕőďåőďă, ĺ őæěŋĺâì ćàěňï àăąőâë ŕőńãçĺćèěčőáï ăńčőàĺâňă.

37-2 Řăğňěà ňăłáĺňăńìŋőľ łńĺŋĺ ĺ ŕàĺąńĺęñŋŋëě ăńčőàĺâňë Ŕãáâì G = (V, E) — ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä. Őŕàěďěńĺň ěčő k-ãî áâěŕěŋì G^{(k)} łăł ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä (V^{(k)}, E^{(k)}), ćěàèĺŋăňĺ łőâőàőčő ïćńïîâáï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺğ k íńěňěŋâőć V , ŕàĺçñň ďćě ćěàèĺŋë (v_1, v_2, . . . , v_k) ĺ (w_1, w_2, . . . , w_k) áőěďĺŋěŋë àěąàőň ć âőň ĺ âőńìłő âőň áńãçăě, ěáńĺ ŕàĺ ńîąőň i ćěàèĺŋë v_i ĺ w_i áőěďĺŋěŋë àěąàőň ć V ĺńĺ áőćŕăďăîâ.

a. Ďőłăęĺâě, çâő àăğňěà ňăłáĺňăńìŋőľ łńĺłĺ ć čàăäě G^{(k)} ïćńïěâáï k-őľ áâěŕěŋìî àăğňěàă ňăłáĺňăńìŋőľ łńĺłĺ ć čàăäě G.

b. Ŕőłăęĺâě, çâő ěáńĺ ąë ďńï ğăďăçĺ ő łńĺłě áãéěáâćőćăń ŕàĺąńĺęěŋŋëľ ăńčőàĺâň á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě ć C àăğ (ďńï ŋěłőâőàőčő äĺłáĺàőćăŋŋőčő C), âő ďńï íâőľ ğăďăçĺ áãéěáâćőćăńă ąë ŕőńŋőáâìî ŕőńĺŋőňĺăńìŋăï áåěňă ŕàĺąńĺęěŋĺï.

[Łăł ãáâăŋőćńěŋő ć àăąőâě S. Arora and S. Safra, Approximating clique is NP-complete, in Proc. of the 33rd IEEE Symp. on Foundation of Computer Science, 1992, âăłőě ćőğňőęŋő, ńĺèì ěáńĺ P=NP. İâőâ àěğãńìâăâ (ĺ àőďáâćěŋŋëě ěňã) ïćńïěâáï őďŋĺň ĺğ áăňëå ğăňěçăâěńìŋëå ďőáâĺęěŋĺľ ć âěőàĺĺ áńőęŋőáâĺ ćëçĺáńěŋĺľ ğă ŕőáńěďŋěě ďěáïâĺńěâĺě.]

37-3 Ğăďăçă ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ á ćěáăňĺ Řăááňőâàĺň őąőéěŋĺě ğăďăçĺ ć ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ, ć łőâőàőň łăęďőňã ňŋőęěáâćã ĺğ áěňěľáâćă F ŕàĺŕĺáăŋ ŋěłőâőàëľ ćěá. Ŕàĺ íâőň ćěáőň ŕőłàëâĺï áçĺâăěâáï áãňňăàŋëľ ćěá ćåőďïéĺå ć ŋěčő ňŋőęěáâć, ĺ ňë åőâĺň ŋăľâĺ ŕőłàëâĺě ŋăĺňěŋìèěčő ćěáă.

Ŕőłăęĺâě, çâő ĺňěěâáï ěáâěáâćěŋŋőě őąőąéěŋĺě àăááňőâàěŋŋőčő ŋăňĺ ęăďŋőčő ăńčőàĺâňă, łőâőàőě ŕőğćőńïěâ àěèĺâì íâã ğăďăçã á őèĺąłőľ ŋě ąőńěě çěň ć H(d) àăğ, čďě d — ňăłáĺňăńìŋëľ àăğňěà ňŋőęěáâć ŕőłàëâĺï.

Ğăňěçăŋĺï Ńĺâěàăâãàă, ŕőáćïéěŋŋăï ŕàĺąńĺęñŋŋëň ăńčőàĺâňăň, őąèĺàŋă; ďńï ŋăçăńă ňőęŋő ŕàőçěáâì łŋĺčã Číàĺ ĺ Ďęőŋáőŋă [79]. Ďàãčőě ŕàěćőáåőďŋőě ććěďěŋĺě ć ŕàěďňěâ — Ŕăŕăďĺňĺâàĺã ĺ Śâăľčńĺæ [154]. Ńőãńěà, Ńěŋáâàă, Řĺŋŋőľ-Łăŋ ĺ Ÿňőľá [133] ŕőďàőąŋő àăááňăâàĺćăîâ ğăďăçã ő łőňňĺćőïęñàě.

Śőčńăáŋő Ŕăŕăďĺňĺâàĺã ĺ Śâăčńĺæã, ăńčőàĺâň Approx- Vertex-Cover ąëń ŕàěďńőęěŋ Čăćàĺńőň (F. Gavril) ĺ §ŋŋăłăłĺáőň (M. Yannakakis). Ăńčőàĺâň Approx-TSP-Tour ŕàĺćőďĺâáï ć ğăňěçăâěńìŋőľ àăąőâě Řőğěŋłàăŋæă, Śâĺàŋă ĺ Ńìîĺáă [170]. Šěőàěňă 37.3 ğăĺňáâćőćăŋă ĺğ àăąőâë Śăåŋĺ ĺ Čőŋáăńěáă [172]. Ăŋăńĺğ ęăďŋőľ íćàĺáâĺłĺ ďńï ğăďăçĺ ő ŕőłàëâĺĺ ňŋőęěáâćăňĺ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ãŕàőéñŋŋëľ ćăàĺăŋâ ąőńěě őąéĺå àăááãęďěŋĺľ ĺğ àăąőâë Ţćăâăńă [42]; áăňő ãâćěàęďěŋĺě ĺňěěâáï ć àăąőâăå Ďęőŋáőŋă [113] ĺ Ńőćăáă [141]. Ăńčőàĺâň Approx- Subset-Sum ĺ ěčő ăŋăńĺğ àőďáâćěŋŋë ăńčőàĺâňăň ďńï ğăďăçĺ ő àîłğăłě ĺ áãňňě ŕőďňŋőęěáâćă, àăááňőâàěŋŋëň ć àăąőâě Ĺąăààë ĺ Łĺňă [111].

Ĺŋďěłá

0-1 knapsack problem, 336 C^k_n, 103 O-notation, 32 O-őąőğŋăçěŋĺě, 32 Ω-notation, 32 Ω-őąőğŋăçěŋĺě, 32 Θ-notation, 30 Θ-őąőğŋăçěŋĺě, 30 (_n k ) , 103 ∩, 76 ∪, 76 ∈, 75 N, 75 R, 75 Z, 75 ω-notation, 33 ω-őąőğŋăçěŋĺě, 33 \, 76 ⊂, 76 ⊆, 76 ∅, 75 d-ary heap, 151 d-ĺçŋăï łãçă, 151 k-ary tree, 96 k-coloring, 97 k-combination, 102 k-permutation, 102 k-string, 101 k-subset, 78 k-substring, 101 k-universal hashing, 244 k-ĺçŋőě ďěàěćő, 96 k-ŕőďáâàőłă, 101 k-àăáłàăáłă, 97 k-áâàőłă, 101 k-ãŋĺćěàáăńìŋőě åěèĺàőćăŋĺě, 244 n-ary relation, 80 n-set, 78 n-ňěáâŋőě őâŋőèěŋĺě, 80 o-notation, 33 o-őąőğŋăçěŋĺě, 33 Delete, 198, 246 Insert, 198, 246 Maximum, 198, 246 Minimum, 198, 246 Persistent-Tree-Insert, 281 Predecessor, 198, 246 RB-Enumerate, 291 Randomized-Quicksort, 260 Random, 159 Search, 198, 246 Successor, 198, 246 nil, 14 nil, 95 ”àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ” ňěâőď, 312

absorption laws, 77 activity-selection problem, 332 acyclic subgraph, 354 adjacent vertex, 87 algorithm, 11 algorithm/correctness of, 12 algorithm/greedy, 331 algorithm/randomized, 159 ancestor, 93 ancestor/proper, 93 881 antisymmetric relation, 81 argument, 83, 84 arithmetic series, 44 associative laws, 76 asymptotic efficiency, 30 asymptotic notation, 30 asymptotically nonnegative function, 31 asymptotically tight bound, 31 attribute of an object, 14 average-case running time, 18 axioms of probability, 106

balanced tree, 266 balls, 129 Bayes’s theorem, 110 Bernoulli trials, 117 bijection, 84 binary character code, 338 binary entropy, 104 binary heap, 140 binary relation, 80 binary search, 23 binary search tree, 247 binary tree, 95, 214 binary-search-tree property, 247 binomial coefficients, 103 binomial distribution, 118 binomial expansion, 103 bins, 129 bipartite graph, 90 birthday paradox, 127 bit vector, 223 bitonic tour, 326 black-height, 267 Boole’s inequality, 111 boolean function, 104 bound/asymptotically tight, 31 boundary, 321 bucket, 178 bucket sort, 138, 178 Build-Heap^′, 151 Build-Heap^′Build-Heap^′[], 151 calling the subroutine, 16 canonical form, 352 cardinality, 78 Cartesian product, 79 Catalan number, 263 Catalan numbers, 306 ceiling, 35 certain event, 106 chaining, 224 child, 94 chord, 322 circular list, 205 closed interval, 292 code/Huffmen, 341 codeword, 338 codomain of a function, 83 coefficient, 35 coin, 108 coin changing, 354 collision, 224 coloring, 97 common subsequence, 316 common subsequence/longest, 316 commutative laws, 76 comparison sort, 170 compatible activities, 331 complement, 77 complete k-ary tree, 96 complete graph, 90 computational problem, 11, 12 conditional probability, 109 conditionally independent events, 111 connected component, 88 connected graph, 88 continuous uniform probability distribution, 108 contraction, 349 convex polygon, 321 correctness of an algorithm, 12 cost, 340 countably infinite set, 78 counting, 100 counting sort, 138, 173 counting/probabilistic, 133 cycle, 87 cycle/simple, 88

dag, 90 data, 137 de Morgan’s laws, 77 deadline, 351 decision trees, 170 degree, 35, 94 depth, 94 deque, 204 descendant, 93 descendant/proper, 93 deviation, 116 dictionary, 197 difference, 76 digraph, 86 direact addressing, 221 direct addressing, 221 directed graph, 86 directed version (of an undirected graph), 89 discrete probability distribution, 107 discrete random variable, 112 disjoint sets, 77 distribution/binomial, 118 distribution/geometric, 117 distributive laws, 77 divide-and-conquer approach, 19 division měthod, 230 domain of a function, 83 double hashing, 238 doubly linked list, 205 dynamic order statistics, 284 dynamic programming, 303 dynamic set, 197

early task, 351 edge, 86 edit distance, 328 element, 75 elementary event, 106 empty binary tree, 95 empty set, 75, 76 empty stack, 202 endpoint, 292 entropy/Shannon, 104 equal functions, 83 equal sets, 75 equivalence class, 81 equivalence relation, 81 euclidian travelling-salesman problem, 326 Euler’s constant, 242 event, 106 event-driven simulation, 149 events/conditionally independent, 111 events/independent, 109 events/mutually independent, 109 events/pairwise independent, 109 exchange property, 346 executing the subroutine, 16 expectation, 113 expected value, 113 expexted running time, 18 exponential, 36 exponential series, 44 extension, 347 exterior, 321 external node, 94 external path length, 97

factorial, 38 failure, 117 fair coin, 108 father, 94 Fibonacci numbers, 39, 71 field of an object, 14 FIFO, 201 finite sequence, 83 finite set, 78 fixed-length code, 338 flipping a fair coin, 108 floor, 35 forest, 90, 91 formal power series, 71 fractional knapsack problem, 336 free list, 212 free tree, 90, 91 function, 83 function/boolean, 104 function/generating, 71 function/inverse, 85 function/linear, 17 function/monotonically

decreasing (increasing), 34 function/polylogarithmically bounded, 37 function/polynomially bounded, 36 function/quadratic, 17 function/strictly decreasing (increasing), 34

garbage collector, 211 generating function, 71 geometric distribution, 117 geometric series, 44 golden ratio, 39 graph/bipartite, 90 graph/complete, 90 graph/connected, 88 graph/directed, 86 graph/isomorphic, 88 graph/simple directed, 88 graph/strongly connected, 88 graph/undirected, 86 graphic matroid, 346 greedoid, 356 greedy algorithm, 331 greedy-choice property, 335

handshaking lemma, 90 harmonic series, 45 hash function, 221, 224 hash table, 221, 224 hash value, 224 hashing/simple uniform, 226 head (of a list), 205 head (of a queue), 203 heap property, 141 heap/d-ary, 151 heap/binary, 138, 140 heapsort, 138, 140, 147 height, 141 height of a tree, 94 hereditary family, 346 high endpoint, 292 hyperedge, 90 hypergraph, 90

idempotency laws, 76 image, 84 in-degree, 87 incidence matrix, 354, 355 incident from, 87 incident on, 87 incident to, 87 incremental approach, 19 independent events, 109 independent random variables, 113 independent subset, 346, 352 induced subgraph, 89 inequality/Boole’s, 111 inequality/Markov’s, 116 infinite sequence, 83 infinite set, 78 injection, 84 inorder tree walk, 247 input, 11 input size, 16 insertion sort, 12 Insertion-Sort, 16 instance, 11 integers, 75 interior, 321 internal node, 94 internal path length, 97 intersection, 76 interval tree, 292 interval-graph coloring problem, 334 interval/closed, 292 interval/half-closed, 292 interval/open, 292 inverse function, 85 inversions, 25 isomorphic graphs, 88 iterated logarithm, 38 iteration method, 53

join, 282 joint probability density function, 113 Josephus permutation, 298

key, 137, 148, 197 knapsack problem, 336 Kraft inequality, 97

late task, 351 LCS (longest common subsequence), 316 leaf, 94 left child, 95 left subtree, 95 left-child, right-sibling representation, 215 length, 87 lexicographically less, 261 LIFO, 201 linear function, 17 linear order, 82 linear probing, 237 linear programming, 329 linear search, 15 linked list, 205 List-Delete^′, 207 List-Delete^′List-Delete^′[], 207 List-Insert^′, 208 List-Insert^′List-Insert^′[], 208 List-Search^′, 208 List-Search^′List-Search^′[], 208 list/circular, 205 list/doubly linked, 205 list/linked, 205 list/singly linked, 205 list/sorted, 205 logarithm, 37 logarithm/iterated, 38 longest common subsequence, 316 low endpoint, 292

Markov’s inequality, 116 master theorem, 53, 61 matric matroid, 346 matrix-chain multiplication problem, 305 matroid, 346 maximal element, 82 maximum, 184 maximum overlap, 297 mean, 113 median, 184 median-of-3 method, 169 member, 75 memoization, 314 merge, 20 merge sort, 20 mergeable heaps, 218 minimum, 184 minimum spanning tree, 348 modifying operation, 198 monotonically decreasing (increasing) function, 34 multigraph, 90 multiplication method, 231 mutually exclusive events, 106 mutually independent events, 109 natural number, 75 neighbor, 89 node, 93 node/external, 94 node/internal, 94 null event, 106

objects, 14 one-to-one correspondence, 85 one-to-one function, 84 open addressing, 235 optimal subset, 348 optimal substructure, 311, 335 optimal tiangulation problem, 322 optimization problem, 303 order of growth, 18 order statistic, 184 order statistics, 139 order-statistic tree, 284 ordered pair, 78 ordered tree, 95 out-degree, 87 output, 11 overflow, 202 overlapping segments, 292 overlapping subproblems, 312

pair/ordered, 78 pair/unordered, 86 pairwise disjoint sets, 78 pairwise independent events, 109 paragraph, 326 parameters, 14 parent, 94 partial order, 81 partially ordered set, 81 partition, 77 Pascal triangle, 105 path, 87 path/simple, 87 penalty, 351 permutation, 85, 101 persistent data structure, 281 point/of maximum overlap, 297 polygon, 321 polylogarithmically bounded function, 37 polynomially bounded function, 36 position, 221 positional tree, 96 post-office location problem, 193 postorder tree walk, 248 power set, 78 prefis code, 339 prefix, 317 preorder tree walk, 248 primary clustering, 237 principle of inclusion and exclusion, 80 priority queue, 148 probabilistic counting, 133 probability axioms, 106 probability density function, 112 probability distribution, 106 probability distribution function, 180 probability theory, 100 probability/conditional, 109 probe sequnce, 235 problem/computational, 11, 12 problem/solution to, 12 product, 46 proper ancestor, 93 proper descendant, 93 proper subset, 76 pseudocode, 12, 14 pseudorandom-number

generator, 159

quadratic function, 17 quadratic probing, 238 quantiles, 191 query, 198 queue, 201, 203 queue/priority, 148 quicksort, 138, 152 Quicksort^′, 168 Quicksort^′Quicksort^′[], 168

radix sort, 138, 175 radix trees, 261 RAM, 15 random variable/discrete, 112 random-access machine, 15 random-number generator, 159 randomized algorithm, 159 randomly built seacrh tree, 256 range, 84 rank, 162, 286 rate of growth, 18 RB-áćőľáâćă, 266 reachable vertex, 87 real number, 75 record, 137 recurrence, 53 recurrence equation, 21 recursive algorithm, 20 red-black properties, 266 red-black tree, 266 reflexive relation, 80 reflexivity, 33 relation/n-ary, 80 relation/binary, 80 resursion tree, 58 right child, 95 right subtree, 95 root of a tree, 93 root/of a binary tree, 95 rooted tree, 93, 214 rotation, 269 rule of product, 101 rule of sum, 100 running time, 16 running time/average-case, 18 running time/expexted, 18 running time/worst-case, 18

sample space, 106 satellite data, 137, 197 schedule, 351 scheduling problem, 351 search tree, 246 search tree/randomly built, 256 search/binary, 23 searching problem, 15 searching/linear search, 15 secondary clustering, 238 selection problem, 184 selection sort, 19 self-loop, 86 sentinel, 207, 275 sequence/finite, 83 sequence/infinite, 83 series, 43 series/absolutely convergent, 44 series/arithmetic, 44 series/convergent, 44 series/divergent, 44 series/exponential, 44 series/geometric, 44 series/harmonic, 45 series/telescoping, 45 set, 75 set operations, 76 set/countably infinite, 78 set/dynamic, 197 set/empty, 75, 76 set/finite, 78 set/infinite, 78 set/of integers, 75 set/of natural numbers, 75 set/of real numbers, 75 set/partially ordered, 81 set/uncountable, 78 Shannon entropy, 104 side, 321 simple cycle, 88 simple directed graph, 88 simple path, 87 simple polygon, 321 simple uniform hashing, 226 simulation/event-driven, 149 singleton, 78 singly linked list, 205 size, 78 slot, 221 soblings, 94 solution/to a computational problem, 12 son, 94 sorted list, 205 sorting problem, 11, 137 sorting/in place, 12, 138 spanning tree, 347 splay tree, 283 stable sort, 174 stack, 201 stack/depth, 168 standard deviation, 116 Stirling’s approximation, 38 strictly decreasing (increasing) function, 34 string, 101 strongly connected graph, 88 subgraph, 89 subpath, 87 subsequence, 316 subsequence/common, 316 subsequence/longest common, 316 subset of a set, 76 substitution method, 53, 54 substring, 101 subtree/rooted at x, 94 success, 117 summation formulas, 43 surjection, 84 symmetric relation, 80 symmetry, 33

tail (of a list), 205 tail (of a queue), 203 tail recursion, 168 tails of the binomial distribution, 123 task, 351 Taylor expansion, 263 telescoping series, 45 theorem/Bayes’s, 110 top, 202 total order, 82 transitive relation, 80 transitivity, 33 travelling-salesman problem, 326 tree, 90 tree/k-ary, 96 tree/balanced, 266 tree/binary, 95, 214 tree/complete k-ary, 96 tree/free, 90, 91 tree/order-statistic, 284 tree/ordered, 95 tree/positional, 96 tree/radix, 261 tree/red-black, 266 tree/rooted, 93, 214 triangulation, 322

uncountable set, 78 underflow, 202 undirected graph, 86 undirected version (of a directed graph), 89 uniform hashing, 236 uniform probability distribution, 108 union, 76 universal hashing, 232 universe, 77 unordered pair, 86

value, 83 variable-length code, 338 variance, 115 vertex, 86, 321 vertex/adjacent to u, 87 vertex/reachable, 87 Viterbi algorithm, 328

weighted matroid, 347 weighted median, 193 worst-case running time, 18

xćőáâ őçěàěďĺ, 203

ăąğăæ, àăğąĺěŋĺě ŋă áâàőłĺ, 326 ăąáőńîâŋő áåőďïéĺľáï àïď, 44 ăłáĺőňë ćěàőïâŋőáâĺ, 106 ăńčőàĺâň, 11 ăńčőàĺâň/ćěàőïâŋőáâŋëľ, 159 ăńčőàĺâň/ęăďŋëľ, 331 ăńčőàĺâň/ŕàăćĺńìŋëľ, 12 ăńčőàĺâň/àěłãàáĺćŋëľ, 20 ăńäăćĺâ, 101 ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋőě őâŋőèěŋĺě, 81 ăàčãňěŋâ äãŋłæĺĺ, 83, 84 ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï, 44 ăáĺňŕâőâĺłă, 30 ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŋěőâàĺæăâěńìŋăï äãŋłæĺï, 31 ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋăï äãŋłæĺï, 36 ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ âőçŋăï őæěŋłă, 31 ăááőæĺăâĺćŋőáâì, 76 ăâàĺąãâ őąêěłâă, 14 ăæĺłńĺçŋëľ ŕőďčàăä, 354

Ąăľěáă äőàňãńă, 110 Ąěàŋãńńĺ áåěňă, 117 ąěáłőŋěçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, 83 ąěáłőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, 78 ąĺěłæĺï, 84 ąĺŋăàŋőě őâŋőèěŋĺě, 80 ąĺŋőň Ŋìîâőŋă, 103 ąĺŋőňĺăńìŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě, 118, 123 ąĺŋőňĺăńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë, 103 ąĺâőćëľ ćěłâőà, 223 ąĺâőŋĺçěáłĺľ ŕãâì, 326 ąàăâìï, 94 ąãńěćă äãŋłæĺï, 104 Ąãńï/ŋěàăćěŋáâćő, 111 ąëáâàăï áőàâĺàőćłă, 138, 152 ćěłâőà/ąĺâőć, 223 ćěàőïâŋőáâěľ àăáŕàěďěńěŋĺě, 106 ćěàőïâŋőáâěľ/âěőàĺï, 100 ćěàőïâŋőáâŋőě ŕàőáâàăŋáâćő, 106 ćěàőïâŋőáâŋëľ ăńčőàĺâň, 159 ćěàőïâŋőáâŋëľ áçñâçĺł, 133 ćěàőïâŋőáâì áőąëâĺï, 107 ćěàőïâŋőáâì/ãáńőćŋăï, 109 ćěàáĺĺ, áőåàăŋěŋĺě ŕàěęŋĺå, 281 ćěàèĺŋă čàăäă, 86 ćěàèĺŋă ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 321 ćěàèĺŋă áâěłă, 202 ćěàèĺŋă/ćŋãâàěŋŋïï, 94 ćěàèĺŋă/ďőáâĺęĺňăï, 87 ćěàèĺŋă/áňěęŋăï, 87 ćěàèĺŋă/áőáěďŋïï, 89 ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń ňŋőęěáâćő, 75 ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě, 85 ćğćěèěŋŋăï ňěďĺăŋă, 193 ćğćěèěŋŋëľ ňăâàőĺď, 347 Ćĺâěàąĺ ăńčőàĺâň, 328 ćłńîçěŋĺľ ĺ ĺáłńîçěŋĺľ äőàňãńă, 80 ćńőęěŋĺě, 84 ćŋěèŋőáâì ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 321 ćŋěèŋïï áãňňă ďńĺŋ, 97 ćŋãâàěŋŋőáâì ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 321 ćŋãâàěŋŋïï ćěàèĺŋă, 94 ćŋãâàěŋŋïï áãňňă ďńĺŋ, 97 ćàăéěŋĺě, 269 ćàěňï àăąőâë ăńčőàĺâňă, 16 ćàěňï àăąőâë/ć åãďèěň áńãçăě, 18 ćàěňï àăąőâë/áàěďŋěě, 18 ćåőď ăńčőàĺâňă, 11 ćåőď/ğăďăçĺ áőàâĺàőćłĺ, 11 ćåőď/àăğňěà, 16 ćåőďïéăï áâěŕěŋì, 87 ćåőďïéěě ć ćěàèĺŋã àěąàő, 87 ćëğőć ŕàőæěďãàë, 16 ćëŕőńŋěŋĺě ŕàőæěďãàë, 16 ćëŕőńŋěŋŋëľ ć áàőł ğăłăğ, 351 ćëŕãłńëľ ňŋőčőãčőńìŋĺł, 321 ćëáőâă ćěàèĺŋë, 141 ćëáőâă ďěàěćă, 94 ćëáőâă/çñàŋăï, 267 ćëåőďïéěě ĺğ ćěàèĺŋë àěąàő, 87 ćëçñàŕëćăŋĺě, 178 ćëçĺáńĺâěńìŋăï ğăďăçă, 11 ćëçĺáńĺâěńìŋăï ğăďăçă/àěèěŋĺě, 12

čăàňőŋĺçěáłĺľ àïď, 45 čěŋěàăâőà ŕáěćďőáńãçăľŋëå çĺáěń, 159 čěŋěàăâőà áńãçăľŋëå çĺáěń, 159 čěőňěâàĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï, 44 čěőňěâàĺçěáłőě àăáŕàěďěńěŋĺě, 117 čĺŕěàčàăä, 90 čĺŕěààěąàő, 90 čńãąĺŋă ćěàèĺŋë, 94 čőńőćă őçěàěďĺ, 203 čőńőćă áŕĺáłă, 205 čàăŋĺæă ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 321 čàăä/ďćãďőńìŋëľ, 90 čàăä/ĺğőňőàäŋëľ, 88 čàăä/ĺŋâěàćăńìŋëľ, 334 čàăä/ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ, 86 čàăä/őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ, 86 čàăä/ŕőńŋëľ, 90 čàăä/ŕàőáâőľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ, 88 čàăä/áćïğŋëľ, 88 čàăä/áĺńìŋő áćïğŋëľ, 88 čàăäőćëľ ňăâàőĺď, 346 čàĺďőĺď, 356

ďăŋŋëě/ďőŕőńŋĺâěńìŋëě, 137 ďćőĺçŋăï łãçă, 140 ďćőĺçŋőě ďěàěćő, 95 ďćőĺçŋőě ďěàěćő/ŕàěďáâăćńěŋĺě, 214 ďćőĺçŋëľ łőď, 338 ďćőĺçŋëľ ŕőĺáł, 23 ďćőľŋőě åěèĺàőćăŋĺě, 238 ďćãďőńìŋëľ čàăä, 90 ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł, 205 ďě Ňőàčăŋă ğăłőŋ, 77 ďěľáâćĺâěńìŋëå çĺáěń ňŋőęěáâćő, 75 ďěł, 204 ďěłăàâőćă áâěŕěŋì, 79 ďěłăàâőćő ŕàőĺğćěďěŋĺě, 79 ďěńěŋĺě á őáâăâłőň, 230 ďěàěćő, 90 ďěàěćő ŕàőňěęãâłőć, 292 ďěàěćő àěłãàáĺĺ, 58 ďěàěćő/k-ĺçŋőě, 96 ďěàěćő/ąěğ ćëďěńěŋŋőčő łőàŋï, 91 ďěàěćő/ďćőĺçŋőě, 95 ďěàěćő/ďćőĺçŋőě, ŕàěďáâăćńěŋĺě, 214 ďěàěćő/łőàŋěćőě, 93 ďěàěćő/łőàŋěćőě, ŕàěďáâăćńěŋĺě, 214 ďěàěćő/łàăáŋő-çñàŋőě, 266 ďěàěćő/őáâőćŋőě, 347 ďěàěćő/ŕőğĺæĺőŋŋőě, 96 ďěàěćő/ŕőĺáłă, 199, 246 ďěàěćő/ŕőĺáłă ďćőĺçŋőě, áńãçăľŋőě, 256 ďěàěćő/ŕőĺáłă, ďćőĺçŋőě, 247 ďěàěćő/ŕőłàëćăîéěě, 347 ďěàěćő/ŕőńŋőě k-ĺçŋőě, 96 ďěàěćő/ŕőàïďłőćőě, 284 ďěàěćő/àăáèĺàïîéěěáï, 283 ďěàěćő/á ŕőàïďłőň ŋă ďěâïå, 95 ďěàěćő/áąăńăŋáĺàőćăŋŋőě, 199, 266 ďěàěćìï/àăğàěèăîéĺě, 170 ďěàěćìï/æĺäàőćëě, 261 ďěâáłăï áçĺâăńłă, 298 ďĺăčőŋăńì ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 322 ďĺŋăňĺçěáłőě ňŋőęěáâćő, 197 ďĺŋăňĺçěáłőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě, 303 ďĺáłàěâŋăï áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, 112 ďĺáłàěâŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ, 107 ďĺáŕěàáĺï, 115 ďĺáâàĺąãâĺćŋőáâì, 77 ďńĺŋă ŕãâĺ, 87 ďŋï àőęďěŋĺï ŕăàăďőłá, 127 ďőąăćńěŋĺě, 198 ďőąăćńěŋĺě íńěňěŋâă, 246 ďőŕőńŋěŋĺě, 77 ďőŕőńŋĺâěńìŋăï ĺŋäőàňăæĺï, 197 ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ďăŋŋëě, 137 ďőáâĺęĺňăï ćěàèĺŋă, 87 ďőáâőćěàŋőě áőąëâĺě, 106

ěćłńĺďőćă ğăďăçă łőňňĺćőïęñàă, 326

ęăďŋëľ ăńčőàĺâň, 331 ęăďŋëľ ćëąőà, 335

ğăďăçă ő àîłğăłě/ďĺáłàěâŋăï, 336 ğăďăçă ő àîłğăłě/ŋěŕàěàëćŋăï, 336 ğăďăçă ŕőĺáłă/ńĺŋěľŋëľ ŕőĺáł, 15 ğăďăçă/ćëąőàă íńěňěŋâă á ďăŋŋëň ŋőňěàőň, 184 ğăďăçă/ćëçĺáńĺâěńìŋăï, 11 ğăďăçă/łőňňĺćőïęñàă, 326 ğăďăçă/ő ćëąőàě ğăïćőł, 331 ğăďăçă/ő ćëąőàě ňěáâă ďńï ŕőçâë, 193 ğăďăçă/ő ŋăĺąőńìèěľ őąéěľ ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ, 316 ğăďăçă/ő ŋăĺňěŋìèěň ŕőłàëćăîéěň ďěàěćě, 348 ğăďăçă/ő àăáłàăáłě ĺŋâěàćăńìŋőčő čàăäă, 334 ğăďăçă/ő àăáŕĺáăŋĺĺ, 351 ğăďăçă/ő áďăçě, 354 ğăďăçă/őą őŕâĺňăńìŋőľ âàĺăŋčãńïæĺĺ, 322 ğăďăçă/őŕâĺňĺğăæĺĺ, 303 ğăďăçă/ŕőĺáłă, 15 ğăďăçă/áőàâĺàőćłĺ, 11, 137 ğăďăçă/ãňŋőęěŋĺï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ, 305 ğăłăğ, 351 ğăňěŋë áćőľáâćő, 346 ğăŕĺáì, 137 ğăŕőňĺŋăŋĺě őâćěâőć ć àěłãàáĺćŋőň ăńčőàĺâňě, 315 ğăŕàőá, 198 ğăïćłă, 331 ğŋăçěŋĺě äãŋłæĺĺ, 83 ğőńőâőě áěçěŋĺě, 39

ĺďěňŕőâěŋâŋőáâì, 76 ĺğőňőàäŋëě čàăäë, 88 ĺŋćěàáĺľ çĺáńő, 25 ĺŋâěàćăń, 292 ĺŋâěàćăńìŋëľ čàăä, àăáłàăáłă, 334 ĺŋæĺďěŋâŋőě ćěàèĺŋě àěąàő, 87 ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ ňăâàĺæă, 354, 355 ĺŋêěłæĺï, 84 ĺáŕëâăŋĺï ŕő áåěňě Ąěàŋãńńĺ, 117 ĺáåőďŋëě ďăŋŋëě, 11 ĺáåőďïéăï áâěŕěŋì, 87 ĺâěàăæĺľ ňěâőď, 53 ĺâěàĺàőćăŋŋëľ ńőčăàĺäň, 38

łăŋőŋĺçěáłĺľ ćĺď, 352 Łăâăńăŋă çĺáńă, 306 Łăâăńăŋă çĺáńő, 263 łćăďàăâĺçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą, 238 łćăďàăâĺçŋăï äãŋłæĺï, 17 łćăŋâĺńĺ, 191 łńăáá íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ, 81 łńăáâěà, 237, 238 łńîç, 137, 148, 197 łőď Ţăääňěŋă, 341 łőď/ďćőĺçŋëľ, 338 łőď/ŋěàăćŋőňěàŋëľ, 338 łőď/ŕàěäĺłáŋëľ, 339 łőď/àăćŋőňěàŋëľ, 338 łőďőćőě áńőćő, 338 łőńńĺğĺï, 224 łőńìæěćőľ áŕĺáőł, 205 łőňąĺŋăâőàĺłă, 100 łőňňĺćőïęñàă ğăďăçă, 326 łőňňĺćőïęñàă ğăďăçă/ěćłńĺďőćă, 326 łőňňãâăâĺćŋőáâì, 76 łőňŕőŋěŋâă/áćïğŋăï, 88 łőŋěæ ŕãâĺ, 87 łőŋěçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, 83 łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő, 78 łőàěŋì ďěàěćă, 93 łőàěŋì ŕőďďěàěćă, 94 łőàěŋì/ďćőĺçŋőčő ďěàěćă, 95 łőàŋěćőě ďěàěćő, 93 łőàŋěćőě ďěàěćő/ŕàěďáâăćńěŋĺě, 214 łőíääĺæĺěŋâ ňŋőčőçńěŋă, 35 łőíääĺæĺěŋâë/ąĺŋőňĺăńìŋëě, 103 łàăáŋő-çñàŋőě ďěàěćő, 266 łàăâŋőáâì, 297 Łàăäâă ŋěàăćěŋáâćő, 97 łãçă/d-ĺçŋăï, 151 łãçă/ďćőĺçŋăï, 140 łãçă/áńĺćăěňăï, 218

ńěćőě ŕőďďěàěćő, 95 ńěćëľ łőŋěæ, 292 ńěćëľ àěąñŋőł, 95 ńěćëľ àěąñŋőł, ŕàăćëľ áőáěď, 215 ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ ŕőàïďőł, 261 ńěňňă/ő àãłőŕőęăâĺïå, 90 ńěá, 90, 91 ńĺŋěľŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ŕàőą, 237 ńĺŋěľŋăï äãŋłæĺï, 17 ńĺŋěľŋőě ŕàőčàăňňĺàőćăŋĺě, 329 ńĺŋěľŋëľ ŕőĺáł, 15 ńĺŋěľŋëľ ŕőàïďőł, 82 ńĺáâ, 94 ńőčăàĺäň, 37 ńőčăàĺäň/ĺâěàĺàőćăŋŋëľ, 38

ňăčăğĺŋ, 201 ňăłáĺňăńìŋőě ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő, 347 ňăłáĺňăńìŋőľ łàăâŋőáâĺ âőçłă, 297 ňăłáĺňăńìŋëľ íńěňěŋâ, 82 ňăłáĺňãň, 184, 198, 246 Ňăàłőćă ŋěàăćěŋáâćő, 116 ňăâàĺæă/ĺŋæĺďěŋâŋőáâĺ, 354, 355 ňăâàĺçŋëľ ňăâàőĺď, 346 ňăâàőĺď, 346 ňăâàőĺď/ćğćěèěŋŋëľ, 347 ňăâàőĺď/čàăäőćëľ, 346 ňăâàőĺď/ňăâàĺçŋëľ, 346 ňăèĺŋă á ŕàőĺğćőńìŋëň ďőáâãŕőň, 15 ňěďĺăŋă, 184 ňěďĺăŋă âàñå, 169 ňěďĺăŋă/ćğćěèěŋŋăï, 193 ňěâőď ĺâěàăæĺľ, 53 ňěâőď ňěďĺăŋë âàñå, 169 ňěâőď ŕőďáâăŋőćłĺ, 53, 54 ňĺŋĺňãň, 184, 198, 246 ňŋőčőãčőńìŋĺł, 321 ňŋőčőãčőńìŋĺł/ćëŕãłńëľ, 321 ňŋőčőãčőńìŋĺł/ŕàőáâőľ, 321 ňŋőčőçńěŋ, 35 ňŋőęěáâćă/ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï, 77 ňŋőęěáâćő, 75 ňŋőęěáâćő ğŋăçěŋĺľ, 84 ňŋőęěáâćő-áâěŕěŋì, 78 ňŋőęěáâćő/ąěáłőŋěçŋőě, 78 ňŋőęěáâćő/ćěéěáâćěŋŋëå çĺáěń, 75 ňŋőęěáâćő/ďĺŋăňĺçěáłőě, 197 ňŋőęěáâćő/łőŋěçŋőě, 78 ňŋőęěáâćő/ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń, 75 ňŋőęěáâćő/ŋěáçñâŋőě, 78 ňŋőęěáâćő/ŕãáâőě, 75, 76 ňŋőęěáâćő/áçñâŋőě, 78 ňŋőęěáâćő/æěńëå çĺáěń, 75 ňŋőęěáâćő/çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě, 81 ňőďěńĺàőćăŋĺě/ãŕàăćńïěňőě áőąëâĺïňĺ, 149 ňőŋěâă/áĺňňěâàĺçŋăï, 108 ňőŋőâőŋŋăï äãŋłæĺï, 34 ňőéŋőáâì ňŋőęěáâćă, 78 ňãńìâĺčàăä, 90 ňãáőà/áąőàłă, 211

ŋăĺąőńìèăï őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, 316 ŋăĺňěŋìèěě ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő, 348 ŋăńőęěŋĺě, 84 ŋăáńěďáâćěŋŋőě áěňěľáâćő, 346 ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń ňŋőęěáâćő, 75 ŋăçăńő ŕãâĺ, 87 ŋěćőğňőęŋőě áőąëâĺě, 106 ŋěğăćĺáĺňőě ŕőďňŋőęěáâćő, 346, 352 ŋěğăćĺáĺňëě ć áőćőłãŕŋőáâĺ áőąëâĺï, 109 ŋěğăćĺáĺňëě áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë, 113 ŋěğăćĺáĺňëě áőąëâĺï, 109 ŋěğăćĺáĺňëľ íńěňěŋâ, 347 ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćăàĺăŋâ (őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă), 89 ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, 86 ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï ňŋőęěáâćă, 77 ŋěŕàěàëćŋőě àăćŋőňěàŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ, 108 ŋěàăćěŋáâćő Ąãńï, 111 ŋěàăćěŋáâćő Łàăäâă, 97 ŋěàăćěŋáâćő/Ňăàłőćă, 116 ŋěàăćěŋáâćő/Ůěąëèñćă, 116 ŋěàăćŋőňěàŋëľ łőď, 338 ŋěáőćňěáâŋëě áőąëâĺï, 106 ŋěáçñâŋőě ňŋőęěáâćő, 78 ŋěãďăçă, 117 ŋěãŕőàïďőçěŋŋăï ŕăàă, 86 ŋőňěà/ŕőàïďłőćëľ, 286 ŊŐŔ (ŋăĺąőńìèăï őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì), 316 Ŋìîâőŋă ąĺŋőň, 103 őąńăáâì őŕàěďěńěŋĺï äãŋłæĺĺ, 83 őąàăğ, 84 őąàăâŋăï äãŋłæĺï, 85 őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, 316 őąéăï ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì/ŋăĺąőńìèăï, 316 őąêěďĺŋěŋĺě, 76 őąêěďĺŋěŋĺě/łàăáŋő-çñàŋëå ďěàěćìěć, 282 őąêěłâ, 14 őčàăŋĺçěŋĺě čàăäă, 89 őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł, 205 őŕěàăæĺĺ/âěőàěâĺłőňŋőęěáâćěŋŋëě, 76 őŕěàăæĺï/ňěŋïîéăï ňŋőęěáâćő, 198 őŕâĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő, 348 őŕâĺňăńìŋőáâì ďńï ŕőďğăďăç, 311, 335 őŕâĺňĺğăæĺĺ ğăďăçĺ, 303 őàčàăä, 86 őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ćăàĺăŋâ (ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő čàăäă), 89 őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, 86 őáŋőćŋăï âěőàěňă ő àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺïå, 53, 61 őáâőćŋőě ďěàěćő, 347 őâěæ, 94 őâłàëâăï ăďàěáăæĺï, 235 őâŋőèěŋĺě/n-ňěáâŋőě, 80 őâŋőèěŋĺě/ăŋâĺáĺňňěâàĺçŋőě, 81 őâŋőèěŋĺě/ąĺŋăàŋőě, 80 őâŋőèěŋĺě/çăáâĺçŋőčő ŕőàïďłă, 81 őâŋőèěŋĺě/íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ, 81 őâőąàăęěŋĺě ”ŋă”, 84 őâàěğőł, 292 őæěŋłă/ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ

âőçŋăï, 31 őçěàěďì, 201, 203 őçěàěďì/á ŕàĺőàĺâěâăňĺ, 148, 246

ŕăàă/ŋěãŕőàïďőçěŋŋăï, 86 ŕăàă/ãŕőàïďőçěŋŋăï, 78 ŕăàăďőłá ďŋï àőęďěŋĺï, 127 ŕăàăňěâà/ŕěàěďăçă ŕő ğŋăçěŋĺî, 14 Ŕăáłăńï âàěãčőńìŋĺł, 105 ŕěàěďăçă ŕăàăňěâàă ŕő ğŋăçěŋĺî, 14 ŕěàěłàëćăîéĺěáï ŕőďğăďăçĺ, 312 ŕěàěłàëâĺě őâàěğłőć, 292 ŕěàěŕőńŋěŋĺě, 202 ŕěàěáěçěŋĺě, 76 ŕěàěáâăŋőćłă, 85, 101 ŕěàěáâăŋőćłĺ, 25 ŕőčńőéěŋĺï ğăłőŋ, 77 ŕőďčàăä, 89 ŕőďďěàěćő/á łőàŋěň ć x, 94 ŕőďňŋőęěáâćő, 76 ŕőďňŋőęěáâćő/áőąáâćěŋŋőě, 76 ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, 316 ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì/ŋăĺąőńìèăï őąéăï, 316 ŕőďŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì/őąéăï, 316 ŕőďŕãâì, 87 ŕőďáâăŋőćłĺ ňěâőď, 53, 54 ŕőďáâàőłă, 101 ŕőďáçñâ łőńĺçěáâć, 100 ŕőğĺæĺőŋŋőě ďěàěćő, 96 ŕőğĺæĺï, 221 ŕőĺáł, 15, 198, 246 ŕőĺáł/ć ďćőĺçŋőň ďěàěćě, 249 ŕőĺáł/ďćőĺçŋëľ, 23 ŕőĺáłă/ďěàěćő, 246 ŕőłăğăâěńìŋăï äãŋłæĺï, 36 ŕőłàëćăîéěě ďěàěćő, 347 ŕőńě őąêěłâă, 14 ŕőńĺńőčăàĺäň, 37 ŕőńĺŋőň, 35 ŕőńĺŋőňĺăńìŋő őčàăŋĺçěŋŋăï äãŋłæĺï, 36 ŕőńŋőě k-ĺçŋőě ďěàěćő, 96 ŕőńŋëľ čàăä, 90 ŕőńãĺŋâěàćăń, 292 ŕőŕăàŋő ŋěğăćĺáĺňëě áőąëâĺï, 109 ŕőàïďłőćăï áâăâĺáâĺłă, 184 ŕőàïďłőćőě ďěàěćő, 284 ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ, 139 ŕőàïďłőćëě áâăâĺáâĺłĺ, ďĺŋăňĺçěáłĺě, 284 ŕőàïďłőćëľ ŋőňěà, 286 ŕőàïďőł àőáâă, 18 ŕőàïďőł/ńěłáĺłőčàăäĺçěáłĺľ, 261 ŕőàïďőł/ńĺŋěľŋëľ, 82 ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì/ąěáłőŋěçŋăï, 83 ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì/ĺáŕàőąőćăŋŋëå ňěáâ, 235 ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì/łőŋěçŋăï, 83 ŕőáâőïŋŋăï İľńěàă, 242 ŕőâőňőł, 93 ŕőâőňőł áőąáâćěŋŋëľ, 93 ŕőâőňőł/áőąáâćěŋŋëľ, 93 ŕàăćĺńő/ŕàőĺğćěďěŋĺï, 101 ŕàăćĺńő/áãňňë, 100 ŕàăćĺńìŋőáâì ăńčőàĺâňă, 12 ŕàăćőě ŕőďďěàěćő, 95 ŕàăćëľ łőŋěæ, 292 ŕàăćëľ àěąñŋőł, 95 ŕàěďőł, 93 ŕàěďőł/áőąáâćěŋŋëľ, 93 ŕàěďëďãéĺľ, 198 ŕàěďëďãéĺľ íńěňěŋâ, 246 ŕàěäĺłá, 317 ŕàěäĺłáŋëľ łőď, 339 ŕàĺŋæĺŕ ęăďŋőčő ćëąőàă, 335 ŕàĺőàĺâěâŋăï őçěàěďì, 148 ŕàőčàěááĺï/ăàĺäňěâĺçěáłăï, 44 ŕàőčàěááĺï/čěőňěâàĺçěáłăï, 44 ŕàőĺğćěďěŋĺě, 46 ŕàőĺğćěďěŋĺï ŕàăćĺńő, 101 ŕàőĺğćőďïéăï äãŋłæĺï, 71 ŕàőáàőçěŋŋëľ ğăłăğ, 351 ŕàőáâőľ ňŋőčőãčőńìŋĺł, 321 ŕàőáâőľ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä, 88 ŕàőáâőľ ŕãâì, 87 ŕàőáâőľ æĺłń, 88 ŕàőáâàăŋáâćő/ćěàőïâŋőáâŋőě, 106 ŕàïňăï ăďàěáăæĺï, 221 ŕáěćďőłőď, 12, 14 ŕáěćďőáńãçăľŋëå çĺáěń čěŋěàăâőà, 159 ŕãáâőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő, 95 ŕãáâőě ňŋőęěáâćő, 75, 76 ŕãâì ć čàăäě, 87 ŕãâì/ŕàőáâőľ, 87

àăćěŋáâćő äãŋłæĺľ, 83 àăćŋőňěàŋőčő åěèĺàőćăŋĺï čĺŕőâěğă, 226 àăćŋőňěàŋőě àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ, 108 àăćŋőňěàŋőě åěèĺàőćăŋĺě, 236 àăćŋőňěàŋëľ łőď, 338 àăćŋëě ňŋőęěáâćă, 75 àăğąĺěŋĺě, 77 àăğďěńïľ ĺ ćńăáâćãľ (ňěâőď), 19 àăğňěà ćåőďă, 16 àăğňěéěŋĺï ąěğ ŕőćâőàěŋĺľ, 102 àăğŋőáâì, 76 àăğàěèăîéĺě ďěàěćìï, 170 àăğàěèěŋĺě łőńńĺğĺľ, 224 àăŋč, 162 àăáłàăáłă, 97 àăáłàăáłă ĺŋâěàćăńìŋőčő čàăäă, 334 àăáŕĺáăŋĺě, 351 àăáŕàěďěńěŋĺě, 180 àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ, 106 àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ/ďĺáłàěâŋőě, 107 àăáŕàěďěńěŋĺě ćěàőïâŋőáâěľ/àăćŋőňěàŋőě, 108 àăáŕàěďěńěŋĺě/ąĺŋőňĺăńìŋőě, 118 àăáŕàěďěńěŋĺě/čěőňěâàĺçěáłőě, 117 àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ äãŋłæĺï, 112 àăááâăŋőćłĺ âăąńĺæă, 221 àăáåőďïéĺľáï àïď, 44 àăáèĺàïîéěěáï ďěàěćő, 283 àěąñŋőł, 94 àěąàő čàăäă, 86 àěąàő-æĺłń, 86 àěąàő/ćåőďïéěě ć ćěàèĺŋã, 87 àěąàő/ćëåőďïéěě ĺğ ćěàèĺŋë, 87 àěąàő/ĺŋæĺďěŋâŋőě ćěàèĺŋě, 87 àěğãńìâăâ, 11 àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě, 21, 53 àěłãààěŋâŋőě áőőâŋőèěŋĺě/őáŋőćŋăï âěőàěňă, 61 àěłãàáĺćŋëľ ăńčőàĺâň, 20 àěäńěłáĺćŋőě őâŋőèěŋĺě, 80 àěäńěłáĺćŋőáâì, 33 àěèěŋĺě/ćëçĺáńĺâěńìŋőľ ğăďăçĺ, 12 àőďĺâěńì, 94, 140 àïď, 43 àïď/ăąáőńîâŋő áåőďïéĺľáï, 44 àïď/čăàňőŋĺçěáłĺľ, 45 àïď/àăáåőďïéĺľáï, 44 àïď/áåőďïéĺľáï, 44 àïď/Šěľńőàă, 263 àïď/äőàňăńìŋëľ áâěŕěŋŋőľ, 71 áąăńăŋáĺàőćăŋŋőě ďěàěćő, 266 áąőàéĺł ňãáőàă, 211 áćőąőďŋëě ŕőğĺæĺĺ, 212 áćőľáâćő ğăňěŋë, 346 áćőľáâćő łãçĺ, 141 áćőľáâćő/ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ, 247 áćïğăŋŋëľ áŕĺáőł, 205 áćïğŋăï łőňŕőŋěŋâă, 88 áćïğŋëľ čàăä, 88 áěňěľáâćő/ãŋĺćěàáăńìŋőě, 232 áĺńìŋő áćïğŋëľ čàăä, 88 áĺňňěâàĺçŋăï ňőŋěâă, 108 áĺňňěâàĺçŋőě őâŋőèěŋĺě, 80 áĺňňěâàĺçŋőáâì, 33 áĺŋčńěâőŋ, 78 áńěďãîéĺľ, 198 áńěďãîéĺľ íńěňěŋâ, 246 áńĺćăěňëě łãçĺ, 218 áńĺïŋĺě ãŕőàïďőçěŋŋëå ňăááĺćőć, 20 áńőćăàì, 197, 246 áńőćő, 101 áńőćő/łőďőćőě, 338 áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă, ňăâěňăâĺçěáłőě őęĺďăŋĺě, 113 áńãçăľŋăï ćěńĺçĺŋă/ďĺáłàěâŋăï, 112 áńãçăľŋőě ďćőĺçŋőě ďěàěćő ŕőĺáłă, 256 áńãçăľŋëě ćěńĺçĺŋë/ŋěğăćĺáĺňëě, 113 áńãçăľŋëå çĺáěń čěŋěàăâőà, 159 áňěęŋăï ćěàèĺŋă, 87 áőąáâćěŋŋőě ŕőďňŋőęěáâćő, 76 áőąáâćěŋŋëľ ŕàěďőł, 93 áőąëâĺě, 106 áőąëâĺě/ćěàőïâŋőáâì, 107 áőąëâĺě/ďőáâőćěàŋőě, 106 áőąëâĺě/ŋěćőğňőęŋőě, 106 áőąëâĺě/íńěňěŋâăàŋőě, 106 áőąëâĺï/ŋěğăćĺáĺňëě, 109 áőąëâĺï/ŋěğăćĺáĺňëě ć áőćőłãŕŋőáâĺ, 109 áőąëâĺï/ŋěáőćňěáâŋëě, 106 áőąëâĺï/ŕőŕăàŋő ŋěğăćĺáĺňëě, 109 áőąëâĺï/ãáńőćŋő ŋěğăćĺáĺňëě, 111 áőćňěáâŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ äãŋłæĺï, 113 áőćňěáâŋëě ğăïćłĺ, 331 áőőâŋőèěŋĺě àěłãààěŋâŋőě, 53 áőàâĺàőćłă, 11, 137

áàăćŋěŋĺěň, 170 áőàâĺàőćłă/ąěğ ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ ŕăňïâĺ, 12, 138 áőàâĺàőćłă/ąëáâàăï, 138, 152 áőàâĺàőćłă/ćáâăćłăňĺ, 12 áőàâĺàőćłă/ćëąőàőň, 19 áőàâĺàőćłă/ćëçñàŕëćăŋĺěň, 138, 178 áőàâĺàőćłă/ŕőďáçñâőň, 138, 173 áőàâĺàőćłă/á ŕőňőéìî łãçĺ, 138, 140, 147 áőàâĺàőćłă/áńĺïŋĺěň, 20, 138 áőàâĺàőćłă/ãáâőľçĺćăï, 174 áőàâĺàőćłă/æĺäàőćăï, 138, 175 áőáěďŋïï ćěàèĺŋă, 89 áőçěâăŋĺï, 102 áŕĺáőł/ďćãáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ, 205 áŕĺáőł/łőńìæěćőľ, 205 áŕĺáőł/őďŋőáâőàőŋŋě áćïğăŋŋëľ, 205 áŕĺáőł/áćőąőďŋëå ŕőğĺæĺľ, 212 áŕĺáőł/áćïğăŋŋëľ, 205 áŕĺáőł/ãŕőàïďőçěŋŋëľ, 205 áàěďŋěě ćàěňï àăąőâë, 18 áàěďŋěě áńãçăľŋőě ćěńĺçĺŋë,

113 áàőł, 351 áâăŋďăàâŋőě őâłńőŋěŋĺě, 116 áâăàèĺľ łőíääĺæĺěŋâ ňŋőčőçńěŋă, 35 áâăâĺáâĺłă/ŕőàïďłőćăï, 184 áâăâĺáâĺłĺ/ŕőàïďłőćëě, 139 áâěł, 201 áâěł/ŕãáâőľ, 202 áâěł/àăğňěà, 168 áâěŕěŋì ćěàèĺŋë, 87, 94 áâěŕěŋì ćěàèĺŋë/ćåőďïéăï, 87 áâěŕěŋì ćěàèĺŋë/ĺáåőďïéăï, 87 áâěŕěŋì ňŋőčőçńěŋă, 35 Śâĺàńĺŋčă äőàňãńă, 38 áâőĺňőáâì, 340 áâőĺňőáâì àěďăłâĺàőćăŋĺï, 328 áâőńłŋőćěŋĺě, 224 áâőàőŋă ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 321 áâàőčő ćőğàăáâăîéăï (ãąëćăîéăï) äãŋłæĺï, 34 áâàőłă, 101 áâïčĺćăŋĺě, 349 áãňňĺàőćăŋĺě, 43 áãňňë ŕàăćĺńő, 100 áåőďïéĺľáï àïď, 44 áæěŕńěŋĺě íńěňěŋâőć, 225 áçñâŋőě ňŋőęěáâćő, 78 áçñâçĺł/ćěàőïâŋőáâŋëľ, 133 áëŋ, 94 áîàêěłæĺï, 84

âăąńĺæă àăááâăŋőćłĺ, 221 Šěľńőàă àïď, 263 âěőàěňă/őáŋőćŋăï ő àěłãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺïå, 53, 61 âěőàěâĺłő-ňŋőęěáâćěŋŋëě őŕěàăæĺĺ, 76 âőçłă/ňăłáĺňăńìŋőľ łàăâŋőáâĺ, 297 âàăŋğĺâĺćŋőě őâŋőèěŋĺě, 80 âàăŋğĺâĺćŋőáâì, 33 âàěãčőńìŋĺł Ŕăáłăńï, 105 âàĺăŋčãńïæĺï ňŋőčőãčőńìŋĺłă, 322

ãďăńěŋĺě, 198 ãďăńěŋĺě íńěňěŋâă, 246 ãňŋőęěŋĺě, 231 ãňŋőęěŋĺě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňăâàĺæ, 305 ãŋĺćěàáăńìŋőě áěňěľáâćő, 232 ãŋĺćěàáăńìŋőě åěèĺàőćăŋĺě, 232 ãŋĺćěàáãň, 77 ãŕőàïďőçěŋŋăï ŕăàă, 78 ãŕőàïďőçěŋŋőáâĺ áćőľáâćő, 247 ãŕőàïďőçěŋŋëľ áŕĺáőł, 205 ãŕàăćńïěňőě áőąëâĺïňĺ ňőďěńĺàőćăŋĺě, 149 ãàŋë, 129 ãáńőćŋăï ćěàőïâŋőáâì, 109 ãáńőćŋő ŋěğăćĺáĺňëě áőąëâĺï, 111 ãáŕěå, 117 ãáâőľçĺćëľ ăńčőàĺâň áőàâĺàőćłĺ, 174

äăłâőàĺăń, 38 Ťĺąőŋăççĺ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, 71 Ťĺąőŋăççĺ çĺáńă, 39 äĺłâĺćŋëľ íńěňěŋâ, 207, 275 äőàňăńìŋëľ áâěŕěŋŋőľ àïď, 71 äőàňãńă ćłńîçěŋĺľ ĺ ĺáłńîçěŋĺľ, 80 äőàňãńă/Ąăľěáă, 110 äőàňãńă/Śâĺàńĺŋčă, 38 äãŋłæĺï, 83 äãŋłæĺï/ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŕőńőęĺâěńìŋăï, 36 äãŋłæĺï/ąãńěćă, 104 äãŋłæĺï/łćăďàăâĺçŋăï, 17 äãŋłæĺï/ńĺŋěľŋăï, 17 äãŋłæĺï/ňőŋőâőŋŋő ćőğàăáâăîéăï (ãąëćăîéăï), 34 äãŋłæĺï/őąńăáâì őŕàěďěńěŋĺï, 83 äãŋłæĺï/őąàăâŋăï, 85 äãŋłæĺï/őčàăŋĺçěŋŋăï ŕőńĺńőčăàĺäňőň, 37 äãŋłæĺï/ŕőłăğăâěńìŋăï, 36 äãŋłæĺï/ŕőńĺŋőňĺăńìŋő

őčàăŋĺçěŋŋăï, 36 äãŋłæĺï/ŕàőĺğćőďïéăï, 71 äãŋłæĺï/àăáŕàěďěńěŋĺï, 180 äãŋłæĺï/àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ, 112 äãŋłæĺï/àăááâăŋőćłĺ, 221 äãŋłæĺï/áőćňěáâŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï ćěàőïâŋőáâěľ, 113 äãŋłæĺï/áâàőčő ćőğàăáâăîéăï (ãąëćăîéăï), 34 Ţăääňěŋă łőď, 341 åćőáâ áŕĺáłă, 205 åćőáâë ąĺŋőňĺăńìŋőčő àăáŕàěďěńěŋĺï, 123 åěè-ğŋăçěŋĺě, 224 åěè-âăąńĺæă, 224 åěè-äãŋłæĺï, 221, 224 åěèĺàőćăŋĺě, 221 åěèĺàőćăŋĺě-àăćŋőňěàŋőě, 236 åěèĺàőćăŋĺě/k-ãŋĺćěàáăńìŋőě, 244 åěèĺàőćăŋĺě/ďćőľŋőě, 238 åěèĺàőćăŋĺě/àăćŋőňěàŋőě, 226 åěèĺàőćăŋĺě/á őâłàëâőľ ăďàěáăæĺěľ, 235 åěèĺàőćăŋĺě/ãŋĺćěàáăńìŋőě, 232 æěńăï çăáâì, 35 æěńőě ŕàĺąńĺęěŋĺě áćěàåã (áŋĺğã), 35 æěńëå çĺáěń ňŋőęěáâćő, 75 æěŕőçłĺ, 224 æĺłń, 87 æĺłń/ć ŋěőàĺěŋâĺàőćăŋŋőň čàăäě, 88 æĺłń/ŕàőáâőľ, 88 æĺäàőćăï áőàâĺàőćłă, 138, 175 æĺäàőćëě ďěàěćìï, 261

çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő, 81 çăáâĺçŋëľ ŕőàïďőł, 81 Ůěąëèñćă ŋěàăćěŋáâćő, 116 çěàŕăł, 178 çñàŋăï ćëáőâă, 267 çĺáńă Ťĺąőŋăççĺ, 39, 71 çĺáńă/Łăâăńăŋă, 306 çĺáńő Łăâăńăŋă, 263

èăàë, 129 èěŋŋőŋőćáłăï íŋâàőŕĺï, 104 èâàăä, 351

íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ/łńăáá, 81 íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ/őâŋőèěŋĺě, 81 íłáŕőŋěŋâă, 36 íńěňěŋâ, 75 íńěňěŋâ/ňăłáĺňăńìŋëľ, 82 íńěňěŋâăàŋőě áőąëâĺě, 106 íŋâàőŕĺï/èěŋŋőŋőćáłăï ďćőĺçŋăï, 104

ïçěľłă, 221