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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è RMQ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: çàäàí ìàññèâ äëèíû N , çàïîëíåííûé ÷èñëàìè. Íåîáõîäèìî îòâå÷àòü íà
çàïðîñû âèäà:

1) ñäåëàòü i-ûé ýëåìåíò ìàññèâà ðàâíûì x;

2) íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íà îòðåçêå [l; r].

Ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé RMQ (Range Minimum Query). Ñóùåñòâóåò äâå ìîäèôèêàöèè
RMQ:

1) RMQ o�-line: îòñóòñòâóþò çàïðîñû òèïà 1, ò.å. ýëåìåíòû ìàññèâà íå èçìåíÿþòñÿ ìåæäó
çàïðîñàìè.

2) RMQ on-line: çàïðîñû òèïà 1 è 2 ìîãóò ÷åðåäîâàòüñÿ.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî on-line âàðèàíò çàäà÷è.

2 Íåêîòîðûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ

2.0 Ðåøåíèå �â ëîá�

Ñàìûì ïðîñòûì ðåøåíèåì áóäåò èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâà íåïîñðåäñòâåííî è ëèíåéíûé
ïîèñê ìèíèìóìà íà îòðåçêå. Ñëîæíîñòü îòâåòîâ íà çàïðîñû â õóäøåì ñëó÷àå �O(1) è O(N)
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àå íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì íà âðåìÿ ðàáîòû, ò.ê.
êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ âòîðîãî òèïà ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì.

2.1 Êîðíåâàÿ îïòèìèçàöèÿ

Ðàçîáüåì ìàññèâ íà îòðåçêè äëèíû L = b
√
Nc (îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðàññìîòðèì êàê îòäåëüíûé

îòðåçîê â ðàçáèåíèè), êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ îáîçíà÷èì çà K(≤
√
N). Çàâåäåì äîïîëíèòåëüíûé

ìàññèâ äëèíû K, â i-îì ýëåìåíòå ìàññèâà áóäåì õðàíèòü ìèíèìóì íà i-îì îòðåçêå â ðàçáèåíèè.
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Ïðåäïîäñ÷åò äëÿ îðãàíèçàöèè òàêîé ñòðóêòóðû íà íà÷àëüíîì ìàññèâå áóäåò çàíèìàòü O(N)
îïåðàöèé.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ çàïðîñà òèïà 1 íåîáõîäèìî îáíîâèòü ðîâíî îäèí ýëåìåíò äîïîëíèòåëüíîãî
ìàññèâà � ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçêó, ñîäåðæàùåìó èçìåíÿåìûé ýëåìåíò. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì
ëèíåéíûé ïîèñê ìèíèìóìà íà ýòîì îòðåçêå, ÷òî ïîòðåáóåò O(L) = O(

√
N) îïåðàöèé.

Ïóñòü íàì íóæíî íàéòè ìèíèìóì íà îòðåçêå [l; r]. Ðàññìîòðèì òå îòðåçêè ðàçáèåíèÿ, êîòîðûå
öåëèêîì íàõîäÿòñÿ âíóòðè [l; r]. Ìèíèìóìû íà ýòèõ îòðåçêàõ íàì èçâåñòíû� ýòî ýëåìåíòû
äîïîëíèòåëüíîãî ìàññèâà. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì M1 ñðåäè òåõ ýëåìåíòîâ îòðåçêà [l; r], êî-
òîðûå íàõîäÿòñÿ â öåëûõ îòðåçêàõ ðàçáèåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü çà O(K) ïåðåáîðîì íóæíûõ
ýëåìåíòîâ äîï. ìàññèâà.

Îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ ïî êðàÿì îòðåçêà. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç êðàåâ ëåæèò öåëèêîì
â êàêîì-òî îòðåçêîâ èç ðàçáèåíèÿ, èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå ïðåâîñõîäèò 2L. Ìèíèìóì M2 ñðåäè
ýòèõ ýëåìåíòîâ íàõîäèòñÿ ïðîñòûì ïåðåáîðîì ýòèõ ýëåìåíòîâ çà O(L) äåéñòâèé.

Îòâåò íà çàïðîñ åñòü ìèíèìóì èç M1 è M2. Èòîãîâàÿ ñëîæíîñòü �O(K+L) = O(
√
N). Ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàçáèåíèå îïòèìàëüíî, ò.å. ïðè òàêîì ïîäõîäå íåëüçÿ óëó÷øèòü ñëîæíîñòü
çàïðîñîâ â õóäøåì ñëó÷àå.

3 Äåðåâî îòðåçêîâ

3.1 Îïðåäåëåíèå, âûñîòà, õðàíåíèå â ïàìÿòè

Ðàññìîòðèì ïîäâåøåííîå áèíàðíîå äåðåâî, ãäå â êàæäîé âåðøèíå õðàíèòñÿ ìèíèìóì íà íåêî-
òîðîì ïîäîòðåçêå îòðåçêà [1;N ]. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: äëÿ êàæäîé âåðøèíû ëèáî
ñîîòâåòñòóþùèé åé îòðåçîê ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, è òîãäà ó íåå íåò äåòåé, ëèáî îòðåç-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå åå äåòÿì, íå ïåðåñåêàþòñÿ è â îáúåäèíåíèè äàþò îòðåçîê äëÿ äàííîé
âåðøèíû. Êîðíþ ñîïîñòàâëåí îòðåçîê [1;N ].

Íàçîâåì òàêîå äåðåâî äåðåâîì îòðåçêîâ íà îòðåçêå [1; N].

Äëÿ áàëàíñèðîâêè äåðåâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ ñûíîâåé êàæäîé âåðøèíû îòëè-
÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà åäèíèöó. Åñëè ýòî âåðíî, òî âûñîòà äåðåâà h ðàâíà blog2Nc+ 1, ÷òî
ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî N .

Äëÿ õðàíåíèÿ äåðåâà îòðåçêîâ âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé, àíàëîãè÷íîé ñõåìå õðàíåíèÿ êó÷è. Äëÿ
ýòîãî çàâåäåì ìàññèâ tree[i] ðàçìåðà 2h − 1 äëÿ õðàíåíèÿ . Áóäåì õðàíèòü êîðåíü â âåðøèíå ñ
íîìåðîì 1, è ñêàæåì, ÷òî ëåâûé è ïðàâûé ñûíîâüÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì i èìåþò íîìåðà 2i è
2i + 1 ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà çàâåäåì äâà ìàññèâà left[i] è right[i], â i-ûõ
ýëåìåíòàõ êîòîðûõ áóäóò õðàíèòñÿ êîíöû îòðåçêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî i-îé âåðøèíå.

×òîáû ñîçäàòü äåðåâî ïî çàäàííîìó ìàññèâó, òðåáóåòñÿ çàïîëíèòü ìàññèâû tree[i], left[i] è
right[i]. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû:
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create(i, l, r) { // i - íîìåð òåêóùåé âåðøèíû, l è r - êîíöû òåêóùåãî îòðåçêà

if (l == r) {

tree[i] = arr[l]; //arr - èñõîäíûé ìàññèâ

} else {

left[i] = l; // çàïîëíÿåì left è right

right[i] = r;

m = (l + r) / 2;

create(2*i, l, m);

create(2*i + 1, m + 1, r);

tree[i] = min(tree[2*i], tree[2*i + 1]);

}

}

3.2 Îïåðàöèÿ èçìåíåíèÿ

Ðàçîáüåì âåðøèíû äåðåâà íà ñëîè ïî óäàëåííîñòè îò êîðíÿ: â ïåðâîì ñëîå íàõîäèòñÿ êîðåíü,
âî âòîðîì� åãî äåòè, â òðåòüåì� äåòè äåòåé, etc. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ñëîå îòðåçêè íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ïðè èçìåíåíèè îäíîãî ýëåìåíòà ìàññèâà íà êàæäîì ñëîå äåðåâà èçìåíèòñÿ
íå áîëåå îäíîé âåðøèíû, à çíà÷èò, âñåãî íóæíî èçìåíèòü íå áîëåå h âåðøèí äåðåâà.

Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàïóñòèì ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó ïî äåðåâó. Åñëè îòðåçîê òå-
êóùåé âåðøèíû íå ñîäåðæèò èçìåíåííîãî ýëåìåíòà, âûõîäèì èç ïðîöåäóðû. Èíà÷å åñëè äëèíà
îòðåçêà ðàâíà îäíîìó, òî ìåíÿåì ìèíèìóì ÿâíî (îí ðàâåí íîâîìó çíà÷åíèþ ýëåìåíòà), â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå çàïóñòèìñÿ îò äåòåé âåðøèíû è ïîñëå ýòîãî ïåðåñ÷èòàåì ìèíèìóì â òåêóùåé
âåðøèíå. Íà êàæäîì ñëîå ïðîèçâîéäåò íå áîëåå îäíîãî ðåêóðñèâíîãî âûçîâà, çíà÷èò, âðåìÿ
ðàáîòû ïðîöåäóðû�O(h) = O(logN). Íèæå ïðèâåäåí êîä ýòîé ïðîöåäóðû (ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî â ìàññèâå arr ýëåìåíò óæå èçìåíåí):

change(i, j) { // j - íîìåð èçìåíåííîãî ýëåìåíòà

if (j < left[i] or j > right[i]) return;

if (left[i] == right[i]) {

tree[i] = arr[j];

} else {

change(2*i, j);

change(2*i + 1, j);

tree[i] = min(tree[2*i], tree[2*i + 1]);

}

}

3.3 Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì íà îòðåçêå [l; r]. Ïîñêîëüêó â êàæäîì ñëîå îòðåçêè íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, âñå îòðåçêè ðàçáèâàþòñÿ íà òðè ãðóïïû: òå, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ [l; r]; òå,
êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò â [l; r]; è âñå îñòàëüíûå� òå, êîòîðûå ñîäåðæàò êîíöû [l; r].
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Íàïèøåì ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ áóäåò âû÷èñëÿòü ìèíèìóì íà ïåðåñå÷åíèè îòðåçêà
òåêóùåé âåðøèíû è [l; r]. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà âåðøèíû íóæíî ñîâåðøèòü îäíî èç òðåõ
äåéñòâèé: ëèáî âåðíóòü +∞ (â ñëó÷àå, êîãäà îòðåçêè íå ïåðåñåêàåòñÿ), ëèáî âåðíóòü tree[i] (â
ñëó÷àå, åñëè îòðåçîê öåëèêîì ëåæèò â [l; r]), ëèáî ðåêóðñèâíî çàïóñòèòüñÿ äëÿ äåòåé âåðøèíû
è âåðíóòü ìèíèìóì (â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ). Ïîñêîëüêó �íåòðèâèàëüíûõ� îòðåçêîâ íà êàæäîì
ñëîå áóäåò íå áîëåå äâóõ, âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿåò O(log n). Êîä ïðîöåäóðû:

countMin(i, l, r) { // l è r - êîíöû îòðåçêà, íà êîòîðîì èùåì ìèíèìóì

if (left[i] > r or right[i] < l) then return INF; // ïåðâûé ñëó÷àé

if (l <= left[i] and right[i] <= r) then return tree[i]; //âòîðîé ñëó÷àé

return min(countMin(2*i, l, r), countMin(2*i + 1, l, r));

}
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