
Ìåòîä îòæèãà
Ëîïàòèí Àíäðåé ∗

1 Ââåäåíèå
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåàëèçàöèþ è ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà
îòæèãà. Ìåòîä îòæèãà (ñèíîíèìû: ìåòîä îáæèãà, ìåòîä ñèìóëÿöèè îòæèãà,
ìåòîä ìîäåëüíîé çàêàëêè, simulated annealing) - ýòî òåõíèêà îïòèìèçàöèè,
èñïîëüçóþùàÿ óïîðÿäî÷åííûé ñëó÷àéíûé ïîèñê íà îñíîâå àíàëîãèè ñ ïðîöåññîì
îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâîì êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé
ïðè îõëàæäåíèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä îòæèãà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ìíîãèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ - ôèíàíñîâûõ, êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè, êîìáèíàòîðíûõ,
â òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ, è ìíîãèõ äðóãèõ. Çà÷àñòóþ ìåòîä îòæèãà
èñïîëüçóþò äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé. Íåñìîòðÿ íà òàêóþ øèðîêóþ
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà îòæèãà âñ¼ åù¼ ìàëî èçó÷åíà.
Èñòîðèÿ ìåòîäà îòæèãà íà÷èíàåòñÿ ñ 1953 ãîäà. Â ýòîì ãîäó Í. Ìåòðîïîëèñîì
áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñèìóëÿöèè óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå ñ
ìíîæåñòâîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå. Â íà÷àëå 80-õ
ó Ñ. Êèðêïàòðèêà âïåðâûå ïîÿâèëàñü èäåÿ èñïîëüçîâàòü ýòîò àëãîðèòì íå
òîëüêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, íî è äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Îãðîìíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà îòæèãà ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâî èçáåæàòü "ëîâóøêè"â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè,
è ïðîäîëæèòü ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèíÿòèÿ
íå òîëüêî èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèâîäÿùèõ ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè,
íî è íåêîòîðûõ èçìåíåíèé, óâåëè÷èâàþùèõ åå çíà÷åíèå, â çàâèñèìîñòè îò
ò.í. òåìïåðàòóðû Ò õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà. ×åì âûøå
òåìïåðàòóðà, òåì áîëüøèå "óõóäøàþùèå"èçìåíåíèÿ (àíàëîãè÷íûå ñëó÷àéíûì
ôëóêòóàöèÿì â íàãðåòîì âåùåñòâå) äîïóñòèìû, è áîëüøå èõ âåðîÿòíîñòü.
Åùå îäíèì ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äàæå â óñëîâèÿõ íåõâàòêè
âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ìåòîä
îòæèãà, êàê ïðàâèëî, âûäàåò âåñüìà íåïëîõîå ðåøåíèå (îäèí èç ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ). Ë. Èíãáåðîì ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä îòæèãà è åãî ìîäèôèêàöèè
ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ äëÿ áîëüøîãî êëàññà çàäà÷. Ë. Èíãáåðîì ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç àäàïòèâíîãî ìåòîäà îòæèãà (Adaptive Simulated Annealing - ASA) è
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî íà áîëüøèíñòâå çàäà÷
ìåòîä îòæèãà íå ïðîèãðûâàåò ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìàì, à íà ìíîãèõ è
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âûèãðûâàåò. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
ìåòîäà îòæèãà, êàê îáùèõ, òàê è èõ ñïåöèàëèçàöèé äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ
çàäà÷. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû èçâåñòíûå íà íàñòîÿùèé ìîìåíò îáùèå
ñõåìû îòæèãà, à òàêæå èçó÷åíî èõ ïîâåäåíèå íà ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè.
Ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî êîðíÿ ôóíêöèè
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îòæèãà. Òàêæå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ
ìåòîäà îòæèãà.

2 Àëãîðèòì ìåòîäà îòæèãà
Ìåòîä îòæèãà ñëóæèò äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåêîòîðîé ôóíêöèè
f(x), çàäàííîé äëÿ èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà S, äèñêðåòíîãî èëè íåïðåðûâíîãî.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîñòîÿíèÿ âîîáðàæàåìîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû ("ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè"), à çíà÷åíèå ôóíêöèè f â ýòèõ òî÷êàõ
èñïîëüçóåòñÿ êàê ýíåðãèÿ ñèñòåìû E = f(x). Â êàæäûé ìîìåíò ïðåäïîëàãàåòñÿ
çàäàííîé òåìïåðàòóðà ñèñòåìû , êàê ïðàâèëî, óìåíüøàþùàÿñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè. Íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè ïðè òåìïåðàòóðå , ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì ïîðîæäàþùèì ñåìåéñòâîì
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé G(x, T ), êîòîðîå ïðè ôèêñèðîâàííûõ è çàäà¼ò
ñëó÷àéíûé ýëåìåíò G(x, T ) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå S. Ïîñëå ãåíåðàöèè
íîâîãî ñîñòîÿíèÿ xl = G(x, T ), ñèñòåìà ñ âåðîÿòíîñòüþ h(∆E, T ) ïåðåõîäèò
ê ñëåäóþùåìó øàãó â ñîñòîÿíèå xl, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîöåññ ãåíåðàöèè
xl ïîâòîðÿåòñÿ. Çäåñü ∆E îáîçíà÷àåò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ýíåðãèè f(xl)−
f(x). Âåëè÷èíà h(∆E, T ) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïðèíÿòèÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ.
Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ôóíêöèè h(∆E, T ) âûáèðàåòñÿ ëèáî òî÷íîå çíà÷åíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû

h(∆E, T ) =
1

1 + exp(∆E/T )

ëèáî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

h(∆E, T ) = (−∆E/T )

Âòîðàÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî. Ïðè å¼ èñïîëüçîâàíèè h(∆E, T )
îêàçûâàåòñÿ áîëüøå åäèíèöû â ñëó÷àå ∆ < 0, è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåðîÿòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íîâîå ñîñòîÿíèå äà¼ò
ëó÷øåå çíà÷åíèå îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, òî ïåðåõîä â ýòî ñîñòîÿíèå
ïðîèçîéäåò â ëþáîì ñëó÷àå. Èòàê, êîíêðåòíàÿ ñõåìà ìåòîäà îòæèãà çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

• Âûáîðîì çàêîíà èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû T (k), ãäå k - íîìåð øàãà.

• Âûáîðîì ïîðîæäàþùåãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ζ(x, T ).

• Âûáîðîì ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ h(δE, T )

Àëãîðèòì:
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1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà x = x0, x0 ∈ S.
Òåêóùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè E óñòàíàâëèâàåòñÿ â çíà÷åíèå f(x0).

2. k-ÿ èòåðàöèÿ îñíîâíîãî öèêëà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

(a) Ñðàâíèòü ýíåðãèþ ñèñòåìû E â ñîñòîÿíèè x ñ íàéäåííûì íà
òåêóùèé ìîìåíò ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì. Åñëè E = f(x) ìåíüøå,
òî èçìåíèòü çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

(b) Ñãåíåðèðîâàòü íîâóþ òî÷êó xl = G(x, T (k)).
(c) Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåé El = f(xl).
(d) Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî α èç èíòåðâàëà [0; 1]

(e) Åñëè a < h(El−E, T (k)), òî óñòàíîâèòü x ← xl, E ← El è ïåðåéòè
ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Èíà÷å ïîâòîðèòü øàã (b), ïîêà íå áóäåò
íàéäåíà ïîäõîäÿùàÿ òî÷êà xl.

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè ýòîãî àëãîðèòìà:

• Ìîäèôèêàöèÿ À. Íà øàãå 2.(e) ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè
ïðîèñõîäèò è â òîì ñëó÷àå, åñëè òî÷êà xl íå ÿâëÿëàñü ïîäõîäÿùåé.
Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ òî÷êè x, íî óæå ñ
íîâûì çíà÷åíèåì òåìïåðàòóðû.

• Ìîäèôèêàöèÿ Á. Â êà÷åñòâå îöåíêè òî÷êè ìèíèìóìà âîçâðàùàåòñÿ
ïîñëåäíåå çíà÷åíèå . Ýòî ìîæåò íåçíà÷èòåëüíî óñêîðèòü àëãîðèòì
â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè S, íî ñ íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî áóäåò ïîëó÷åíî õóäøåå ðåøåíèå (îñîáåííî,
åñëè òåìïåðàòóðà ê ìîìåíòó çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà îñòà¼òñÿ çíà÷èòåëüíî
áîëüøå íóëÿ).

• Ìîäèôèêàöèÿ Â. Íà øàãå 2.(b) xl âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ñ
èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû xl = G(xl, T (k)). Èçíà÷àëüíî íà øàãå 1
óñòàíàâëèâàåòñÿ xl ← x0. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü "çàñòðåâàíèÿ"àëãîðèòìà,
îäíàêî òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ òåðÿåò ìíîæåñòâî ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà
îòæèãà, ò.ê. íå î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ñëó÷àé íîãî
ïîèñêà (îñîáåííî, åñëè ýòî êîìáèíèðóåòñÿ ñ âàðèàíòîì 1 - â ýòîì
ñëó÷àå ïðîâåðêó h(∆E, T ) âîîáùå ìîæíî èñêëþ÷èòü). Â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñõåìû âûáîðà ïàðàìåòðîâ
ìåòîäà îòæèãà.

3 Îáùèå ñõåìû ìåòîäà îòæèãà

3.1 Áîëüöìàíîâñêèé îòæèã
Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé ñõåìîé ìåòîäà îòæèãà ÿâëÿåòñÿ ò.í. ñõåìà Áîëüöìàíîâñêîãî
îòæèãà. Èìåííî ýòà ñõåìà èñïîëüçîâàëàñü Í. Ìåòðîïîëèñîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ ïóòè â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, à
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òàêæå Ñ. Êèðêïàòðèêîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé
ðàçâîäêè ìèêðîñõåì. Â Áîëüöìàíîâñêîì îòæèãå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

T (k) =
T0

ln(1 + k)
, k > 0.

Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Q(x, T ) âûáèðàåòñÿ êàê ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé , ò.å. çàäà¼òñÿ
ïëîòíîñòüþ

g(x, xl, T ) = (2πT )−D/2 · exp(−|xl − x|2/(2T )),

ãäå D - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
ïðåäïîëàãàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì. Äëÿ Áîëüöìàíîâñêîé ñõåìû äîêàçàíî,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T0 è îáùåì êîëè÷åñòâå øàãîâ k, âûáîð
òàêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

3.2 Îòæèã Êîøè (áûñòðûé îòæèã)
Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì Áîëüöìàíîâñêîãî îòæèãà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìåäëåííîå
óáûâàíèå òåìïåðàòóðû. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíèçèòü èñõîäíóþ
òåìïåðàòóðó â 40 ðàç, òðåáóåòñÿ e40 ≈ 2.35 · 1017 èòåðàöèé, ÷òî óæå
âðÿä ëè ïðèåìëåìî ïðè ðåøåíèè êàêèõ-ëèáî çàäà÷. Ââèäó ýòîãî Öó è
Õàðòëè ïðåäëîæèëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ
èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ñõåìó

T (k) = T0

k

áåç ïîòåðè ãàðàíòèè íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå Q ðàñïðåäåëåíèé Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

g(xl; x, T ) =
T

(|xl − x|2 + T 2)(D+1)/2

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íîðìèðîâàííûõ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå D = 1
ïðèõîäèì ê ïëîòíîñòè

g(xl; x, T ) =
1
π

T

(|xl − x|2 + T 2)

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå î÷åíü óäîáíî ìîäåëèðîâàòü â ïðîñòðàíñòâå
ðàçìåðíîñòè áîëüøå 1. Ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
ïåðåìíîæåíèÿ D îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé Êîøè:

g(xl; x, T ) =
1

πD

D∏

i=1

T

(|xl
i − xi|2 + T 2)
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íî â ýòîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ãàðàíòèðóåòñÿ
òîëüêî ïðè çàêîíå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íå áûñòðåå ÷åì:

T (k) =
T

k1/D

÷òî ãîðàçäî ìåäëåííåå ïåðâîé ñõåìû.

3.3 Ñâåðõáûñòðûé îòæèã
Íåäîñòàòêè äâóõ ïðåäûäóùèõ ìåòîäîâ ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî â 1989 ãîäó
àìåðèêàíñêèì èññëåäîâàòåëåì Ë. Èíãáåðîì áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ñâåðõáûñòðîãî
îòæèãà (Very Fast Annealing). Â í¼ì ïðîñòðàíñòâî S ñ÷èòàåòñÿ ñîñòîÿùèì
èç D-ìåðíûõ âåêòîðîâ (x1, . . . , xD) ãäå xi ∈ [Ai, Bi]. Êðîìå ýòîãî,
òåìïåðàòóðà ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ, òàêèì îáðàçîì,
T òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè D. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ

gT (y) =
D∏

i=1

1
2(|y|+ Ti)ln(1 + 1/Ti)

≡
D∏

i=1

g(i;T )(yi), yi ∈ [−1, 1]

Â êà÷åñòâå y äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ζ èñïîëüçóåòñÿ
∆x

Bi−Ai
, òàêèì îáðàçîì, íîâîå çíà÷åíèå l

i âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå xl
i =

xi + zi(Bi − Ai), ãäå zi - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ g(i;T ) íà
[−1, 1]. Ïðè ýòîì âûõîäÿùèå çà ãðàíèöû èíòåðâàëà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
ãåíåðèðóþòñÿ çàíîâî (ïîêà íå ïðîèçîéäåò ïîïàäàíèå â èíòåðâàë) èëè
ïðèðàâíèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíèöàì. Òàêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
ëåãêî ïðîìîäåëèðîâàòü:

zi = sgn(αi − 1
2
)Ti((1 + l/Ti)(2αi−1) − 1)

ãäå αi - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ðàâíîìåðíî
íà [0, 1]. Äîêàçàíî, ÷òî çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû

Ti(k) = T(i;0)exp(−cik
1
D ), ci > 0

äà¼ò ñòàòèñòè÷åñêóþ ãàðàíòèþ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.
Äëÿ âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îòäåëüíàÿ øêàëà òåìïåðàòóðû,
èçìåíÿþùàÿñÿ ïî òàêîìó æå çàêîíó. Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåàëèçàöèè
ýòîãî ìåòîäà ci, óïðàâëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè:

ci = miexp(−ni/D).

Ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ìåòîäà î÷åâèäíû. Âî-ïåðâûõ, ýêñïîíåíöèàëüíîå
óáûâàíèå òåìïåðàòóðû ãîðàçäî áûñòðåå äîñòèæèìîãî â ïðåäûäóùèõ
ìåòîäàõ. Âî-âòîðûõ, ðàçäåëåíèå ðàçìåðíîñòåé ìîæåò äàòü áîëüøîé
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âûèãðûø, êàê è áëàãîäàðÿ îòäåëüíûì òåìïåðàòóðàì (ò.ê. ñïåöèôèêà
êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîæåò ñèëüíî ðàçëè÷àòü ïàðàìåòðû), òàê è áëàãîäàðÿ
óñêîðåíèþ ïðîöåññà, â ñëó÷àå, åñëè íå íóæíî ìåíÿòü âñå êîîðäèíàòû
îäíîâðåìåííî. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò îòæèãà Êîøè, ñâåðõáûñòðûé
îòæèã, êàê áûëî ïîêàçàíî, äîïóñêàåò î÷åíü áûñòðîå ìîäåëèðîâàíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ ζ íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè S. Ñðåäè íåäîñòàòêîâ
ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàçâàòü òî, ÷òî ââèäó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ
èíîãäà òðåáóåòñÿ ïî íåñêîëüêî ìåñÿöåâ, ÷òîáû õîðîøî íàñòðîèòü åãî
äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è.

3.4 Àëãîðèòì Êñèí ßî
Àëãîðèòì Êñèí ßî áûë ïîëó÷åí ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì èäåè ïðåäûäóùåãî
àëãîðèòìà. Â êà÷åñòâå gT (y) âûáèðàåòñÿ

gT (y) =
D∏

i=1

g(i;T )(yi) =
D∏

i=1

1
2(|yi|+ 1

ln(1/Ti)
)ln(1 + ln(1/Ti)))

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû ïî çàêîíó

Ti(k) = T(i;0)exp(−exp(bik
1/D))

äîñòèãàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãàðàíòèÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.
Îäíàêî, ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè óáûâàíèÿ òåìïåðàòóðû
âîâñå íå îçíà÷àåò óñêîðåíèÿ â ðåøåíèè çàäà÷è. Áîëåå òîãî, "ðàçìàçàííîñòü"ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìåòîä ãåíåðèðóåò îãðîìíîå ÷èñëî "äëèííûõ"ïåðåõîäîâ,
êîòîðûå îòâåðãàþòñÿ â ñèëó íèçêîé âåðîÿòíîñòè èõ ïðèíÿòèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ìîæíî èòåðèðîâàòü äî
áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àÿ çàêîíû èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âðîäå

Ti(k) = T(i;0)exp(−exp(exp(. . . exp(bik
1/D) . . .))),

öåííîñòü òàêèõ "óëó÷øåíèé"ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíîé. Áîëåå òîãî,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïðåäåëå ýòî ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíîìó ìåòîäó
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îòæèãà ïðè T = 0. Ýòî
â íåáîëüøîé ñòåïåíè ïðèìåíèìî è ê ìåòîäó ñâåðõáûñòðîãî îòæèãà,
òàê ÷òî âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòèõ ìåòîäîâ, à òàêæå î äðóãèõ
ìåòîäàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ íå òàêîå áûñòðîå óáûâàíèå òåìïåðàòóðû, íî
áîëüøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Âïîëíå âîçìîæíû
çàäà÷è, íà êîòîðûõ âòîðàÿ èòåðàöèÿ âûøåîïèñàííîãî ïðîöåññà ìîæåò
äàâàòü íåïëîõèå ðåçóëüòàòû.

3.5 Ìåòîäû "òóøåíèÿ"
Äàëåêî íå âñåãäà õâàòàåò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ íà ïîèñê ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà. Êðîìå òîãî, çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî íå ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîãî
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ðåøåíèÿ çàäà÷è, à äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê íåìó. Ìåòîäû "òóøåíèÿ"(simulated
quenching) íå ãàðàíòèðóþò íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, íî,
êàê ïðàâèëî, áûñòðî íàõîäÿò áëèçêîå ðåøåíèå, à íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ
è ñàì îïòèìóì. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ñêîìáèíèðîâàòü ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ζ îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ
÷åòûð¼õ ìåòîäîâ ñ áîëåå áûñòðûì çàêîíîì óáûâàíèÿ òåìïåðàòóðû.
Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ζ èç Áîëüöìàíîâñêîãî
îòæèãà, íî ïðè ýòîì óìåíüøàòü òåìïåðàòóðó ïî çàêîíó

Tk+1 = cTk

Êàê ïðàâèëî, â ýòîì ñëó÷àå c âûáèðàåòñÿ ìåæäó 0.7 è 0.99. Òàêîé
ìåòîä î÷åíü áûñòðî ñõîäèòñÿ, è äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìîæåò äàâàòü
âåñüìà íåïëîõîå ðåøåíèå, áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó, â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî
âðåìåíè. Çà÷àñòóþ ìåòîäû òóøåíèÿ îñíîâàíû ëèáî íà íîðìàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè, ëèáî íà ðàñïðåäåëåíèè äëÿ ñâåðõáûñòðîãî îòæèãà. Êðîìå
òîãî, âñòðå÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîäîáðàííûå îïûòíûì
ïóò¼ì äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.

3.6 Ìàñøòàáèðîâàíèå â õîäå îòæèãà
Çà÷àñòóþ ïðè ðåàëèçàöèè ñâåðõáûñòðîãî îòæèãà â çàäà÷àõ ñ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòüþ èñïîëüçóåòñÿ òåõíîëîãèÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ îòæèãà (re-
annealing), èíîãäà òàêæå ïðèìåíÿåìàÿ è ê äðóãèì âàðèàíòàì îòæèãà.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé òåõíîëîãèè ïåðèîäè÷åñêè âî âðåìÿ îòæèãà
ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ. Îáîçíà÷èì çà si çíà÷åíèå íåêîòîðîé
îöåíêè ïðîèçâîäíîé öåëåâîé ôóíêöèè ïî i-é êîîðäèíàòå â òî÷êå òåêóùåãî
ìèíèìóìà:

si ≥ | ∂f

∂xi
(x(min)

i )|.

Êðîìå òîãî, ïóñòü smax = max1≤i≤Dsi. Ïîñëå ýòîãî íîìåð øàãà (íàçûâàåìûé
â ýòîì àëãîðèòìå âðåìåíåì, îòæèãà (annealing-time)) è òåìïåðàòóðà
äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T l
i = Ti(ki)(smax/si)

ki = (ln(T(i;0)/T l
i )/ci)D.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå T(i;0) ñîõðàíÿåòñÿ, à âðåìÿ îòæèãà (êîòîðîå
òåïåðü ìîæåò ïðèíèìàòü íå òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ) ìàñøòàáèðóåòñÿ
ñîãëàñíî òåìïåðàòóðå. Òåìïåðàòóðà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè
ïðèíÿòèÿ, òàêæå ìàñøòàáèðóåòñÿ. Ñïîñîá ìàñøòàáèðîâàíèÿ çàâèñèò
îò çàäà÷è, íî, êàê ïðàâèëî, êîýôôèöèåíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè â òî÷êå òåêóùåãî ìèíèìóìà (÷åì ìåíüøå
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çíà÷åíèå ôóíêöèè, òåì ìåíüøå òåìïåðàòóðà). Âðåìÿ îòæèãà äëÿ ïåðåñ÷åòà
òåìïåðàòóðû ïðèíÿòèÿ òàêæå èçìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Êðîìå ïðèâåäåííîãî, âîçìîæíû äðóãèå ñïîñîáû ìàñøòàáèðîâàíèÿ, çàâèñÿùèå
îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî, îíè ñâîäÿòñÿ ê äðóãîìó âûáîðó
êîýôôèöèåíòîâ ÷óâñòâèòåëúíîñòè si. Ïðèâåäåííûé âûøå ñïîñîá âûáîðà
si èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

4 Ìîäåëèðîâàíèå ñõåì îòæèãà
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì ìåòîäà îòæèãà îäíîé èç çàäà÷ äèïëîìíîé
ðàáîòû ÿâëÿëîñü èõ ìîäåëèðîâàíèå. Âîïðîñ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
ñõåì îòæèãà ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè:

• Ïðîìîäåëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå.
• Ïðîìîäåëèðîâàòü ñõåìó èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû.

4.1 Áîëüöìàíîâñêèé îòæèã
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîäåëèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Îáîçíà÷èì αi íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0; 1]. Òîãäà Eαi = 0, Dαi = 1/12 è

∑n
i=1 αi√
n/12

→n→∞ N(0, 1)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñëîæèòü n íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé αi, è ðàçäåëèâ
èõ ñóììó íà

√
n/12, ìû áóäåì èìåòü äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå

ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, äîñòàòî÷íî
âçÿòü n = 24. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóåìîãî N(0; T ) äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü
ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî íà

√
T . Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè, áîëüøåé åäèíèöû,

ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò ââîäèëèñü íåçàâèñèìûå âîçìóùåíèÿ ñ òàêèì
ðàñïðåäåëåíèåì. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óáûâàíèÿ òåìïåðàòóðû èñïîëüçîâàëàñü
íåïîñðåäñòâåííî ôîðìóëà T0/lnk, k = 2, 3, . . . .

4.2 Îòæèã Êîøè
Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ìîäåëèðîâàëîñü ìåòîäîì îáðàòíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü
X - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

g(x) =
1
π

T

x2 + T 2
.

Âû÷èñëèì P{X < y} :
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P{X < y} =
∫ y

−∞

1
π

T

x2 + T 2
dx =

1
π

(arctan(
y

T
) +

π

2
).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè α - ðåàëèçàöèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà
[0; 1] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî âåëè÷èíà

Ttg(πα− π

2
)

èìååò òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ñëó÷àå çàäà÷ ñ ðàçìåðíîñòüþ D >
1 èñïîëüçîâàëîñü ïðîèçâåäåíèå D îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé Êîøè,
ò.å. âíîñèëîñü âîçìóùåíèå ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò, âû÷èñëåííîå ïî
ôîðìóëå âûøå äëÿ íåçàâèñèìûõ αi. Äëÿ òåìïåðàòóðû â ýòîì ñëó÷àå
èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

T (k) =
T0

k1/D

ïðè÷åì â ñëó÷àå D = 1 îíà âû÷èñëÿëàñü êàê T0/k, â ñëó÷àå D = 2 -
êàê T0/

√
k, äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ðàáîòû ïðîãðàìì.

4.3 Ñâåðõáûñòðûé îòæèã
Åñëè ïðè D = 2 îòëè÷èå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ñâîäèëîñü
ê âû÷èñëåíèþ k

1
2 êàê

√
k, òî ïðè D = 1 âîçìîæíà áîëåå ñóùåñòâåííàÿ

îïòèìèçàöèÿ, ò.ê.

T (k + 1)
T (k)

= e−ci = const

Çíà÷åíèå ýòîé êîíñòàíòû âû÷èñëÿëîñü çàðàíåå, è ïðè êàæäîì óìåíüøåíèè
òåìïåðàòóðû ïðîèçâîäèëîñü óìíîæåíèå íà íåå âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû
è äåëåíèÿ, ÷òî ïðèìåðíî â 200 ðàç áûñòðåå. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ
äåëåíèÿ íà 0 â ôîðìóëàõ òåìïåðàòóðà áûëà îãðàíè÷åíà ñíèçó çíà÷åíèåì
104000.

4.4 Ìåòîäû "òóøåíèÿ"
Êðîìå âûøåîïèñàííûõ ìåòîäîâ, áûëè ñìîäåëèðîâàíû ÷åòûðå ìåòîäà
òóøåíèÿ:

• Áîëüöìàíîâñêèé îòæèã ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû êàê â ìåòîäå
Êîøè.

• Áîëüöìàíîâñêèé îòæèã ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû
(Tk+1 = cTk, c = 0.99)
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• Ìåòîä Êîøè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû. (Tk+1 =
cTk, c = 0.99)

• Ñâåðõáûñòðîå òóøåíèå.

Ñâåðõáûñòðîå òóøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ìåòîäà ñâåðõáûñòðîãî îòæèãà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

Ti(k) = T(i;0)exp(−cik
Q/D), c > 0

ci = miexp(−ni/D),

ãäå Q - òàê íàçûâàåìûé ìíîæèòåëü òóøåíèÿ. Ïðè òåñòèðîâàíèè ìíîæèòåëü
òóøåíèÿ áðàëñÿ ðàâíûì 2.


