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Перебор — довольно своеобразный метод решения задач. На серьезных олимпиадах задачи на перебор
встречаются довольно редко, но все равно во многих задачах, в которых есть «правильное», эффективное
решение, перебор (хорошо написанный, с крутыми отсечениями и эвристиками) может помочь набрать
если не полный балл, то хотя бы половину (а то и больше). На ROI’2002, если бы я не наглючил в
написании перебора в задаче про черепашку на втором туре, она у меня прошла бы все тесты, кроме
одного.

[Конечно, перебором в некотором смысле также можно называть решения, которые просто что-то
перебирают, но мы перебором будем называть в первую очередь перебор некоторых, скажем так, комби-
наторных объектов, написанный специфическим методом, который я и буду излагать ниже.]

Основная цель перебора — перебрать все объекты из некоторого множества, дабы что-то сделать с
каждым. Наиболее часто, вроде, встречаются три варианта:

• либо надо найти объект (любой), удовлетворяющий некоторому условию,

• либо посчитать количество таких объектов,

• либо найти в некотором смысле оптимальный объект (дающий минимальную стоимость и т.п.)

Конечно, перебор можно писать по-разному. Например, можно написать процедуру, которая по номе-
ру объекта построит сам объект, а потом в основном коде просто написать цикл по номерам объектов;
объекты нумеровать можно, например, средствами динамического программирования (когда буду писать
про ДП, напишу и про нумерацию объектов). Можно написать код, который по объекту будет создавать в
некотором смысле следующий. Но наиболее общим и в большинстве случаев не многим более сложным в
реализации (а чаще — намного более простым и не требующим дополнительных размышлений) является
рекурсивный перебор, также (насколько я понимаю) называемый перебором с возвратом, backtracking.
Помимо более простой реализации, он обладает рядом других достоинств: например, в нем возможно
очень легко реализовывать различные отсечения и эвристики.

В тексте будут встречаться задания. К большинству из них в конце приведен ответ, а к некоторым —
еще и подсказка. Кроме того, я думаю, что стоит написать и потестить все программы, которые я тут
привожу. Только учтите, что перебор всегда работает очень долго, поэтому большие значения n, k и
других параметров подсовывать, как правило, не стоит.

Часть I. Элементарные примеры
Я тут долго думал, стоит сначала объяснять общую идею или все-таки сначала пример разбирать.

Буду сначала пример, так, наверное, понятнее.
§1. Перебор всех 2k двоичных чисел из k разрядов.
Примечание: Это, пожалуй, единственный пример, когда в некоторых случаях имеет смысл писать прямой

перебор. Действительно, перебрать все k-значные двоичные числа можно легко: for i:=0 to (1 shl k) - 1 do—
и i пробежит все k-значные двоичные числа. Это бывает полезно, например, в динамике по подмножествам или
динамике по профилю, но нередко бывает полезнее рекурсивный перебор, который мы и будем тут разбирать.

Пусть нам надо, например, вывести на экран все k-значные двоичные числа (их всего, очевидно, 2k).
Напишем следующую программу
var a:array...

procedure check;

var i:integer;

begin

for i:=1 to k do

write(a[k]);

writeln;

end;

procedure find(i:integer);

begin

if i>k then begin

check;

exit;

end;

a[i]:=0;

find(i+1);

a[i]:=1;

find(i+1);

end;

begin

readln(k);

find(1);

end.
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и посмотрим, как она работает. Есть массив a, в котором будет накапливаться наше двоичное число,
по одной цифре в элементе массива.

Процедура check делает то, что надо сделать с очередным найденным числом: выводит его на экран.
Если бы надо было делать что-то ещё, она бы делала что-то ещё; более подробно я напишу ниже.

Основная часть программы — процедура find. Её «основная идея» — пусть у нас в массиве a первые
i− 1 элементов уже заполнены некоторыми двоичными цифрами, т.е. сформировано некоторое начала k-
битового числа. Тогда результатом вызова find(i) будет перебор всех возможных 2k−i+1 «концов» числа,
т.е. вызов процедуры check для всех 2k−i+1 двоичных чисел с заданным началом. (У нас заполнены первые
i− 1 элементов, т.е. осталось заполнить k − i+ 1, потому и 2k−i+1 вариантов; i обозначает номер первой
незаполненной позиции — позиции, откуда надо начинать заполнять массив a.)

§2. Почему это работает?. Попробуем понять, как она работает (т.е. почему сказанное выше про
неё верно). Можно понять это с нескольких сторон :)

Посмотрим с конца.
Вопервых, как работает find(k+1). Видно, что она просто запускает check и выходит. Но именно это

она и должна сделать в соответствии с «основной идеей». Действительно, вызов find(k+1) обозначает, что
первые (k+1)−1 элементов массива уже заполнены, т.е. заполнены все k элементов, т.е. уже сформировано
очередное решение — осталось только вывести его на экран.

Рассмотрим теперь работу find(k). Она сделает следующее: поставит в a[k] цифру 0 и вызовет find(k+1),
которая (как мы только что видели) выведет массив на экран. Потом она поставит в a[k] цифру 1 и опять
вызовет find(k + 1), которая опять просто выведет решение на экран.

Это полностью соответствует «основной идее». Действительно, первые k − 1 элементов массива уже
должны быть заполнены, поэтому осталось только перебрать два варианта заполнения последней цифры
и вывести оба на экран. Именно это она и делает.

Посмотрим теперь find(k−1). К её вызову первые k−2 элемента массива уже должны быть заполнены,
поэтому осталось перебрать все варианты заполнения оставшихся двух элементов. Что сделает find(k−1).
Она поставит в a[k − 1] ноль и вызовет find(k), которая, как мы видели, переберёт все возможные 1-
циферные окончания и выведет их на экран. Далее, когда find(k) отработает, произойдёт возврат в
find(k − 1), она поставит в a[k − 1] единицу и опять запустит find(k), которая переберёт все возможные
1-циферные окончания такого начала. Видно, что таким образом find(k − 1) переберёт все возможные
2-циферные окончания решения, сформированного перед её вызовом, т.е. отработает в соответствии с
«основной идеей».

Теперь find(k − 2). Ей надо перебрать все возможные 3-циферные окончания. Она поставит ноль
в a[k − 2] и вызовет find(k − 1), которая, как мы только что видели, действительно перебирает все 2-
циферные окончания. После этого поставит единицу в a[k−2] и опять вызовет find(k−1). Поскольку все
3-циферные окончания — это либо ноль и 2-циферное окончание, либо единица и 2-циферное окончание,
то вызов find(k − 2) действительно перебирает все 3-циферные окончания.

И так далее [на самом деле выше я просто тремя несколько различными способами описывал факти-
чески одно и то же. Работа find(k − 2) ничем принципиально не отличается от find(k − 1) и т.п.].

Вообще, find(i) надо перебрать все окончания от i-ой цифры до конца массива. Но все такие оконча-
ния — это либо ноль и окончание от i+ 1-ой до конца, либо единица и окончание от i+ 1-ой до конца. В
соответствии с этим find(i) и ставит в a[i] ноль и вызывает find(i+1), тем самым перебирая все окончания
от i+ 1-ой цифры до конца, потом ставит в a[i] единицу и опять вызывает find(i+ 1).

Теперь ясно, что find(1) перебирает все k-значные окончания пустого числа (т.е. числа, в котором
ноль цифр), т.е. действительно решает задачу.

Посмотрим теперь на ту же работу с начала (в смысле, не с конца) [на самом деле то, что я тут пишу —
это в некотором смысле тавтология. Я одно и тоже переписываю в разных вариантах, надеясь, что хотя
бы одним вы проникнетесь :)].
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Все двоичные числа можно представить в виде таблицы,
приведённой слева: в первую очередь разделяем числа по пер-
вой цифре, во вторую очередь по второй и т.д. В соответ-
ствии с этим и работают процедуры find. Можно себе предста-
вить ось времени направленную вертикально вниз, с верхней
границей таблицы — моментом запуска find(1), нижней грани-
цей — концом запуска find(1). Самая левая вертикальная чер-
та отражает работу find(1): она работает все время. Следую-
щая вертикальная черта состоит из двух частей: они отража-
ют работу find(2). Процедура find(2) будет запущена дважды
(find(1) запустит её дважды), потому две черты. Каждый за-
пуск find(2) запустит find(3) два раза — итого четыре запуска

find(3), отражаемые четырьмя кусочками третьей вертикальной прямой. (все четыре копии будут ра-
ботать одна за другой, а не одновременно, ведь вертикальная ось — это ось времени). Видно, что делает
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каждая процедура find: она ставит в соответствующую ячейку массива a ноль, потом один (цифры справа
от вертикальной черты, соответствующей запуску процедуры), и для каждой цифры запускать процедуру
find «следующего уровня» (две вертикальные черты ещё правее). Видно и как будет в итоге меняться
массив a: вначале в нем все нули, потом, начиная с правых цифр, в нем меняются нули на единицы и т.д.,
в конце — все единицы.

Наконец, ещё один вариант представления того, что происходит. Он, может, не так ясно разъясняет
работу, но весьма полезен для понимания идей перебора вообще.

§3. Дерево решений. Все множество решений (в нашем случае решения — это все k-битовые двоич-
ные числа) можно представить в виде дерева, делая сначала разделение решений по первому биту, потом
по второму и т.д.:
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С этой точки зрения работа процедуры find очень
похожа на поиск в глубину по этому дереву (на самом
деле, она и есть поиск в глубину). Мы сначала обхо-
дим левое поддерево корня, проходя ребро и рекур-
сивно запускаясь от левого сына корня, после оконча-
ния обхода обходим правое поддерево, проходя соот-
ветствующее ребро и рекурсивно запускаясь от право-
го сына. Представление о дереве решений нам будет

очень полезно в дальнейшем.
Я надеюсь, что в этом месте вполне понятно, как работает процедура find.
§4. О процедуре check. Обратите внимание, что на самом деле, как видно, нам совсем не важно,

что делает процедура check. Эта процедура делает то, что нужно в данной конкретной задаче сделать
с найденным решением (в нашем случае — с найденным k-битным числом): надо его вывести на экран —
выведем, надо в файл сохранить — сохраним, надо проверку какую-нибудь сделать — сделаем и т.д. Для
написания собственно перебора не важно, что она будет делать; основная задача перебора — поставлять
процедуре check одно за другим решения. Но именно процедура check будет делать то, зачем мы делали
перебор: считать такие объекты, или проверять, подходит ли объект под условие, или искать объект
минимальной стоимости. . .

§5. Общая идеология поиска. Итак, нам надо перебрать объекты из некоторого множества. Более
конкретно — вызвать процедуру check для каждого объекта. Таким образом, основная задача перебора
будет состоять в том, чтобы вызвать процедуру check для всех объектов из нашего множества.

Обычно объекты из множества можно задавать некоторым массивом, элементы которого принимают те
или иные значения. В приведённом выше примере это был массив a— массив двоичных цифр; везде ниже
я аналогичные массивы тоже буду обозначать a. Обычно перебрать все подходящие значения очередного
элемента массива a легко; в приведённом выше примере каждый элемент массива a мог принимать два
значения: ноль и один.

Тогда перебрать все объекты можно с помощью следующей процедуры:
procedure find(i:integer);

begin

if (выбраны все элементы, т.е. сформировано некоторое решение) then begin

check;

exit;

end;

Для каждого возможного значения a[i] begin

a[i]:=это значение;

find(i+1);

end;

end;

Комментарии:

1. Проверка на то, что решение сформировано. В простейшем случае это будет просто if i > k, как
выше, но могут быть и более сложные варианты (например, если число элементов не фиксировано).

2. Цикл по возможным значениям a[i]. Опять-таки, в каждом конкретном случае, конечно, свой. Как
правило, это будет цикл for, нередко с вложенным if , например,

for j:=1 to n do if (j может быть значением a[i]) then begin

a[i]:=j;

find(i+1);

end;

примеры будут ниже.
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Эта процедура find работает аналогично приведённому выше примеру (и вообще, все процедуры find в
переборе работают аналогично друг другу): считая, что начало из i−1 элемента фиксировано, перебирает
все возможные окончания. Она смотрит, какой может быть i-й элемент, перебирает все его значения, и для
каждого запускает рекурсивно find(i + 1), которая переберёт все окончания, считая первые i элементов
фиксированными.

Процедура check делает то, что надо сделать с решением. В большинстве случаев это проверка, удо-
влетворяет ли найденное решение каким-либо требованиям (примеры см. ниже), поэтом так и названа.
Как я уже много раз говорил, конкретный вид процедуры check нам не важен.

§6. Перебор всех k-значных чисел в n-ичной системе счисления. (Всего таких чисел nk)
(Зачем я все время привожу, сколько таких объектов: просто для того, чтобы вы могли лишний раз

проверить, что вы понимаете, о каких объектах идёт речь: посчитайте сами в уме количество таких
объектов и сравните; никакой больше нагрузки это не несёт.)
procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>k then begin

check;

exit;

end;

for j:=0 to n-1 do begin

a[i]:=j;

find(i+1);

end;

end;

Я надеюсь, что работа этой процедуры если и не очевидна после всего вышеизложенного, то за несколь-
ко секунд становится понятной. Единственное отличие от примера 1 — то, что надо перебирать не 2 цифры,
а n, и потому перебор делаем циклом.

§7. Разложение числа N в степени двойки. Несколько притянутый за уши пример: по данно-
му числу N определить, можно ли его представить в виде суммы k степеней двойки, не обязательно
различных.

Примечание: Конечно, эту задачу, как и многие другие, которые мы тут будем обсуждать, вполне можно ре-
шать другими, более разумными, быстрыми и правильными методами, чем перебором, но мы тут будем обсуждать
именно переборные решения в качестве иллюстрации общих концепций.

Будем перебирать все возможные наборы из k степеней двойки; соответственно, в массив a будем
записывать последовательно эти степени.
procedure check;

var j:integer;

s:longint;

begin

s:=0;

for j:=1 to k do

s:=s+a[j];

if s=n then begin

for j:=1 to k do

write(a[j],’ ’);

writeln;

end;

end;

procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>k then begin

check;

exit;

end;

for j:=0 to 30 do begin

a[i]:=1 shl j;

find(i+1);

end;

end;

Во-первых, я ещё раз привожу текст процедуры check, чтобы вы видели, что она будет делать здесь
(а она проверяет, подходит ли нам такое решение, и, если да, то выводит его на экран).

Во-вторых, обратите внимание на перебор всех степеней двойки циклом по j. Можно, конечно, этот
перебор написать и по-другому, например так:
a[i]:=1;

while a[i]<1 shl 30 do begin

find(i+1);

a[i]:=a[i] shl 1;

end;

или типа того: не суть важно, как написать перебор, главное, правильно написать, не забыв ни од-
ного варианта; в частности, обратите внимание, что этот вариант кода по сравнению с приведённым в
процедуре find выше перебирает на одну степень двойки меньше. (Контрольный вопрос 1: Видите,
почему?)

Я надеюсь, что в остальном идея работы процедуры понятна.
Задание 2: Напишите эту программу (собственно, я надеюсь, что и предыдущие программы вы

написали). Потестите её (обратите внимание, что тут время работы от n не зависит, только от k,
потому имеет смысл брать и большие n). Найдите в ней баг и придумайте, как его исправить. Кроме
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того, заметьте, что одно и то же решение выводится несколько раз, отличаясь перестановкой сла-
гаемых. Придумайте, как это исправить (может быть, вам поможет сначала почитать следующий
пример, но лучше подумайте сначала, не читая примера дальше).

§8. Перебор всех сочетаний из n по k (т.е. всех Ck
n). Хочется также в массив a записывать

выбранные элементы. Но тут возникнут две проблемы: во-первых, надо, чтобы все элементы были раз-
личными, во-вторых, чтобы сочетания не повторялись из-за изменения порядка элементов (ведь {1, 3} и
{3, 1}— это одно и то же сочетание).

Задание 3: Можно, конечно, это проверять в процедуре check. Т.е. процедура find будет фактиче-
ски работать по предыдущему примеру, а процедура check будет отбирать то, что нужно. Напишите
такую программу. Обратите внимание на то, чтобы не брать одно и то же сочетание несколько раз.

Обе проблемы решаются одной идеей: будем требовать, чтобы в массиве a элементы шли строго по воз-
растанию. Тогда получаем следующую процедуру find (считаем, что элементы, из которых мы собираем
сочетание, занумерованы от 0 до n− 1):
procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>k then begin

check;

exit;

end;

for j:=0 to n-1 do if j>a[i-1] then begin

a[i]:=j;

find(i+1);

end;

end;

Обратите внимание на нетривиальный for. Проверка гарантирует, что все элементы будут идти по
возрастанию. На самом деле, очевидно, что весь for можно заменить на
for j:=a[i-1]+1 to n-1 do

без всяких if ; так и надо писать, пример выше приведён скорее для того, чтобы вы поняли, как иногда
бывает надо проверять дополнительные условия.

Кроме того, заметьте, что теперь не все ветви перебора заканчиваются формированием решения. Дей-
ствительно, если, например, k = 3, а мы на первом же уровне перебора (т.е. в find(1)) возьмём a[1] = n−1,
то видно, что на втором уровне (т.е. в find(2)) нам будет нечего делать. Аналогично, если k = 3, а на
первом уровне берём a[1] = n− 2, то на втором придётся взять a[2] = n− 1 и на третьем делать нечего.

Задание 4: а) Напишите эту программу. Обратите внимание на подготовку вызова find(1); про-
верьте, что перебираются действительно все сочетания (например, выводя их в файл и проверяя при
маленьких n и k).

б) Добавьте в программу код, который выводит (на экран или в файл) «лог» работы рекурсии (на-
пример, выводя при присвоении a[i] := j; на экран строку ‘a[i]=j’, сдвинутую на i пробелов от левого
края строки: вам этот вывод покажет, что́ на самом деле делает программа и пояснит предыдущий
абзац); этот «лог» лучше выводить вперемешку с найденными решениями, чтобы видеть, какая ветка
рекурсии чем закончилась. Подумайте над тем, как исправить то, что описано в предыдущем абзаце,
т.е. как сделать так, чтобы каждая ветка рекурсии заканчивалась нахождением решения.

Замечу ещё, что в этой задаче можно написать процедуру find немного по-другому. А именно, будем
ей теперь передавать два параметра, i и x. Смысл параметра i тот же, что и раньше, а x обозначает,
начиная с какого числа надо перебирать очередной элемент:
procedure find(i:integer;x:integer);

var j:integer;

begin

if i>k then begin

check;

exit;

end;

for j:=x to n-1 do

a[i]:=j;

find(i+1,j+1);

end;

end;

На самом деле тут x будет всегда равен a[i − 1] + 1, просто, может быть, такую процедуру проще
понять.

Смысл процедуры find теперь такой: перебрать все возможные окончания нашего сочетания, в кото-
рых все элементы не меньше, чем x.

Вообще, иногда и в других задачах имеет смысл передавать процедуре find дополнительные парамет-
ры, которые так или иначе ограничивают область перебора очередного элемента, точнее, подсказывают,
какие значения элемента стоит перебирать. Как правило, их (параметры) всегда можно выразить через
уже сформированную часть решения, но иногда проще их передавать, чем каждый раз пересчитывать.
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§9. Перебор всех n! перестановок из n чисел (от 1 до n).
Здесь из проблем, перечисленных в начале предыдущего примера, осталась одна: надо, чтобы все

элементы перестановки были различными. Порядок же, наоборот, как раз таки важен, и поэтому такой
приём, как в прошлом примере, здесь не пойдёт.

Поэтому применим другой приём, который весьма полезен бывает во многих задачах на перебор. А
именно, введём второй глобальный массив, массив was, в котором будем фиксировать, использовали ли
мы каждое число. Т.е. очередным элементом в перестановку будем ставить только те числа, которые ещё
не были использованы. (Естественно, в массиве a будем хранить получающуюся перестановку).
var was:array...

procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>n then begin

check;

exit;

end;

for j:=1 to n do if was[j]=0 then begin

a[i]:=j;

was[j]:=1;

find(i+1);

was[j]:=0;

end;

end;

Во-первых, тут у нас количество элементов в объекте, которое раньше было k, теперь равно n— общему
количеству элементов, поэтому такое условие выхода из рекурсии.

Во-вторых, как собственно работает процедура find(i). Она перебирает, какой элемент надо поставить
на i-е место. Этот элемент не должен быть использован ранее (т.е. не должен уже стоять в массиве a),
потому и проверка if was[j]=0. Далее, она ставит этот элемент в массив a, помечает, что он теперь
использован и запускает find(i+ 1) для перебора всех «хвостов» текущей перестановки. При этом пере-
боре элемент j использован уже не будет, т.к. в was[j] помечено, что он уже взят. Надеюсь, что работа
процедуры понятна.

Задание (элементарное) 5: Напишите программу перебора всех Ak
n — всех размещений из n по k

(в них, в отличии от Ck
n, порядок важен).

А теперь обратите особое внимание на строчку
was[j]:=0;

в приведённом выше тексте. Обсуждению её мы посвятим почти всё оставшееся в текущей части
время. Она является примером очень важной идеи, пожалуй, самого важного правила, которое есть при
написании переборных программ. Именно несоблюдение этого правила (а точнее, забывание про него), на
мой взгляд, является одним из основных источников ошибок в переборе, поэтому всегда, когда пишете
перебор, помните про него:

Процедура find должна всегда возвращать назад все изменения, которые она произво-
дит (за небольшими исключениями, когда вы чётко осознаете, почему некоторое изменение можно не
возвращать назад), причём лучше всего возвращать назад изменения сразу после вызова find(i+ 1).

Здесь процедура find пометила, что элемент j использован. Строка
was[j]:=0;

отыгрывает назад это изменение, что вполне логично, т.к. процедура find(i + 1) переберёт все окон-
чания, у которых на i-м месте стоит j, и после этого мы будем перебирать другие варианты, в которых
элемент j больше (пока) не используется. Очевидно, что, если бы этой строки не было, это привело бы к
глобальным ошибкам в работе программы. Если вам это не очевидно, то тщательно продумайте этот мо-
мент; это важно и на самом деле это показывает, насколько хорошо вы понимаете работу перебора. Если
никак не можете понять, в чем дело, вспомните аргументацию раздела I.2, и промоделируйте аналогично
работу в этом случае.

Другие программы могут делать изменения в других (глобальных) переменных; примеры будут потом.
И всегда надо тщательно проверить, что откат назад происходит. В простых случаях поможет просто
вручную изменять значения назад, как в примере выше. В более сложных случаях может быть не так
просто отыграть все изменения. В таком случае может помочь сохранение старых переменных в стеке
процедуры и восстановление их целиком, например
type tWas=array...

var was:tWas;

procedure find(i:integer);

var j:integer;

oWas:tWas; {old was}
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begin

if i>n then begin

check;

exit;

end;

oWas:=was; {сохраняем старый массив}

for j:=1 to n do if was[j]=0 then begin

a[i]:=j;

was[j]:=1;

find(i+1);

was:=oWas; {восстанавливаем его}

end;

end;

Один из минусов этого подхода — то, что довольно активно расходуется память в стеке, но зато не надо
тщательно следить за всеми изменениями, которые делает find, и не надо думать, какой же командой
надо откатить изменения (здесь это было очевидно, но могут быть более сложные случаи).

Обратите внимание вот ещё на что: кажется, что эту же процедуру можно написать по-другому, так,
чтобы она восстанавливала массив was до работы:
procedure find(i:integer);

var j:integer;

oWas:tWas; {old was}

begin

if i>n then begin

check;

exit;

end;

oWas:=was; {сохраняем старый массив}

for j:=1 to n do begin

was:=oWas; {восстанавливаем}

if was[j]=0 then begin

a[i]:=j;

was[j]:=1;

find(i+1);

end;

end;

end;

Но не очевидно, что этот вариант будет работать, т.к. последнее изменение не будет «откачено», и
после окончания процедуры find массив was будет не таким, каким он был раньше (на самом деле его
тут же исправит восстановление массива на уровень выше, но как минимум не очевидно, что это будет
работать, надо думать). Поэтому старайтесь восстанавливать все изменения как можно раньше.

Кстати, ещё обратите внимание: все программы, которые мы до сих пор писали, изменяют массив a и
не откатывают изменения. Поймите, почему это не страшно.

И, наконец, последнее замечание в этой части. В Borland Pascal есть своеобразный баг при отладке
рекурсивных процедур. А именно, как известно, в BP есть следующие четыре основных клавиши, управ-
ляющие работой программ при отладке:

• F9: выполнять программу до конца или до ближайшего breakpoint,

• F8: выполнить текущую строку,

• F7: если в текущей строке нет вызовов функций и процедур, кроме стандартных, то выполнить
текущую строку (то же, что и F8), иначе войти в отладку вызова функции, присутствующего в
данной строке.

• F4: Run to cursor: выполнять программу, пока она не дойдёт до выполнения строки, на которой
стоит курсор.

Так вот, в BP клавиша F8 действует на самом деле примерно как F4 по следующей строке: она не
выполняет текущую строку полностью, а выполняет программу до тех пор, пока впервые не станет
выполняться следующая строка кода. Если в программе нет рекурсивных вызовов, эти два варианта
равносильны, а вот если рекурсия есть, то все хуже. Пример: наша любимая процедура find

procedure find(i:integer);

begin

...

...

find(i+1);

...

end;
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Если на строке find(i+ 1); вы нажмёте F8, то программа остановится не тогда, когда эта find(i+ 1)
отработает полностью, а когда какой-нибудь вызов find с этой же строки отработает. Как правило, это
будет глубоко в рекурсии. Например, вы нажали F8 на этой строке при i = 1— программа остановится на
следующей строке, но не при i = 1, а (скорее всего) типа при i = k и т.п. (т.е. когда она впервые дойдёт
до строки, следующей за find(i+1);). Это может оказаться очень неожиданно, т.к. у вас сразу меняются
значения i и всех остальных переменных, причём нет так, как вы ожидали, но, если помнить об этой
особенности, то ничего неожиданного нет. Но в таком случае отладка рекурсивных программ становится
весьма нетривиальной. Чтобы сделать «настоящее» F8, т.е. отработать этот вызов полностью, приходится
на следующей строке ставить breakpoint с условием i =< тому, что надо >, и жать F9.

Ещё раз замечу, что это относится не только к перебору, но к любым рекурсивным процедурам.
В Delphi (и FP?) этого бага вроде нет.
§10. Задачи к части I. Я надеюсь, что вы решите одну-две задачи и хотя бы серьёзно (хотя бы день)

подумаете над остальными (или решите их), прежде чем переходить к части II. Часть из (нормальных
переборных) решений этих задачи использует идеи, про которые я буду рассказывать в части II, но будет
неплохо, если вы додумаетесь до них сами :) хотя бы в этих задачах (а я буду стараться рассказывать
для общего случая), или если напишете что-то хоть и корявое, но работающее.

До того, как переходить к части II, порешайте эти задачи. Точнее, сначала убедитесь, что материал
части I у вас «осел» в голове, и что вы часть I понимаете (а для этого прорешайте задачи из текста
части I), потом решайте задачи. Если не решите (подумав над задачами хотя бы некоторое время, день-
два), смотрите подсказки. Попробуйте учесть их и подумать над задачами ещё. Потом разберите решения.
Может быть, последние три задачи вам покажутся нетривиальными — ну хотя бы попробуйте их решать. . .

Задание 6: Напишите программу перебора всех последовательностей из 0 и 1 без k нулей подряд, в
которых всего n символов. (Например, при k = 2 и n = 3 это будут последовательности 010, 011, 101,
110 и 111). Основной задачей программы будет посчитать, сколько таких последовательностей всего,
но имеет смысл выводить их на экран (или в файл) для проверки.

а) Напишите эту программу, модифицировав пример 1, т.е перебирая все последовательности из
0 и 1 длины n, и проверяя, что последовательность «правильная», только в процедуре check.

б) Напишите программу, которая будет перебирать только такие последовательности, т.е. чтобы
каждая ветка перебора заканчивалась нахождением решения, и в процедуре check проверки не были бы
нужны.

в) (дополнительный пункт, не имеющий отношения к перебору) Если вы раньше не сталкивались
с такой задачей, то попробуйте найти закономерность ответов при фиксированном k (т.е. сначала
посмотрите на ответы на задачу при k = 2 и найдите в них закономерность, потом поищите зако-
номерность при k = 3, потом при k = 4 и т.д.) Кстати, не забудьте, что тестить имеет смысл и
очевидный случай k = 1 :)

Задание 7: Паросочетание в произвольном графе. Рассмотрим граф с 2N (т.е. чётным) количе-
ством вершин. Паросочетанием в нем назовём набор из N рёбер, у которых все концы различны (т.е.
каждая вершина соединена ровно с одной другой: разбиение вершин на пары). [В олимпиадном программи-
ровании обычно рассматривается только паросочетание в двудольном графе, т.к. там есть простой
эффективный алгоритм. Но у нас граф будет произвольным и мы будем решать задачу перебором]. [Т.е.
смысл этой задачи на самом деле — чтобы вы умели перебирать все разбиения на пары]

а) Напишите программу, которая будет перебирать все разбиения вершин на пары и проверять,
является ли такое разбиение паросочетанием (т.е. все ли нужные ребра присутствуют в нашем графе).

б) Считая, что граф полный и взвешенный, напишите программу, которая найдёт паросочетание
наименьшего веса.

Задание 8: Напишите программу перебора всех разложений числа N на натуральные слагаемые.
Вариант 1: ровно на k слагаемых
а) считая, что слагаемые могут повторяться и что порядок слагаемых важен (т.е. что 2 + 1 и

1 + 2— это разные решения);
б) считая, что порядок слагаемых не важен, т.е. выводя только одно разложение из разложений

2 + 1 и 1 + 2, при этом допуская одинаковые слагаемые;
в) считая, что все слагаемые должны быть различны, при этом порядок слагаемых не важен.
Вариант 2: на сколько угодно слагаемых в тех же трёх подвариантах (а, б и в)
Написав программы, прежде чем тестировать их, ответьте в уме на такой вопрос: ваша (уже

написанная!) программа в варианте а) будет при n = 3 выводить решения 1+2 и 2+1. А при n = 2 она
будет выводить 1 + 1 один раз или два раза (во второй раз как будто переставив единички)?

Задание 9: Задача «Числа». Дана последовательность из N чисел. За одно действие разрешается
удалить любое число (кроме крайних), заплатив за это штраф, равный произведению этого числа на
сумму двух его соседей. Требуется удалить все числа (кроме двух крайних) с минимальным суммарным
штрафом.
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У этой задачи есть (не самое тривиальное) динамическое решение, но напишите переборное решение.
Тут надо перебрать все варианты удаления чисел и выбирать из них тот, который даст минимальный
штраф.

Задание 10: (Какая-то довольно искусственная задача, но хорошо подходит для иллюстрации одной
из идей далее). Посчитать количество последовательностей из m нулей и n единиц, удовлетворяющих
следующих условиям. Первое условие: никакие две единицы не должны стоять рядом. Таким образом
единицы делят последовательность на несколько групп из подряд идущих нулей. Второе условие: коли-
чество нулей в последовательных группах должно неубывать, и при этом в соседних группах должно
отличаться не более чем на 1. Эта задача имеет динамическое решение, но напишите перебор.

Часть II. Отсечения
Как правило, переборное решение, написанное тупо, делает кучу лишней работы. А именно:
• если нам надо найти объект, который удовлетворяет определённым требованиям, то перебор находит

ещё кучу объектов, которые этому требованию не удовлетворяют (например, в задаче о разложении
N на k степеней двойки находятся куча наборов из k степеней двойки, которые в сумме не дают N)

• если надо найти объект с минимальной стоимостью и т.п., то находятся куча объектов, у которых
сумма явно не минимальная.

• если надо посчитать некоторые объекты, то тоже возможно, что много веток рекурсии не будут
приводить к решению.

Очевидно, что, заставив перебор не делать хотя бы часть этой работы, можно его резко ускорить. Т.е.
мы хотим заставить перебор не перебирать те ветки дерева решений, которые нам точно не интересны.

§1. Разложение числа N в сумму k степеней двойки. У нас была такая процедура:
procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>k then begin

check;

exit;

end;

for j:=0 to 30 do begin

a[i]:=1 shl j;

find(i+1);

end;

end;

Попробуем какие-нибудь ветки дерева решений поотсекать. Т.е. фактически надо, чтобы find не рас-
сматривало некоторые варианты a[i], которые нам точно не интересны.

Во-первых, очевидно, что не стоит рассматривать a[i], если оно больше n. Более того, если ввести гло-
бальную переменную s, в которой хранить текущую сумму, то можно рассматривать только a[i], которые
не превосходят n− s:
var s:...

procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if ....

end;

for j:=0 to 30 do if 1 shl j<=n-s then begin

a[i]:=1 shl j;

s:=s+a[i];

find(i+1);

s:=s-a[i]; {Откатываем назад!!!}

end;

end;

Очевидно, что это тоже будет работать корректно (кстати, это ещё и исправляет баг с переполнением
в процедуре check, который обсуждался в части I).

Заметьте, что можно это написать и по-другому:
var s:...

procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>k...

end;

if s>=n then

exit;

for j:=0 to 30 do begin

a[i]:=1 shl j;

s:=s+a[i];

find(i+1);

s:=s-a[i]; {Откатываем назад!!!}

end;

end;
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т.е. вынести проверку в начало процедуры find. Теперь, если в некоторый момент мы взяли a[i] > n−s,
то мы попробуем такой вариант, войдём в find(i + 1), но тут же выйдем назад, т.к. s > n. Обратите
внимание, что проверка стала нестрогой (>, а не >), т.к. я её переместил после проверки if i>k.

(Этот вариант, в отличии от предыдущего, видимо, не будет решать бага с переполнением, но баг с
переполнением — это особая фича именно этой задачи; в других задачах таких приколов может не быть).

Задание 11: Переделайте эту программу, чтобы не хранить глобальную переменную s, а передавать
s (или n− s, т.е. оставшееся число) через параметр процедуры.

Вообще мне кажется более естественным проводить отсечения в начале процедуры find (как правило,
после проверки на выход из рекурсии), как в последнем примере. Типа процедура find сначала оценит,
сто́ит ли вообще возится с дальнейшим перебором: если не стоит (в данном случае если s > n), то exit,
иначе перебираем все подряд,

Попробуем поотсекать дальше. Например, очевидно, что в начале find(i) у нас ещё k − i + 1 мест
не заполнены. На них встанут как минимум единицы (т.е. 20), поэтому, если s + k − i + 1 > n, то тоже
можно отсекать. Вообще, обычно отсечения можно проводить почти что до бесконечности :) придумывая
все более и более точные критерии того, что решения не найдётся, и, если на олимпиаде делать нечего,
то можно над этим и думать. Главное, нигде не наглючить, т.к. сложность программы с увеличением
количества отсечений возрастает, и соответственно возрастает вероятность ошибки, а вот скорость работы
программы может и не сильно увеличиваться.

§2. Виды отсечений. Какие обычно бывают отсечения:
• Если задача программы — найти оптимальный объект (объект с минимальной стоимостью и т.п.),

то обычно можно оценить, какая минимальная стоимость будет у объекта, когда мы его достроим,
исходя из текущего начала объекта (например, часто она больше текущей стоимости). Если эта
«оценка снизу» на стоимость достроенного объекта уже больше лучшей из полученных на данный
момент стоимостей, то дальше искать бессмысленно (см. пример дальше).

• Если задача программы — получить объект с определёнными свойствами, то если очевидно, что это
свойство точно уже не выполнить при данном начале, то дальше искать бессмысленно (как в примере
выше: если s > n, то искать дальше точно бессмысленно).

• Если же задача программы — посчитать количество таких объектов, то здесь все сложнее. Смысл
отсечения тут разве что в том, чтобы каждая ветка рекурсии заканчивалась нахождением решения.
Пример будет ниже.

• Сразу замечу про ещё одно важное отсечение: отсечение по времени. Про него тоже скажу ниже.
Пример по второму пункту мы разобрали; разберём примеры по двум оставшимся пунктам.
§3. Пример на отсечения при подсчёте количества объектов. Пусть цель программы — по-

считать объекты. Рассмотрим в качестве примера задание 10 (сначала попробуйте сами его порешать!)
Конечно, как и предлагалось в подсказке, будем перебирать разбиения нулей на группы. Будем решать
задачу: сколькими способами можно разбить m нулей на nn групп так, чтобы в последовательных группах
количества нулей или совпадали, или увеличивались на единицу.

Во-первых, тут i = 1— особый случай (см. ещё ниже). Когда мы выбираем, сколько нулей у нас будет
в первой группе, нет никаких ограничений. А когда выбираем, сколько нулей в дальнейших группах, у
нас только два варианта: столько же, как и в прошлой группе, и на единицу больше. Будем передавать
в процедуру количество нулей, которые осталось разбить по группам, чтобы было удобнее. Получаем
следующий код (дополнительные комментарии см. ниже):
procedure find(i,k:integer);

var j:integer;

prev:integer;

begin

if i>nn then begin

check;

exit;

end;

if k<=0 then

exit;

if i=1 then begin

for j:=1 to k do begin

a[1]:=j;

find(2,k-j);

end;

end else begin

prev:=a[i-1];

a[i]:=prev;

find(i+1,k-a[i]);

a[i]:=prev+1;

find(i+1,k-a[i]);

end;

end;

Подумаем, как можно отсечь. По сути, наша цель — чтобы каждая ветка заканчивалась нахождением
решения. Подумаем, как может получиться так, что решение не найдётся. Могут быть два варианта: либо
у нас нулей слишком мало осталось, либо слишком много. Что значит слишком мало — значит, что, даже
если расходовать их в группы по минимуму, нулей не хватит. Групп у нас остаётся ещё nn − i + 1, в
каждую надо как минимум prev нулей, поэтому, если k < prev · (nn− i+1), то решений точно не найдётся.
Аналогично, что значит, что нулей слишком много? В первую группу мы можем поставить максимум
prev+1 нуль, во вторую — prev+2 и т.д. В nn− i+1-ую — prev+nn− i+1, тогда общее количество нулей
(сумма арифметической прогрессии) получится (prev+1+ prev+nn− i+1) · (nn− i+1)/2. Поэтому, если

Страница 10 из 27



k > (prev + 1 + prev + nn− i+ 1) · (nn− i+ 1)/2, то решений тоже точно не найдётся. Поэтому получаем
отсечение
if (k<prev*(nn-i+1))or (k>(prev+1+prev+nn-i+1)*(nn-i+1) div 2) then

exit;

и окончательное решение (привожу на этот раз полную программу):
{$A+,B-,D+,E+,F-,G-,I+,L+,N+,O-,P-,Q+,R+,S+,T-,V-,X+,Y+}

{$M 65520,0,655360}

var a:array[1..100] of integer;

n,m:integer;

nn:integer;

ans:longint;

res:longint;

procedure check;

var i:integer;

s:integer;

begin

s:=0;

for i:=1 to nn do

s:=s+a[i];

if s<>m then

exit;

for i:=2 to nn do

{на всякий случай проверим, что все правильно.

На самом деле это никогда не должно сработать}

if (a[i]<>a[i-1])and(a[i]<>a[i-1]+1) then begin

writeln(’!!2’);

halt;

end;

inc(ans);

end;

procedure find(i,k:integer);

{k --- сколько нулей осталось разбить по группам}

var j:integer;

prev:integer;

begin

if i>nn then begin

check;

exit;

end;

if k<=0 then begin

{если нулей не осталось,

то бессмысленно что-либо перебирать.

Обратите внимание, что это

написано после предыдущего if’а.}

exit;

end;

if i=1 then begin

{i=1 здесь особый случай, т.к. у него

нет предыдущей группы.

Как это сделать поэлегантнее, я не придумал}

for j:=1 to k do begin

a[1]:=j;

find(2,k-j);

end;

end else begin

prev:=a[i-1];

if (k<prev*(nn-i+1))or

(k>(prev+1+prev+nn-i+1)*(nn-i+1) div 2) then

exit;

a[i]:=prev;

find(i+1,k-a[i]); {k-a[i] нулей осталось разбить}

a[i]:=prev+1;

find(i+1,k-a[i]);

end;

end;

function count(n,m:integer):longint;

begin

ans:=0;

nn:=n;

if n>0 then

find(1,m);

count:=ans;

end;

begin

read(n,m);

res:=count(n-1,m)+2*count(n,m)+count(n+1,m);

{если n=1, то в count передастся n-1=0.

Для этого и стоит проверка if n>0 в функции count}

writeln(res);

end.

Можете потестить это решение. На тесте, на котором самый большой ответ при ограничениях n,m 6 100
(видимо, n = 27, m = 100) оно у меня работает секунды три, при том, что динамика там же работает
немногим быстрее. Если же отсечение убрать, то тормозит много сильнее.

А теперь самое важное тут: обратите внимание, что теперь любая ветка перебора (за исключением,
возможно, небольшого их числа, у которых отсечение произошло бы на последнем шаге) заканчивается
нахождением решения. Следовательно, мы можем оценить, сколько всего веток перебора будет: у
дерева решений листьев будет примерно столько же, сколько мы найдём решений, т.е. равно ответу на
задачу. Очевидно, что, поскольку мы тут не умеем считать объекты пачками, т.е. мы каждый объект
(разбиение) считаем отдельно, то быстрее работать вряд ли получится: на каждый объект нужен лист
дерева решений, т.е. листьев должно быть не меньше, чем ответ на задачу (с другой стороны то же самое:
процедура check делает inc(ans), следовательно, она должны будет быть вызвана как минимум столько
раз, каков ответ на задачу. Могло оказаться, что она вызвана будет намного большее количество раз, но
в нашей программе это не так: мы специально сделали, чтобы каждый вызов check делал inc(ans); ладно,
почти каждый. Ещё меньше вызовов check сделать в рамках решений, которые делают только inc(ans),
невозможно).

Количество листьев приблизительно характеризует время работы программы: понятно, что, чем их
больше, тем дольше работает программа. Поэтому всегда надо стараться уменьшить число листьев. Но
тут мы уменьшили их до минимума: меньше, чем ответ на задачу, не получится. Таким образом, быстрее
написать перебор, видимо, тут не получится. Мы оптимизировали дерево решений как могли. (Не про-
грамму, а дерево решений. Решение, может быть, можно оптимизировать ещё. Например, придумать, как
убрать цикл из процедуры check; может быть, избавиться от деления на 2 в отсечении, и т.п. Но дерево
решений все равно уже не изменится).

Кроме того, можно время, которое работает наша программа, теперь можно оценить по ответу на тест
(ведь процедура check будет именно столько раз вызываться — ну, почти столько); если ответ небольшой,

Страница 11 из 27



то можно рассчитывать, что наша программа тормозить не будет. Идея переборного решения этой задачи
родилась у меня, когда я узнал, что максимальный ответ в тестах был пятизначным. Стало ясно, что
такой перебор тормозить не может.

Задание 12: (Творческое) Попробуйте придумать, как бы написать программу, чтобы не нужно
было выделять i = 1 в особый случай. Это не очень тривиально, и есть несколько вариантов, как это
сделать.

Общепрограммистский (т.е. не относящийся именно к перебору) комментарий: Всегда старайтесь все делать
как можно проще. Особые случаи — это то, что очень сильно усложняет программу, поэтому всегда старайтесь
придумать, как бы обойтись без особых случаев. Кроме того, особые случаи — это первый признак того, что реше-
ние у вас неправильное. Т.е. если у вас в программе появляется особый случай, то задайтесь вопросом: чем этот
случай действительно особый? Почему его не получается обработать общим случаем? Нет ли ещё аналогичных
особых случаев? (собственно, именно наличие уверенного и обоснованного ответа на последний вопрос и обознача-
ет, что вы поняли, почему этот случай особый) Может быть, есть другие особые случаи, причём их много — проще
говоря, надо искать другой алгоритм для общего случая, т.е. ваше текущее решение неправильное? (На самом
деле имеет смысл задавать вообще ещё более общий вопрос: зачем написана каждая строчка кода, каждый цикл,
каждый if? Почему без них нельзя обойтись?) И даже если вы поняли, чем этот случай действительно особый,
попробуйте его все-таки свести к общему случаю (см. пример в следующем абзаце); правда, не переусердствуйте;
эта задача — плохой пример, здесь сведение слишком сложное и, может быть, проще оставить все как было. Если
в результате сведения все получается только сложнее, то, может быть, и не надо избавляться от особого случая.

В данной задаче вроде ясно, почему случай i = 1 особый: в первую группу мы можем поставить сколько угодно
нулей, в то время как во вторую и дальнейшие — либо столько же, сколько и в предыдущей, либо на единицу
больше. Но это не оправдание до конца. Во многих задачах удаётся и в такой ситуации свести частный случай к
общему, например, введением нулевых элементов (сравните с осуществлением требования, чтобы в переборе всех
Ck

n и т.п. все элементы возрастали: случай i = 1 там обрабатывается в общем порядке, несмотря на то, что у него
нет предыдущего элемента. Ну и что, а мы сделали ему предыдущий элемент, a[0], который всегда меньше всего,
что может быть). Но в этой задаче я не смог придумать, как бы поэлегантнее избежать выделения i = 1 в особый
случай. Конечно, можно убрать этот особый случай из процедуры find, но придётся наворачивать кучу кода в
других местах. . . В общем, видимо, проще программу сделать у меня не получается. Но вдруг у вас получится?
Или хотя бы попробуйте сделать, чтобы действительно понять, в чем тут трудности.

§4. Отсечения в задачах на оптимизацию. Пусть цель программы — найти оптимальный объект.
Рассмотрим в качестве примера задание 9 про удаление чисел со штрафом.

(Ещё раз замечу, что на самом деле многие задачи, которые мы тут обсуждаем, решаются более
крутыми способами. Например, эта задача решается динамикой. Но тут мы обсуждаем, как их можно
было решать перебором.)

Итак, наша программа будет перебирать все возможные последовательности удаления чисел, и для
каждой считать штраф. Процедура check будет проверять, верно ли, что штраф меньше оптимального,
и, если да, то запоминать текущее решение. Напишем программу следующим образом:
var a,b,ans:array...

nn:integer;

cur,best:longint;

procedure insert(i:integer;v:integer);

var j:integer;

begin

for j:=nn downto i do

b[j+1]:=b[j];

b[i]:=v;

inc(nn);

end;

function delete(i:integer):integer;

var j:integer;

begin

delete:=b[i];

for j:=i+1 to nn do

b[i-1]:=b[i];

dec(nn);

end;

procedure check;

begin

if cur<best then begin

best:=cur;

ans:=a;

end;

end;

procedure find(i:integer);

var j:integer;

x:integer;

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

for j:=2 to nn-1 do begin

a[i]:=j;

cur:=cur+b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

x:=delete(j);

find(i+1);

insert(j,x);

cur:=cur-b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

end;

end;

Поясню. У нас есть массив a, в котором, как всегда, мы храним текущее решение. В данном случае —
последовательность номеров удаляемых чисел. Ans— наилучшее найденное на данный момент решение.
Cur — текущий штраф (за те удаления, которые мы уже сделали), best— штраф в наилучшем найденном
к данному моменту решении. В массиве b мы храним текущие числа, nn— их количество.

Процедура delete удаляет число из массива b, корректируя nn, и возвращает удалённое число. Проце-
дура insert отыгрывает удаление числа: вставляет его назад. На самом деле лучше было бы работать со
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связными списками, где удалить и вставить число можно намного быстрее (т.к. циклы в insert и delete
сильно тормозят программу), но, чтобы не загромождать основные идеи, в этом примере я буду писать
так. Процедура check просто проверяет, лучшее это решение, или нет.

Процедура find— основная процедура перебора. Работает она так. Во-первых, если в массиве осталось
всего 2 элемента (nn = 2; на самом деле, очевидно, это условие равносильно i = n− 2), то делать больше
ничего не надо (удалять надо все числа, кроме крайних), поэтому check и exit.

В противном случае посмотрим, какое число будем удалять. Запомним его номер в массиве a, скор-
ректируем текущий штраф cur и текущий массив b (последнее — вызовом delete), и пойдём перебирать
дальше: find(i+ 1). После этого не забудем вернуть все назад!

Надеюсь, что вам понятно, как работает эта программа. Пара замечаний:
• Здесь процесс «отката» изменений весьма нетривиален. Можно было сохранить cur и b в стеке:

procedure find(i:integer);

var j:integer;

ocur:... {old cur}

ob:.. {old b}

begin

if nn=2 ...

end;

ocur:=cur;

ob:=b;

for j:=2 to nn-1 do begin

a[i]:=j;

cur:=cur+b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

delete(j);

find(i+1);

b:=ob;

cur:=ocur;

end;

end;

обратите внимание, что теперь переменная x не нужна. Но в результате может не хватить стека, т.к.
каждая копия процедуры find будет хранить свой массив ob.

• На самом деле нас теперь массив a нужен только для того, чтобы выводить ответ. Если сам ответ
выводить не надо, то можно не хранить массив a (и, соответственно, массив ans) вообще. Тогда нам
не нужна будет и переменная i; процедура find теперь не будет принимать никаких параметров (!),
она теперь будет перебирать один шаг удаления и запускаться рекурсивно для дальнейшего перебора
(а текущая глубина перебора пока неявно присутствует в переменной nn).

Задание 13: Напишите программу без массива a и переменной i. Попробуйте её осознать «с нуля».
Задание 14: Напишите эту программу, работая со связными списками.
Подумаем тут над тем, какие можно придумать отсечения. Во-первых, если все числа положительны,

то очевидно, что если cur > best, то решения лучше чем текущее, мы точно не найдём. Поэтому первое
отсечение — if cur>=best then exit. Это (как я уже говорил), фактически, стандартное отсечение в
подобных задачах.

Обратите внимание: условие нестрогое. if cur>=best, а не if cur>best. Действительно, нам несколько
раз получать оптимальное решение не надо. Вот если бы надо было вывести все оптимальные решения,
тогда пришлось бы писать cur > best.

Можно пытаться придумывать другие отсечения. Например, за каждое удаление мы получаем штраф,
как минимум равный удвоенному удаляемому числу (считаем, что у нас числа натуральные, и значит,
сумма соседей > 2). Поэтому за удаление всех чисел мы получим штраф как минимум равный удвоенной
сумме всех чисел. Поэтому, если знать сумму всех чисел (кроме крайних) s, то можно отсекать по условию
cur+2·s > best. Сумму можно поддерживать во время работы программы или каждый раз считать заново.
(Поддерживать значит хранить в отдельно переменной и быстро пересчитывать при каждом изменении
массива. Мы это уже много раз делали).

Задание 15: Напишите оба этих варианта программы: с хранением суммы в отдельной переменной
или с вычислением каждый раз заново.

На самом деле, как я уже говорил, отсечения можно придумывать до бесконечности. Можно учесть,
какой минимальный элемент у нас остался, и умножать не на 2, а на удвоенный этот элемент и т.д.
Главное, не запутаться в этих отсечениях, нигде не ошибиться, не опоздать решить другую задачу :) и не
писать отсечения, которые будут все равно неэффективны. Т.е. главное — не переборщить.

Задание 16: Придумайте отсечения к задаче о паросочетании в произвольном графе (задание 7, в
обоих вариантах: а и б). Напишите полную программу.

Часть III. Эвристики
Обсудим более подробно задачи на оптимизацию. Как несложно видеть, эффективность всех отсечений

в них далеко не в последнюю очередь определяется тем, какое решение мы уже нашли, т.е. чему у нас
равно значение best. Чем лучше у нас best, т.е. чем оптимальнее найденное нами на данный момент
решение, тем больше веток будет отсекаться.

Поэтому имеет смысл как можно быстрее получать хорошие решения. Я вижу, в общем-то, три способа
это делать:

• Во-первых, можно ещё до запуска перебора найти какие-нибудь решения,
• во-вторых, можно перебирать решения в некотором особом порядке, стараясь, чтобы хорошие реше-

ния были бы пораньше,
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• и в-третьих, можно пытаться, найдя некоторое решение, попробовать его как-нибудь улучшить.

Рассмотрим это по порядку.
§1. Эвристики до перебора.
Можно ещё до запуска перебора попробовать найти какое-нибудь решение, причём постаравшись,

чтобы оно было не слишком плохое. Т.е. специально перед запуском перебора запустить какой-нибудь
быстрый алгоритм, который найдёт какое-нибудь решение. Возможно (даже скорее всего), оно будет
неоптимальным (если бы оно всегда было оптимальным, то перебор нам не был бы нужен), но все равно
неплохим, позволяя отсекать плохие ветки перебора.

Например, в большинстве задач имеет смысл попробовать найти решение с помощью жадного ал-
горитма. Жадным называется любой алгоритм, который на каждом шагу пытается сделать локально
оптимальное действие, не заботясь от том, что будет на следующем шаге.

Например, в нашей любимой задаче про удаление чисел можно предложить следующий алгоритм
решения: в начальной ситуации выполняем то удаление, которое даёт наименьший штраф, в получившейся
ситуации опять делаем удаление, которое даёт наименьший штраф и т.д., пока не останутся два числа:
best:=0;

ob:=b;

for i:=1 to n-2 do begin

{найдем, какое удаление сейчас дешевле всего}

min:=inf; {число, которое больше любого возможного штрафа}

for j:=2 to n-2 do

if b[j]*(b[j-1]+b[j+1])<min then begin

minj:=j;

min:=b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

end;

{и удалим, записав результат сразу в ans}

best:=best+min;

ans[i]:=j;

delete(minj);

end;

b:=ob;

Это пишется в главной программе, перед вызовом find(1), т.е. перед началом перебора (или ещё лучше
это сделать отдельной процедурой и вызвать её до вызова find(1)). Я сразу сохраняю решение в best и
ans, т.к. это будет то «текущее оптимальное» решение, с которым мы начнём перебор (а раньше в начале
перебора у нас не было никакого «текущего оптимального» решения, а best равнялось какому-нибудь
очень большому числу, inf).

Конечно, нет никакой гарантии, что этот метод даст оптимальное решение; более того, в данной кон-
кретной задаче даже вообще не очевидно, что он даст решение, близкое к оптимуму. Но это в любом
случае лучше, чем начинать перебор с best = inf .

Задание 17: Приведите пример, когда этот алгоритм находит неоптимальное решение.
Задание 18: Напишите эту программу полностью. Сравните её эффективность с программой без

предварительного жадного поиска решения.
В общем случае можно придумать много разных алгоритмов (не обязательно жадных, кстати), ко-

торые, может быть, дают неплохой результат. Как правило, никаких доказательств их эффективности
(оптимальности) нет, есть только надежда, что они дадут неплохой результат. Поэтому (насколько я
понимаю) такие алгоритмы называются эвристиками.

(Это не значит, что жадный алгоритм никогда не является точным решением задачи; бывают задачи,
которые точно решаются жадностью. Но переборные задачи обычно точно жадностью не решаются).

В одной задаче можно придумывать очень много эвристик. Например, здесь же можно пытаться уда-
лять числа в порядке возрастания. Не знаю, будет это хуже или лучше, но попробовать не мешает. Можно
наоборот придумать антижадный алгоритм: выбирать на каждом шагу удаление с наибольшим штрафом,
или удалять числа в порядке убывания. Для каждого из этих алгоритмов можно попытаться объяснить,
почему он правдоподобен (например, зачем удалять числа в порядке убывания: если большое число уда-
лять в конце, то оно, во-первых, на себя штрафа много потребует, а во-вторых, потребует много штрафа
ещё несколько раз, когда оно будет оказываться соседом с удаляемым числом. Если же удалить в начале,
то оно не будет «мешаться» позже, т.е. не будет оказываться соседом с удаляемым числом). Но это все
будут лишь оправдания; я сомневаюсь, что можно придумать строгие доказательства этих алгоритмов:
скорее всего, в общем случае они неверны. Тем не менее они могут дать неплохое начальное приближение.

Если делать на олимпиаде нечего, можно заниматься придумыванием кучи эвристик, реализовать их
все (!) и программно выбирать, какая лучше. В итоге ваша программа будет делать следующее: запускает
первую эвристику, смотрит ответ на неё. Запускает вторую, смотрит её ответ, если он лучше, то заменяет
«текущий оптимальный» ответ best и текущее решение ans на ответ второй эвристики. Потом запускает
третью и т.д. Тем самым в начале перебора best будет лучшим из всего, что на этом тесте смогли сделать
эвристики.
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Задание 19: Напишите задачу про удаление чисел со всеми четырьмя обсуждавшимися тут эври-
стиками. Может быть, вы придумаете ещё эвристики к ней?

Как правило, эвристики работают намного быстрее перебора, и поэтому обычно можно написать много
эвристик, и это по крайней мере не ухудшит программу. Кроме того, и при написании эвристик не стоит
очень оптимизировать их; например, удалять элементы в порядке убывания можно, выбирая на каждом
шагу минимальный из оставшихся элементов заново (фактически, сортируя выбором главного элемента),
а не сортируя их предварительно qsort’ом и т.п. — все равно, если N большое, то у вас нет шансов пройти
тест, потому что перебор не успеет отработать, а на маленьких N все равно, какую сортировку применить.

Другое дело, что увеличивать количество эвристик опасно, т.к. (как всегда) есть риск где-нибудь оши-
биться. Поэтому всегда надо делать разумное количество эвристик и разумно распределять своё время:
может быть, стоит все-таки придумать нормальное решение или, если уж и не успеете решить задачу
по-нормальному, то хотя бы проверьте, что все работает! что вы нигде не наглючили, в т.ч. не забыли
ничего откатить в процедуре перебора...

§2. Эвристики во время перебора.
Во время перебора можно жонглировать порядком, в котором выбираются значения для каждого эле-

мента. Если есть основания думать, что оптимальное решение скорее достигнется по одной ветке перебора,
а не по другой, то имеет смысл сначала пойти по ней.

Например, в нашей любимой задаче про удаление чисел можно в процедуре find(i) перебирать, какое
число мы будем удалять, не просто слева-направо (for j:=2 to nn-1), как было во всех примерах выше,
а, например, в порядке убывания. Т.е.: удалить самое большое число. запустить find(i+1). Восстановить
самое большое число, удалить число поменьше, запустить find(i+ 1). Восстановить это число и т.д.

Это можно реализовать, заведя массив was и отмечая в нем, какие числа мы уже пытались на этом
уровне рекурсии удалять:
procedure find(i:integer);

var j,k:integer;

x:integer;

was:array...

maxj:integer;

max:integer;

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

fillchar(was,sizeof(was),0);

for k:=2 to nn-1 do begin

{найдем наибольший из элементов, которые

еще не пробовали удалять на этом уровне рекурсии}

max:=0;

for j:=2 to nn-1 do

if (was[j]=0)and(b[j]>max) then begin

max:=b[j];

maxj:=j;

end;

{и попробуем удалить его}

was[maxj]:=1;

a[i]:=maxj;

cur:=cur+b[maxj]*(b[maxj-1]+b[maxj+1]);

x:=delete(maxj);

{переберем, что может получиться в этом варианте}

find(i+1);

{после этого откатим изменения}

insert(maxj,x);

cur:=cur-b[maxj]*(b[maxj-1]+b[maxj+1]);

end;

end;

Обратите внимание, что массив was выделен в стеке, а не глобальной переменной. Понятно, почему:
потому что у каждой find свой массив was. Когда работает find(5) (т.е. были вызовы find(1), find(2), . . . ,
find(5), и все пять процедур находятся в стеке), то она должна отдельно хранить, кого она использовала;
find(4) (которая только что вызвала find(5)) — отдельно и т.д. Надеюсь, понятно.

В принципе, аналогично можно написать и так, чтобы удалять в порядке увеличения (или уменьше-
ния) штрафа за удаление (т.е. чтобы первым рассмотреть жадный ход, потом (перебрав все решения,
начинавшиеся на жадный ход) — рассмотреть следующий вариант и т.д.).

Задание 20: Напишите такую программу.
Эти идеи — тоже по сути эвристики, в том смысле, что они тоже никак строго не обосновываются.

Есть просто надежда, что они помогут, но не ясно, почему, и не ясно, насколько сильно помогут.
Обратите внимание, что здесь не получится применить несколько эвристик одновременно, поэтому

придётся вам выбирать, какой эвристике вы больше доверяете :)
И ещё. Рассмотрим программу, написанную чуть выше, которая в первую очередь удаляет самое боль-

шое число. Каким будет решение, для которого она первый раз вызовет процедуру check? Это будет реше-
ние, в котором первым ходом было удалено самое большое число, вторым — самое большое из оставшихся
и т.д., т.е. в точности решение, которое нашлось бы одной из рассмотренных в разделе III.1 эвристик-до-
перебора. В задании 19 вы писали эту задачу с четырьмя эвристиками, но теперь первое же найденное
перебором решение будет совпадать с решением, найденных одной из них, поэтому эту эвристику можно
и не запускать. Если ещё не понятно, почему, то попробуйте понять.

§3. Локальная оптимизация. Эту идею я сам ни разу не применял, пример можете посмотреть в
ОНЗИ1. Идея состоит в следующем: пусть мы нашли какое-то решение. Попробуем его немного поизме-
нять, вдруг получится лучше. Например, вспомним задачу о паросочетании минимального веса в полном

1Виталий Беров, Антон Лапунов, Виктор Матюхин, Анатолий Пономарев. Особенности национальных задач по инфор-
матике.
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графе. Пусть перебор нашёл некоторое решение. Попробуем, например, всеми возможными способами по-
менять ребра «крест-накрест». Т.е. перебираем все n(n− 1)/2 пар рёбер и для каждой пары рёбер (u—v)
и (u′—v′), входящих в решение, рассматриваем решение, которое отличается от найденного заменой этой
пары рёбер на (u—v′) и (u′—v), или что-то типа того: (храним в массиве a сами ребра)
for i:=1 to n do

for j:=i+1 to do begin

{начало первого ребра меняем с началом второго}

t:=a[i].a;

a[i].a:=a[j].a;

a[j].a:=t;

проверить получившееся решение

вернуть a назад.

end;

Может быть, это имеет смысл применять не для каждого найденного решения, а только для решений,
которые становятся текущими-лучшими.

Я не уверен, что это имеет смысл делать здесь. Ещё раз: я сам никогда этого не применял. Поэтому
подробности смотрите в ОНЗИ, там это довольно подробно описано. Но, как и со всеми эвристиками, тут
нет строгих рассуждений, что лучше, что хуже. Что вам кажется лучше, то и делайте.

Задание 21: Придумайте эвристики до перебора и во время перебора к задаче о паросочетании в
произвольном графе (задание 7, в обоих вариантах: а и б). Напишите полную программу.

Часть IV. Дополнительные идеи
§1. Отсечение по времени. В реальных олимпиадных задачах у вас всегда есть ограничение вре-

мени, превышать которое не стоит. Если ваша программа проработает больше отведённого времени, то
вы получится 0 баллов за тест — ничего хуже в этом тесте быть не может :) Поэтому имеет смысл избе-
гать такого результата всеми силами, в надежде, что, может быть, повезёт и получится что-то лучше. А
именно:

• В задачах на оптимизацию (т.е. когда надо найти объект с оптимальными параметрами) можно,
когда вы видите, что время подходит к концу, просто вывести лучший найденный на данный момент
объект и завершить работу. Если повезёт и он на самом деле будет оптимальным, то тест будет
зачтён, иначе хуже, чем TL, все равно не будет.

• В задачах на поиск объекта ничего не остаётся, как вывести, что решения не существует (естествен-
но, ваша программа должна также завершаться сразу, как только нашла решение). Кстати, это
далеко не всегда бывает неправильно, даже наоборот: в хорошем наборе тестов обязательно должны
быть большие тесты с ответом «решения не существует». Если же вам требовалось (редкий случай)
вывести все решения, то ничего не остаётся, как их все найденные на данный момент и вывести, и
завершить работу (про вывод всех решений см. ниже).

• В задачах на подсчёт числа объектов ничего не остаётся, как вывести, сколько вы уже насчита-
ли. Конечно, скорее всего это будет неправильно (ваша программа работала секунду, насчитала,
допустим 1432 объекта, и хочет работать ещё секунду. . . неужто она не найдёт ни одного объекта
больше? :) а если найдёт, то, значит, 1432— неверный ответ), но работать больше нельзя и ничего
лучше тут, видимо, не придумаешь.

Примечание: Тестирование программы с отсечением по времени на компьютере жюри выглядит весьма эф-
фектно, особенно если вы смотрите непосредственно в экран тестирующего компьютера, на котором пишется,
сколько времени осталось: время приближается к TL, и все уже готовы увидеть TL, но нет — за доли секунды до
TL ваша программа завершается, запускается чекер и вы видите WA — что ж, не повезло — или OK — ура, повезло.

Как технически делать отсечение по времени? В Borland Pascal (как и в любых DOS-программах)
есть очень удобная вещь: по адресу 0:$46С (т.е. в ячейке памяти с абсолютным номером 46C16) лежат
четыре байта, которые образуют переменную типа longint. Её значение автоматически (!) увеличивается
на единицу примерно 18 раз в секунду (за счёт прерывания таймера). Поэтому отсечение по времени
можно писать так:
var t:longint absolute 0:$46c;

{такая конструкция с absolute позволяет указать абсолютный адрес,

где в памяти будет храниться значение переменной}

t0:longint;

procedure find(...)

begin

if i>k...

end;

if t>t0+18 then begin {считая, что ограничение времени 1 секунда}

out; {процедура out выводит текущее найденное решение в выходной файл}

halt;
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end;

...

end;

begin {основная программа}

t0:=t; {сохраним начальный момент времени в t0}

...

end.

может, стоит ставить 17, а не 18, на всякий случай, и т.п.
В Windows-программах все не так просто, в частности потому, что нужно учитывать процессорное

время, потраченное вашей программой. Насколько я понимаю, есть функция getT ickCount, но считается,
что она подтормаживает и каждый раз в функции find её вызывать — это очень медленно. Тогда может
иметь смысл завести ещё глобальную переменную nn, которая будет считать, сколько раз вы вошли в
find, и только, например, каждый 1024-ый раз проверять. Типа того:
var t:longint;

nn:longint;

procedure find...

begin

if i>k...

end;

if (n and 1023=0)and(gettickcount>t0+1000) then begin

...

end;

inc(nn);

...

...

begin

t0:=gettickcount;

nn:=0;

...

end.

(n0 and 1023, а не n0 mod 1024, поскольку первое работает намного быстрее; по той же причине про-
веряю каждые 1024, а не каждые 1000 раз). На само деле, конечно, необходимая частота проверок сильно
зависит от задачи: иногда может понадобиться и каждый 65 536-ой раз проверять и т.п.; каждый раз стоит
подбирать константу заново, чтобы проверки были достаточно частыми, но не слишком частыми.

И ещё, конечно, можно это организовать и по-другому:
if (n=1000) then begin

n:=0;

if (gettickcount>t0+1000) then begin

...

end;

end;

inc(nn);

т.е. при проверке сбрасывать счётчик в ноль. Теперь взятие остатка по модулю не нужно вообще,
и можно работать с любым модулем. Но подобная проверка все равно не сильно быстрее проверки по
модулю «два в степени k», поэтому как вам больше нравится, так и пишите. Первый способ позволяет
вам также узнать в конце программы, сколько же раз на самом деле вызывалась ваша функция.

§2. Перебор двумерного массива. Иногда объекты, которые мы перебираем, проще представлять
в виде двумерного массива (а не одномерного, как было всегда раньше). Пусть, например, надо перебрать
все способы заполнения матрицы N ×N нулями и единицами. Можно это написать так:
procedure find(i,j:integer); {i,j --- координаты клетки, которую перебираем}

begin

if i>n then begin {если кончилась вся матрица}

check;

exit;

end;

if j>n then begin {если кончилась текущая строка}

find(i+1,1); {то перейти к следующей}

exit;

end;

a[i,j]:=0;

find(i,j+1);

a[i,j]:=1;

find(i,j+1);

end;

Осознайте этот пример.
§3. Вариации порядка выбора элементов. (Это не то, что обсуждалось в разделе про эвристи-

ки.) Иногда имеет смысл заполнять элементы ответа не в том порядке, в котором приходит в голову, а
продумать, в каком. Например, пусть наша задача — дано N2 чисел, проверить, можно ли из них соста-
вить магический квадрат (т.е. квадрат, в котором сумма каждой строки равна сумме каждого столбца).
Можно, конечно, перебирать так, как написано в предыдущем пункте: т.е. выбирать значения для первой
строки, потом для второй и т.д. . . Но можно поступить так: в find(1) перебираем значение клетки (1, 1), в
find(2)— (1, 2), . . . find(n)— (1, n), find(n+1)— (2, 1) и внимание! find(n+2)— (3, 1), find(n+3)— (4, 1)
и т.д., потом остаток второй строки, потом остаток второго столбца и т.д., в таблице справа следующего
абзаца для N = 5 приведены номера, какая клетка какой по счету будет.
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1 2 3 4 5
6 10 11 12 13
7 14 17 18 19
8 15 20 22 23
9 16 21 24 25

Смысл в том, что в этой задаче есть естественное отсечение: если мы запол-
нили очередную строку или столбец, то стоит сразу проверить, что его сумма
равна сумме всех чисел, делённой на N (очевидно, что именно такая должна
быть сумма каждой строки и каждого столбца). Поэтому стоит заполнять таб-
лицу в таком порядке, чтобы проверять можно быть как можно быстрее. Если
заполнять построчно, то проверять можно будет после первой строки (при глу-
бине рекурсии N), после второй (2N), после третьей (3N), и т.д., зато в конце — на всей последней строке
будем проверять суммы столбцов.

А если делать заполнять по очереди строки и столбцы (как описано два абзаца назад и показано в
примере справа), то отсечения будут: после первой строки (на глубине N), после первого столбца (на
глубине 2N − 1, а не 2N (!)), после второй строки (3N − 2, а не 3N) и т.д. — т.е. отсечения будут раньше
и программа будет работать быстрее.

Аналогичные идеи могут быть и в других задачах, хотя, наверное, весьма редко.
§4. Вывод всех оптимальных решений. Пусть надо вывести все оптимальные решения. Можно,

конечно, завести большой массив, куда их записывать, но имхо проще поступить так: при нахождении
очередного оптимального решения просто выводить его сразу в файл. Находится ещё одно столь же
хорошее решение — его тоже выводим туда же. Если же находится решение, которое ещё оптимальнее,
чем все, что было раньше, то делаем rewrite— и все решения, которые были выведены раньше, сотрутся.
Это все делается в процедуре check, конечно.

Пример: пусть в задаче про удаление чисел надо было бы вывести все оптимальные решения. Тогда
пишем
procedure check;

var i:integer;

begin

if cur<best then begin

best:=cur;

rewrite(f);

writeln(f,cur);

end;

if cur=best then {это выполнится и в случае, когда только что нашлось еще более хорошее решение}

for i:=1 to n-2 do write(f,a[i],’ ’);

end;

Т.е. если нашлось решение ещё лучше, то rewrite— потираем все решения, что были найдены раньше,
выводим новую оптимальную сумму (если, конечно, требуется по условию), и делаем best := cur.

Далее, если cur = best, а это теперь будет и если мы только что нашли ещё более хорошее решение
(т.е. если только что сделали rewrite и т.д.), и если мы просто нашли ещё одно столь же хорошее решение,
что и раньше, то выводим его.

Заметьте, что теперь массив ans не нужен.
Не забудьте, что в таком случае уже нельзя делать отсечение по нестрогому условию (т.е. >), а только

по строгому (>).
Кстати, ещё мысль. Аналогично можно поступить и если выводить надо только одно решение. Можно

его не сохранять в ans, а сразу выводить
procedure check;

var i:integer;

begin

if cur<best then begin

best:=cur;

rewrite(f);

writeln(f,cur);

for i:=1 to n-2 do write(f,a[i],’ ’);

close(f);

end;

end;

За счёт close(f) при отсечении по времени можно будет сразу делать halt— в каждый момент времени
лучшее на данный момент времени решение у нас уже лежит в файле, и при отсечении по времени вам
ничего вообще делать не надо, просто halt.
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Часть V. Условия всех задач
Контрольный вопрос 1 (стр. 4): Видите, почему?
Задание 2 (стр. 4): Напишите эту программу (собственно, я надеюсь, что и предыдущие программы

вы написали). Потестите её (обратите внимание, что тут время работы от n не зависит, только от k,
потому имеет смысл брать и большие n). Найдите в ней баг и придумайте, как его исправить. Кроме
того, заметьте, что одно и то же решение выводится несколько раз, отличаясь перестановкой слагаемых.
Придумайте, как это исправить (может быть, вам поможет сначала почитать следующий пример, но
лучше подумайте сначала, не читая примера дальше).

Задание 3 (стр. 5): Можно, конечно, это проверять в процедуре check. Т.е. процедура find будет
фактически работать по предыдущему примеру, а процедура check будет отбирать то, что нужно. На-
пишите такую программу. Обратите внимание на то, чтобы не брать одно и то же сочетание несколько
раз.

Задание 4 (стр. 5): а) Напишите эту программу. Обратите внимание на подготовку вызова find(1);
проверьте, что перебираются действительно все сочетания (например, выводя их в файл и проверяя при
маленьких n и k).

б) Добавьте в программу код, который выводит (на экран или в файл) «лог» работы рекурсии (напри-
мер, выводя при присвоении a[i] := j; на экран строку ‘a[i]=j’, сдвинутую на i пробелов от левого края
строки: вам этот вывод покажет, что́ на самом деле делает программа и пояснит предыдущий абзац); этот
«лог» лучше выводить вперемешку с найденными решениями, чтобы видеть, какая ветка рекурсии чем
закончилась. Подумайте над тем, как исправить то, что описано в предыдущем абзаце, т.е. как сделать
так, чтобы каждая ветка рекурсии заканчивалась нахождением решения.

Задание (элементарное) 5 (стр. 6): Напишите программу перебора всех Ak
n — всех размещений из

n по k (в них, в отличии от Ck
n, порядок важен).

Задание 6 (стр. 8): Напишите программу перебора всех последовательностей из 0 и 1 без k нулей
подряд, в которых всего n символов. (Например, при k = 2 и n = 3 это будут последовательности 010,
011, 101, 110 и 111). Основной задачей программы будет посчитать, сколько таких последовательностей
всего, но имеет смысл выводить их на экран (или в файл) для проверки.

а) Напишите эту программу, модифицировав пример 1, т.е перебирая все последовательности из 0 и
1 длины n, и проверяя, что последовательность «правильная», только в процедуре check.

б) Напишите программу, которая будет перебирать только такие последовательности, т.е. чтобы каж-
дая ветка перебора заканчивалась нахождением решения, и в процедуре check проверки не были бы
нужны.

в) (дополнительный пункт, не имеющий отношения к перебору) Если вы раньше не сталкивались с
такой задачей, то попробуйте найти закономерность ответов при фиксированном k (т.е. сначала посмот-
рите на ответы на задачу при k = 2 и найдите в них закономерность, потом поищите закономерность при
k = 3, потом при k = 4 и т.д.) Кстати, не забудьте, что тестить имеет смысл и очевидный случай k = 1 :)

Задание 7 (стр. 8): Паросочетание в произвольном графе. Рассмотрим граф с 2N (т.е. чётным) ко-
личеством вершин. Паросочетанием в нем назовём набор из N рёбер, у которых все концы различны (т.е.
каждая вершина соединена ровно с одной другой: разбиение вершин на пары). [В олимпиадном програм-
мировании обычно рассматривается только паросочетание в двудольном графе, т.к. там есть простой
эффективный алгоритм. Но у нас граф будет произвольным и мы будем решать задачу перебором]. [Т.е.
смысл этой задачи на самом деле — чтобы вы умели перебирать все разбиения на пары]

а) Напишите программу, которая будет перебирать все разбиения вершин на пары и проверять, явля-
ется ли такое разбиение паросочетанием (т.е. все ли нужные ребра присутствуют в нашем графе).

б) Считая, что граф полный и взвешенный, напишите программу, которая найдёт паросочетание наи-
меньшего веса.

Задание 8 (стр. 8): Напишите программу перебора всех разложений числа N на натуральные слага-
емые.

Вариант 1: ровно на k слагаемых
а) считая, что слагаемые могут повторяться и что порядок слагаемых важен (т.е. что 2 + 1 и 1 + 2—

это разные решения);
б) считая, что порядок слагаемых не важен, т.е. выводя только одно разложение из разложений 2 + 1

и 1 + 2, при этом допуская одинаковые слагаемые;
в) считая, что все слагаемые должны быть различны, при этом порядок слагаемых не важен.
Вариант 2: на сколько угодно слагаемых в тех же трёх подвариантах (а, б и в)
Написав программы, прежде чем тестировать их, ответьте в уме на такой вопрос: ваша (уже написан-

ная!) программа в варианте а) будет при n = 3 выводить решения 1 + 2 и 2 + 1. А при n = 2 она будет
выводить 1 + 1 один раз или два раза (во второй раз как будто переставив единички)?

Задание 9 (стр. 8): Задача «Числа». Дана последовательность из N чисел. За одно действие разре-
шается удалить любое число (кроме крайних), заплатив за это штраф, равный произведению этого числа
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на сумму двух его соседей. Требуется удалить все числа (кроме двух крайних) с минимальным суммарным
штрафом.

У этой задачи есть (не самое тривиальное) динамическое решение, но напишите переборное решение.
Тут надо перебрать все варианты удаления чисел и выбирать из них тот, который даст минимальный
штраф.

Задание 10 (стр. 9): (Какая-то довольно искусственная задача, но хорошо подходит для иллюстра-
ции одной из идей далее). Посчитать количество последовательностей из m нулей и n единиц, удовле-
творяющих следующих условиям. Первое условие: никакие две единицы не должны стоять рядом. Таким
образом единицы делят последовательность на несколько групп из подряд идущих нулей. Второе условие:
количество нулей в последовательных группах должно неубывать, и при этом в соседних группах должно
отличаться не более чем на 1. Эта задача имеет динамическое решение, но напишите перебор.

Задание 11 (стр. 10): Переделайте эту программу, чтобы не хранить глобальную переменную s, а
передавать s (или n− s, т.е. оставшееся число) через параметр процедуры.

Задание 12 (стр. 12): (Творческое) Попробуйте придумать, как бы написать программу, чтобы не
нужно было выделять i = 1 в особый случай. Это не очень тривиально, и есть несколько вариантов, как
это сделать.

Задание 13 (стр. 13): Напишите программу без массива a и переменной i. Попробуйте её осознать
«с нуля».

Задание 14 (стр. 13): Напишите эту программу, работая со связными списками.
Задание 15 (стр. 13): Напишите оба этих варианта программы: с хранением суммы в отдельной

переменной или с вычислением каждый раз заново.
Задание 16 (стр. 13): Придумайте отсечения к задаче о паросочетании в произвольном графе (зада-

ние 7, в обоих вариантах: а и б). Напишите полную программу.
Задание 17 (стр. 14): Приведите пример, когда этот алгоритм находит неоптимальное решение.
Задание 18 (стр. 14): Напишите эту программу полностью. Сравните её эффективность с програм-

мой без предварительного жадного поиска решения.
Задание 19 (стр. 14): Напишите задачу про удаление чисел со всеми четырьмя обсуждавшимися тут

эвристиками. Может быть, вы придумаете ещё эвристики к ней?
Задание 20 (стр. 15): Напишите такую программу.
Задание 21 (стр. 16): Придумайте эвристики до перебора и во время перебора к задаче о паросоче-

тании в произвольном графе (задание 7, в обоих вариантах: а и б). Напишите полную программу.
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Часть VI. Подсказки
Контрольный вопрос 1 (стр. 4): Посмотрите, как будет заканчиваться цикл while.
Задание 2 (стр. 4): Для поиска бага попробуйте включить ключи компилятора.
Задание 4 (стр. 5): а) Включите ключи компилятора; б) Подумайте, почему некоторые ветки не

находят решения и как это исправить.
Задание 6 (стр. 8): б) Можно дописывать ноль, только если текущая последовательность заканчи-

вается меньше, чем на k − 1 нулей. Можно каждый раз считать заново, на сколько нулей заканчивается
текущая последовательность, а можно передавать в find дополнительный параметр — сколько нулей стоят
в конце текущей последовательности. Попробуйте написать оба способа.

Задание 7 (стр. 8): На самом деле вариант а) отличается от варианта б) только процедурой check и
возможными отсечениями (см. раздел II). Основное в процедуре find у них одно и то же: перебор всех
разбиений N объектов на пары. Пожалуй, основной нетривиальностью, над которой придётся подумать,
тут будет то, что в find(i) может оказаться, что i-я вершина уже с кем-нибудь спарена. Можно предложить
два варианта решения проблемы:

1. Можно в массиве хранить список выбранных рёбер (!): он тогда будет
array of record a,b:integer; end;

переменная i в find будет указывать, какое ребро мы хотим выбрать (в смысле, i = 1 значит, что мы
ещё не выбрали ни одного ребра, i = 2— что выбрали одно и т.д.).

В процедуре find теперь ищем первую вершину, которая ещё не «спарена», т.е. не является концом
ни одного из взятых ещё рёбер, её обязательно берём, и перебираем ей пару. Для того, чтобы не тратить
время на проверку, «спарена» ли вершина, можно завести массив was, в котором отмечать, спарены ли
вершины (и не забывать откатывать!)

Это решение довольно прямо идёт по естественной идеологии перебора: нам надо выбрать N рёбер —
так и будем их последовательно выбирать, записывая номера выбранных в массив a.

2. Но можно делать и, как мне кажется, проще. Можно в массиве a хранить номер «парной» вершины
к данной вершине: т.е. a[i]— номер вершины, парной к i, или ноль, если вершина пока ещё не спарена.
В частности, для уже спаренных вершин обязательно должно быть a[a[i]] = i. Процедура find(i) будет
перебирать пары к i-ой вершине. А именно, если она уже с кем-то спарена, то перебирать нечего, иначе пе-
ребираем все свободные вершины в качестве пары. Массив was тут не нужен, т.к. «спаренность» вершины
можно проверять, проверяя a[i] = 0. Обратите особое внимание на то, что здесь придётся откатывать
изменения в массиве a! — это довольно редкий случай, но вот вам пример, когда это действительно
нужно.

Задание 8 (стр. 8): Можно ввести дополнительную глобальную переменную, в которой хранить теку-
щую сумму слагаемых, в процедуре find увеличивать её на то слагаемое, которое поставили, и не забывать
потом вернуть назад. Можно поступить по-другому: передавать в процедуру find дополнительный пара-
метр, который обозначает, сколько ещё осталось разложить (т.е. N−(сумма уже выбранных слагаемых)).
При этом тогда очередное слагаемое будет ограничено сверху значением этого параметра. Вариант 2: по-
думайте, какое должно быть условие выхода из рекурсии.

Задание 9 (стр. 8): В массиве a будем хранить последовательность удалений (на самом деле, тут
нам массив a практически не будет нужен). Стоит (в добавок к массиву a) хранить ещё один глобальный
массив, в котором будет храниться текущее состояние чисел, и ещё глобальную переменную — текущий
штраф. При удаление очередного числа надо откорректировать глобальный массив, удалив из него это
число (и сдвинув другие числа), а также изменить текущий штраф. Не забудьте все отыгрывать назад.

Но более продвинутый вариант — хранить текущее состояние чисел связным списком, а не массивом,
тогда удалять и добавлять элементы просто.

Задание 10 (стр. 9): Простую программу перебора написать несложно, только лучше перебирать не
последовательности из нулей и единиц, а сразу способы разбиения m нулей на данное количество групп.
Т.е. написать функцию count(g,m), которая будет считать число способов разбиения m нулей на g групп
с учётом второго условия, а в ответ выводить count(n− 1,m)+2 · count(n,m)+ count(n+1,m), поскольку
возможны четыре варианта:

1. Первый и последний символы искомой последовательности — единицы, тогда групп нулей у нас n−1
и потому таких последовательностей count(n− 1,m).

2. Первый символ — единица, последний — ноль, тогда групп нулей n и таких последовательностей
count(n,m).

3. Первый символ — ноль, последний — единица, тогда групп нулей n и таких последовательностей
опять-таки count(n,m).

4. Первый и последний символы — ноли, тогда групп нулей n+1 и таких последовательностей count(n+
+ 1,m).

Функция же count будет инициализировать и запускать перебор нужных разбиений (т.е. и будет той
«главной программой», откуда мы запускаем find(1)). Массив a будет хранить количество нулей в очеред-
ной группе. Можно проверять отличие соседних групп на 1 только в check, а можно и по ходу перебора.
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Но интереснее постараться сделать так, чтобы (почти) все ветки заканчивались нахождением решения.
Для этого надо, во-первых, сразу в переборе перебирать только те разбиения, где количества нулей в
соседних группах или равно, или отличается на единицу, а во-вторых, проверять, хватит ли нам нулей на
оставшиеся группы; это мы ещё будем обсуждать в разделе II.3.

Задание 12 (стр. 12): Я вижу как минимум два варианта; в обоих для вычисления ответа при данных
nn и m придётся запускать процедуру find несколько раз. Во-первых, можно в массиве a устанавливать
нулевой элемент, типа того: в процедуре count:
ans:=0;

nn:=n;

if n>0 then begin

for i:=1 to nn do begin

a[0]:=i;

find(1,m);

end;

count:=ans;

Можно передавать в процедуру find параметр, указывающий предыдущее число; в count опять по-
требуется цикл.

В обоих случаях появляется ещё проблема с тем, что некоторые решения будут считаться дважды
(решения, начинающиеся на 3, будут считаться при a[0] = 2 и a[0] = 3). Можете подумать, что с этим
делать.

В общем, ответа на это задание я не привожу, если вы напишите что-нибудь, и оно будет правильно
проходить тест 27 100 (на него ответ 94762), то круты :)

Задание 14 (стр. 13): На самом деле это задание не на перебор, а на работу со связными списками.
Процедура find останется той же, только теперь мы будем хранить текущую последовательность чисел
не в массиве, а в списке (на массивах или в динамической памяти), т.к. так проще вставлять и удалять
элементы.

Задание 16 (стр. 13): В а) проверяйте наличие ребра — и больше сложно что-то придумать; в б)
можно написать стандартное отсечение для задач оптимизации: сравнить текущий ответ с наилучшим.
Придумайте в б) что-нибудь ещё! Например, к текущей сумме можно добавлять вес минимального остав-
шегося ребра, умноженный на количество рёбер, которые ещё надо добавить.

Задание 17 (стр. 14): Проблема всех жадных решений в том, что, возможно, оптимальный первый
шаг вынудит нас слишком много заплатить за последующие, при том, что неоптимальный первый шаг,
возможно, позволил бы платить меньше. Соответственно, надо придумать тест, когда, выбрав минималь-
ный штраф на первом ходу, на втором нам приходится платить очень много

Задание 21 (стр. 16): Ну, конечно, можно написать жадную эвристику: берём кратчайшее ребро,
добавляем его в паросочетание. Берём следующее кратчайшее ребро, которое можно взять и добавляем
и т.д. Попробуйте что-нибудь ещё придумать.
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Часть VII. Ответы
Контрольный вопрос 1 (стр. 4): На последней итерации цикла a[i] станет 1 shl 29, оно обрабо-

тается, потом удваивается, становится равным 1 shl 30, и происходит окончание цикла. Значение 1 shl

30 не обрабатывается.
Задание 2 (стр. 4): Баг в том, что при вычислении суммы чисел в check может быть переполнение.

Можно, например написать
procedure check;

var j:integer;

s:longint;

begin

s:=0;

for j:=1 to k do if s<=n-a[j] then

s:=s+a[j]

else exit;

if s=n then begin

for j:=1 to k do

write(a[j],’ ’);

writeln;

end;

end;

Должно бы вроде работать.
Исключить повторный вывод одного и того же решения можно, потребовав, чтобы слагаемые неубы-

вали.
for j:=0 to 30 do if 1 shl j>=a[i-1] begin

Задание 3 (стр. 5): Проверить неповторяемость можно, проверяя, что элементы в массиве идут в
неубывающем порядке — т.е. идея та же, что и ниже в основном тексте

Задание 4 (стр. 5): а) find(1) обращается к a[0]. Чтобы все работало, надо перед вызовом find(1)
установить a[0] = −1 или ещё меньше :), иначе сочетания не смогут начинаться с нуля и т.п. (Именно
потому я и предложил считать, что элементы у нас занумерованы от 0 до n−1, а не от 1 до n: в последнем
случае достаточно было поставить a[0] = 0 и это было бы легче не заметить :) ).

б) Понятно, что в find(i) бессмысленно ставить a[i] = n − 1, если только i не равно k. Вообще, ясно,
что не имеет смысла ставить a[i] > n− (k − i)− 1 (вроде так, может быть ±1, подумайте), т.к. элементов
на оставшиеся места не хватит. Поэтому стоит делать цикл от a[i− 1] + 1 до n− (k − i)− 1.

Задание (элементарное) 5 (стр. 6): То же, что и для перестановок, только проверка на выход из
рекурсии будет if i>k, а не if i>n.

Задание 6 (стр. 8): б) Ну понятно: будем ставить ноль только при условии, что среди предыдущих
k − 1 символов есть единицы. Для k = 2 это написать просто:
procedure find(i:integer);

begin

if....

end;

a[i]:=1;

find(i+1);

if a[i-1]=1 then begin {ставим ноль, только если предыдущий символ --- 1}

a[i]:=0;

find(i+1);

end;

end;

только тут надо будет убедиться, что a[0] = 1, чтобы последовательности могли начинаться с нуля.
Для бо́льших k можно писать цикл, который будет считать, на сколько нулей заканчивается текущая

последовательность (только аккуратно с a[0], a[−1] и т.д., чтобы последовательности могли начинаться
с нулей) — попробуйте это написать!, — а можно это не считать каждый раз заново, а передавать в find
дополнительным параметром:
procedure find(i,l:integer);

begin

if...

end;

a[i]:=1;

find(i,0); {на конце текущей последовательности единица, т.е. ноль нулей :) }

if l<k-1 then begin {можно дописать еще один ноль}

a[i]:=0;

find(i+1,l+1); {стало на один ноль больше}

end;

end;

в главной программе тогда надо вызывать find(1, 0) и никаких проблем с a[0] и т.п.
в) Закономерность обсудим в теме "Динамическое программирование".
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Задание 7 (стр. 8): Общий текст для пунктов а) и б) (как уже было отмечено в подсказках, процедура
find почти не отличается для них); в части II вам будет предложено придумать отсечения здесь.

В соответствии с вариантом 1 из подсказок:
var a:array... of record a,b:integer; end;

was:array...

procedure find(i:integer); {выбираем i-е ребро паросочетания}

var j,k:integer;

begin

if i>n then begin

check; {процедура check разная в вариантах а и б}

exit;

end;

{найдем первую свободную вершину}

for j:=1 to 2*n do {в графе 2*n вершин!}

if was[j]=0 then break;

{теперь j --- номер первой свободной (не входящей в паросочетание) вершины.

Добавим ее в паросочетание и будем искать парную к ней}

was[j]:=1;

for k:=1 to 2*n do {можно k:=j+1 to 2*n, т.к. до j-ой все точно спарены}

if was[k]=0 then begin {тут хочется проверить наличие ребра, но пока мы считаем, что это делаем в check}

was[k]:=1;

a[i].a:=j;

a[i].b:=k;

find(i+1);

was[k]:=0;

end;

was[j]:=0;

{обратите внимание, что именно здесь!

или надо was[j]:=0 внутри цикла, но и was[j]:=1 тоже!}

end;

В соответствии с вариантом 2 из подсказок:
var a:array... of integer;

procedure find(i:integer); {выбираем парную к i-й вершине}

var j:integer;

begin

if i>2*n then begin {количество вершин в графе --- 2*n, а не n!}

check;

exit;

end;

if a[i]<>0 then {парная вершина уже выбрана, перебирать нечего}

find(i+1)

else {надо перебрать все варианты}

for j:=i+1 to 2*n do if a[j]=0 then begin {i+1 --- т.к. все до i-ой уже точно спарены}

{спарим i-ую и j-ую вершины}

a[i]:=j;

a[j]:=i;

find(i+1);

a[i]:=0;

a[j]:=0;{!!!обязательно, т.к. иначе i-я и j-я будут считаться еще спаренными!}

end;

end;

Задание 8 (стр. 8): Варианты а, б, в различаются только тем, что в в) достаточно потребовать, чтобы
слагаемые строго возрастали, в б) — неубывали, а в а) это все не имеет значения.

Разберём вариант 1в): заведём глобальную переменную s, в которой храним текущую сумму.
var s:...

procedure find(i:integer);

var j:integer;

begin

if i>k then....

end;

for j:=a[i-1]+1 to n-s do begin {слагаемое должно быть больше предыдущего, но явно не больше, чем n-s}

a[i]:=j;

s:=s+j;

find(i+1);

s:=s-j; {откатываем изменения !!!}

end;

end;

Обратите внимание, что в процедуре check придётся проверять, что s = n.
Варианты 1б и 1в отличаются только нижней границей цикла: a[i− 1] и 1 соответственно.
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Вариант 2 отличается, в первую очередь, условием выхода из рекурсии. Тут несложно видеть, что
условие выхода из рекурсии будет if s=n, и в check проверять ничего не придётся.

Можно писать и по-другому, не вводя переменную s, а в процедуру check передавая оставшуюся сумму
rem; теперь процедура find будет иметь смысл «разложить число rem на слагаемые» с какими-нибудь
условиями. Например для 2а:
procedure find(i:integer;rem:integer);

var j:integer;

begin

if rem=0 then begin {если rem=0, то мы разложили уже всё N, т.е. нашли решение}

check;

exit;

end;

for j:=a[i-1]+1 to rem do begin

a[i]:=j;

find(i+1,rem-a[i]); {осталось разложить rem-a[i]}

end;

end;

Можно в find передавать и текущую сумму, и т.д. — как вам приятнее.
Задание 9 (стр. 8): Разберём в разделе II.4.
Задание 10 (стр. 9): Обсудим в разделе II.3.
Задание 11 (стр. 10): Элементарно :) передаём s

procedure find(i:integer;s:integer);

var j:integer;

begin

if ....

end;

if s>=n then

exit;

for j:=0 to 30 do begin

a[i]:=1 shl j;

find(i+1,s+a[i]);

end;

end;

соответственно в главной программе вызываем find(1, 0);
или передаём nn = n− s

procedure find(i:integer;nn:integer);

var j:integer;

begin

if ....

end;

if nn<=0 then

exit;

for j:=0 to 30 do begin

a[i]:=1 shl j;

find(i+1,nn-a[i]);

end;

end;

Обратите внимание, что здесь find в главной программе вызываем find(1, n).
Задание 13 (стр. 13): Ну, собственно, все в тексте было сказано.

procedure find;

var j:integer;

ocur:...

ob:..

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

ocur:=cur;

ob:=b;

for j:=2 to nn-1 do begin

cur:=cur+b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

delete(j);

find;

b:=ob;

cur:=ocur;

end;

end;

например (или через insert и не хранить ob и ocur).
Суть в осознании программы «с нуля». Действительно, что делает эта программа. Здесь процедура

find по заданной в массиве b последовательности просто перебирает все варианты удаления этих чисел.
Как она это делает? Если удалять нечего, то просто проверяем. Иначе перебираем, какое число будем
удалять первым, удаляем его и вызовом find переберём все варианты удаления оставшихся чисел. Про-
цедура find тут почти никак не учитывает предысторию, она просто смотрит на текущую позицию и
думает, что бы с нею сделать. . . Может быть, это осознать даже проще, чем все мои рассуждения в I
части про перебор окончаний решений и т.д.

Задание 14 (стр. 13): Я предпочитаю хранить списки в динамической памяти; может быть, вам
приятнее хранить их в массиве record’ов или в нескольких массивах.
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type pnode=^tnode;

tnode=record prev,next:pnode; val:integer; end;

{предыдущий и следующий элементы и значение}

var head:pnode {голова списка}

procedure find(i:integer);

var j:integer;

ocur:...

p:pnode;

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

ocur:=cur;

p:=head^.next; {начинаем со второго элемента в списке}

j:=2;

while p^.next<>nil do begin

{пока не дошли до конца списка;

обратите внимание, что последний

элемент списка не рассматриваем!}

a[i]:=j;

cur:=cur+p^.val*(p^.prev^.val+p^.next^.val);

p^.prev^.next:=p^.next;

p^.next^.prev:=p^.prev; {удалили элемент p из списка}

find(i+1);

cur:=ocur;

p^.prev^.next:=p;

p^.next^.prev:=p; {вставили его назад}

p:=p^.next; {перешли к следующему}

inc(j);

end;

end;

Обратите внимание на то, что элемент удаляется из списка, но не из памяти. Его адрес остаётся в
переменной p, благодаря чему мы можем его восстановить назад (в этом смысле роль переменной p в
некотором смысле похоже на роль переменной x в первоначальной версии реализации). Обычно вставка
элемента в список делается немного хитрее, здесь же мы воспользовались тем, что этот элемент там
только что был и мы его просто возвращаем на место.

За счёт связных списков мы смогли избежать циклов в процедурах insert и delete, что должно сильно
(порядка в N раз) ускорить программу. Но, как уже говорилось, это не имеет отношения к перебору, а
только к тому, что, если вы хотите вставлять/удалять элементы в произвольное место, то лучше исполь-
зовать список, а не массив.

Кроме того, обратите внимание на переменную j. Ею мы просто считаем элементы списка, чтобы
знать, что записать в массив a.

Задание 15 (стр. 13): Собственно, все просто.
Если поддерживать сумму чисел:

var s:...

procedure find(i:integer);

var j:integer;

ocur:...

ob:..

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

if cur+2*s>=best then exit;

ocur:=cur;

ob:=b;

for j:=2 to nn-1 do begin

a[i]:=j;

cur:=cur+b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

s:=s-b[j];

delete(j);

find(i+1);

b:=ob;

cur:=ocur;

s:=s+b[j];{Не забываем ее восстанавливать}

end;

end;

Если вычислять каждый раз заново:
procedure find(i:integer);

var j:integer;

ocur:...

ob:..

s:...

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

s:=0;

for j:=2 to nn-1 do

s:=s+b[j];

if cur+2*s>=best then exit;

ocur:=cur;

ob:=b;

for j:=2 to nn-1 do begin

a[i]:=j;

cur:=cur+b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

s:=s-b[j];

delete(j);

find(i+1);

b:=ob;

cur:=ocur;

s:=s+b[j];{Не забываем ее восстанавливать,

т.к. она нам понадобится при следующем j}

end;

end;

Задание 16 (стр. 13): Я думаю, напи́шите, ничего тут сложного нет.
Задание 17 (стр. 14): Например, следующий тест:
2 1 100 1
Наш жадный алгоритм сначала удалит единицу со штрафом 1·(2+100) = 102, а потом будет вынужден

удалять сотню со штрафом 100 · (2+1) = 300. На самом же деле ясно, что сотню надо удалять, пока с ней
соседствуют единицы, т.е. можно сначала удалить сотню со штрафом 100 · (1+ 1) = 200, а потом единицу
со штрафом 1 · (2 + 1) = 3, получив намного меньший суммарный штраф.

Кстати, этот пример указывает на то, что наш алгоритм очень тупой. Ниже в основном тексте я говорю
о других идеях «а-ля жадных» алгоритмов.

Задание 18 (стр. 14): Ответ писать не буду, надо просто сделать то, что сказано в основном тексте:
взять код перебора, который был раньше, и запустить жадность перед перебором.
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Задание 19 (стр. 14): Ответа тоже не будет.
Задание 20 (стр. 15): Элементарно аналогично приведённому в тексте коду :)

procedure find(i:integer);

var j,k:integer;

x:integer;

was:array...

minj:integer;

min:integer;

begin

if nn=2 then begin

check;

exit;

end;

fillchar(was,sizeof(was),0);

for k:=2 to nn-1 do begin

min:=inf; {бесконечность}

for j:=2 to nn-1 do

if (was[j]=0)and(b[j]*(b[j-1]+b[j+1])<min) then begin

min:=b[j]*(b[j-1]+b[j+1]);

minj:=j;

end;

was[minj]:=1;

a[i]:=minj;

cur:=cur+b[minj]*(b[minj-1]+b[minj+1]);

x:=delete(minj);

find(i+1);

insert(minj,x);

cur:=cur-b[minj]*(b[minj-1]+b[minj+1]);

end;

end;

Задание 21 (стр. 16): Программу писать не буду, пишите сами.
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