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1 Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

1.1 Âåêòîð

• Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå a · b = xaxb + yayb

a · b = |a||b| cos âb

a · b = 0⇔ a⊥b
Ïðîåêöèÿ

• Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a× b = xayb − xbya
a× b = |a||b| sin âb

a× b = 0⇔ a‖b
Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü

• Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè α = atan2(a× b, a · b)

atan2 ∈ [−π..π]

1.2 Óð-ÿ ïðÿìîé

1. Àíàëèòè÷åñêîå óðàâíåíèå ax+ by + c = 0

(a, b) � âåêòîð íîðìàëè

Ïî äâóì òî÷êàì: A = y2 − y1, B = x1 − x2, C = −ax1 − by1
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé ρ = |Ax+By+C|√

A2+B2

Íîðìèðîâàííîå óðàâíåíèå

2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå

L = {p | ~p = ~p0 + ~vt, t ∈ R}.{
xp = xp0

+ xvt
yp = yp0 + yvt

2 Ïåðåñå÷åíèÿ

2.1 2 ïðÿìûå {
A1x+B1y + C1 = 0
A2x+B2y + C2 = 0

∆ =

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ ,∆x =

∣∣∣∣ −C1 B1

−C2 B2

∣∣∣∣ ,∆y =

∣∣∣∣ A1 −C1

A2 −C2

∣∣∣∣
Ëèáî ∆ = 0 è òîãäà ïðÿìûå ñîâïàäàþò èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî

x =
∆x

∆
,y =

∆y

∆
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2.2 Ïðîâåðêà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ

Äàíû îòðåçêè AB è CD. Ïåðåñå÷åíèå, åñëè (
−−→
AB ×

−→
AC) · (

−−→
AB ×

−−→
AD) ≤ 0 è

(
−−→
CD ×

−→
CA) · (

−−→
CD ×

−−→
BC) ≤ 0

×àñòíûé ñëó÷àé:
−−→
AB ×

−−→
CD = 0 � òîãäà íàäî ïðîâåðèòü ïåðåñå÷åíèå

ïðÿìîóãîëüíèêîâ

2.3 Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé è îêðóæíîñòè{
Ax+By + C = 0

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2

Ïðÿìàÿ îòíîðìèðîâàíà. Ðèñóåì êàðòèíêó, ñ÷èòàåì ðàññòîÿíèÿ, ïðèáàâëÿåì
íîðìàëü ñ íóæíûì çíàêîì (Ax0 +By0 +C > 0⇒ −(A,B) · |Ax0 +By0 +C|,
èíà÷å +. Äàëüøå ïîâîðà÷èâàåì è ïîëó÷àåì òî÷êè

2.4 Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îêðóæíîñòåé{
(x− x0)2 + (y − y0)2 = R2

0

(x− x1)2 + (y − y1)2 = R2
1

Âû÷èòàåì, ïîëó÷àåì

2x(x1 − x0) + 2y(y1 − y0) = R2
0 −R2

1 + y21 − y20 + x21 − x20

Îñòàåòñÿ ïåðåñå÷ü îêðóæíîñòü è ïðÿìóþ. Ðàäóåìñÿ.

2.5 Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè

Íàõîäèì ðàññòîÿíèå äî òî÷êè êàñàíèÿ, ñòðîèì îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàåì,
ðàäóåìñÿ.

2.6 Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ äâóõ îêðóæíîñòåé

Âíåøíèå êàñàòåëüíûå: âû÷èòàåì ìåíüøèé èç ðàäèóñîâ èç îáîèõ, ñòðîèì
êàñàòåëüíûå èç òî÷êè, âîçâðàùàåì íà ìåñòî ñäâèãîì ïî íîðìàëè;

Âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå: ìåíüøèé èç ðàäèóñîâ ïðèáàâëÿåì ê áîëüøåìó;
ìåíüøèé ñæèìàåì.

3 Ïðî÷èå ïîëåçíîñòè

3.1 Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà

Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü èç ëþáîé òî÷êè ïëîñêîñòè: Sum =
∑n−1

i=0

−−−−→
(xi, yi)×−−−−−−−−→

(xi+1, yi+1)
Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà

∣∣Sum
2

∣∣.
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3.2 Ïðîâåðêà íà ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ìíîãîóãîëüíèêó

Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê: ñðàâíèâàåì ñóììó íåîðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé
ñ íàñòîÿùåé

Íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê:

Ñóììà óãëîâ (îðèåíòèðîâàííûõ) äîëæíà áûòü ïðèìåðíî 2π

Ëó÷: ïóñêàåì ñëó÷àéíûé/ãîðèçîíòàëüíûé ëó÷. Åñëè ãîðèçîíòàëüíûé,
èñïîëüçóåì ïîëóîòêðûòûå îòðåçêè. Ïðîâåðÿåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé
ñ ìíîãîóãîëüíèêîì íå÷åòíî.

Online çà O
(
log n

)
: ïðåäïîäñ÷åò çà O

(
n
)
: ñîçäàåì ìàññèâ ëó÷åé èç òî÷êè

âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, íàì äàþò òî÷êó, íàõîäèì íóæíûé ñåêòîð
"ïðèç" íà áàðàáàíå ñ ïîìîùüþ áèíïîèñêà.
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4 Áîëåå ñëîæíûå àëãîðèòìû

4.1 Äâå áëèæàéøèå òî÷êè çà O
(
n log n

)
Àëãîðèòì óñòðîåí ïî ïðèíöèïó ¾ðàçäåëÿé è âëàäñòâóé¿.

Àëãîðèòì 1: Íàõîæäåíèå äâóõ áëèæàéøèõ òî÷åê
Âõîä: n òî÷åê: xi ≤ xi+1, i < n
Âûõîä: L � êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè; ñîðòèðîâêà

òî÷åê pi : yi ≤ yi+1

1 if n = 2 then
2 return ρ(p0, p1)
3 end

4 if n = 1 then
5 return ∞
6 end

7 (L(1), p(1)) = nearest(p0, . . . , pn/2−1);

8 (L(2), p(2)) = nearest(pn/2+1, . . . , pn−1);

9 L = min(L(1), L(2));

10 pans = merge(p(1), p(2));

11 plane = pans
⋂

[xn/2 − L, xn/2 + L];

12 for i = 0→ |plane| − 1 do
13 for j = i+ 1→ min(i+ 6, |plane| − 1) do
14 if dist(planei , planej ) < L then

15 L = dist(planei , planej );

16 end

17 end

18 end

19 return (L, pans)

4.2 Äâå íàèáîëåå óäàëåííûå òî÷êè çà O
(
n log n

)
1. Ñòðîèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê;

2. Äëÿ êàæäîé ñòîðîíû èùåì ñàìóþ äàëüíþþ òî÷êó îò ñîäåðæàùåé åå
ïðÿìîé è ðåëàêñèðóåì îòâåò ðàññòîÿíèåì îò íåå äî ïðèëåãàþùåé ê
ðàññìàòðèâàåìîé ñòîðîíå âåðøèíû.
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Ïîèñê íàèäàëüíåéøåé òî÷êè ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äâóõ óêàçàòåëåé.

4.3 Ïåðåñå÷åíèå ïîëóïëîñêîñòåé çà O
(
n2
)

Íà k-îì øàãå àëãîðèòìà õðàíèì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ÿâëÿþùèéñÿ
ïåðåñå÷åíèåì ïåðâûõ k ïîëóïëîñêîñòåé. Ïðè äîáàâëåíèè î÷åðåäíîé ïîëóïëîñêîñòè
íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü, òå âåðøèíû êîòîðûå â íåé íå ëåæàò, è, âîçìîæíî,
äîáàâèòü íîâûå âåðøèíû íà ïåðåñå÷åíèè ìíîãîóãîëüíèêà è ïðÿìîé, îãðàíè÷èâàþùåé
ïîëóïëîñêîñòü. Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà óäîáíî õðàíèòü â ìàññèâå èëè
ñïèñêå.

4.4 Ñóììà Ìèíêîâñêîãî çà O
(
n
)

Îïðåäåëåíèå: ÑóììîéÌèíêîâñêîãî äâóõ ìíîæåñòâ òî÷åê P èQ íàçûâàþò
ìíîæåñòâî S = P +Q = {s | ~s = ~p+ ~q, p ∈ P, q ∈ Q}.

Ïîëåçíûå ôàêòû:

1. Åñëè P è Q � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî ìíîæåñòâî P + Q òîæå
âûïóêëîå.
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2. Îáîçíà÷èì ìíîæåòñâî òî÷åê, ÿâëÿþùååñÿ ãðàíèöåé âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà A, êàê Γ(A). Ïóñòü P è Q � âûïóêëûå ìíîæåñòâà,
òîãäà Γ(P +Q) ⊂ Γ(P ) + Γ(Q).

3. ÑóììàÌèíêîâñêîãî âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.

4. ×òîáû ïîëó÷èòü ñóììóÌèíêîâñêîãî äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,
äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ìíîãîóãëüíèêè êàê ìàññèâû âåêòîðîâ-
ñòîðîí îòñîðòèðîâàíûõ ïî ïîëÿðíîìó óãëó, è ñëèòü èõ â îäèí
îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ. Ïîëó÷åííûé ìàññèâ ñîäåðæèò â ñåáå
ñòîðîíû ñóììû Ìèíêîâñêîãî â ïîðÿäêå îáõîäà.

P Q

S

4.5 Ïðîâåðêà íà ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

çà O
(
n
)

Ðàññìîòðèì âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè P è Q, ïîñòðîèì ìíîãîóãîëüíèê
−Q = {z | −~z ∈ Q}. P è Q ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(0, 0) ∈ P + (−Q).

6


