
1 Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

1.1 Îáùèå ïðèíöèïû

1.1.1 Ïîñòðîåíèå, îïòèìèçàöèÿ, êîìáèíàòîðèêà

Ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àùå âñåãî òðåáóåò íàé-
òè îäèí èç òð¼õ ðåçóëüòàòîâ:

1. Ïîñòðîèòü íåêîòîðûé îáúåêò ñ íàáîðîì ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, íàéòè â äåðåâå
ïóòü, ïðîõîäÿùèé ðîâíî ïî äâóì âåðøèíàì èç âûäåëåííûõ.

2. Îïòèìèçèðîâàòü íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Íàïðèìåð, íàéòè íàèáîëüøóþ âîçðàñ-
òàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çäåñü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî îáúåêò, à
å¼ äëèíà îïòèìèçèðóåòñÿ.

3. Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü íåêîòîðûé îáúåêò. Íàïðèìåð, íàé-
òè êîëè÷åñòâî ÷èñåë èç öèôð 0 è 1, äåëÿùèõñÿ íà 3.

1.1.2 Ïîäçàäà÷è

Çàäà÷è, ðåøàåìûå ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìåþò îñíîâíóþ
îáùóþ îñîáåííîñòü. Çàäà÷ó â íèõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê, ÷òî ðåøåíèå ìîæíî
ñâåñòè ê ðåøåíèþ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ ìåíüøåãî ðàçìåðà � ïîäçàäà÷.

(Îïòèìàëüíîñòü äëÿ ïîäçàäà÷è)

1.1.3 Ñîñòîÿíèÿ, ïåðåõîäû, áàçà

1.1.4 ÄÏ êàê ïåðåáîð ñ çàïîìèíàíèåì

1.1.5 Âûäåëåíèå ïàðàìåòðîâ, èçáûòî÷íîñòü

(Çàäà÷à î òð¼õ êó÷êàõ ìîíåò)
(Äîáàâèòü ïàðàìåòð, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü îïòèìèçàöèþ â ïîñòðîåíèå)

1.1.6 Âîññòàíîâëåíèå îòâåòà

1.2 ÄÏ íà ïðåôèêñàõ

1.2.1 Êðàò÷àéøèé ïóòü â àöèêëè÷åñêîì ãðàôå

Óñëîâèå. Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ. Íàéòè äëèíó êðàò÷àéøåãî
ïóòè îò s äî t.

Áóäåì ðåøàòü ÷óòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó � èñêàòü äëèíó êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò
âñåõ âåðøèí äî t (dist[v] � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò v äî u).

Òîïîëîãè÷åñêè îòñîðòèðóåì ãðàô. Ìàññèâ topsort - ïåðåñòàíîâêà âåðøèí òàêàÿ,
÷òî åñëè åñëè åñòü ðåáðî v → u, òî u èäåò â topsort ðàíüøå, ÷åì v. Íàéäåì â ýòîì
ìàññèâå âåðøèíó t. Èç âåðøèí, èäóùèõ â topsort ðàíüøå, t íåäîñòèæèìà. Ïîýòîìó
äëÿ âñåõ âåðøèí v, èäóùèõ ðàíüøå t, dist[v] = +∞, à dist[t], î÷åâèäíî, 0.



Áóäåì ñ÷èòàòü dist[v] äèíàìèêîé ïî ïðåôèêñó òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè: Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ âåðøèí u, èäóùèõ â topsort-å ðàíüøå v dist[u] ïîñ÷èòàíî
êîððåêòíî. (Áàçà - t è âñå âåðøèíû èäóùèå ðàíüøå íåå) Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü
ïóòü îò v äî t. Ðàññìîòðèì w � âòîðóþ âåðøèíó íà ýòîì ïóòè. w èäåò â topsort-å
ðàíüøå, ÷åì v (òàê êàê åñòü ðåáðî v → w), ïîýòîìó dist[w] ïîñ÷èòàíî êîððåêòíî.
Åñëè âçÿòü dist[v] = min

w:∃v→w
(dist[w] + weight(v → w)), òî ìû íàñ÷èòàåì ïðàâèëüíûé

îòâåò äëÿ v, òàê êàê êàêàÿ-òî èç åå ñîñåäåé äîëæíà áûòü âòîðîé íà ïóòè èç v â t
(åñëè æå ïóòè èç v â t íåò, òî ïóòè â t íåò íè èç îäíîãî ñîñåäà v)

Åùå ðàç âêðàöå àëãîðèòì: èäåì â ïîðÿäêå òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè ãðàôà è
ðåëàêñèðóåì îòâåò äëÿ òåêóùåé âåðøèíû ïî âñåì ðåáðàì, èç íåå âûõîäÿùèì.

Ðàññìîòðèì íåìíîãî äðóãîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, èñïîëüçóþùåå òàê íàçûâàåìóþ
ðåêóðñèþ ñ ìåìîðèçàöèåé.

Ïðèìåðíûé êîä:

1 dist = [INF] * N

2 counted = [False] * N

3 dist[t] = 0

4 counted[t] = True

5
6 def dfs(v)

7 if not counted[v]:

8 counted[v] = True

9 for (u, weight) in g[v]:

10 dist[v] = min(dist[v], dist[u] + weight)

11 return dist[v]

Ðàçáåðåìñÿ, ÷òî òóò ïðîèñõîäèò.

Óòâåðæäåíèå: dfs(v) âîçâðàùàåò êîððåêòíîå êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò v äî t.
Äîêàæåì åãî èíäóêöèåé ïî âðåìåíè âûõîäà èç âåðøèíû.
Áàçà: åñëè èç âåðøèíû íå âûõîäèò íè îäíîãî ðåáðà, òî ýòî ëèáî t, è òîãäà dfs

âåðíåò 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü, ëèáî INF â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ÷òî òîæå âåðíî
Ïåðåõîä: Ó âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû v âðåìÿ âûõîäà íå áîëüøå, ÷åì ó v (Ñâîéñòâî

dfs íà ãðàôå áåç öèêëîâ, òî åñòü áåç îáðàòíûõ ðåáåð). Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ (dist[v] = min

w:∃v→w
(dist[w] + weight(v → w))) ïîëó÷àåì

êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà.
Àëãîðèòì ðàáîòàåò íå áîëåå ÷åì O(V + E), òàê êàê êàæäóþ âåðøèíó è êàæäîå

ðåáðî ìû ïðîñìîòðèì íå áîëåå îäíîãî ðàçà (áëàãîäàðÿ ìàññèâó counted)
Åñëè áû ìû óáðàëè ìàññèâ counted, è ïîñòàâèëè óñëîâèå if v == t: return 0

òî êîä áû òîæå ðàáîòàë, íî, âîçìîæíî, çà î÷åíü äîëãîå âðåìÿ (íàïðèìåð, íà áàìáóêå
ñ ðàçäâîåííûìè ðåáðàìè îí ìîæåò ðàáîòàòü O(2V )

1 2 3 4 5

Åñëè s = 1 è t = 5 dfs âûçîâåòñÿ 31 ðàç



Íî ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî åñëè ìû îäèí ðàç ïîñ÷èòàëè îòâåò äëÿ âåðøèíû,
åãî ìîæíî çàïîìíèòü è â äàëüíåéøåì íå ïåðåñ÷èòûâàòü. Òàêîé ïðèåì è íàçûâàåòñÿ
ìåìîðèçàöèåé.

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íå çàáûâàéòå, ÷òî∞+weight =∞ äàæå ïðè îòðèöà-
òåëüíûõ weight

1.2.2 ÍÂÏ

1.2.3 ÍÎÏ

1.3 ÄÏ ïî öèôðàì ÷èñëà

1.3.1 Êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 0 äî n ñ ñóììîé öèôð k

Óñëîâèå. Äàíî ÷èñëî N äëèíû n è k. Íóæíî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 0
äî N

1.4 ÄÏ íà ïîäîòðåçêàõ

1.4.1 Îïòèìàëüíîå ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö

1.4.2 Íàèáîëüøàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü-ïàëèíäðîì, ïîäìàòðèöà-ïàëèíäðîì

1.4.3 Êàçèíî

1.5 ÄÏ íà ïîääåðåâüÿõ

1.5.1 Âçâåøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â äåðåâå

Ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíå v è íàîáîðîò, âåðøèíà v èíöèäåíòíà ðåáðó e, åñëè
v ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîíöîâ e.

Óñëîâèå. Äàíî âçâåøåííîå äåðåâî. Íàéòè ïàðîñî÷åòàíèå (òî åñòü òàêîé íàáîð
ðåáåð, ÷òî êàæäîé âåðøèíå èíöèäåíòíî íå áîëåå îäíîãî ðåáðà èç íàøåãî íàáîðà)
ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà.

Ïîäâåñèì äåðåâî çà êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó. Áóäåì ñ÷èòàòü äèíàìèêó dp[v][0] �
îòâåò äëÿ ïîääåðåâà âåðøèíû v, åñëè âåðøèíà v íå èíöèäåíòíà íè îäíîìó ðåáðó èç
íàáîðà, è dp[v][1] � îòâåò äëÿ ïîääåðåâà âåðøèíû v áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé.

Ïðèìåðíûé êîä:

1 dp = [[0, 0] for i in range(N)]

2
3 def dfs(v):

4 for (u, weight) in g[v]:

5 dfs(u)

6 dp[v][1] = max(dp[v][1] + dp[u][1], dp[v][0] + dp[u][0] + weight)

7 dp[v][0] = dp[v][0] + dp[u][1]

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â g[v] õðàíèòñÿ ñïèñîê ñìåæíîñòè âåðøèíû v áåç ðîäèòåëÿ.



Ðàçáåðåìñÿ, ïî÷åìó ýòîò êîä ðàáîòàåò: Óòâåðæäåíèå: íà h-ì øàãå âíåøíåãî
öèêëà (4 ñòðî÷êà) â dp[v][0] è dp[v][1] õðàíèòñÿ îòâåò, äëÿ íà÷àëà ïîääåðåâà âåðøè-
íû v èç íåå ñàìîé è ïåðâûõ h ïîääåðåâüåâ (íóìåðàöèÿ ñ 1)

Äîêàæåì åãî. Ïðè h = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî ïîñëå
h øàãîâ, ïîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è ïîñëå h+ 1 øàãà. Ìû ìîæåì ëèáî áðàòü â íàøå
ïàðîñî÷åòàíèå ðåáðî â î÷åðåäíîãî ðåáåíêà u, ëèáî íå áðàòü. Çàìåòèì, ÷òî îñòàâøèåñÿ
ðåáðà ëèáî ëåæàò â íà÷àëå ïîääåðåâå v (èç íåå è ïåðâûõ h ïîääåðåâüåâ), ëèáî â
ïîääåðåâå u.

Ðàçáåðåì ñëó÷àé dp[v][1], òî åñòü êîãäà ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü âåðøèíó v â
ïàðîñî÷åòàíèè:

• Ïóñòü ìû áåðåì ðåáðî v → u. Ðàññìîòðèì îñòàâøååñÿ ïàðîñî÷åòàíèå. Â íåì íè
v, íè u íå äîëæíû áûëè áûòü èñïîëüçîâàíû, à ñóììà ðåáåð äîëæíà áûòü ìàê-
ñèìàëüíîé. Ïîýòîìó îòâåò äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâåí dp[v][0] + dp[u][0] + weight.

• Åñëè æå ìû íå áåðåì ðåáðî v → u, òî ìû ñâîáîäíû áðàòü è íå áðàòü êàê u, òàê
è v. Ýòîìó ñëó÷àþ îòâå÷àåò âåëè÷èíà dp[v][1] + dp[u][1]

Â ñëó÷àå dp[v][0], òî åñòü êîãäà ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü âåðøèíó v áðàòü ðåáðî
v → u óæå íåëüçÿ. Îñòàåòñÿ íàáðàòü èç íà÷àëà ïîääåðåâà v (èç ïåðâûõ h ïîääåðå-
âüåâ) è èç ïîääåðåâà u ðåáåð ïî ìàêñèìóìó. Ýòî è âûðàæàåò ôîðìóëà dp[v][0] +
dp[u][1]

Âðåìÿ ðàáîòû, î÷åâèäíî, O(N)

1.5.2 Âûäåëåíèå ïîääåðåâà ðàçìåðà k

Óñëîâèå. Äàíî äåðåâî íà N âåðøèíàõ è ÷èñëî K. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî ðåáåð, êîòîðîå íàäî óäàëèòü èç äåðåâà, ÷òîáû îäíà èç êîìïîíåíò îêàçàëàñü
ðàçìåðà ðîâíî K. O(N2)

Ïîäâåñèì äåðåâî çà êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó. Áóäåì ñ÷èòàòü äèíàìèêó dp[v][k] �
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïðè óäàëåíèè êîòîðîãî ïîääåðåâî v ðàñïàäåòñÿ íà
òàêèå êîìïîíåíòû, ÷òî ñîäåðæàùàÿ v áóäåò ñîñòîÿòü èç k âåðøèí.

Ïðèìåðíûé êîä:

1 dp = [[INF] * (N + 1) for i in range(N)]

2 size = [0] * N

3 def dfs(v):

4 size[v] = 1;

5 dp[v][1] = len(g[v])

6
7 for u in g[v]:

8 dfs(u)

9 for i in range(len(size[v]), 0, -1):

10 for j in range(1, len(size[u]) + 1):

11 dp[v][i + j] = min(dp[v][i + j], dp[u][j] + dp[v][i] - 1)

12 size[v] += size[u]



Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â g[v] õðàíèòñÿ ñïèñîê ñìåæíîñòè âåðøèíû v áåç ðîäèòåëÿ.

Ðàçáåðåìñÿ ïî÷åìó ýòîò êîä ðàáîòàåò.
Óòâåðæäåíèå: íà h-ì øàãå âíåøíåãî öèêëà (7 ñòðî÷êà) â dp[v][k] õðàíèòñÿ îò-

âåò, åñëè â êîìïîíåíòó ñ âåðøèíîé v ðàçðåøàåòñÿ áðàòü ëèøü âåðøèíû èç ïåðâûõ h
ïîääåðåâüåâ (íóìåðàöèÿ ñ 1)

Äîêàæåì åãî. Ïðè h = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî ïîñëå
h øàãîâ, ïîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è ïîñëå h+1 øàãà. Â íàøó êîìïîíåíòó ìû ìîæåì
ëèáî áðàòü âåðøèíû èç h-ãî ïîääåðåâà, ëèáî íåò. Åñëè ìû íå áåðåì, òî, ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäðóêöèè îòâåò dp[v][k]. Åñëè æå ìû áåðåì, òî ïîñìîòðèì, ñêîëüêî âåðøèí
ìû âçÿëè èç ïðåäûäóùèõ ïîääåðåâüåâ (çà ýòî îòâå÷àåò ïåðåìåííàÿ i), à ñêîëüêî -
èç (h + 1)-ãî ïîääåðåâà (çà ýòî îòâå÷àåò j). íó è ïëàòèì ìû çà ýòî ñîîòâåòñòâåííî
dp[u][j] + dp[v][i] - 1 (-1 òàê êàê ðàíüøå ìû óäàëÿëè ðåáðî ìåæäó v è åå (h + 1)-ì
ðåáåíêîì, à òåïåðü íåò). Ïîñêîëüêó i è j ïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, òî îò-
âåò ïîñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíî.

Óòâåðæäåíèå: dfs(v) ðàáîòàåò çà O(size[v]2)
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè ïî ðàçìåðó ïîääåðåâà. Ïóñòü ωh - ðàçìåð ïîääåðåâà h-ãî

ðåáåíêà v. Îáîçíà÷èì çà z êîëè÷åñòâî äåòåé v Â öèêëå (7) ìû âûçîâåì dfs îò âñåõ
äåòåé (ýòî áóäåò

∑
(c · ω2

h) ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Âîçüìåì c > 2). Íà h-ì
øàãå size[v] = (1 + ω1 + · · · + ωh−1) ñîîòâåòñòâåííî íà h-ì øàãå öèêë (9) âûïîëíèò
ñóììàðíî ωh+1 · (

∑
j6h

(ωh) + 1) îïåðàöèé.

z−1∑
h=0

(ωh+1 · (
∑
j6h

(ωh) + 1)) =
∑

16i6j6z

(wi · wj) +
∑
i6z

wi

∑
i6z

(cw2
i )

∑
16i<j6z

(wi · wj) +
∑
i6z

wi

c>2

6 c · (
∑
i6z

wi)
2

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òàêèì îáðàçîì, dfs(root) ðàáîòàåò çà O(N2). Êàê æå íàéòè îòâåò íà èñõîäíóþ

çàäà÷ó? Òàê êàê êàêàÿ-òî âåðøèíà â ïîëó÷åííîé êîìïîíåíòó áóäåò èìåòü ìèíè-
ìàëüíóþ ãëóáèíó, òî äîñòàòî÷íî çàïóñòèòü dfs(root) è ïîòîì âûáðàòü ìèíèìóì èç
dp[v][K] + 1 ïî âñåì v êðîìå root è dp[root][K] (òàê êàê åñëè ìû íå êîðåíü, íóæíî
åùå îáðåçàòü ðåáðî â ðîäèòåëÿ).

1.5.3 Çàäà÷à î ðàçäåëåíèè äåðåâà


