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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Ïðåäèñëîâèå

Ïåðâûå ñòðàíèöû, ñîäåðæàùèå îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñàìûå ïðîñòûå
ôàêòû èç òåîðèè ãðàôîâ � äàëåêî íå ñàìàÿ èíòåðåñíàÿ ÷àñòü êíèãè. Íè
äëÿ àâòîðà, íè äëÿ ïðîäâèíóòîãî ÷èòàòåëÿ, êîòîðûé âïîëíå ìîæåò ýòó
÷àñòü ïðî÷èòàòü ïî äèàãîíàëè. Â îñíîâíîì ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ñòàí-
äàðòíûõ îáîçíà÷åíèé.

Îòìåòèì íàèáîëåå íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå â ýòîé êíèãå: äëÿ öå-
ëûõ ÷èñåë k ≤ n ÷åðåç [k..n] ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
íå ìåíüøèõ k è íå áîëüøèõ n.

1.1 Âåðøèíû è ð¼áðà

Ïóñòü G � ãðàô. ×òî ýòî òàêîå â íàøåì ïîíèìàíèè? Âñå êàê îáû÷-
íî, ãðàô G = (V (G), E(G)), ãäå V (G) � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, à
E(G) � ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G. Åñëè íå óïîìèíàåòñÿ îáðàòíîå, ãðàô
ñ÷èòàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, òîãäà êàæäîå åãî ðåáðî � ýòî íåóïîðÿ-
äî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí. Ïðî êîíöû ðåáðà e = xy � âåðøèíû x è y �
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì e. Ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì
âåðøèíû ìû áóäåì íàçûâàòü ñìåæíûìè, òàêæå ìû áóäåì íàçûâàòü è
ð¼áðà, èìåþùèå îáùèé êîíåö. Åñëè âåðøèíà x � êîíåö ðåáðà e, òî ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x è e èíöèäåíòíû. Êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà G ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç v(G), à êîëè÷åñòâî ðåáåð � ÷åðåç e(G).

Ð¼áðà e è e′ íàçûâàþòñÿ êðàòíûìè, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò îáà êîí-
öà. Ðåáðî e íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é, åñëè íà÷àëî è êîíåö e ñîâïàäàþò. Êàê
ïðàâèëî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð.
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà êðàòíûå ð¼áðà èëè ïåòëè äîïóñêàþòñÿ, îá ýòîì áóäåò
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ñêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ÷åðåç NG(v) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü îêðåñòíîñòü âåðøèíû v � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G,
ñìåæíûõ ñ v. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà âåðøèí U ⊂ V (G) ÷åðåç NG(U) ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ
îäíîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà U .

×åðåçKn ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ � ãðàô, ó
êîòîðîãî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñîåäèíåíû îäíèì ðåáðîì. ×åðåç
G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äîïîëíåíèå ãðàôà G, òî åñòü, ãðàô íà âåðøèíàõ
èç V (G), ðåáðà êîòîðîãî äîïîëíÿþò E(G) äî ìíîæåñòâà ðåáåð ïîëíîãî
ãðàôà. Ãðàô Kn ìû áóäåì íàçûâàòü ïóñòûì.

Îòìåòèì, ÷òî ïóñòîé ãðàô � ýòî íå ïóñòîå ìíîæåñòâî, à ãðàô áåç
ð¼áåð. Áîëåå òîãî, ãðàô â íàøåì ïîíèìàíèè � ýòî íå ïðîñòî ìíîæåñòâî
âåðøèí è ð¼áåð, à åùå è îòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè è èíöèäåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.2. 1) Äëÿ âåðøèíû x ∈ V (G) ÷åðåç dG(x) îáîçíà÷èì
ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðàôå G, òî åñòü, êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G, èí-
öèäåíòíûõ x.

2) Ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(G).
3) Ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(G).

Ëåììà 1.1. 1) Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà G ðàâíà 2e(G).
2) Êîëè÷åñòâî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè â ëþáîì ãðàôå ÷åòíî.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå ðåáðî èìååò
ðîâíî äâà êîíöà, à âòîðîå � èç ïåðâîãî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñòåïåíè âñåõ
åãî âåðøèí îäèíàêîâû. Åñëè âñå ýòè ñòåïåíè ðàâíû k, ìû òàêæå áóäåì
íàçûâàòü G ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñòåïåíè k.

1.2 Ïîäãðàôû

Ãðàô H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G, åñëè V (H) ⊂ V (G) è E(H) ⊂
E(G). Îñîáî âûäåëèì äâà âàæíûõ êëàññà ïîäãðàôîâ � îñòîâíûå è èí-
äóöèðîâàííûå.

Ïîäãðàô H ãðàôà G � îñòîâíûé, åñëè V (H) = V (G).
Ïóñòü U ⊂ V (G). ×åðåç G(U) ìû îáîçíà÷èì èíäóöèðîâàííûé ïîä-

ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí U . Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî V (G(U)) = U ,
à E(G(U)) ñîñòîèò èç âñåõ ð¼áåð ìíîæåñòâà E(G), îáà êîíöà êîòîðûõ
ëåæàò â U .
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Ïóñòü F ⊂ E(G). ×åðåç G(F ) ìû îáîçíà÷èì èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô
íà ìíîæåñòâå ð¼áåð F . Ýòî çíà÷èò, ÷òî E(G(F )) = F , à V (G(F )) ñîñòîèò
èç âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà V (G), èíöèäåíòíûõ õîòÿ áû îäíîìó ðåáðó
èç F . Êðîìå òîãî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå G[F ] äëÿ ãðàôà
(V (G), F ).

1.3 Óäàëåíèå è ñòÿãèâàíèå ð¼áåð

Îïðåäåëåíèå 1.4. 1) Äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G) îáîçíà÷èì ÷åðåç G−e
ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ ðåáðà e (òî åñòü, G− e =
(V (G), E(G) \ {e}).

2) Ïóñòü e � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ïàðó âåðøèí èç V (G), íå îáÿçà-
òåëüíî âõîäÿùåå â E(G). ×åðåç G + e ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô, ïî-
ëó÷åííûé èç G â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ðåáðà e (åñëè e 6∈ E(G), òî
G+ e = (V (G), E(G) ∪ {e}), à åñëè e 6∈ E(G), òî G+ e = G).

3)Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâa ðåáåð F ⊂ E(G) îáîçíà÷èì ÷åðåç G − F
ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ ðåáåð ìíîæåñòâà F (òî
åñòü, G− F = (V (G), E(G) \ F ).

4) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) îáîçíà÷èì ÷åðåç G− v ãðàô, ïîëó-
÷åííûé èç G â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âåðøèíû v è âñåõ èíöèäåíòíûõ åé
ðåáåð. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà âåðøèí U ⊂ V (G) îáîçíà÷èì ÷åðåç G−U
ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âåðøèí ìíîæåñòâà U è
âñåõ èíöèäåíòíûõ èì ðåáåð.

Îïðåäåëèì ãîðàçäî áîëåå ñëîæíî îïèñûâàåìóþ îïåðàöèþ � ñòÿãè-
âàíèå ðåáðà. Â áîëüøèíñòâå ãëàâ ìû èìååì äåëî ñ ãðàôàìè áåç ïåòåëü è
êðàòíûõ ð¼áåð è ýòó îïåðàöèþ óäîáíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äëÿ ðåáðà e ∈ E(G) ÷åðåç G · e ìû îáîçíà÷èì ãðàô,
ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e = xy. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ãðàô G · e ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà G − x − y äîáàâëåíèåì íîâîé âåðøèíû
w, êîòîðàÿ áóäåò ñìåæíà â ãðàôå G · e ñî âñåìè âåðøèíàìè ãðàôà G,
ñìåæíûìè â G õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí x è y.

Äëÿ âåðøèí ýòèõ ãðàôîâ ìû áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå w = x · y.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïèñàííîé îïåðàöèè êîíöû x è y ðåáðà e ñòÿãèâà-
þòñÿ â íîâóþ âåðøèíó w. Ïðè îïðåäåëåííîì òàêèì îáðàçîì ñòÿãèâàíèè
ðåáðà íå âîçíèêàþò íè ïåòëè, íè êðàòíûå ð¼áðà. Äëÿ òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
îíè íàì ïîíàäîáÿòñÿ (â ãëàâàõ 12 13), ìû äàäèì áîëåå ñëîæíîå îïðå-
äåëåíèå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà (íàçâàíèå îïåðàöèè ìû íå áóäåì ìåíÿòü, íî
èçìåíèì îáîçíà÷åíèå).
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Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü G � ãðàô, â êîòîðîì äîïóñòèìû ïåòëè è
êðàòíûå ð¼áðà, à e ∈ E(G) � ðåáðî ñ êîíöàìè x è y, ïðè÷åì íå ïåò-
ëÿ. Îïðåäåëåíèå ãðàô G ∗ e ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì V (G ∗ e) =
(V (G)\{x, y})∪{w}. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ñòÿãèâàíèÿ ϕ : V (G)→ V (G∗e)
òàêîâî, ÷òî ϕ(x) = ϕ(y) = w è ϕ(z) = z äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí z.

Äëÿ ëþáîãî ðåáðà f = ab ∈ E(G− e) ïóñòü ϕ(f) � ðåáðî ãðàôà G ∗ e
ñ êîíöàìè ϕ(a) è ϕ(b), à äðóãèõ ð¼áåð â îïðåäåëÿåìîì ãðàôå íåò .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G∗e ïîëó÷åí èç G â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ
ðåáðà e.

Çàìå÷àíèå 1.1. Îòîáðàæåíèå ϕ : E(G − e) → E(G ∗ e), îïðåäåëåííîå
âûøå � áèåêöèÿ. Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã
äðóãó ïðè ýòîé áèåêöèè ð¼áðà, è ðàáîòàòü ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð E(G ∗ e),
êàê c E(G− e).

1.4 Ïîäðàçáèåíèå ãðàôà

Îïðåäåëåíèå 1.7. 1) Ãðàô H ′ íàçûâàåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì ãðàôà H, åñ-
ëè H ′ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç H çàìåíîé íåêîòîðûõ ð¼áåð íà ïðîñòûå
ïóòè. Ïðè ýòîì, âñå äîáàâëÿìûå âåðøèíû ðàçëè÷íû è èìåþò ñòåïåíü 2.

2) Âåðøèíû ãðàôà H ′, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè ãðàôà H (òî åñòü, íå
ÿâëÿþùèåñÿ âíóòðåííèìè âåðøèíàìè äîáàâëåííûõ ïóòåé), íàçûâàþòñÿ
ãëàâíûìè.

3) ×åðåç G ⊃ H áóäåì îáîçíà÷àòü, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò â êà÷åñòâå
ïîäãðàôà ïîäðàçáèåíèå ãðàôà H.

Ïîäðàçáèåíèå ãðàôà � îäèí èç âàæíûõ îáúåêòîâ äëÿ ðàáîòå ñ ïëà-
íàðíûìè ãðàôàìè, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ â çíàìåíèòîé òåîðåìå Êóðàòîâ-
ñêîãî (6.2). Îäíàêî, ýòî ïîíÿòèå ïîÿâèòñÿ è â äðóãèõ ãëàâàõ. Îòìåòèì,
÷òî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ î ïëàíàðíûõ ãðàôàõ ïîäðàçáèåíèå íàçûâàþò ãî-
ìåîìîðôíûì îáðàçîì ãðàôà.

1.5 Ïóòè, öèêëû è ìàðøðóòû

Îïðåäåëåíèå 1.8. 1) Ïîñëåäîâàòåëüòíîñòü âåðøèí a1a2 . . . an ãðàôà G,
â êîòîðîé aiai+1 ∈ E(G) äëÿ âñåõ i ∈ [1..n− 1] íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì.

2) Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòîò ìàðøðóò ïðîõîäèò ïî ð¼áðàì a1a2,
. . . , an−1an è ïî âåðøèíàì a1, a2, . . . , an.

3) Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè a1 = an.
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Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíû ìàðøðóòà íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû. Áîëåå
òîãî, ð¼áðà, ïî êîòîðûì ïðîõîäèò ìàðøðóò, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå 1.9. 1) Ïóòü � ýòî ìàðøðóò a1a2 . . . an, íå ïðîõîäÿùèé
íè ïî êàêîìó ðåáðó äâàæäû.

2) Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïóòü � ýòî ïîäãðàô P ãðàôà
G, â êîòîðîì V (P ) = {a1, a2, . . . an}, E(P ) = {a1a2, . . . , an−1an}.

3) Âåðøèíû a1 è an íàçûâàþòñÿ êîíöàìè ïóòè.
4) Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå âåðøèíû a1, . . . , an � ðàçëè÷-

íû.
5) Äëèíà ïóòè � ýòî êîëè÷åñòâî åãî ð¼áåð.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè x è y ãðàôà G íà-
çûâàåòñÿ äëèíà íàèìåíüøåãî ïóòè ìåæäó íèìè. Îáîçíà÷åíèå: distG(x, y)

Èòàê, ïóòü ó íàñ � ýòî îäíîâðåìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, â
êîòîðîé âñå ïàðû ñîñåäíèõ âåðøèí ñîåäèíåíû ðåáðàìè, à òàêæå ïîäãðàô
èç ýòèõ âåðøèí è ð¼áåð. Ýòà äâóñìûñëåííîñòü â äàëüíåéøåì íèñêîëüêî
íå ïîìåøàåò èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà. Ìû áóäåì ÷àñòî ïðèìåíÿòü òåðìèí
xy-ïóòü äëÿ ïîä÷åðêèâàíèÿ òîãî, ÷òî êîíöû ýòîãî ïóòè � ýòî âåðøèíû x
è y.

Îïðåäåëåíèå 1.11. 1) Öèêë � ýòî ïóòü, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
êîíöîì.

2) Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öèêë � ýòî ïîäãðàô P ãðàôà
G, â êîòîðîì V (P ) = {a1, a2, . . . an}, E(P ) = {a1a2, . . . , an−1an, ana1}.

3) Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå âåðøèíû a1, . . . , an � ðàçëè÷-
íû.

4) Äëèíà öèêëà � ýòî êîëè÷åñòâî åãî ð¼áåð.

Êàê è â ñèòóàöèè ñ ïóò¼ì, öèêë � ýòî îäíîâðåìåííî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí è ïîäãðàô. Äëÿ öèêëà íåò ñìûñëà âûäåëÿòü îäíó èç âåð-
øèí, è íàçûâàòü åå íà÷àëîì è êîíöîì öèêëà. Áîëåå òîãî, ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî öèêë íå èçìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå åãî âåðøèí.

Ëåììà 1.2. 1) Äëÿ ëþáîãî öèêëà Z ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîñòîé öèêë Z ′,
÷òî V (Z ′) ⊂ V (Z) è E(Z ′) ⊂ E(Z).

2) Åñëè â ãðàôå åñòü íå÷åòíûé öèêë, òî åñòü è ïðîñòîé íå÷åòíûé
öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ëþáóþ âåðøèíó a íàøåãî öèêëà è ïîé-
äåì îò íåå äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåìñÿ â âåðøèíå, â êîòîðîé óæå áûëè.
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Ýòî, î÷åâèäíî, ïðîèçîéäåò (ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ â a). Ïóñòü ïåðâàÿ ïî-
âòîðèâøàÿñÿ âåðøèíà � ýòî b. Òîãäà â âåðøèíå b ìû çàêîí÷èì, ïîëó÷èâ
ïðîñòîé öèêë, âåðøèíû è ðåáðà êîòîðîãî âõîäÿò â èñõîäíûé öèêë.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàø öèêë � íå ïðîñòîé è íà÷íåì, êàê â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå: íàéäåì ïåðâóþ ïîâòîðèâøóþñÿ âåðøèíó b. Òîãäà ìîæ-
íî èçìåíèòü ïîðÿäîê îáõîäà íàøåãî áîëüøîãî öèêëà Z â âåðøèíå b è
ðàçîìêíóòü åãî íà äâà öèêëà: ïðîñòîé öèêë Z ′, îïèñàííûé â ïóíêòå 1 è
öèêë Z1 èç îñòàøèõñÿ ð¼áåð öèêëà Z. Ýòè öèêëû èìåþò îáùóþ âåðøè-
íó v è e(Z) = e(Z1)+e(Z ′), à çíà÷èò, ëèáî e(Z ′) íå÷åòíî (òîãäà öèêë Z ′ �
èñêîìûé), ëèáî e(Z1) íå÷åòíî, òîãäà ïîðäîëæèì ðàññóæäåíèÿ ñ ìåíüøèì
íå÷åòíûì öèêëîì Z1.

1.5.1 Äëèíû öèêëîâ è ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü

Ëåììà 1.3. Åñëè δ(G) ≥ 2, òî â ãðàôå G åñòü ïðîñòîé ïóòü äëèíû
õîòÿ áû δ(G) è ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû δ(G) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïóòü ìàêñèìàëüíîé äëèíû P = a1a2 . . . an
â íàøåì ãðàôåG. Èç åãî ïîñëåäíåé âåðøèíû an âûõîäèò õîòÿ áû δ(G)− 1
ðåáåð â âåðøèíû, îòëè÷íûå îò an−1. Òàê êàê ïóòü P íåëüçÿ ïðîäëèòü,
âåðøèíà an ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè ïóòè P . Ïóñòü am � âåðøèíà
íàèìåíüøåãî íîìåðà, ñìåæíàÿ ñ an. Òîãäà â ìíîæåñòâå {am, . . . , an−1}
ëåæàò íå ìåíåå δ(G) êîíöîâ âûõîäÿùèõ èç an ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî, â
ýòîì ìíîæåñòâå õîòÿ áû δ(G) ≥ 2 âåðøèí. Çíà÷èò, â öèêëå am . . . an−1an
íå ìåíåå δ(G) + 1 âåðøèí. Òåïåðü íàëè÷èå ïóòè äëèíû õîòÿ áû δ(G)
î÷åâèäíî.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü t ∈ N. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ e(G) ≥ t · v(G) ñóùå-
ñòâóåò ïîäãðàô G′ c δ(G′) ≥ t+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ(G) < t + 1. Òîãäà â ãðàôå åñòü
âåðøèíà v1 ñòåïåíè íå áîëåå t. Ïóñòü G1 = G− v1, òîãäà

v(G1) = v(G)− 1, e(G1) = e(G)− dG(v1) ≥ t · (v(G))− 1) = t · v(G1).

Àíàëîãè÷íî, íà iøàãå ìû áóäåì óäàëÿòü èç ãðàôàGi î÷åðåäíóþ âåðøèíó
ñòåïåíè íå áîëåå t è ïîëó÷àòü òàêîé ïîäãðàô Gi+1, ÷òî

v(Gi+1) = v(Gi)− 1 è e(Gi+1) ≥ t · v(Gi+1).

Ïîñêîëüêó òàêîå íåðàâåíñòâî íà êîëè÷åñòâî ð¼áåð î÷åâèäíî íå âûïîëíå-
íî äëÿ ãðàôà íà îäíîé âåðøèíå, òî ïðîöåññ óäàëåíèÿ âåðøèí îêîí÷èòñÿ
è íà íåêîòîðîì øàãå ìû ïîëó÷èì òàêîé ãðàô Gk, ÷òî δ(Gk) ≥ t+ 1.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ äâóõ ëåìì âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü t ∈ N. Åñëè e(G) ≥ t · v(G), òî â ãðàôå G åñòü
ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû t+1 è ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû t+2.

1.6 Ñâÿçíûå ãðàôû. Äåðåâüÿ

Îïðåäåëåíèå 1.12. 1) Âåðøèíû a è b ãðàôà G íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè,
åñëè â ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó íèìè.

2) Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû.
3) Î÷åâèäíî, ñâÿçàííîñòü âåðøèí � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è

âñå âåðøèíû ãðàôà ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè � ìíîæåñòâà ïîïàðíî ñâÿçàííûõ âåðøèí. Ýòè êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

4) ×åðåç c(G) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G

Ïîíÿòíî, ÷òî ó ñâÿçíîãî ãðàôà ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè �
ìíîæåñòâî âñåõ åãî âåðøèí. ×àñòî ïîä êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G
ïîäðàçóìåâàþò ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå ïîäãðàôû ýòîãî ãðàôà, òî åñòü,
èíäóöèðîâàííûå ïîäãðàôû íà êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè â ñìûñëå íàøåãî
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.13. 1) Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ.
2) Ëåñ � ýòî ãðàô áåç öèêëîâ.
3) Âåðøèíà x ãðàôà G, èìåþùàÿ ñòåïåíü 1, íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé âåð-

øèíîé èëè ëèñòîì.

Ðàçóìååòñÿ, èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíî-
ñòè ëåñà � ýòî äåðåâî. Òàêèì îáðàçîì, ëåñ, êàê è ïîëîæåíî, ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ äåðåâüåâ.

Ëåììà 1.5. 1) Â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ðîâíî n− 1 ðåáðî.
2) Ó ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî (òî åñòü,

îñòîâíûé ïîäãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó
âåðøèí â äåðåâå. Áàçà äëÿ äåðåâà ñ îäíîé âåðøèíîé î÷åâèäíà. Ðàññìîò-
ðèì äåðåâî T ñ n ≥ 2 âåðøèíàìè. Ïî ëåììå 1.3 â ãðàôå, ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí êîòîðîãî íå ìåíåå 2, åñòü öèêë. Î÷åâèäíî, ó ñâÿçíîãî ãðàôà T
íà n ≥ 2 âåðøèíàõ íå ìîæåò áûòü âåðøèí ñòåïåíè 0. Çíà÷èò, ó äåðåâà T
åñòü âèñÿ÷àÿ âåðøèíà a. Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô T − a òàêæå ñâÿçåí è íå
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èìååò öèêëîâ, òî åñòü, ýòî äåðåâî íà n− 1 âåðøèíàõ. Ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ìû èìååì e(T −a) = n−2, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî
e(T ) = n− 1.

2) Åñëè â ãðàôå åñòü öèêë, òî ìîæíî óäàëèòü èç ýòîãî öèêëà ðåáðî.
Ãðàô, î÷åâèäíî, îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. Ïðîäîëæèì òàêèå äåéñòâèÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà öèêëû íå èñ÷åçíóò. Ïîíÿòíî, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ýòî ïðî-
èçîéäåò, òàê êàê ñ êàæäûì øàãîì óìåíüøàåòñÿ êîëè÷åñòâî ð¼áåð, à îíî
èçíà÷àëüíî êîíå÷íî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ,
ÿâëÿþùèéñÿ îñòîâíûì ïîäãðàôîì èñõîäíîãî ãðàôà, òî åñòü, îñòîâíîå äå-
ðåâî ýòîãî ãðàôà.

Ñëåäñòâèå 1.2. 1) Ó äåðåâà c áîëåå ÷åì îäíîé âåðøèíîé åñòü íå ìåíåå
äâóõ âèñÿ÷èõ âåðøèí.

2) Ó ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ íå ìåíåå, ÷åì n− 1 ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè â äåðåâå T íå áîëåå îäíîé âèñÿ÷åé âåðøèíû,
òî îñòàëüíûå èìåþò ñòåïåíü õîòÿ áû 2 è ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí íå ìåíåå,
÷åì 2v(T ) − 1. Îäíàêî, îíà æå ïî ïóíêòó 1 ëåììû 1.5 ðàâíà 2e(G) =
2v(G)− 2, ïðîòèâîðå÷èå.

2) Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ëåììà 1.6. Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáûõ äâóõ âåðøèí ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðîñòîé ïóòü, ñîåäèíÿ-
þùèé èõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ïðîñòîé ïóòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè. Òîãäà ãðàô
î÷åâèäíî ñâÿçåí. Åñëè â ãðàôå åñòü öèêë, òî ëåãêî ïîëó÷èòü ïðòèâîðå-
÷èå: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè öèêëà ñóùåñòâóþò êàê ìèíèìóì
äâà ïðîñòûõ ïóòè. Çíà÷èò, G � äåðåâî.
⇒ Ïóñòü G � äåðåâî, òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî

âåðøèíàìè åñòü ïóòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðàçíûõ ïðîñòûõ ab-ïóòè P1

è P2. Îòðåæåì îáùèå íà÷àëà ýòèõ ïóòåé: ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè íà÷è-
íàþòñÿ â âåðøèíå c è èõ ïåðâûå ð¼áðà íå ñîâïàäàþò. Ïîéäåì ïî ýòèì
ïóòÿì äî èõ ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ â âåðøèíå d (Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ âåð-
øèíà åñòü, òàê êàê ó ïóòåé îáùèé êîíåö b). Ìû ïîëó÷èëè äâà ïðîñòûõ cd-
ïóòè áåç îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí, êîòîðûå, î÷åâèäíî, îáðàçóþò öèêë.
Ïðîòèâîðå÷èå.

1.7 Äâóäîëüíûå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 1.14. 1) Ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G â k öâåòîâ íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ ρ : V (G) → [1..k]. Ðàñêðàñêà ρ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé,
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åñëè ρ(v) 6= ρ(u) äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí u è v.
2) Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíî

ïîêðàñèòü â äâà öâåòà.

Î ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñêàõ âåðøèí ìû ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ãëàâå, ñåé÷àñ æå íàø ïðåäìåò èçó÷åíèÿ � äâóäîëüíûé ãðàô.
×àñòî áûâàåò óäîáíî, ãîâîðÿ îò äâóäîëüíîì ãðàôå, ðàçáèâàòü åãî âåð-
øèíû íà äâå äîëè � ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí, èìåþùèõ
â ïðàâèëüíîé äâóöâåòíîé ðàñêðàñêå îäèí è òîò æå öâåò. Òàêèì îáðàçîì,
äâóäîëüíûé ãðàô G ïðåäñòàâèì â âèäå (V1(G), V2(G), E(G)), ãäå ð¼áðà
ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç ðàçíûõ äîëåé. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äâóäîëüíîãî
ãðàôà ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.

Íèæå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè ãðàôà.

Ëåììà 1.7. Ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Î÷åâèäíî, òàê êàê öèêë íå÷åòíîé äëèíû íåâîç-
ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â äâà öâåòà.
⇐. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàø ãðàô G ñâÿçåí, èíà÷å ðàññìîòðèì âî-

ïðîñ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Âûäåëèì â ñâÿçíîì
ãðàôå G îñòîâíîå äåðåâî T . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âåðøèíû äåðåâà T ìîæíî
ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â äâà öâåòà: âûäåëèì ëþáóþ âåðøèíó a
è ïîêðàñèì â öâåò 1 âåðøèíû íà íå÷åòíîì ðàññòîÿíèè îò a, à â öâåò 2 �
ñàìó a è âåðøèíû íà ÷åòíîì ðàññòîÿíèè îò a.

Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷èëàñü ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà G. Ïóñòü ýòî
íå òàê, è íàøëèñü äâå ñìåæíûå âåðøèíû x è y îäíîãî öâåòà. Ðàññìîòðèì
ïðîñòûå ïóòè Px è Py îò a äî x è y ñîîòâåòñòâåííî. Â äåðåâå òàêèå ïóòè
åäèíñòâåííû è èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, òî åñòü, â ñóììå äàþò ÷åòíîå
÷èñëî. Îòðåçàâ îò Px è Py èõ îáùåå íà÷àëî (åñëè òàêîå åñòü) ìû ïîëó÷èì
xy-ïóòü ÷åòíîé äëèíû, êîòîðûé, î÷åâèäíî, íå ñîäåðæèò ðåáðà xy, ïðè
äîáàâëåíèè ýòîãî ðåáðà îáðàçóåòñÿ íå÷åòíûé öèêë. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, ãðàô áåç íå÷åòíûõ öèêëîâ îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

1.8 Câÿçíîñòü

Ïðèñòóïèì ê ñàìîìó íåýëåìåíòàðíîìó ðàçäåëó ââåäåíèÿ. Ïîäðîáíåå î
ñâÿçíîñòè ìû ïîãîâîðèì â ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàâå. Ñåé÷àñ æå ìû ëèøü
äàäèì îïðåäåëåíèÿ è ðàññêàæåì î áëîêàõ è òî÷êàõ ñî÷ëåíåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü X, Y ⊂ V (G), R ⊂ V (G) ∪ E(G).
1) Íàçîâåì ìíîæåñòâî R ðàçäåëÿþùèì, åñëè ãðàô G−R íåñâÿçåí.
2) Ïóñòü X 6⊂ R, Y 6⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî R ðàçäåëÿåò ìíîæå-

ñòâà X è Y (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòäåëÿåò ìíîæåñòâà X è Y äðóã îò
äðóãà), åñëè íèêàêèå äâå âåðøèíû vx ∈ X è vy ∈ Y íå îêàæóòñÿ â îäíîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G−R.

Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì äëÿ x ∈ V (G) îòîæäåñòâëÿòü îáîçíà÷åíèÿ x
è {x}. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå ïåðåíîñèòñÿ è íà âåð-
øèíû ãðàôà G (êàê îäíîâåðøèííûå ìíîæåñòâà).

Îïðåäåëåíèå 1.16. 1) Âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü κ(G) � ýòî ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî âåðøèí â ðàçäåëÿþùåì ìíîæåñòâå R ⊂ V (G) ãðàôà G.

2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì, åñëè v(G) ≥ k+1
è κ(G) ≥ k (òî åñòü, ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â
ãðàôå G ñîäåðæèò õîòÿ áû k âåðøèí).

Îïðåäåëåíèå 1.17. 1) Ð¼áåðíàÿ ñâÿçíîñòü λ(G) � ýòî ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ðàçäåëÿþùåì ìíîæåñòâå R ⊂ E(G) ãðàôà G.

2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíî k-ñâÿçíûì, åñëè
λ(G) ≥ k (òî åñòü, ìèíèìàëüíîå ð¼áåðíîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðà-
ôå G ñîäåðæèò õîòÿ áû k ð¼áåð).

1.8.1 ×àñòè ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïóñòü S � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G. Ìíî-
æåñòâî A ⊂ V (G) íàçîâåì ÷àñòüþ S-ðàçáèåíèÿ, åñëè íèêàêèå äâå âåð-
øèíû èç A íåëüçÿ ðàçäåëèòü ìíîæåñòâîì S, íî ëþáàÿ äðóãàÿ âåðøèíà
ãðàôà G îòäåëåíà îò A ìíîæåñòâîì S.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ãðàôà G ðàçäåëÿþùèì ìíîæå-
ñòâîì S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Part(S).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ÷àñòü A ∈ Part(S) åñòü îáúåäèíåíèå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−S è ñàìîãî ìíîæåñòâà S. Ìû ââîäèì ýòî ïîíÿòèå
ïîòîìó, ÷òî ñ íèì óäîáíî ðàáîòàòü. Â ãëàâå Ñâÿçíîñòü ìû îáîáùèì ýòî
ïîíÿòèå è îïðåäåëèì ÷àñòè ðàçáèåíèÿ ãðàôà íàáîðîì ðàçäåëÿþùèõ ìíî-
æåñòâ. Çäåñü ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå ÷àñòè ðàçáèåíèÿ ïîòîìó, ÷òî ýòî
ïîíÿòèå ïîíàäîáèòñÿ íàì ðàíüøå, ÷åì â ãëàâå ñâÿçíîñòü.

Çàìå÷àíèå 1.2. 1) Ïóñòü H1, . . . , Hm � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
G− S. Òîãäà Part(S) = {H1 ∪ S, . . . , Hm ∪ S}.

2) Ïóñòü S � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî
(òî åñòü, ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî íå ðàçäåëÿåò ãðàô). Òîãäà äëÿ ëþáîé
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êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Hi è ëþáîé âåðøèíû x ∈ S ñóùåñòâóåò âåðøèíà
y ∈ Hi, ñìåæíàÿ ñ x. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèå íåñëîæíî è
ñîäåðæèòñÿ â ãëàâå Ñâÿçíîñòü.

3) Ïóñòü S � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî,
Part(S) = {F1, . . . , Fm}. Òîãäà èç ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî
ãðàô G(Fi) ñâÿçåí äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..m].

1.8.2 Òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ è áëîêè â ñâÿçíîì ãðàôå

Â ýòîì ðàçäåëå ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Âåðøèíà a ∈ V (G) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ,
åñëè ãðàô G− a íåñâÿçåí.

Áëîêîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ äâóñâÿçíûé
ïîäãðàô ãðàôà G.

Çàìå÷àíèå 1.3. Åñëè ó ñâÿçíîãî ãðàôà G õîòÿ áû äâå âåðøèíû, òî
êàæäàÿ åãî âåðøèíà ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé äðóãîé âåðøèíîé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ëþáîé áëîê ãðàôà G ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå âåðøèíû.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü a, b � òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G, ïðè÷åì U ∈ Part({a})
� ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ b. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Âåðøèíà b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G(U).
2) Ëþáàÿ òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G(U) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ

ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî U ′ = U \ {b} � êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G − a. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G − U ′ ñâÿçåí è íå
ñîäåðæèò âåðøèíó b, ïîýòîìó ìíîæåñòâî V (G) \ U ñîäåðæèòñÿ â îäíîé
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòèW ãðàôà G−b. Ðàññìîòðèì îòëè÷íóþ îòW êîìïî-
íåíòó ñâÿçíîñòèW ′ ãðàôà G−b. Ïîíÿòíî, ÷òîW ′ ⊂ U è a /∈ W ′, ïîýòîìó
W ′ � îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G(U) − b, êîòîðóþ b îòäåëÿ-
åò â ýòîì ãðàôå îò âåðøèíû a. Ñëåäîâàòåëüíî, b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ
ãðàôà G(U).

2) Íàîáîðîò, ðàññìîòðèì òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ b′ ãðàôà G(U). Î÷åâèäíî,
b′ 6= a. Âåðøèíà b′ ðàçáèâàåò ìíîæåcòâî G(U) íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, èç êîòîðûõ ðîâíî îäíà ñîäåðæèò âåðøèíó a. Ïóñòü W � îä-
íà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G(U) − b′, íå ñîäåðæàùèõ a. Òàê êàê
âåðøèíû èç U \ {a} íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç V (G) \U , òî b′ îòäåëÿåò
W îò a è â ãðàôå G, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G.

Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô B(G), âåðøèíû îäíîé äîëè êîòîðîãî áó-
äóò ñîîòâåòñòâîâàòü âñåì òî÷êàì ñî÷ëåíåíèÿ a1, . . . , an ãðàôà G, à äðóãîé
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� âñåì åãî áëîêàì B1, . . . , Bn (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè âåðøèíû òàê æå,
êàê è áëîêè). Âåðøèíû ai è Bj áóäóò ñìåæíû, åñëè ai ∈ Bj. Ãðàô B(G)
íàçûâàåòñÿ äåðåâîì áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.

Òåîðåìà 1.1. Äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ � ýòî äåéñòâèòåëüíî
äåðåâî, âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò áëîêàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíîñòü B(G) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G. Ïóñòü a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, à áëîêè B1 è B2 ñâÿçàíû â ãðà-
ôå B(G) − a. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî a íå ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî âåðøèí
V (B1) ∪ V (B2). Òàêèì îáðàçîì, åñëè âèñÿ÷àÿ âåðøèíà ãðàôà B(G)− a
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ, ýòà òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ íå ðàçäåëÿåò íè-
êàêèå äâå âåðøèíû ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû ãðàôà
B(G) ñîîòâåòñòâóþò áëîêàì ãðàôà G.

Ïðåäïîëîæèì, â B(G) åñòü ïðîñòîé öèêë, òîãäà ïî äîêàçàííîìó âû-
øå âñå âõîäÿùèå â åãî áëîêè (à òàêèõ áëîêîâ õîòÿ áû äâà!) âåðøèíû
íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü íè îäíîé èç òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ, òî åñòü, âñå îíè
äîëæíû âõîäèòü â îäèí áëîê, à íå â íåñêîëüêî. Òàêèì îáðàçîì, B(G) �
äåðåâî.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Íàçîâåì áëîê B êðàéíèì, åñëè îí ñîîòâåòñòâóåò
âèñÿ÷åé âåðøèíå äåðåâà áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.4. 1) Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî áëîê ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ êðàé-
íèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó ñî÷ëåíå-
íèÿ.

2) Åñëè ó ñâÿçíîãî ãðàôà G õîòÿ áû äâå âåðøèíû, òî êàæäûé åãî
êðàéíèé áëîê ñîäåðæèò âåðøèíó, íå ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ.

3) Åñëè ó ñâÿçíîãî ãðàôà G åñòü òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ, òî îí èìååò õîòÿ
áû äâà êðàéíèõ áëîêà. Â ýòîì ñëó÷àå êðàéíèå áëîêè ñîäåðæàò ðîâíî ïî
îäíîé òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ.

1.8.3 Ð¼áåðíûå ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà è ìîñòû

Â ýòîì ðàçäåëå ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Ðåáðî e ∈ V (G) íàçûâàåòñÿ ìîñòîì, åñëè ãðàô
G− e íåñâÿçåí.

Ðåáðî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå âõî-
äèò íè â îäèí öèêë. Åñëè e = xy � ìîñò ñâÿçíîãî ãðàôà G, òî íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî â ãðàôå G − e ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè: Ux 3 x è
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Uy 3 y. Áîëåå òîãî, åñëè F ⊂ E(G) � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ðàçäå-
ëÿþùåå ìíîæåñòâî, òî G−F ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,
ïðè÷åì êîíöû êàæäîãî ðåáðà ìíîæåñòâà F ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïî-
íåíòàì.

1.9 Ýéëåðîâ ïóòü è öèêë

Â ýòîì ðàçäåëå â ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôàõ âîçìîæíû êðàòíûå ð¼áðà.

Îïðåäåëåíèå 1.22. Ýéëåðîâ ïóòü â ãðàôå G � ýòî ïóòü, ïðîõîäÿùèé
ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç.

Ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå G � ýòî öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó
ðîâíî îäèí ðàç.

Ðàçóìååòñÿ, ýéëåðîâ ïóòü è öèêë â ãðàôå ìîãóò èìåòü ñàìîïåðåñå÷å-
íèÿ ïî âåðøèíàì.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1) Ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå G ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû.

2) Ýéëåðîâ ïóòü â ãðàôå G ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â ãðàôå G íå áîëåå äâóõ âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)⇒ Êàæäûé ðàç, ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó v, ýéëåðîâ
öèêë ïðîõîäèò ïî äâóì ðåáðàì, ïîýòîìó dG(v) ÷åòíà.
⇐ Ïóñòü ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóê-

öèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí è ðåáåð â ãðàôå. Íà÷íåì ïóòü â ïðîèçâîëüíîé
âåðøèíå a è áóäåì èäòè, óäàëÿÿ èç ãðàôà ïðîéäåííûå ðåáðà, ïîêà ýòî
âîçìîæíî. Ñòåïåíü âåðøèíû a ïîcëå âûõîäà èç íåå ñòàëà íå÷åòíîé, çà
êàæäûé ïðîõîä ïóòè ÷åðåç êàêóþ-ëèáî âåðøèíó åå ñòåïåíü óìåíüøàåòñÿ
íà 2, ÷åòíîñòü ñòåïåíè ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàø ïóòü
îêîí÷èòñÿ èìåííî â íà÷àëüíîé âåðøèíå a, òåì ñàìûì ïîëó÷èòñÿ öèêë Z.

Ïóñòü V1, . . . , Vk � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−Z. Ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí ãðàôà G − Z ÷åòíû, ïîýòîìó â êàæäîì ãðàôå G(Vi) åñòü ýéëå-
ðîâ öèêë Zi. Ïîñêîëüêó èñõîäíûé ãðàô ñâÿçåí, òî äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..k]
ñóùåñòâóåò âåðøèíà ui ∈ Vi, ëåæàùàÿ íà öèêëå Z. Òîãäà ïî âåðøèíå
ui íåñëîæíî ñîñòûêîâàòü öèêëû Z è Zi â îäèí. Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðà-
öèþ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ öèêëîâ Z1, . . . , Zk, ìû ïîëó÷èì ýéëåðîâ öèêë
â ãðàôå G.
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2) ⇒ Ïóñòü ýéëåðîâ ïóòü èìååò êîíöû a è b. Êàæäûé ðàç, ïðîõîäÿ
÷åðåç âåðøèíó v, ýéëåðîâ ïóòü ïðîõîäèò ïî äâóì ðåáðàì, ïîýòîìó â ñëó-
÷àå a = b ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû, à ïðè a 6= b â ãðàôå ðîâíî äâå
âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè � êîíöû ïóòè a è b.
⇐ Êîëè÷åñòâî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè â ãðàôå ÷åòíî. Åñëè èõ íåò,

òî â ãðàôå åñòü ýéëåðîâ öèêë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ è ýéëåðîâûì ïóòåì.
Ïóñòü â ãðàôå G ðîâíî äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè a è b. Äîáàâèì â
ãðàô ðåáðî ab (åñëè òàêîå ðåáðî åñòü, òî äîáàâèì åùå îäíî). Ìû ïîëó÷è-
ëè ñâÿçíûé ãðàô G′, â êîòîðîì âñå âåðøèíû èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü è ïî
ïóíêòó 1 åñòü ýéëåðîâ öèêë C. Óäàëèì èç öèêëà C äîáàâëåííîå ðåáðî ab
è ïîëó÷èì ýéëåðîâ ïóòü ñ êîíöàìè a è b.

1.10 Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Îñíîâíûì îòëè÷èåì îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà èëè ïðîñòî îðãðàôà îò îáû÷-
íîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäîå ðåáðî îðãðàôà èìååò íàïðàâëåíèå.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ð¼áðà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñòðåëêàìè, à ìíîæå-
ñòâî âñåõ ð¼áåð îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ñòðåëîê ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç A(G). ×åðåç E(G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ðåáåð îðãðàôà
G áåç îðèåíòàöèè (êàæäóþ ñòðåëêó çàìåíèì îáû÷íûì íåîðèåíòèðîâàí-
íûì ðåáðîì). Ïóòè è öèêëû â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå îòëè÷àþòñÿ îò
îáû÷íîãî ãðàôà òåì, ÷òî êàæäàÿ ñòðåëêà ìîæåò áûòü ïðîéäåíà òîëüêî
â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì îò íà÷àëà ê êîíöó.

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v îðãðàôà G ìû ÷åðåç N+
G(v) îáîçíà÷èì ìíîæå-

ñòâî âåðøèí îðãðàôà G, â êîòîðûå âûõîäÿò ñòðåëêè èç v, à ÷åðåç N−G(v)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí îðãðàôà G, èç êîòîðûõ âûõîäÿò ñòðåëêè
â v. Òîãäà NG(v) = N+

G(v) ∪ N−G(v).
Äëÿ âåðøèíû x ∈ V (D) ÷åðåç d+

D(x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èñõîäÿùóþ
ñòåïåíü âåðøèíû v, òî åñòü, êîëè÷åñòâî ñòðåëîê îðãðàôà D, âûõîäÿùèõ
èç âåðøèíû x. ×åðåç d−D(x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âõîäÿùóþ ñòåïåíü âåð-
øèíû v � êîëè÷åñòâî ñòðåëîê îðãðàôà D, âõîäÿùèõ â âåðøèíó x. ×åðåç
δ+(D) è δ−(D) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíèìàëüíóþ èñõîäÿùóþ è âõîäÿ-
ùóþ ñòåïåíè âåðøèí îðãðàôà D, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1.23. 1) Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà H åãî îðèåíòà-
öèåé ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ãðàô H ñ V (H) = V (H), ñòðåëêè êîòîðîãî � ýòî
îðèåíòèðîâàííûå êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì ð¼áðà èç E(H). Òàêèì îáðàçîì,
ó ãðàôà H åñòü 2e(H) îðèåíòàöèé.

2) Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôàD ìû îïðåäåëèì íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô D ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (D) è ìíîæåñòâîì ð¼áåð E(D)
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Óäàëåíèå âåðøèí è ñòðåëîê èç îðãðàôà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå,
êàê óäàëåíèå âåðøèí è ð¼áåð èç íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì è ñòÿãèâàíèå ñòðåëêè. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ,
÷òî â îðãðàôå íåò êðàòíûõ ñòðåëîê � äâóõ ñòðåëîê ñ ñîâïàäàþùèìè
íà÷àëàìè è êîíöàìè � à òàêæå ïåòåëü.

Îïðåäåëåíèå 1.24. Äëÿ ñòðåëêè e ∈ A(D) ÷åðåç D · e ìû îáîçíà÷èì
îðãðàô, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ñòðåëêè e = xy. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ãðàô D · e ïîëó÷àåòñÿ èç îðãðàôà D−x− y äîáàâëåíèåì íîâîé
âåðøèíû w, èç êîòîðîé â îðãðàôå D ·e áóäóò âûõîäèòü ñòðåëêè â âåðøè-
íû ìíîæåñòâà N+

D(x)∪N+
D(y) è â êîòîðóþ â îðãðàôå D · e áóäóò âõîäèòü

ñòðåëêè èç âåðøèí ìíîæåñòâà N−D(x) ∪ N−D(y).
Äëÿ âåðøèí ýòèõ ãðàôîâ ìû áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå w = x · y.

Ïîä ìàðøðóòàìè, ïóòÿìè è öèêëàìè â îðãðàôå áóäóò ïîäðàçóìåâàòü-
ñÿ îðèåíòèðîâàííûå ïóòè, öèêëû è ìàðøðóòû, òî åñòü, â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îïðåäåëåíèÿõ êàæäàÿ ñòðåëêà çàïèñûâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ åå
îðèåíòàöèåé.

1.11 Ãèïåðãðàô

Äëÿ ãèïåðãðàô H ìû áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ íåãî òàêèå æå îáîçíà÷åíèÿ,
êàê è äëÿ ãðàôà: ìíîæåñòâà âåðøèí è ãèïåððåáåð áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç V (H) è E(H) ñîîòâåòñòâåííî. Êîëè÷åñòâî âåðøèí è ãèïåðð¼áåð ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç v(H) è e(H) ñîîòâåòñòâåííî. Ãëàâíîå îòëè÷èå ãè-
ïåðãðàôà îò îáû÷íîãî ãðàôà â òîì, ÷òî ãèïåððåáðî � ýòî ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî V (H), ñîñòîÿùåå õîòÿ áû èç äâóõ âåðøèí. Ïîýòîìó óäîáíî
îïåðèðîâàòü ñ ãèïåðð¼áðàìè êàê ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí ãðàôà.

Äëÿ âåðøèíû v ∈ V (H) ïóñòü dH(v)) � åå ñòåïåíü â ãèïåðãðàôå H,
òî åñòü, êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùèõ v ãèïåððåáåð. ×åðåç ∆(H) è δ(H) îáî-
çíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíè âåðøèíû ãèïåðãðàôà H,
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí X ⊂ V (H) îïðåäåëèì ãèïåðãðàô H−X ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: V (H−X) = V (H) \X, à

E(H−X) = {R \X}R∈E(H).

Îïðåäåëåíèå 1.25. 1) Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ
âåðøèí a1a2 . . . ak ïóò¼ì, åñëè ñóùåñòâóþò ãèïåððåáðà e1, e2, . . . , ek−1

òàêèå, ÷òî ai, ai+1 ∈ ei.
2) Åñëè, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ãèïåððåáðî ek 3 ak, a1, òî ìû íàçîâåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1a2 . . . ak öèêëîì
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Îïðåäåëåíèå 1.26. Ãèïåðãðàô H íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå
åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóò¼ì.



Ãëàâà 2

Ïàðîñî÷åòàíèÿ

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. 1) Ìíîæåñòâî âåðøèí U ⊂ V (G) íàçûâàåòñÿ íåçàâè-
ñèìûì, åñëè íèêàêèå äâå åãî âåðøèíû íå ñìåæíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(G)
êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ãðàôà G.

2) Ìíîæåñòâî ð¼áåð M ⊂ E(G) íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì, åñëè
íèêàêèå äâà åãî ðåáðà íå èìåþò îáùåé âåðøèíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α′(G)
êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè ãðàôà G.

3) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí W ⊂ V (G) ïîêðûâàåò
ðåáðî e ∈ V (G), åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà w ∈ W , èíöèäåíòíàÿ e. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ð¼áåð F ⊂ E(G) ïîêðûâàåò âåðøèíó v ∈ V (G),
åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî f ∈ F , èíöèäåíòíîå v.

4) Ïàðîñî÷åòàíèå M ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî ïî-
êðûâàåò âñå âåðøèíû ãðàôà.

5) Ìíîæåñòâî âåðøèí W ⊂ V (G) íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóþùèì, åñëè
îíî ïîêðûâàåò âñå ð¼áðà ãðàôà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β(G) êîëè÷åñòâî âåð-
øèí â ìèíèìàëüíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå ãðàôà G.

6) Ìíîæåñòâî ð¼áåð F ⊂ E(G) íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì, åñëè îíî ïî-
êðûâàåò âñå âåðøèíû ãðàôà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β′(G) êîëè÷åñòâî ð¼áåð â
ìèíèìàëüíîì ïîêðûòèè ãðàôà G.

Â ýòîé ãëàâå ìû âûÿñíèì ìíîãî èíòåðåñíûõ ôàêòîâ î ââåä¼ííûõ ïî-
íÿòèÿõ è èõ âçàèìîîòíîøåíèÿõ.

2.1 ×åðåäóþùèåñÿ è äîïîëíÿþùèå ïóòè

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü M � ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G. Íàçîâ¼ì ïóòü
M -÷åðåäóþùèìñÿ, åñëè â í¼ì ÷åðåäóþòñÿ ð¼áðà èç M è ð¼áðà, íå âõî-
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äÿùèå â M . Íàçîâ¼ì M -÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü M -äîïîëíÿþùèì, åñëè åãî
íà÷àëî è êîíåö íå ïîêðûòû ïàðîñî÷åòàíèåì M .

Îòìåòèì, ÷òî â ëþáîé M -äîïîëíÿþùåì ïóòè íå÷¼òíîå ÷èñëî ð¼áåð è
÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí.

Òåîðåìà 2.1. (C.Berge, 1957.) Ïàðîñî÷åòàíèå M â ãðàôå G ÿâëÿåò-
ñÿ ìàêñèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåò M-äîïîëíÿþùèõ
ïóòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü â ãðàôåG ñóùåñòâóåòM -äîïîëíÿþùèé ïóòü
S = a1a2 . . . a2k. Òîãäà çàìåíèì âõîäÿùèå â M ð¼áðà a2a3,. . . , a2k−2a2k−1

íà íå âõîäÿùèå â M ð¼áðà a1a2, a3a4,. . . , a2k−1a2k, è òåì ñàìûì ïîëó÷èì
áîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, M � íå ìàêñèìàëüíî.
⇐. Ïóñòü M � íå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, òîãäà ðàññìîòðèì

ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M ′, |M ′| > |M |. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî ð¼-
áåð, âõîäÿùèõ ðîâíî â îäíî èç ïàðîñî÷åòàíèé M è M ′, H = G(N). Äëÿ
ëþáîé âåðøèíû v ∈ H ìû èìååì dH(v) ∈ {1, 2}, ñëåäîâàòåëüíî, H �
îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ïóòåé è öèêëîâ. Î÷åâèäíî, â êàæäîì èç ýòèõ
ïóòåé è öèêëîâ ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèé M è M ′ ÷åðåäóþòñÿ, à ð¼áåð èç
M ′ â E(H) áîëüøå, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè U
ãðàôà H ãðàô G(U) � ïóòü íå÷¼òíîé äëèíû, â êîòîðîì áîëüøå ð¼áåð èç
M ′. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî G(U) � ýòî M -äîïîëíÿþùèé ïóòü.

2.2 Ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå

Ïóñòü G = (V1(G), V2(G), E(G)) � äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè V1(G) è
V2(G).

Òåîðåìà 2.2. (P.Hall, 1935.) Â äâóäîëüíîì ãðàôå G åñòü ïàðîñî÷åòà-
íèå, ïîêðûâàþùåå âñå âåðøèíû äîëè V1(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà U ⊂ V1(G) âûïîëíÿåòñÿ |U | ≤ |NG(U)|.
Çàìå÷àíèå 2.1. Óñëîâèå î ðàçìåðå îêðåñòíîñòè èç òåîðåìû Õîëëà ìû
áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì Õîëëà äëÿ äîëè V1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Î÷åâèäíî.
⇐. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ãðàôå. Áàçà äëÿ |V1(G)| = 1

î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìåíüøåãî, ÷åì G, ãðàôà óòâåðæäåíèå
óæå äîêàçàíî. Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî A ( V1(G), ÷òî |A| =
|NG(A)|.
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ B = NG(A), A′ = V1(G) \ A, B′ = V2(G) \ B. Ïóñòü
G1 = G(A ∪ B), G2 = G(A′ ∪ B′). Î÷åâèäíî, äëÿ ãðàôà G1 âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â ãðàôå G1 ñóùåñòâóåò
ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðàôà G2, òî åñòü,
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âåðøèí U ⊂ A′, äëÿ êîòîðîãî |NG2(U)| < |U |. Íî
òîãäà

|NG(U ∪ A)| = |NG2(U)|+ |NG(A)| < |U |+ |A| = |U ∪ A|,

ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, â ãðàôå G2 ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâà-
þùåå âñå âåðøèíû èç A′. Âìåñòå ýòè äâà ïàðîñî÷åòàíèÿ äàþò èñêîìîå
ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G.

2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ( V1(G) âûïîëíÿåòñÿ |NG(A)| > |A|.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a ∈ V1(G) è ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó
b ∈ V2(G). Ïóñòü G′ = G− a− b. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ V (G) \ {a}
âûïîëíÿåòñÿ

|A| ≤ |NG(A)| − 1 ≤ |NG(A) \ {b}| = |NG′(A)|,

ïîýòîìó â ãðàôå G′ ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå V1(G)\{a}.
Âìåñòå ñ ðåáðîì ab ïîëó÷àåì èñêîìîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Ñëåäñòâèå 2.1. 1) Â ðåãóëÿðíîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ñîâåð-
øåííî ïàðîñî÷åòàíèå.

2) Ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñòåïåíè k åñòü îáúåäèíåíèå k ñâîèõ
ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ðàâ-
íû k. Ïðîâåðèì óñëîâèå Õîëëà. Ïóñòü A ⊂ V1(G), òîãäà èç âåðøèí A âû-
õîäèò k · |A| ð¼áåð ê âåðøèíàì èç NG(A), à â êàæäóþ âåðøèíó b ∈ NG(A)
âõîäèò íå áîëåå, ÷åì k ð¼áåð èç âåðøèí ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî,
|NG(A)| ≥ |A| è ïî òåîðåìå 2.2 â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå M ,
ïîêðûâàþùåå V1(G). Îäíàêî, â ðåãóëÿðíîì ãðàôå |V1(G)| = |V2(G)| è
ñëåäîâàòåëüíî, ïàðîñî÷åòàíèå M ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû èç V2(G).

2) Î÷åâèäíî, G −M � ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñòåïåíè k − 1.
Ïðîäæîëæàÿ âûäåëÿòü ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ, ìû ðàçîáü¼ì ãðàô
G íà k ïàðîñî÷åòàíèé.

Çàäà÷à 2.1. Â îäíîé äàëåêîé ñòðàíå êàæäûé þíîøà õî÷åò æåíèòüñÿ íà
k çíàêîìûõ åìó äåâóøêàõ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò ýòî îäíîâðåìåí-
íî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà þíîøåé M
êîëè÷åñòâî äåâóøåê, çíàêîìûõ õîòÿ áû îäíîìó þíîøå èç M , íå ìåíü-
øå k · |M |.
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Òåîðåìà 2.3. (D.K�onig, 1931.) Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô. Òîãäà
α′(G) = β(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G,
U1 � ìíîæåñòâî âñåõ íåïîêðûòûõ ýòèì ïàðîñî÷åòàíèåì âåðøèí èç V1(G),
U2 � ìíîæåñòâî íåïîêðûòûõM âåðøèí èç V2(G). Ðàçîáü¼ì âñå ïîêðûòûå
ïàðîñî÷åòàíèåì M âåðøèíû V1(G) íà äâà ìíîæåñòâà: Y1 � òå âåðøèíû,
äî êîòîðûõ ìîæíî äîéòè îò U1 ïî M -÷åðåäóþùèìñÿ ïóòÿì, à Z1 � âåð-
øèíû, äî êîòîðûõ äîéòè òàêèì îáðàçîì íåëüçÿ. Ðàçîáü¼ì âñå ïîêðûòûå
ïàðîñî÷åòàíèåì M âåðøèíû V2(G) íà äâà ìíîæåñòâà: Y2 � òå âåðøè-
íû, äî êîòîðûõ ìîæíî äîéòè îò U1 ïî M -÷åðåäóþùèìñÿ ïóòÿì, à Z2 �
âåðøèíû, äî êîòîðûõ äîéòè òàêèì îáðàçîì íåëüçÿ.

U

U

Y

Y

Z

Z

1 1 1

2 2 2

Ðèñ. 2.1: Ñòðóêòóðà ãðàôà G.

Äàëåå ìû âûÿñíèì, êàê äîëæíû ïðîõîäèòü ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèÿ M
è îñòàëüíûå ð¼áðà ãðàôà G ìåæäó îïðåäåëåííûìè âûøå ìíîæåñòâàìè
âåðøèí. Íà ðèñóíêå 2.1 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ð¼áðà ïàðîñî÷å-
òàíèÿ M , ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè � íåâîçìîæíûå ð¼áðà. Äàëåå ìû îáú-
ÿñíèì, ïî÷åìó ãðàô óñòðîåí èìåííî òàê.

Ëþáîé M -÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü ïðèõîäèò â âåðøèíû ìíîæåñòâà Y1 ïî
ðåáðàì èç M , ïîýòîìó ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà ïåðåä Y1 íà òàêîì ïóòè
äîëæíà ëåæàòü â Y2. Ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèÿ M íå ìîãóò ñîåäèíÿòü Y2

c Z1 (èíà÷å áûë áû M -÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü îò U1 äî Z1). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïàðîñî÷åòàíèå M ñîåäèíÿåò äðóã ñ äðóãîì âåðøèíû ìíîæåñòâ Y1 è Y2 à
òàêæå ìíîæåñòâ Z1 è Z2, îòêóäà ñëåäóåò |Z1| = |Z2| è |Y1| = |Y2|.

Äîêàæåì, ÷òî B = Z1 ∪ Y2 � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî. Ð¼áðà íå
èç M íå ìîãóò ñîåäèíÿòü âåðøèíû èç U1 ∪ Y1 c âåðøèíàìè èç Z2 (èíà-
÷å áûë áû M -÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü îò U1 äî Z2). Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò ð¼áåð èç U2 äî U1 ∪ Y1. Åñëè áû òàêîå ðåáðî ñóùåñòâî-
âàëî, òî ñóùåñòâîâàë áû M -äîïîëíÿþùèé ïóòü, ÷òî ïî òåîðåìå 2.1 äëÿ
ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M íåâîçìîæíî.
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Çàìåòèì, ÷òî |M | = |B|. Òàê êàê â ëþáîì äîìèíèðóþùåì ìíîæå-
ñòâå íå ìåíüøå âåðøèí, ÷åì â ëþáîì ïàðîñî÷åòàíèè, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî α′(G) = β(G).

Òåîðåìû Õîëëà è Ê¼íèãà âûâîäÿòñÿ äðóã èç äðóãà è ìîãóò áûòü äî-
êàçàíû îäíèì è òåì æå ìåòîäîì. Ìû ñïåöèàëüíî ïðèâåëè ðàçíûå äîêà-
çàòåëüñòâà, ÷òîáû îñòàâèòü ïðîñòîð äëÿ ðàáîòû ÷èòàòåëþ.

Çàäà÷à 2.2. a) Âûâåäèòå òåîðåìó Õîëëà (2.2) èç òåîðåìû Ê¼íèãà (2.3).
á) Âûâåäèòå òåîðåìó Ê¼íèãà èç òåîðåìû Õîëëà.
â) Äîêàæèòå òåîðåìó Õîëëà, óâåëè÷èâàÿ ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòà-

íèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÷åðåäóþùèõñÿ ïóòåé.

2.3 Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó α, β, α′ è β′

Íà÷í¼ì ñ î÷åâèäíîãî.

Çàìå÷àíèå 2.2. Î÷åâèäíî, U ⊂ V (G) � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà V (G) \ U � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó
α(G) + β(G) = v(G).

Cëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò î÷åíü ïîõîæèì ïî ôîðìóëèðîâêå, íî
ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì.

Òåîðåìà 2.4. (T.Gallai, 1959). Ïóñòü G � ãðàô ñ δ(G) > 0. Òîãäà
α′(G) + β′(G) = v(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. ≤. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, U �
ìíîæåñòâî íå ïîêðûòûõ M âåðøèí ãðàôà, òîãäà |U | = v(G) − 2α′(G).
Òàê êàê δ(G) > 0, ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî èç |U | ð¼áåð F , ïîêðûâàþ-
ùåå U . Òîãäà M ∪ F � ïîêðûòèå, ñëåäîâàòåëüíî,

β′(G) ≤ |M ∪F | = α′(G)+v(G)−2α′(G), îòêóäà α′(G)+β′(G) ≤ v(G).

≥. Ïóñòü L � ìèíèìàëüíîå ð¼áåðíîå ïîêðûòèå (|L| = β′(G)), à H =
G[L]. Òîãäà v(H) = v(G). Òàê êàê â ãðàôå H íåò âåðøèí ñòåïåíè 0, â
êàæäîé êîìïîíåíòå èç k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà H ìîæíî âûáðàòü
ïî ðåáðó, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå N â ãðàôå H. Î÷åâèäíî,
α′(G) ≥ |N | = k è β′(G) = |L| = e(H) ≥ v(H) − k = v(G) − k, îòêóäà
ñëåäóåò α′(G) + β′(G) ≥ v(G).

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô c δ(G) > 0. Òîãäà α(G) =
β′(G).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.3 äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå α′(G) = β(G). Ïî çàìå÷àíèþ 2.2 è òåîðåìå 2.4 ìû èìååì

α(G) + β(G) = v(G) = α′(G) + β′(G),

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

2.4 Ïàðîñî÷åòàíèÿ ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè

Èíîãäà âåðøèíàì íå âñ¼ ðàâíî, ñ êàêèìè âåðøèíàìè �âñòóïàòü â ïà-
ðîñî÷åòàíèå�. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ñïèñîê ïðåä-
ïî÷òåíèé, òî åñòü, óïîðÿäî÷èâàåò èíöèäåíòíûå åé ð¼áðà. Íàøà çàäà÷à
ïîñòðîèòü òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå M (íå îáÿçàòåëüíî ìàêñèìàëüíîå), ÷òî â
í¼ì íå áóäåò ðåáðà e = ab, êîòîðîå îáå âåðøèíû a è b õîòåëè áû ïîìåíÿòü
íà ñâîáîäíûå ð¼áðà. Äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. 1) Ïóñòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G) çàäàíî ëè-
íåéíîå îòíîøåíèå (íåñòðîãîãî) ïîðÿäêà ≤v íà ìíîæåñòâå âñåõ èíöèäåíò-
íûõ v ð¼áåð èç E(G). Òîãäà ≤= {≤v}v∈V (G) � ìíîæåñòâî ïðåäïî÷òåíèé.

Äëÿ äâóõ èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v ð¼áåð e, f ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
çàïèñü e <v f äëÿ çàïèñè ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, åñëè òàêîå èìååò ìåñòî.

2) Ïàðîñî÷åòàíèåM íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì äëÿ ìíîæåñòâà ïðåäïî-
÷òåíèé ≤, åñëè äëÿ ëþáîãî ðåáðà f 6∈ M ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈ M ,
÷òî e è f èìåþò îáùèé êîíåö v è f ≤v e.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó èíîãäà íàçûâàþò �Stable marriage theorem�.

Òåîðåìà 2.5. (D.Gale, L. Shapley, 1962.) Ïóñòü G � äâóäîëüíûé
ãðàô. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ïðåäïî÷òåíèé ≤ â ãðàôå G ñóùå-
ñòâóåò ñòàáèëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü âåðøèíû îäíîé äîëè ìóæ÷èíàìè, à
âåðøèíû äðóãîé äîëè � æåíùèíàìè, à íàøå ïàðîñî÷åòàíèå áóäåò ñîñòî-
ÿòü èç ñåìåéíûõ ïàð.

Èçíà÷àëüíî íàøå ïàðîñî÷åòàíèå áóäåò ïóñòûì, îíî áóäåò èçìåíÿòüñÿ
ïîøàãîâî. Îïèøåì øàã àëãîðèòìà èçìåíåíèÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ñíà÷àëà
äåéñòâóþò ìóæ÷èíû: êàæäûé íåæåíàòûé (òî åñòü, íå ïîêðûòûé ïà-
ðîñî÷åòàíèåì) ìóæ÷èíà âûáèðàåò æåíùèíó, êîòîðàÿ åìó áîëüøå âñåõ
íðàâèòñÿ (òî åñòü, íàèâûñøóþ â ñâîåì ïðåäïî÷òåíèè) èç òåõ, êîòîðûì
îí åùå íå äåëàë ïðåäëîæåíèÿ (åñëè òàêèÿ åñòü), ïîñëå ÷åãî äåëàåò åé
ïðåäëîæåíèå. Çàòåì äåéñòâóþò æåíùèíû: êàæäàÿ èç íèõ ðàññìàòðèâàåò
âñåõ ìóæ÷èí, êòî ñäåëàë åé ïðåäëîæåíèå è íðàâèòñÿ åé ñòðîãî áîëüøå,
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÷åì åå ìóæ (åñëè îí åñòü). Åñëè ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, îíà âûáèðàåò èç
íèõ òîãî, êòî íðàâèòñÿ åé áîëüøå âñåãî (åñëè òàêèõ íåñêîëüêî, òî ëþáî-
ãî èç íèõ) è âûõîäèò çà íåãî çàìóæ (âìåñòî åå ïðåæíåãî ìóæà, åñëè îí
áûë).

Êîíå÷íîñòü àëãîðèòìà î÷åâèäíà: íèêàêîé ìóæ÷èíà íå äåëàåò ïðåä-
ëîæåíèå îäíîé æåíùèíå äâàæäû. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü ïà-
ðîñî÷åòíàíèå M . Äîêàæåì, ÷òî M ñòàáèëüíî. Ðàññìîòðèì ðåáðî uw ∈
E(G) \M (u � ìóæ÷èíà). Åñëè u äåëàë ïðåäëîæåíèå w, íî åìó îòêà-
çàëè, òî w íàøëà ìóæà u′, êîòîðûé åé íðàâèòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì u (òî
åñòü, ñóùåñòâóåò ðåáðî u′w ∈M , äëÿ êîòîðîãî uw ≤w u′w). Åñëè æå u íå
äåëàë ïðåäëîæåíèÿ w, òî â ïðîöåññå àëãîðèòìà íàøåë æåíó w′, êîòîðàÿ
íðàâèòñÿ åìó íå ìåíüøå, ÷åì w (òî åñòü, ñóùåñòâóåò ðåáðî uw′ ∈ M ,
äëÿ êîòîðîãî uw ≤u uw′). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíííîå ïàðîñî÷åòàíèå
ñòàáèëüíî.

2.5 Ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå

Ìû äîêàæåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ â ãðàôå ñî-
âåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Òàòòó (1947 ã).
Ìû ïðèâåä¼ì òåîðåìó ñ áîëåå ïîçäíèì äîêàçàòåëüñòâîì Ëîâàñà (1973 ã).

2.5.1 Òåîðåìà Òàòòà î ñîâåðøåííîì ïàðîñî÷åòàíèè

Îïðåäåëåíèå 2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G ÷åðåç o(G) îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G (òî åñòü, êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùèõ íå÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí).

Òåîðåìà 2.6. (W.T.Tutte, 1947.) Â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ñîâåðøåí-
íîå ïàðîñî÷åòàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî S ⊂ V (G)
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå o(G− S) ≤ |S|.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ ïî÷òè î÷åâèäíà. Ïóñòü
S ⊂ V (G), à M � ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Òîãäà îäíà èç âåðøèí
êàæäîé íå÷åòíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − S äîëæíà áûòü ñî-
åäèíåíà ñ âåðøèíîé èç S ðåáðîì ïàðîñî÷åòàíèÿ M , îòêóäà ñëåäóåò òðå-
áóåìîå íåðàâåíñòâî.
⇐. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, íî íå èìååò ñî-

âåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, o(G) ≤ |∅| = 0, òî åñòü,
v(G) ÷¼òíî.

Ïóñòü G∗ � ìàêñèìàëüíûé íàäãðàô G íà òîì æå ìíîæåñòâå âåð-
øèí, íå èìåþùèé ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî S ⊂ V (G)
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î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî o(G∗ − S) ≤ o(G − S) ≤ |S|. Ïóñòü
U = {u ∈ V (G) : dG∗(u) = v(G) − 1}. Î÷åâèäíî, G∗ � íå ïîëíûé ãðàô,
ïîýòîìó U 6= V (G).

Ëåììà 2.1. Ãðàô G∗−U � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ íåñâÿçàííûõ äðóã ñ
äðóãîì ïîëíûõ ãðàôîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóþò òà-
êèå âåðøèíû x, y, z ∈ V (G) \ U , ÷òî xy, yz ∈ E(G∗), íî xz 6∈ E(G∗). Òàê
êàê y 6∈ U , ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà w 6∈ U , ÷òî yw 6∈ E(G∗).

Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ãðàôà G∗ ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-
òàíèå M1 â ãðàôå G∗ + xz è ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M2 â ãðàôå
G∗ + yw. Òàê êàê â ãðàôå G∗ íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, xz ∈ M1

è yw ∈M2. Ïóñòü H = (V (G),M1 ∪M2). Î÷åâèäíî, ãðàô H � íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå ÷¼òíûõ öèêëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ÷åðåäóþòñÿ ð¼áðà ïà-
ðîñî÷åòàíèéM1 èM2. Íà âåðøèíàõ ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
H ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ ð¼áðàìè èç M1 è ñîâåðøåí-
íîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ ð¼áðàìè èç M2. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïàðû âåðøèí x, z è y, w ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè
W1 è W2 ãðàôà H ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà W1 ìû âûáåðåì ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèÿ M2,
íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà W2 ìû âûáåðåì ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèÿ M1, à â
îñòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ãðàôà H � ëþáîãî èç ýòèõ ïàðîñî÷å-
òàíèé. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G∗, ïðîòè-
âîðå÷èå.

2. Âñå ÷åòûðå âåðøèíû x, z, y, w ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíî-
ñòè W ãðàôà H.

b b

b b

x

y

z

w

Ðèñ. 2.2: Êîìïîíåíòà, ñîäåðæàùàÿ x, y, z è w.

Ïóñòü C = H(W ). Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè x è z ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåð-
øèíû ðàñïîëîæåíû â ÷¼òíîì öèêëå C â ïîðÿäêå ywzx (ñì. ðèñóíîê 2.2).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü P = x..yz..w, ñîñòîÿùèé èç äâóõ äóã öèêëà C è
ðåáðà xz. Ýòîò ïóòü ïðîõîäèò âñå âåðøèíû öèêëà C è òîëüêî èõ, ïðè-
÷åì ñîäåðæèò òîëüêî ð¼áðà ãðàôà G∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîëíîå
ïàðîñî÷åòàíèå MW ⊂ E(G∗) íà âåðøèíàõ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè W .
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Â îñòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ãðàôà H âûáåðåì ð¼áðà ëþáîãî
èç ïàðîñî÷åòàíèé M1 è M2, â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòà-
íèå ãðàôà G∗, ïðîòèâîðå÷èå.

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Òàòòà. Èòàê, ãðàô G∗ − U åñòü
îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ íåñâÿçàííûõ ïîëíûõ ãðàôîâ. Â ñèëó óñëîâèÿ,
ñðåäè íèõ íå áîëåå ÷åì |U | íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò. Â êàæäîé ÷¼òíîé êîì-
ïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G∗ − U ìû ïîñòðîèì ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå, â
êàæäîé íå÷¼òíîé êîìïîíåíòå � ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå âñå âåð-
øèíû, êðîìå îäíîé, à îñòàâøóþñÿ âåðøèíó ñîåäèíèì ñ âåðøèíîé èç U
(ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ðàçëè÷íûå âåðøèíû ìíîæåñòâà U : èõ õâàòèò
ââèäó o(G∗ − U) ≤ |U |). Íàêîíåö, ìû ðàçîá¼ì íà ïàðû îñòàâøèåñÿ íåïî-
êðûòûìè âåðøèíû ìíîæåñòâà U : ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê êàæäàÿ èç
ýòèõ âåðøèí ñìåæíà â ãðàôå G∗ ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷èëè ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G∗, ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà Òàòòà èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïàðîñî÷åòàíèé.
Óñëîâèå íà êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò o(G − S) ≤ |S| íàçûâàþò
óñëîâèåì Òàòòà. Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðàôå ñî-
âåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå Òàòòà äëÿ âñåõ
ìíîæåñòâ S ⊂ V (G).

Ïóñòü S ⊂ V (G) òàêîâî, ÷òî o(G − S) > |S|. Òàêîå ìíîæåñòâî ìû
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì Òàòòà ãðàôà G. Ïî òåîðåìå Òàòòà, åñëè
â ãðàôå G íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, òî â í¼ì åñòü õîòÿ áû îäíî
ìíîæåñòâî Òàòòà. Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Òàòòà.

2.5.2 Ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ðåãóëÿðíîì ãðà-

ôå

Òåîðåìà î ñîâåðøåííîì ïàðîñî÷åòàíèè â êóáè÷åñêîì ãðàôå (òî åñòü, â
ãðàôå, âñå ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 3) âïåðâûå áûëà äî-
êàçàíà Ïåòåðñåíîì â 1891 ãîäó. Äîêàçàòåëüñòâî áûëî âåñüìà íåïðîñòûì,
íî èìåÿ ñòîëü ñåðü¼çíîå ñðåäñòâî, êàê òåîðåìà Òàòòà, ìû äîêàæåì äàæå
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå íàìíîãî ïðîùå.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè k, U ⊂ V (G),
|U | íå÷¼òíî, m � ÷èñëî ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ìíîæåñòâà U
ñ âåðøèíàìè èç V (G)− U . Òîãäà m ≡ k (mod 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

m =

(∑
v∈U

dG(v)

)
− 2e(G(U)) = k|U | − 2e(G(U)) ≡ k (mod 2).
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Òåîðåìà 2.7. (J. Petersen, 1891.) Ïóñòü G � ñâÿçíûé êóáè÷åñêèé
ãðàô, â êîòîðîì íå áîëåå äâóõ ìîñòîâ. Òîãäà â ãðàôå G åñòü ñîâåð-
øåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèå Òàòòà. Ïóñòü S ⊂ V (G), U1, . . . , Un
� âñå íå÷¼òíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − S, mi � êîëè÷åñòâî
ð¼áåð èç Ui â S. Ïî ëåììå 2.2 âñå ÷èñëà m1, . . . ,mn íå÷¼òíû. Òàê êàê íå
áîëåå ÷åì äâà ðåáðà ãðàôà G � ìîñòû, òî íå áîëåå, ÷åì äâà ÷èñëà èç
m1, . . . ,mn ðàâíû 1, à âñå îñòàëüíûå � íå ìåíåå, ÷åì 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå G íåò, òî-
ãäà ïî òåîðåìå 2.6 ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî Òàòòà S ⊂ V (G) (íàïîì-
íèì, ÷òî o(G−S) > |S|). Òàê êàê êîëè÷åñòâî âåðøèí êóáè÷åñêîãî ãðàôà
G ÷¼òíî, ìû èìååì S 6= ∅ è o(G − S) ≡ |S| (mod 2), ñëåäîâàòåëüíî,
n = o(G− S) ≥ |S|+ 2. Òîãäà

∑
v∈S

dG(v) ≥
n∑
i=1

mi ≥ 3n− 4 ≥ 3(|S|+ 2)− 4 = 3|S|+ 2 > 3|S| =
∑
v∈S

dG(v),

÷òî, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî.

Ðåçóëüòàò Ïåòåðñåíà â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèé âîçìîæíûé: ëåã-
êî ïðèäóìàòü ñâÿçíûé êóáè÷åñêèé ãðàô ñ òðåìÿ ìîñòàìè, ó êîòîðîãî íåò
ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ (ñì. ðèñóíîê 2.3).

b

b b

b b

b

b b

b b

b

b b

b b

b

Ðèñ. 2.3: Êóáè÷åñêèé ãðàô áåç ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Òåîðåìà 2.8. (J. Plesnik, 1972.) Ïóñòü G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè
k ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì âåðøèí, ïðè÷¼ì λ(G) ≥ k−1, à ãðàô G′ ïîëó÷åí èç G
óäàëåíèåì íå áîëåå, ÷åì k− 1 ð¼áåð. Òîãäà â ãðàôå G′ åñòü ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî F ⊂ E(G) òàêîâî, ÷òî G′ = G− F .
Òîãäà |F | ≤ k − 1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå Òàòòà íå âûïîëíÿåòñÿ è ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî Òàòòà S ⊂ V (G′) (âîçìîæíî, S = ∅). Òàê êàê o(G′ − S) + |S| ≡
v(G) ≡ 0 (mod 2), òî èç o(G′ − S) > |S| ñëåäóåò o(G′ − S) ≥ |S|+ 2.

Ïóñòü U1, . . . , Un � íå÷¼òíûå, à Un+1, . . . , Ut � ÷¼òíûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G′ − S. Äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..t] ïóñòü αi � êîëè÷åñòâî
ð¼áåð èç E(G′), ñîåäèíÿþùèõ Ui ñ S, βi � êîëè÷åñòâî ð¼áåð èç F , ñîåäèíÿ-
þùèõ Ui ñ S, γi � êîëè÷åñòâî ð¼áåð èç F , ñîåäèíÿþùèõ Ui ñ îñòàëüíûìè
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G′−S è mi = αi+βi+γi. Òîãäà mi � ýòî
êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G, ñîåäèíÿþùèõ Ui ñ V (G) \ Ui. Ïî ëåììå 2.2
äëÿ íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (òî åñòü, i ∈ [1..n]) ìû èìååì mi ≡ k
(mod 2), êðîìå òîãî, mi ≥ λ(G) ≥ k − 1, ñëåäîâàòåëüíî, mi ≥ k. Îòñþäà
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

n∑
i=1

αi +
n∑
i=1

βi +
n∑
i=1

γi ≥ kn. (2.1)

Îòìåòèì äâà î÷åâèäíûõ ôàêòà:

t∑
i=1

αi +
t∑
i=1

βi ≤ k · |S|,

2
t∑
i=1

βi +
t∑
i=1

γi ≤ 2|F | ≤ 2k − 2,

cëîæèâ êîòîðûå, ìû ïîëó÷èì

t∑
i=1

αi + 3
t∑
i=1

βi +
t∑
i=1

γi ≤ k(|S|+ 2)− 2. (2.2)

Èç íåðàâåíñòâ (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì kn ≤ k(|S|+2)−2 è, cëåäîâàòåëüíî,
o(G′−S) = n < |S|+2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå. Òàêèì îáðà-
çîì, óñëîâèå Òàòòà âûïîëíÿåòñÿ è ïî òåîðåìå 2.6 â ãðàôå G′ ñóùåñòâóåò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè k ñ ÷¼òíûì ÷èñ-
ëîì âåðøèí, ïðè÷¼ì λ(G) ≥ k − 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G)
ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, ñîäåðæàùåå e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e = ab, à e1, . . . , ek−1 � îñòàëüíûå ð¼áðà, èí-
öèäåíòíûå âåðøèíå a, ïóñòü G′ = G − {e1, . . . , ek−1}. Ïî òåîðåìå 2.8, â
ãðàôå G′ åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M . Î÷åâèäíî, M 3 e.
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2.5.3 Ôàêòîðû ðåãóëÿðíîãî ãðàôà

Îïðåäåëåíèå 2.5. k-ôàêòîðîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî îñòîâíûé ðåãó-
ëÿðíûé ïîäãðàô ñòåïåíè k.

Ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå � ýòî 1-ôàêòîð. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
î÷åíü ïîõîæàÿ ïî ôîðìóëèðîâêå, ãîâîðèò î íàëè÷èè 2-ôàêòîðà.

Òåîðåìà 2.9. (J. Petersen, 1891.) Ó ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ÷¼òíîé ñòåïå-
íè åñòü 2-ôàêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2k. Ïî òåîðå-
ìå 1.2 â ãðàôå G åñòü ýéëåðîâ öèêë C, îáõîäÿùèé â íåêîòîðîì ïîðÿäêå
âñå ð¼áðà. Çàôèêñèðóåì íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëà C è îðèåíòèðóåì òà-
êèì îáðàçîì âñå ð¼áðà ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëàñü îðèåíòàöèÿ
ãðàôà, â êîòîðîé â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò k ð¼áåð è èç êàæäîé âåðøè-
íû âûõîäèò k ð¼áåð.

Ìû ïîñòðîèì ãðàô G∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåëèì êàæäóþ âåð-
øèíó v ∈ V (G) íà äâå âåðøèíû v1 è v2. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà xy ∈ E(G),
åñëè ýòî ðåáðî îðèåíòèðîâàíî îò x ê y, òî ïðîâåä¼ì â ãðàôå G∗ ðåáðî
x1y2. Òàêèì îáðàçîì, e(G∗) = e(G).

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ãðàô G∗ � ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñòå-
ïåíè k ñ äîëÿìè V1 = {v1}v∈V (G) è V2 = {v2}v∈V (G). Ïî ñëåäñòâèþ 2.1 â
ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M∗. Ïðîâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ð¼áðàì èç M∗ ð¼áðà â ãðàôå G. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
2-ôàêòîð M .

Ñëåäñòâèå 2.4. 1) Ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2k åñòü îáúåäèíåíèå k
ñâîèõ 2-ôàêòîðîâ (òî åñòü, îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ ñòåïåíè 2).

2) Äëÿ ëþáîãî r ≤ k ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2k èìååò 2r-ôàêòîð.

Âñå îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ âèäà �ó ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ñòåïåíè k åñòü
ôàêòîð ñòåïåíè r� áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ãðàô, óâû, íåâåðíû.

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü r < k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå÷åò-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè k, íå èìåþùèé
r-ôàêòîðà (òî åñòü, ðåãóëÿðíîãî ïîäãðàôà ñòåïåíè r).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ôàêòîðîâ ïîìîãàåò óñëîâèå î ð¼-
áåðíîé ñâÿçíîñòè.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2k + 1, ïðè÷¼ì
λ(G) ≥ 2k, à r ≤ 2k + 1. Òîãäà ó ãðàôà G ñóùåñòâóåò r-ôàêòîð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.8 â ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå M . Ãðàô G′ = G−M � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2k, à çíà÷èò,
èìååò ðåãóëÿðíûå ôàêòîðû âñåõ ÷åòíûõ ñòåïåíåé 2t ≤ 2k. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ãðàô G′ èìååò ðåãóëÿðíûå ôàêòîðû âñåõ âîçìîæíûõ íå÷åòíûõ ñòå-
ïåíåé. Èõ äîïîëíåíèÿ äî ãðàôà G áóäóò åãî ôàêòîðàìè âñåõ âîçìîæíûõ
÷åòíûõ ñòåïåíåé.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2.5 ìîæíî äîêàçàòü ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâè-
ÿõ íà ãðàô. Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò áîëåå ñëîæíóþ òåõíèêó
� òåîðèþ ôàêòîðîâ. Ýòî è äðóãèå óòâåðæäåíèÿ î ôàêòîðàõ ðåãóëÿðíûõ
ãðàôîâ ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 2.6.4.

Ìû ïðèâåäåì íåñëîæíóþ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè �ïî÷òè ðåãóëÿð-
íîãî ôàêòîðà�.

Òåîðåìà 2.10. (C. Tomassen, 1981.) Ïóñòü G � ãðàô, ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû k èëè k+1, à r < k. Òîãäà ñóùåñòâóåò îñòîâíûé
ïîäãðàô H ãðàôà G, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû ëèáî r, ëèáî
r + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïóñê ïî r. Áàçà äëÿ r = k î÷åâèäíà, â ýòîì ñëó÷àå
ïîäîéäåò H = G.

Ïåðåõîä r → r − 1. Ïóñòü ãðàô G èìååò îñòîâíûé ïîäãðàô F , ñòå-
ïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû r èëè r + 1. Íà÷èíàÿ ñ ãðàôà F , ïîêà ýòî
âîçìîæíî, áóäåì ïðîèçâîäèòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: óäàëÿòü ðåáðî, ñî-
åäèíÿþùåå äâå âåðøèíû ñòåïåíè r+ 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîäãðàô
F ′ ãðàôà F , ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû r èëè r + 1, â êîòîðîì íè-
êàêèå äâå âåðøèíû ñòåïåíè r + 1 íå ñìåæíû.

Ïóñòü Vr+1 � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè r+1 â ãðàôå F ′. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî Vr+1 6= ∅, èíà÷å ãðàô F ′ íàì ïîäõîäèò. Ïóñòü Vr = V (G) \
Vr+1. Ïóñòü B � äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè Vr+1 è Vr, ðåáðà êîòîðîãî �
ýòî âñå ðåáðà ãðàôà F ′, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû Vr+1 ñ Vr. Ïî ïîñòðîåíèþ
ãðàôà F ′, äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ Vr+1 ìû èìååì dB(x) = r + 1, à äëÿ
êàæäîé âåðøèíû y ∈ Vr ìû èìååì dB(y) ≤ r. Ïîýòîìó äëÿ äîëè Vr+1

âûïîëíåíî (è äàæå ïåðåâûïîëíåíî!) óñëîâèå Õîëëà: |NB(A)| > |A| äëÿ
ëþáîãî A ⊂ Vr+1. Òîãäà ïî òåîðåìå Õîëëà (2.2) â ãðàôå B ñóùåñòâóåò
ïàðîñî÷åòàíèå M , ïîêðûâàþùåå âñå âåðøèíû èç Vr+1. Î÷åâèäíî, ãðàô
H = F ′ −M íàì ïîäõîäèò.

×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Òàòòà î ïî÷òè ðåãó-
ëÿðíîì ôàêòîðå (ñëåäñòâèå 2.6), âïåðâûå äîêàçàííàÿ Òàòòîì â 1978 ãîäó.
Äîêàçàòåëüñòâî Òàòòà èñïîëüçîâàëî ðàçðàáîòàííóþ èì òåîðèþ ôàêòî-
ðîâ, î êîòîðîé ìû ðàññêàæåì äàëüøå. Òàêèì îáðàçîì, Òîìàññåí íàøåë
ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà.
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Ñëåäñòâèå 2.6. (W.T.Tutte, 1978.) Ïóñòü G � ðåãóëÿðíûé ãðàô
ñòåïåíè k, r < k. Òîãäà ñóùåñòâóåò îñòîâíûé ïîäãðàô H ãðàôà G,
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû ëèáî r, ëèáî r + 1.

2.5.4 Äåôèöèò ãðàôà. Ôîðìóëà Áåðæà

À ÷òî äåëàòü â ñëó÷àå, êîãäà â ãðàôå íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ?

Îïðåäåëåíèå 2.6. Äåôèöèòîì ãðàôà G ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó
def(G) = v(G)− 2α′(G).

Çàìå÷àíèå 2.3. 1) Äåôèöèò ãðàôà G � ýòî êîëè÷åñòâî âåðøèí, íå ïî-
êðûòûõ ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì ãðàôà G.

2) Î÷åâèäíî, def(G) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G åñòü
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

3) Îïðåäåëåíèå äåôèöèòà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå:

α′(G) =
v(G)− def(G)

2
. (2.3)

Óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû äîêàæåì â ñëåäóþùåé òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ
ôîðìóëîé Áåðæà.

Òåîðåìà 2.11. (C.Berge, 1958.) Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

def(G) = max
S⊂V (G)

o(G− S)− |S|.

Äîêàçàòåëüñòâî. ≥. ÏóñòüM � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G,
S ⊂ V (G), n = o(G − S), à U1, . . . , Un � âñå íå÷¼òíûå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ãðàôà G − S. Òîãäà â êàæäîé íå÷¼òíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Ui
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ui, êîòîðàÿ íå ïîêðûòà ðåáðîì M èëè
ïîêðûòà ðåáðîì ei = uixi ∈ M , ãäå xi ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíåå,
÷åì n− |S| èç âåðøèí u1, . . . , un íå ïîêðûòû ïàðîñî÷åòàíèåì M , îòêóäà
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî def(G) ≥ o(G− S)− |S|.
≤. Ïóñòü

k = max
S⊂V (G)

o(G− S)− |S|.

Åñëè k = 0, ïî òåîðåìå 2.6 â ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå
è def(G) = 0, ýòîò ñëó÷àé òðèâèàëåí. Ïóñòü k > 0, W � ìíîæåñòâî èç
k íîâûõ âåðøèí (W ∩ V (G) = ∅), à ãðàô H ïîëó÷åí ïðèñîåäèíåíèåì ê
G âåðøèí ìíîæåñòâà W , ïðè÷¼ì êàæäàÿ èç âåðøèí ìíîæåñòâà W áóäåò
ñìåæíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà H.
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ãðàôà H âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Òàòòà. Ïîíÿòíî, ÷òî
k ≡ v(G) (mod 2), ïîýòîìó v(H) = v(G) + k ÷¼òíî. Òàêèì îáðàçîì, äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå äëÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ T ⊂ V (H). Åñëè
T 6⊃ W , òî ãðàô H−T ñâÿçåí è o(H−T ) ≤ 1 ≤ |T |. Åñëè T = W ∪ S, ãäå
S ⊂ V (G), òî o(H−T ) = o(G−S) ≤ k+|S| = |T |. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå
Òàòòà âûïîëíÿåòñÿ è ïî òåîðåìå 2.6 â ãðàôå H åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå N . Î÷åâèäíî, òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå
M , ÷òî |M | ≥ |N | − k, ñëåäîâàòåëüíî,

α′(G) ≥ |M | ≥ v(G) + k

2
− k =

v(G)− k
2

,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

2.5.5 Ôàêòîð-êðèòè÷åñêèå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 2.7. 1) Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-êðèòè÷åñêèì, åñëè
äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ V (G) ó ãðàôà G − u åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå.

2) Ïàðîñî÷åòàíèåM â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ñîâåðøåííûì, åñëè
M ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ãðàôà G, êðîìå îäíîé.

Çàìå÷àíèå 2.4. 1) Î÷åâèäíî, ôàêòîð-êðèòè÷åñêèé ãðàô íå èìååò ñîâåð-
øåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, êîëè÷åñòâî âåðøèí ôàêòîð-êðèòè÷åñêîãî ãðàôà
íå÷¼òíî.

2) Ââèäó ôîðìóëû (2.3) ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ãðàô G � ôàêòîð-êðèòè-
÷åñêèé, òî def(G) = 1.

3) Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-êðèòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû u ∈ V (G) ñóùåñòâóåò ïî÷òè ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå Mu, íå ïîêðûâàþùåå u.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ôàêòîð-êðèòè÷åñêîãî ãðàôà G è ëþáîé âåð-
øèíû u ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α′(G−u) = α′(G). Ãîðàçäî èíòå-
ðåñíåå, ÷òî ýòî óñëîâèå çàñòàâëÿåò ãðàô áûòü ôàêòîð-êðèòè÷åñêèì. Ýòî
äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò ëåììîé
Ãàëëàè.

Òåîðåìà 2.12. (T.Gallai, 1963.) Ïóñòü ñâÿçíûé ãðàô G òàêîâ, ÷òî
äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α′(G−u) = α′(G).
Òîãäà G � ôàêòîð-êðèòè÷åñêèé ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Òàòòà S, äëÿ êîòîðîãî
o(G − S) − |S| = def(G) = k (òàêîå ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 2.11) è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî S 6= ∅. Ïóñòü v ∈ S, G′ = G − v. Ïîëîæèì S ′ = S \ {v}.
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Î÷åâèäíî, G′ − S ′ = G− S, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

def(G−v) = def(G′) ≥ o(G′−S ′)−|S ′| = (o(G−S)−|S|) + 1 = def(G) + 1.

Òîãäà ââèäó ôîðìóëû (2.3) ïîëó÷àåòñÿ α′(G) ≥ α′(G− v) + 1, ÷òî íåâîç-
ìîæíî ïî óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, S = ∅ è, òàê êàê ãðàô G ñâÿçåí, ìû
èìååì def(G) = o(G) ≤ 1. Îäíàêî, èç óñëîâèÿ òåîðåìû î÷åâèäíî, ÷òî ó
ãðàôà G íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, def(G) = 1 è
ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-êðèòè÷åñêèì.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.12 ìû èçâëå÷¼ì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.7. Ïóñòü G � ôàêòîð-êðèòè÷åñêèé ãðàô. Òîãäà ∅ � åäèí-
ñòâåííîå ìíîæåñòâî Òàòòà ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ôàêòîð-êðèòè÷åñêîãî ãðàôà
G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α′(G− u) = α′(G). Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü
ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.12 è ïîëó÷èòü, ÷òî ìàêñèìóì
o(G − S) − |S| äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè S = ∅, ïðè÷¼ì ýòîò ìàêñèìóì
ðàâåí 1. Ïîñêîëüêó o(G − S) − |S| ≥ 1 äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Òàòòà S,
òî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Òàòòà ó ôàêòîð-êðèòè÷åñêîãî ãðàôà íåò.

2.5.6 Ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà Ãàëëàè-Ýäìîíäñà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìó î ñòðóêòóðå ìàêñèìàëüíîãî ïàðî-
ñî÷åòàíèÿ â ãðàôå.

Äëÿ ãðàôà G ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü D(G) � ìíîæå-
ñòâî èç âñåõ âåðøèí u ∈ V (G), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå Mu ãðàôà G, íå ïîêðûâàþùåå u. Ïóñòü A(G)
� ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, íå âõîäÿùèõ â D(G), íî ñìåæíûõ
õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç D(G), à C(G) = V (G) \ (A(G) ∪ D(G)).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå Stability lemma.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü a ∈ A(G). Òîãäà D(G − a) = D(G), A(G − a) =
A(G) \ {a}, C(G− a) = C(G), α′(G− a) = α′(G)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òîD(G−a) = D(G).
⊃. Ïóñòü u ∈ D(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå

Mu ãðàôà G, íå ïîêðûâàþùåå u. Ïîñêîëüêó ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïàðî-
ñî÷åòàíèå ãðàôà G ïîêðûâàåò a, òî α′(G − a) = α′(G) − 1 è áîëåå òîãî,
åñëè ax ∈Mu, òî Mu \ {ax} � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G− a,
íå ïîêðûâàþùåå u. Òàêèì îáðàçîì, D(G− a) ⊃ D(G).
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⊂. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M ′

ãðàôà G − a, íå ïîêðûâàþùåå âåðøèíó v 6∈ D(G). Ïóñòü w ∈ D(G)
� ñìåæíàÿ ñ a ∈ A(G) âåðøèíà, à Mw � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå
ãðàôà G, íå ïîêðûâàþùåå w. Òàê êàê v 6∈ D(G), ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî-
÷åòàíèå Mw ïîêðûâàåò âåðøèíó v.

Ðàññìîòðèì ãðàô H = G(Mw ∪ M ′) � î÷åâèäíî, îí ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ïóòåé è ÷¼òíûõ öèêëîâ. Ïóñòü U � êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ãðàôà H, ñîäåðæàùàÿ v. Òàê êàê dH(v) = 1, òî P = H(U) �
ïóòü ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v. Â ïóòè P ÷åðåäóþòñÿ ð¼áðà èç Mw è M ′,
ïðè÷¼ì íà÷èíàåòñÿ ïóòü ðåáðîì èç Mw. Òàê êàê dH(a) = 1, òî âåðøèíà
a ëèáî íå ïðèíàäëåæèò ïóòè P , ëèáî ÿâëÿåòñÿ å¼ êîíöîì (â ýòîì ñëó-
÷àå ïîñëåäíåå ðåáðî ïóòè ïðèíàäëåæèò ïàðîñî÷åòàíèþMw). Ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

a. Ïóòü P êîí÷àåòñÿ ðåáðîì èç M ′ (ñì. ðèñóíîê 2.4a).
Ðàññìîòðèì ïàðîñî÷åòàíèå Mv = Mw4E(P ) (ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü
Mw è E(P ), òî åñòü, ð¼áðà, âõîäÿùèå ðîâíî â îäíî èç äâóõ ìíîæåñòâ).
Î÷åâèäíî,Mv � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, íå ïîêðûâàþùåå
v, ïîýòîìó v ∈ D(G), ïðîòèâîðå÷èå.
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bv b

b

b

b
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b

a
bP

a b c

Ðèñ. 2.4: Ïóòü P .

á. Ïóòü P êîí÷àåòñÿ ðåáðîì èç Mw, âåðøèíà a � êîíåö ïóòè P (ñì.
ðèñóíîê 2.4b).
Ðàññìîòðèì ïàðîñî÷åòàíèå M∗

v = (Mw4E(P ))∪{aw}. Òîãäà M∗
v � ìàê-

ñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôàG, íå ïîêðûâàþùåå v, ïîýòîìó v ∈ D(G),
ïðîòèâîðå÷èå.

â. Ïóòü P êîí÷àåòñÿ ðåáðîì èç Mw, a 6∈ V (P ) (ñì. ðèñóíîê 2.4c).
Ðàññìîòðèì ïàðîñî÷åòàíèå M ′′ = M ′4E(P ). Òîãäà |M ′′| = |M ′| + 1,
ïðè÷¼ìM ′′ ⊂ E(G−a). Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ ïàðîñî÷åòàíèÿ
M ′.

Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâîçìîæíî è D(G−a) ⊂ D(G).

Çàäà÷à 2.4. à) Ïóñòü a ∈ C(G). Äîêàæèòå, ÷òî D(G − a) ⊃ D(G),
A(G− a) ⊃ A(G), C(G− a) ⊂ C(G), α′(G− a) = α′(G)− 1.



42 ÃËÀÂÀ 2. ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈß

á) Ïóñòü a ∈ D(G). Äîêàæèòå, ÷òî D(G−a) ⊂ D(G)\{a}, A(G−a) ⊂
A(G) \ {a}, C(G− a) ⊃ C(G), α′(G− a) = α′(G).

Òåîðåìà 2.13. (T.Gallai, 1964; J. Edmonds, 1965.) Ïóñòü G � ãðàô,
U1, . . . , Un � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G(D(G)), Di = G(Ui), C =
G(C(G)). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ãðàô C èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
2) Ãðàôû D1, . . . , Dn � ôàêòîð-êðèòè÷åñêèå.
3) Ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M ãðàôà G ñîñòîèò èç ñî-

âåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ãðàôà C, ïî÷òè ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé
ãðàôîâ D1, . . . , Dn è ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà A(G) ð¼áðàìè
ñ êîíöàìè â ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè U1, . . . , Un

4) def(G) = n− |A(G)|, α′(G) = v(G)+|A(G)|−n
2

.

D

D

D

D
b

b
b

b

b

b

b
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bb

b

D(G)

b

b

b
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Ðèñ. 2.5: Ðàçáèåíèå ãðàôà íà ìíîæåñòâà A(G), D(G) è C(G).

Íà ðèñóíêå 2.5 èçîáðàæåíû ìíîæåñòâà A(G), D(G) è C(G), à òàê-
æå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G, êîòîðîå âûäåëåíî áîëåå
òîëñòûìè ðåáðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëÿÿ âåðøèíû ìíîæåñòâà A =
A(G), ïî ëåììå 2.3 ìû ïîëó÷èì

D(G− A) = D(G), A(G− A) = ∅, C(G− A) = C(G),

α′(G− A) = α′(G)− |A|. (2.4)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç
C(G− A) è D(G− A). Êàæäîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M ′ ãðàôà
G− A ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà C(G), ïîýòîìó M ′ ñîäåðæèò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà C. Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè ïóíêò 1.

2) Èç ôîðìóëû (2.4) ñëåäóåò, ÷òî U1, . . . , Un � êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà G− A. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ Ui ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå
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ïàðîñî÷åòàíèå Mu ãðàôà G − A, íå ñîäåðæàùåå u. Òàê êàê Ui � êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G−A, ïàðîñî÷åòàíèåMu ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîå
ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà Di (ðàçóìååòñÿ, íå ïîêðûâàþùåå âåðøèíó u). Ñëå-
äîâàòåëüíî, α′(Di) = α′(Di−u) è ïî òåîðåìå 2.12 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàô
Di � ôàêòîð-êðèòè÷åñêèé.

3) Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, à M ′ ïîëó÷åíî
èçM óäàëåíèåì âñåõ ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì ìíîæåñòâà A. Òîãäà
|M ′| ≥ |M | − |A| è ïî ôîðìóëå (2.4) ïîíÿòíî, ÷òî M ′ � ìàêñèìàëüíîå
ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G− A. Áîëåå òîãî, èç α′(G−A) = α′(G)− |A| ñëå-
äóåò |M ′| = |M |− |A|, à çíà÷èò, âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà A ïîêðûòû â M
ðàçëè÷íûìè ð¼áðàìè. Òàê êàê M ′ � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðà-
ôà G− A, òî ïî ïóíêòàì 1 è 2 î÷åâèäíî, ÷òî M ′ ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà C è ïî÷òè ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ ôàêòîð-
êðèòè÷åñêèõ ãðàôîâ D1, . . . , Dn. Çíà÷èò, ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèÿ M ñîåäè-
íÿþò âåðøèíû A ñ íåïîêðûòûìè M ′ âåðøèíàìè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè èç U1, . . . , Un.

4) Èç ïóíêòà 3 ñðàçó æå ñëåäóþò îáà ðàâåíñòâà ïóíêòà 4.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü G = (V1, V2, E) � äâóäîëüíûé ãðàô. Ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî äîëÿ Vi (ãäå i ∈ {1, 2}) èìååò çàïàñ, åñëè äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà âåðøèí A ⊂ Vi âûïîëíÿåòñÿ |NG(A)| > |A|.

Çàìå÷àíèå 2.5. Åñëè äîëÿ V1 èìååò çàïàñ, òî äëÿ ãðàôà G è ýòîé äîëè
�ïåðåâûïîëíÿåòñÿ� óñëîâèå Õîëëà. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈
V2 äëÿ ãðàôà G−u è åãî äîëè V1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Õîëëà: äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà âåðøèí A ⊂ V1, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ |NG−u(A)| ≥ |A|.

Ñëåäñòâèå 2.8. Ïóñòü G � ãðàô, U1, . . . , Un � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ãðàôà G(D(G)), Dc(G) = {U1, . . . , Un} Ïóñòü DG � äâóäîëüíûé ãðàô ñ äî-
ëÿìè A(G) è Dc(G), ïðè÷åì a ∈ A è Ui ∈ Dc(G) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â ãðàôå G âåðøèíà a ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé
êîìïîíåíòû èç Ui. Òîãäà äîëÿ A(G) èìååò çàïàñ â ãðàôå DG.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî â ãðàôå DG − Ui âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå Õîëëà äëÿ äîëè A(G), äëÿ ÷åãî ïî òåîðåìå 2.2 äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå äîëþ
A(G).

Ïóñòü u ∈ Ui, à M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, íå ïî-
êðûâàþùåå u. Ïî òåîðåìå 2.13 ïàðîñî÷åòàíèå M äîëæíî ïîêðûâàòü âñå
âåðøèíû ìíîæåñòâà A(G) ð¼áðàìè ñ êîíöàìè â ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè U1, . . . , Un è îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòü ïî÷òè ñîâåðøåííîå ïà-
ðîñî÷åòàíèå ãðàôà Di = G(Ui), ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåðøèíû èç Ui \ {u}
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ðàçáèòû íà ïàðû ñîåäèí¼ííûõ ð¼áðàìè èç M . Òàêèì îáðàçîì, M íå ñî-
äåðæèò ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ A(G) è Ui, ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå DG − Ui
åñòü ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå A(G).

Ñëåäñòâèå 2.9. Ïóñòü e ∈ E(G).
1) Åñëè ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíå èç D(G), òî ñóùåñòâóåò ìàê-

ñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, ñîäåðæàùåå e.
2) Åñëè ðåáðî e ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû èç A(G) èëè âåðøèíó èç A(G)

ñ âåðøèíîé èç C(G), òî íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
ãðàôà G, ñîäåðæàùåãî e.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü u ∈ D(G), e = uv. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëü-
íîå ïàðîñî÷åòàíèå Mu ãðàôà G, íå ïîêðûâàþùåå u. Èç ìàêñèìàëüíî-
ñòè Mu ñëåäóåò, ÷òî îíî ïîêðûâàåò âåðøèíó v, ïóñòü vw ∈ Mu. Òîãäà
(Mu \ {vw})∪ {uv} � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåðæàùåå ðåáðî e.

2) Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïóíêòà 3 òåîðåìû 2.13.

Â çàêëþ÷åíèå ìû ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî âàæíûõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ
ðàçáèåíèå Ãàëëàè-Ýäìîíäñà òðèâèàëüíî.

1. Ãðàô G èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
Â ýòîì ñëó÷àå D(G) = A(G) = ∅, C(G) = V (G).

2. Ãðàô G � ôàêòîð-êðèòè÷åñêèé.
Â ýòîì ñëó÷àå D(G) = V (G), A(G) = C(G) = ∅.

3. Äâóäîëüíûé ãðàô G = (V1(G), V2(G), E(G)), â êîòîðîì äîëÿ V1(G)
èìååò çàïàñ.
Òîãäà ïî òåîðåìå 2.2 äëÿ ëþáîé âåðøèíû b ∈ V2(G) â ãðàôå G− b ñóùå-
ñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå Mb, ïîêðûâàþùåå âñþ äîëþ V1(G). Òàê êàê ãðàô
G äâóäîëåí,M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå D(G) = V2(G), A(G) = V1(G), C(G) = ∅.

2.5.7 Áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ìíîæåñòâî S ⊂ V (G), äëÿ êîòîðîãî o(G−S)−|S| =
def(G) íàçûâàåòñÿ áàðüåðîì.

Çàìå÷àíèå 2.6. 1) Áàðüåð ãðàôà G � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí S,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â ôîðìóëå Áåðæà (òåîðåìà 2.11).

2) Èç ïóíêòà 4 òåîðåìû 2.13 ñëåäóåò, ÷òî A(G) � áàðüåð ãðàôà G.

Îäíàêî, A(G) � íå åäèíñòâåííûé áàðüåð. Áîëåå òîãî, A(G) â îáùåì
ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ íè ìàêñèìàëüíûì, íè ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ
áàðüåðîì. Ê òîìó æå, íè ïåðåñå÷åíèå, íè îáúåäèíåíèå äâóõ áàðüåðîâ íå
îáÿçàíî áûòü áàðüåðîì.
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Çàäà÷à 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷å-
íèþ áàðüåðîâ ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ áàðüåðîì.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ V (G) ïóñòü O(X) �
îáúåäèíåíèå âñåõ íå÷åòíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G−X.

Ëåììà 2.4. 1) Ïóñòü x ∈ A(G) ∪ C(G), G′ = G− x, B′ � áàðüåð ãðàôà
G′. Òîãäà B = B′ ∪ {x} � áàðüåð ãðàôà G. Â ÷àñòíîñòè, x ñîäåðæèòñÿ
õîòÿ áû â îäíîì áàðüåðå ãðàôà G.

2) Ïóñòü B � áàðüåð ãðàôà G. Òîãäà B ∩D(G) = ∅ è O(B) ⊃ D(G).
3) Ïóñòü B � áàðüåð ãðàôà G, x ∈ B. Òîãäà B′ = B \ {x} � áàðüåð

ãðàôà G′ = G− x.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà
G ïîêðûâàåò x, ìû èìååì α′(G′) = α′(G)− 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, def(G′) =
def(G) + 1. Ïîýòîìó,

o(G−B) = o(G′ −B′) = |B′|+ def(G′) = |B′|+ def(G) + 1 = |B|+ def(G),

ñëåäîâàòåëüíî, B � áàðüåð ãðàôà G. Òàê êàê A(G′) � áàðüåð ãðàôà G′,
òî A(G′) ∪ {x} � áàðüåð ãðàôà G.

2) Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G. Î÷åâèäíî, M
äîëæíî îñòàâèòü íåïîêðûòîé õîòÿ áû ïî îäíîé âåðøèíå â o(B) − |B| =
def(G) íå÷¼òíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ãðàôà G − B. Ïîñêîëüêó M
îñòàâëÿåò íåïîêðûòûìè ðîâíî def(G) âåðøèí, òî M íå ïîêðûâàåò ðîâíî
ïî îäíîé âåðøèíå â def(G) íå÷¼òíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ãðàôà G−B
è ïîêðûâàåò âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà. Â ÷àñòíîñòè, M ïîêðûâàåò
B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî B ∩D(G) = ∅.

Ïóñòü u ∈ D(G). Òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
U ãðàôà G−B, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó u è ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå
Mu ãðàôà G, íå ïîêðûâàþùåå u. Òàê êàê Mu íå ïîêðûâàåò âåðøèíó
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U , èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî U � íå÷¼òíàÿ
êîìïîíåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, D(G) ⊂ O(B).

3) Èç ïóíêòà 2 ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A(G)∪C(G), ïîýòîìó α′(G′) = α′(G)−1
è def(G′) = def(G) + 1. Òîãäà

o(G′ −B′) = o(G−B) = |B|+ def(G) = |B′|+ def(G) + 1 = |B′|+ def(G′),

ñëåäîâàòåëüíî, B′ � áàðüåð ãðàôà G′.

Çàìå÷àíèå 2.7. 1) Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà A(G) ∪
C(G) âõîäèò õîòÿ áû â îäèí áàðüåð, à âåðøèíû ìíîæåñòâà D(G) â áà-
ðüåðû íå âõîäÿò.
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2) Ïóñòü B � áàðüåð ãðàôà G, à M � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòà-
íèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî M îñòàâëÿåò
íåïîêðûòûìè ðîâíî ïî îäíîé âåðøèíå â def(G) íå÷¼òíûõ êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè ãðàôà G−B è ïîêðûâàåò âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà. Âåð-
øèíû áàðüåðà B ïîêðûòû ðåáðàìè M , ñîåäèíÿþùèìè èõ ñ âåðøèíàìè
ðàçëè÷íûõ íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G−B.

3) Îòìåòèì, ÷òî ïî ïóíêòó 2 òåîðåìû 2.13 ìû èìååì O(A(G)) = D(G),
òî åñòü, äëÿ âñåõ áàðüåðîâ B ãðàôà G èìååò ìåñòî O(B) ⊃ O(A(G)). Â
ýòîì ñìûñëå áàðüåð A(G) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

4) Åñëè C(G) = ∅, òî ëþáîé áàðüåð ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A(G). Â
ýòîì ñëó÷àå A(G) � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ áàðüåð
ãðàôà G.

Òåîðåìà 2.14. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ áàðüåðîâ
ãðàôà G åñòü A(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⊃. Ïóñòü B � ìàêñèìàëüíûé áàðüåð, |A(G) \ B| =
k > 0. Ìû äîêàæåì, ÷òî B′ = B ∪ A(G) � áàðüåð è òåì ñàìûì ïî-
ëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. B′ ïîëó÷àåòñÿ èç áàðüåðà B äîáàâëåíèåì k âåð-
øèí, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî o(G−B′) ≥ o(G−B) + k: òîãäà
o(G−B′)− |B′| ≥ def(G), òî åñòü, B′ � áàðüåð.

ÏóñòüW � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G−B, ñîäåðæàùàÿ t > 0 âåð-
øèí èç A(G) (ñì. ðèñóíîê 2.6a). Êàê ìû çíàåì èç ëåììû 2.4, B′∩D(G) =
∅, ïîýòîìó W ñîäåðæèò âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G(D(G)), ñî-
åäèí¼ííûå ð¼áðàìè ñ W ∩ A(G). Ïî òåîðåìå 2.13 âñå ýòè êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè � íå÷¼òíûå, à ïî ñëåäñòâèþ 2.8 èõ õîòÿ áû t + 1. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè äîáàâëåíèè t âåðøèí èç W ∩A(G) â áàðüåð ìîæåò èñ÷åçíóòü
îäíà íå÷¼òíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè (åñëè |W | íå÷¼òíî), à ïîÿâëÿåòñÿ
õîòÿ áû t+ 1 íå÷¼òíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè. Ïðîñóììèðîâàâ ïðèáàâëå-
íèÿ ïî âñåì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàôà G−B, ñîäåðæàùèì âåðøèíû
èç A(G), ìû ïîëó÷èì, ÷òî o(G − B′) ≥ o(G − B) + k, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.
⊂. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ñóùåñòâóåò âåðøèíà x 6∈ A(G),

ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ìàêñèìàëüíûì áàðüåðàì. Ïî ëåììå 2.4 òîãäà x ∈
C(G). Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå M ãðàôà G, ïóñòü xy ∈
M . Äîêàæåì, ÷òî B = A(G) ∪ {y} � áàðüåð ãðàôà G. Òàê êàê |B| =
|A(G)|+ 1, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî o(B) ≥ o(A(G)) + 1.

Ïî òåîðåìå 2.13 ìû èìååì y ∈ C(G). Ïóñòü W � êîìïîíåíòà ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà G(C(G)), ñîäåðæàùàÿ x è y (ñì. ðèñóíîê 2.6a). Ïî òåîðåìå 2.13
âåðøèíû W ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñîåäèí¼ííûõ ð¼áðàìè èç M , ïîýòîìó
|W | ÷¼òíî. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî W ′ = W \{y} � íå÷¼òíàÿ êîìïîíåí-
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Ðèñ. 2.6: Ìàêñèìàëüíûå áàðüåðû è A(G).

òà ñâÿçíîñòè ãðàôà G − B, êîòîðîé, î÷åâèäíî, íåò â G − A(G). Çíà÷èò,
B � áàðüåð ãðàôà G.

Ïóñòü B′ � ìàêñèìàëüíûé áàðüåð ãðàôà G, ñîäåðæàùèé B. Ïî ïóíê-
òó 2 çàìå÷àíèÿ 2.7 â ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèèM ãðàôàG âñå âåðøè-
íû áàðüåðà B′ äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ð¼áðàìè ñ âåðøèíàìè ðàçëè÷íûõ
íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G−B′, ñëåäîâàòåëüíî, x 6∈ B′. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ
áàðüåðîâ ãðàôà G ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî âåðøèíû èç A(G).

Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà ìû ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ
áàðüåðû ãðàôà G.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Íàçîâ¼ì ëàïîé èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G,
èçîìîðôíûé äâóäîëüíîìó ãðàôó K1,3. Âåðøèíó ñòåïåíè 3 â ýòîì ïîä-
ãðàôå íàçîâ¼ì öåíòðîì ëàïû.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü B � ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ áàðüåð ãðàôà G.
Òîãäà êàæäàÿ âåðøèíà B � öåíòð ëàïû ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ B � íå öåíòð ëàïû, B′ = B \ {x}. Òî-
ãäà âåðøèíà x ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè
ãðàôà G − B. Â ãðàôå G − B′ âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñìåæíûå ñ x
îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó, ñîäåðæàùóþ òàêæå âåðøèíó x. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
òîãäà o(G−B′) ≥ o(G−B)− 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B′ � áàðüåð ãðàôà G,
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ áàðüåðà B.

Ñëåäñòâèå 2.10. (D. P. Sumner, 1974; M. Las Vergnas, 1975.) Ïóñòü
G � ñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé ëàïû, v(G) ÷¼òíî. Òîãäà G èìååò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ áàðüåð ãðà-
ôà G. Òîãäà ïî ëåììå 2.5 ìû èìååì B = ∅. Îäíàêî, G � ñâÿçíûé ãðàô ñ
÷¼òíûì ÷èñëîì âåðøèí, ïîýòîìó o(G−∅) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, def(G) = 0
è ãðàô G èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

2.5.8 Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâåðøåííîãî ïàðî-

ñî÷åòàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâåð-
øåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå. Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ íîâûõ ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Áèíä ãðàôà G � ýòî

bind(G) = min
S⊆V (G), S 6=∅, NG(S)6=V (G)

|NG(S)|
|S|

.

Ýòó õàðàêòåðèñòèêó ãðàôà âïåðâûå ðàññìîòðåë Àíäåðñîí â 1973 ãîäó.
Îí äîêàçàë, ÷òî ãðàô ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí è áèíäîì íå ìåíåå 4

3
îáÿ-

çàòåëüíî èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Ìû ïðåäñòàâèì ÷óòü áîëåå
ñèëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.15. (D.R.Woodall, 1973.) Ïóñòü G � òàêîé ãðàô ñ ÷åò-
íûì ÷èñëîì âåðøèí, ÷òî

NG(S) ≥ min{|V (G)|, 4

3
|S| − 2

3
}

äëÿ ëþáîãî S ⊆ V (G). Òîãäà ãðàô G èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G íå èìååò ñîâåðøåííîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.6 îí èìååò ìíîæåñòâî Òàòòà S, äëÿ
êîòîðîãî o(G− S) > |S|. Ïóñòü |S| = k. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, èç ÷åòíîñòè
v(G) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî o(G− S) ≥ k + 2.

Ïóñòü m � êîëè÷åñòâî îäíîâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà
G− S. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. m > 0.
Ïóñòü M � îáúåäèíåíèå âñåõ îäíîâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G− S. Â íàøåì ñëó÷àå NG(V (G) \ S) ⊂ V (G) \M , ïîýòîìó

v(G)−m ≥ |NG(V (G) \ S)| ≥ 4(v(G)− k)− 2

3
,

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

v(G) ≤ 4k − 3m+ 2. (2.5)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, o(G−S) ≥ k+ 2 è â k+ 2−m íå÷åòíûõ êîìïîíåíòàõ
ãðàôà G− S õîòÿ áû ïî òðè âåðøèíû. Ïîýòîìó

v(G) ≥ k +m+ 3(k + 2−m) = 4k − 2m+ 6,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.5).

2. m = 0.
Òîãäà âñå íå÷åòíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − S ñîäåðæàò õîòÿ
áû ïî òðè âåðøèíû. Ïóñòü X � îáúåäèíåíèå k+ 1 íå÷åòíîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G− S. Òîãäà

|X| ≥ 3k + 3. (2.6)

Ìíîæåñòâî X íå ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç íå÷åòíûõ êîìïîíåíò G − S
è íå ñìåæíî ñ íåé, ñëåäîâàòåëüíî, NG(X) 6= V (G) è ïîýòîìó

|NG(X)| ≥ 4

3
|X| − 2

3
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, NG(X) ⊂ X ∪ S, ïîýòîìó |NG(X)| ≤ |X| + k. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

|X|+ k ≥ 4

3
|X| − 2

3
,

îòêóäà |X| ≤ 3k + 2, ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (2.6).

Îïðåäåëåíèå 2.13. Åñëè ãðàô G îòëè÷åí îò ïîëíîãî, òî æåñòêîñòü
ãðàôà G � ýòî

t(G) = min
S⊆V (G), c(G−S)6=1

|S|
|c(G− S)|

.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïîëíûé ãðàôG ÿâëÿåòñÿ t-æåñòêèì, åñëè t(G) ≥ t.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü G � íåïîëíûé ãðàô ñ t(G) > 0. Òîãäà G ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàê êàê c(G − ∅) ≥ 2, òî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 0 = |∅| ≥ t(G)c(G − ∅) > 0, ÷òî, î÷åâèäíî, íå
òàê.

Çàäà÷à 2.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåïîëíîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî bind(G) ≤ t(G) + 1.

Ïîíÿòèå æåñòêîñòè íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ïàðîñî÷åòàíèÿìè. Ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Òàòòà
î ñîâåðøåííîì ïàðîñî÷åòàíèè (2.8).
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Òåîðåìà 2.16. Ïóñòü G � íåïîëíûé ãðàô ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí è
t(G) ≥ 1. Òîãäà G èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèå Òàòòà äëÿ ìíîæåñòâà S ⊂ V (G).
Ïóñòü S = ∅. Òîãäà èç t(G) ≥ 1 ñëåäóåò ñâÿçíîñòü ãðàôà G, à èç ÷åòíîñòè
÷èñëà âåðøèí � óñëîâèå Òàòòà.

Ïóñòü S 6= ∅. Òîãäà o(G−S) ≤ c(G−S) ≤ min{1, |S|}, è ïî òåîðåìå 2.8
ãðàô G èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Óñëîâèå t(G) ≥ k äëÿ ãðàôà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí äàåò ñóùåñòâî-
âàíèå k-ôàêòîðà. Ýòî ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçà-
íî â ðàçäåëå 2.6.5 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Òàòòà î ôàêòîðå.

2.6 Ôàêòîðû

Ïîíÿòèå f -ôàêòîðà îáîáùàåò ââåäåííîå â îïðåäåëåíèè 2.5 ïîíÿòèå k-
ôàêòîðà.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïóñòü f : V (G) → N0. Ïîäãðàô H ãðàôà G íàçû-
âàåòñÿ f -ôàêòîðîì, åñëè dH(v) = f(v) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G).

2.6.1 Ôàêòîðû è ïàðîñî÷åòàíèÿ

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G � áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí (òî åñòü,
δ(G) ≥ 1). Êðàòíûå ð¼áðà è ïåòëè â ãðàôå äîïóñêàþòñÿ. Ïåðâîé íàøåé
çàäà÷åé áóäåò ñâåñòè âîïðîñ î íàëè÷èè f -ôàêòîðà â ãðàôå G ê õîðîøî
èçó÷åííîìó âûøå âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå, êî-
òîðûé ìû ñïåöèàëüíî ïîñòðîèì. Ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ îïðåäåëåíèé ìû
ïðîäåëàåì ïóòü, ïîõîæèé íà îïðåäåëåíèå äåôèöèòà ãðàôà. Îäíàêî, ýòî
áóäåò òåõíè÷åñêè ñëîæíåå.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâX, Y ⊂ V (G) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç eG(X, Y )
êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè (òî åñòü, êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ ð¼áåð e ∈ E(G), ÷òî e = xy, x ∈ X, y ∈ Y ).
Îïðåäåëåíèå 2.15. 1) Ïóñòü D,S ⊂ V (G) � ôèêñèðîâàííûå íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, à U � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G −D − S.
Íàçîâ¼ì êîìïîíåíòó U (f ;D,S)-íå÷¼òíîé, åñëè âåëè÷èíà

rf ;D,S(U) = eG(U, S) +
∑
x∈U

f(x)

íå÷¼òía è (f ;D,S)-÷¼òíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç o(f ;D,S) êîëè÷åñòâî (f,D, S)-íå÷¼òíûõ êîìïî-

íåíò.
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Î÷åâèäíûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ f -ôàêòîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå f(v) ≤ dG(v) äëÿ âñåõ âåðøèí v ∈ V (G). Ïðè îïèñàíèè
ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ïóñòü s(v) = dG(v) − f(v) � èçáûòî÷íàÿ ñòåïåíü
âåðøèíû v ∈ V (G).

Ïî ãðàôó G è ôóíêöèè f ìû ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô Gf .
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (G) ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâà âåðøèí D(x) è
S(x) òàê, ÷òî âñå ýòè 2v(G) ìíîæåñòâ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, |D(x)| =
dG(x) è |S(x)| = s(x). Ïóñòü

VD = ∪x∈V (G)D(x), VS = ∪x∈V (G)S(x).

Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ èç D(x) â ìíîæåñòâî êîíöîâ ð¼áåð, èí-
öèäåíòíûõ x (êàæäîé èíöèäåíòíîé âåðøèíå x ïåòëå ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâóþò äâå âåðøèíû xe,1 è xe,2 èç D(x)!). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ðåáðó
e ∈ E(G) ñîîòâåòñòâóþò ðîâíî äâå âåðøèíû èç VD, êîòîðûå ìû ñîåäèíèì
ðåáðîì ϕ(e). Ïóñòü E1 = {ϕ(e) : e ∈ E(G)}. Îòìåòèì, ÷òî ð¼áðà èç E1 íå
èìåþò îáùèõ êîíöîâ, à ϕ : E(G)→ E1 � áèåêöèÿ.
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Ðèñ. 2.7: Îêðåñòíîñòü âåðøèíû x â ãðàôå G è ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðà
ìíîæåñòâà E1 â Gf .

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (G) ïóñòü B(x) � ïîëíûé äâóäîëüíûé
ãðàô ñ äîëÿìè D(x) è S(x). Ïóñòü

E2 =
⋃

x∈V (G)

E(B(x)).

Îïðåäåëèì ãðàô Gf , ïîëîæèâ V (Gf ) = VD ∪ VS, E(Gf ) = E1 ∪E2. Îòìå-
òèì, ÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâà S(v) ñìåæíû â ãðàôå Gf òîëüêî ñ âåðøè-
íàìè ìíîæåñòâà D(v).

Ëåììà 2.7. Ãðàô G èìååò f -ôàêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô
Gf èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå (òî åñòü, 1-ôàêòîð).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü G èìååò f -ôàêòîð H ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð
F = E(H). Òîãäà ϕ(F ) � ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå Gf , ïîêðûâàþùåå ðîâíî
f(v) = |D(v)| − |S(v)| âåðøèí èç D(v) è íå ïîêðûâàþùåå âåðøèí ìíîæå-
ñòâà S(v) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G). Ìîæíî ëåãêî äîïîëíèòü ϕ(F )
ð¼áðàìè, ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû ìíîæåñòâà S(v) ñ íåïîêðûòûìè âåð-
øèíàìè èç D(v) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà Gf .
⇐. Ïóñòü Gf èìååò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå F ∗. Òîãäà F ∗ äëÿ

êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G) ïîêðûâàåò ðîâíî s(v) âåðøèí ìíîæåñòâà
D(v) ð¼áðàìè äâóäîëüíîãî ãðàôà B(v), ñëåäîâàòåëüíî, ðîâíî f(v) =
|D(v)| − |S(v)| âåðøèí èç D(v) ïîêðûòû â F ∗ ð¼áðàìè èç E1. Ïîýòî-
ìó ϕ−1(F ∗ ∩ E1) � ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G, èíäóöèðóþùèõ f -ôàêòîð
ýòîãî ãðàôà.

2.6.2 Íîðìàëüíûå ìíîæåñòâà

Ïðîäîëæèì îïèñûâàòü êîíñòðóêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ ôîðìóëèðîâêè è
äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà � òåîðåìû Òàòòà î
f -ôàêòîðå.

Îïðåäåëåíèå 2.17. 1) Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî W ⊂ V (Gf ) íîðìàëüíûì,
åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òð¼õ óñëîâèé:

1◦ W ⊃ D(x), W ∩ S(x) = ∅ (ïðè÷åì S(x) 6= ∅!);
2◦ W ∩D(x) = ∅, W ⊃ S(x);
3◦ W ∩D(x) = ∅, W ∩ S(x) = ∅.
2) Äëÿ íîðìàëüíîãî ìíîæåñòâà W ïóñòü

DW = {x ∈ V (G) : D(x) ⊂ W}, SW = {x ∈ V (G) : S(x) ⊂ W}.

Çàìå÷àíèå 2.8. 1) Ïóñòü W � íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

|W | =
∑
x∈DW

dG(x) +
∑
x∈SW

s(x) =
∑
x∈DW

dG(x) +
∑
x∈SW

(dG(x)− f(x)). (2.7)

2) Â ñëó÷àå, êîãäà S(x) = ∅, ïî îïðåäåëåíèþ D(x) ∩W = ∅. Â ýòîì
ñëó÷àå x 6∈ DW ∪ SW . Îòìåòèì, ÷òî D(x) 6= ∅ ââèäó δ(G) ≥ 1.

3) Òàêèì îáðàçîì, ïðè x ∈ DW ∪ SW äâóäîëüíûé ãðàô B(x) ñâÿçåí.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü W ⊂ V (Gf ) � íîðìàëüíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

o(Gf −W )− |W | = o(f ;DW , SW )−
∑
x∈DW

f(x) +
∑
x∈SW

(f(x)− dG−DW
(x)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Gf−W , H =
Gf (U). Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1. U ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû ìíîæåñòâà VD.
Ïóñòü U = {u}, e ∈ E(G), ϕ(e) = uv, u ∈ D(x), v ∈ D(y) (ãäå âåðøèíû
x, y ∈ V (G) âîçìîæíî, ñîâïàäàþò). Òîãäà NGf

(u) = S(x) ∪ {v} ⊂ W ,
ñëåäîâàòåëüíî, x 6= y, x ∈ SW , y ∈ DW è xy ∈ E(G) (ñì. ðèñóíîê 2.8).
Íàîáîðîò, åñëè e = xy ∈ E(G), x ∈ SW , y ∈ DW , òî ïðèíàäëåæàùèé D(x)
êîíåö ðåáðà ϕ(e) = uv � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Gf −W . Òàêèì
îáðàçîì, êîëè÷åñòâî òàêèõ îäíîâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà
G−W ðàâíî

eG(DW , SW ) =
∑
x∈SW

(dG(x)− dG−DW
(x)). (2.8)

b
b

b

D(x)

D(y)

b

b

S(x)
W

Ðèñ. 2.8: Îäèíî÷íàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Gf −W � âåðøèíà èç VD.

2. U ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû ìíîæåñòâà VS.
Ïóñòü v ∈ S(x), x ∈ V (G). Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî x ∈ DW . Íàîáîðîò, åñëè
x ∈ DW , òî êàæäàÿ âåðøèíà èç S(x) îáðàçóeò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà Gf−W . Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî òàêèõ îäíîâåðøèííûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàôà G−W ðàâíî∑

x∈DW

s(x) =
∑
x∈DW

(dG(x)− f(x)). (2.9)

3. E(H) 6= ∅, E(H) ⊂ E1.
Òàê êàê E1 ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ð¼áåð, â ýòîì ñëó÷àå |U | = 2.

4. E(H) ∩ E2 6= ∅.
Íàçîâ¼ì òàêóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè U áîëüøîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H
ñîäåðæèò ðåáðî äâóäîëüíîãî ãðàôà B(x) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x ∈
V (G). Òîãäà D(x) 6⊂ W , S(x) 6⊂ W , ñëåäîâàòåëüíî, D(x) ∪ S(x) ⊂ U .
Ïóñòü M = {x ∈ V (G) : D(x) ∪ S(x) ⊂ U}. Òîãäà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
U ⊃ UM = ∪x∈MD(x) ∪ S(x).

Ïóñòü u ∈ U \ UM . Òîãäà uv ∈ E1 ∩ E(H) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû
v ∈ UM , ñëåäîâàòåëüíî, uv = ϕ(e), ãäå e = xy ∈ E(G), u ∈ D(x), v ∈ D(y).
Ïîñêîëüêó u 6∈ W , òî x 6∈ DW . Òàê êàê u 6∈ UM , òî âåðøèíà u íå ñîåäèíåíà
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ð¼áðàìè èç E2 ñ âåðøèíàìè èç U , ñëåäîâàòåëüíî, S(x) ⊂ W , òî åñòü,
x ∈ SW . Íàîáîðîò, åñëè x ∈ SW , y ∈ M , e = xy ∈ E(G), òî ϕ(e) � ðåáðî
ãðàôà H, à åãî êîíåö èç D(x) ëåæèò â U .
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Ðèñ. 2.9: Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòèM ãðàôàG−DW−SW è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åé áîëüøàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U ãðàôà Gf −W .

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòà U ñîñòîèò èç âåðøèí ìíîæåñòâà UM è
êîíöîâ âñåõ ð¼áåð uv ∈ E1, ãäå u ∈ D(x), v ∈ D(y), x ∈ SW , y ∈M . Ð¼áðà
ìíîæåñòâà E1, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû èç UM ñ îñòàëüíûìè âåðøèíàìè
ãðàôà Gf − W , êàê ìû äîêàçàëè âûøå, âûõîäÿò òîëüêî ê âåðøèíàì
ìíîæåñòâà SW . Ïîýòîìó ãðàô Gf (UM) äîëæåí áûòü ñâÿçíûì, à M �
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G−DW −SW . Íàîáîðîò, ïîíÿòíî, ÷òî êàæ-
äîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G − DW − SW ñîîòâåòñòâóåò áîëüøàÿ
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Gf −W .

Îòìåòèì, ÷òî

|U | =
∑
x∈M

(dG(x) + s(x)) + eG(M,SW ) ≡
∑
x∈M

f(x) + eG(M,SW ) (mod 2),

ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âåðøèí â U íå÷¼òíî, åñëèM ÿâëÿåòñÿ (f,DW , SW )-
íå÷¼òíîé è ÷¼òíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî íå÷¼ò-
íûõ áîëüøèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà Gf −W åñòü o(f,DW , SW ).

Òåïåðü ââèäó äîêàçàííîãî âûøå (ôîðìóëû (2.8) è (2.9), ïóíêò 4) ïî-
ëó÷àåì, ÷òî

o(Gf −W ) = o(f,DW , SW )+
∑
x∈SW

(dG(x)−dG−DW
(x))+

∑
x∈DW

(dG(x)−f(x)).

Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (2.7) èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå ëåììû.
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2.6.3 f-äåôèöèò. Òåîðåìà Òàòòà î ôàêòîðå

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

def(f ;D,S) = o(f ;D,S)−
∑
x∈D

f(x) +
∑
x∈S

(f(x)− dG−D(x)).

Îïðåäåëåíèå 2.18. Íàçîâ¼ì f -äåôèöèòîì ãðàôà G âåëè÷èíó def(G; f),
ðàâíóþ ìàêñèìóìó def(f ;D,S) ïî âñåì ïàðàì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ D,S ⊂ V (G).

Çàìå÷àíèå 2.9. Îòìåòèì, ÷òî f -äåôèöèò íåîòðèöàòåëåí:

def(G; f) ≥ def(f ;∅,∅) = o(f ;∅,∅) ≥ 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ f -ôàêòîðà â òåðìèíàõ f -äåôèöèòà. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýòî
óòâåðæäåíèå ñ àíàëîãàìè äëÿ ïàðîñî÷åòàíèé (òåîðåìû 2.6 è 2.11).

Òåîðåìà 2.17. (W.T.Tutte, 1952.) Ãðàô G èìååò f -ôàêòîð òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà def(G; f) = 0, òî åñòü def(f ;D,S) ≤ 0, èëè

o(f ;D,S) +
∑
x∈S

(f(x)− dG−D(x)) ≤
∑
x∈D

f(x) (2.10)

äëÿ ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ S,D ⊂ V (G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî ÷òî f(x) ≤ dG(x) äëÿ
ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G) è

∑
x∈V (G) f(x) ÷åòíî. Îáà óòâåðæäåíèÿ î÷å-

âèäíî ñëåäóþò èç ñóùåñòâîâàíèÿ f -ôàêòîðà. Âûâåäåì èõ èç íåðàâåí-
ñòâà (2.10) è òåì ñàìûì óáåäèìñÿ, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå êîððåêòíî.

Ïîäñòàâèâ D = S = ∅, ïîëó÷èì, ÷òî o(f ;∅,∅) ≤ 0, à ñëåäîâàòåëüíî,∑
x∈U f(x) ÷åòíî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U ãðàôà G. Òàêèì

îáðàçîì,
∑

x∈V (G) f(x) ÷åòíî. Ïîäñòàâèì D = ∅, S = {x} â íåðàâåí-
ñòâî (2.10). Ìû ïîëó÷èì o(f ;∅, {x})+(f(x)−dG(x)) ≤ 0, îòêóäà î÷åâèäíî
ñëåäóåò, ÷òî f(x) ≤ dG(x).

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé ãðàôà Gf è äîêàçàííûìè ðàíåå ëåì-
ìàìè, ÷òîáû âûâåñòè òåîðåìó 2.17 èç òåîðåìû Òàòòà î ñîâåðøåííîì ïà-
ðîñî÷åòàíèè 2.6.

⇒. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü íåðàâåíñòâî (2.10) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ è âûáåðåì îïðîâåðãàþùóþ åãî ïàðó (D,S) òàê, ÷òîáû |D| áûëî
ìèíèìàëüíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(z) = dG(z) äëÿ âåðøèíû z ∈ D. Ïóñòü Dz =
D \ {z}, Sz = S ∪ {z}. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà íåðàâåíñòâî (2.10) íå âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ïàðû (Dz, Sz).
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Ðèñ. 2.10: Ïàðû ìíîæåñòâ (D,S) è (Dz, Sz).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïåðåìåùåíèè âåðøèíû z èç
D â S ëåâàÿ ÷àñòü óìåíüøèòñÿ íå áîëåå, ÷åì ïðàâàÿ. Îòìåòèì, ÷òî
ãðàô G − D − S è åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðè òàêîì èçìåíåíèè D
è S íå èçìåíÿòñÿ. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó ∆ = o(f ;Dz, Sz) − o(f ;D,S).
Èçìåíÿþò ñâîþ ÷åòíîñòü òå è òîëüêî òå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
G−D − S, êîòîðûå ñîåäèíåíû ñ z íå÷¼òíûì ÷èñëîì ð¼áåð (ñì. ðèñó-
íîê 2.10). Èõ êîëè÷åñòâî, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò e(V (G −D − S), z),
ïîýòîìó ∆ ≥ −e(V (G−D − S), z).

Îòìåòèì, ÷òî

∆′ =
∑
y∈S

(−dG−Dz(y) + dG−D(y)) = −e(z, S).

Èòàê, ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.10) èçìåíèòñÿ íà

∆ + ∆′ + f(z)− dG−Dz(z) ≥ −e(V (G−D − S), z)− e(z, S) ≥ −dG(z)

(ïîñêîëüêó f(z) = dG(z) ≥ dG−Dz(z)), à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.10)
èçìåíèòñÿ ðîâíî íà −dG(z).

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.10) íå âûïîëíåíî äëÿ ïàðû (Dz, Sz),
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ |D|. Çíà÷èò, s(x) = dG(x)− f(x) > 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, äâóäîëüíûé ãðàô B(x) ñâÿçåí äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ D.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî W , êàê

W =
⋃
x∈D

D(x) ∪
⋃
y∈S

S(y).

Ââèäó äîêàçàííîãî âûøå î÷åâèäíî, ÷òîW íîðìàëüíî,DW = D è SW = S.
Òåïåðü èç ëåììû 2.8 ñëåäóåò o(Gf −W ) > |W | è ïî òåîðåìå Òàòòà 2.6
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå Gf îòñóòñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå 2.7 â ãðàôå G íåò f -ôàêòîðà, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
⇐. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü G íå èìååò f -ôàêòîðà, òîãäà ïî

ëåììå 2.7 ãðàô Gf íå èìååò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ïî òåîðåìå 2.6
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ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâîW ⊂ V (Gf ), äëÿ êîòîðîãî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Òàòòà (òî åñòü, o(Gf −W ) > |W |). Ïóñòü W � ìèíè-
ìàëüíîå ìíîæåñòâî, íå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Òàòòà. Ìû äîêàæåì,
÷òî îíî íîðìàëüíî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëà o(Gf−W ) è |W | � îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òàê
êàê

v(Gf ) =
∑

x∈V (G)

dG(x) +
∑

x∈V (G)

(dG(x)− f(x))

÷¼òíî. Ñëåäîâàòåëüíî, o(Gf − W ) ≥ |W | + 2. Ïóñòü W ′ ( W . Â ñèëó
ìèíèìàëüíîñòè W , òîãäà

o(Gf −W ′) ≤ |W ′| ≤ |W | − 1 ≤ o(Gf −W )− 3. (2.11)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî W íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Ðàçáåð¼ì
íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Ïóñòü W ∩D(x) 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x ∈ V (G) è âûïîë-
íÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

� W 6⊃ D(x);
� S(x) = ∅.

D

b

b

b

b

b

D(x)
S(x)

u

w
v

W

Ðèñ. 2.11: Òåîðåìà Òàòòà î ôàêòîðå: cëó÷àé 1.

Ïóñòü w ∈ D(x)∩W , wu ∈ E1. Ïîëîæèì W ′ = W \{w}. Â ãðàôå Gf −W ′

âåðøèíà w ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç S(x)\W (åñëè ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî)
è ñ âåðøèíîé u (ïðè óñëîâèè, ÷òî u 6∈ W ). Åñëè S(x) \W 6= ∅, òî èìååò
ìåñòî ñëó÷àé W 6⊃ D(x). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âåðøèíà v ∈ D(x) \W , è
âñå âåðøèíû èç S(x) \W ñìåæíû ñ v, à ñëåäîâàòåëüíî, ëåæàò â îäíîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G−W (ñì. ðèñóíîê 2.11). Òàêèì îáðàçîì, â
ëþáîì èç ñëó÷àåâ âåðøèíà w ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè
ñâÿçíîñòè ãðàôà G−W . Ýòè êîìïîíåíòû ñêëåÿòñÿ â îäíó, ñîäåðæàùóþ
ê òîìó æå w, îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â Gf −W ′ òàêèå æå, êàê
è â Gf − W , ïîýòîìó o(Gf − W ′) ≥ o(Gf − W ) − 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó (2.11).

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G) ëèáî W ⊃ D(x)
è S(x) 6= ∅, ëèáî W ∩D(x) = ∅.
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2. Ïóñòü W ∩ S(x) 6= ∅ äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x ∈ V (G).
Ïóñòü w ∈ S(x)∩W . Ïîëîæèì W ′ = W \ {w}. Âåðøèíà w ñìåæíà â ãðà-
ôå Gf òîëüêî ñ âåðøèíàìè èç D(x). Åñëè W ⊃ D(x) (ñì. ðèñóíîê 2.12a),
òî {w} � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Gf − W ′, îñòàëüíûå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè â ãðàôàõ Gf − W è Gf − W ′ ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî,
o(Gf −W ′) = o(Gf −W ) + 1, ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (2.11).

b

b b

b

D(x)

S(x)
w

W

b
b

b b

b

D(x)

S(x)
w

W

bu U

a b

Ðèñ. 2.12: Òåîðåìà Òàòòà î ôàêòîðå: cëó÷àé 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âûøå èìååì W ∩ D(x) = ∅.
Ïóñòü W 6⊃ S(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà u ∈ S(x) \W , ïóñòü U �
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Gf − W , ñîäåðæàùàÿ u. Òîãäà U ⊃ D(x)
(ñì. ðèñóíîê 2.12b). Âåðøèíà w ñìåæíà â Gf −W ′ òîëüêî ñ âåðøèíàìè
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U , ïîýòîìó o(Gf−W ′) ≥ o(Gf−W )−1, î÷åðåäíîå
ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (2.11).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèW ∩S(x) 6= ∅ îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé
ñëó÷àé: W ∩ D(x) = ∅ è W ⊃ S(x), ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî W �
íîðìàëüíîå.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 2.8 è ïîëó÷èòü

def(G; f) ≥ def(f ;DW , SW ) = o(Gf −W )− |W | > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (2.10) äëÿ ïàðû ìíîæåñòâ (DW , SW ) íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f : V (G) → N0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ′, ïîëîæèâ f ′(x) =
dG(x) − f(x) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G). Ïîíÿòíî, ÷òî G èìååò f -
ôàêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G èìååò f ′-ôàêòîð. Òàêèì îáðàçîì,
äîëæíà áûòü ñâÿçü ìåæäó f -äåôèöèòîì è f ′-äåôèöèòîì ãðàôà G.

Ëåììà 2.9. (W.T.Tutte, 1974.) Äëÿ ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ D,S ⊂ V (G) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1) Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U ãðàôà G − D − S ÿâëÿåòñÿ (f ;D,S)-
íå÷åòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ (f ′;S,D)-íå÷åòíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, o(f ;D,S) = o(f ′;S,D).

2) def(f ;D,S) = def(f ′;S,D).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ 2.15, êîìïîíåíòà U ÿâëÿåòñÿ (f ;D,S)-
íå÷åòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rf ;D,S(U) íå÷åòíî è êîìïîíåíòà U
ÿâëÿåòñÿ (f ′;S,D)-íå÷åòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rf ′;S,D(U) íå÷åò-
íî. Ñëîæèì ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(x) + f ′(x) = dG(x):

rf ;D,S(U)+rf ′;S,D(U) = eG(U,D∪S)+
∑
x∈U

dG(x) = 2eG(U,D∪S)+2e(G(U)).

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ (f ;D,S)-íå÷åòíîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ (f ′;S,D)-íå÷åòíîé, òî åñòü, o(f ;D,S) =
o(f ′;S,D).

2) Ðàçáåð¼ìñÿ ñî âòîðîé ÷àñòüþ ñóììû â îïðåäåëåíèè f -äåôèöèòà:

def(f ;D,S)− o(f ;D,S) = −
∑
x∈D

f(x) +
∑
x∈S

(f(x)− dG−D(x)) =

=
∑
x∈D

f ′(x) +
∑
x∈S

f(x)−
∑
x∈D

dG(x)−
∑
x∈S

dG(x) + e(D,S) =

−
∑
x∈S

f ′(x) +
∑
x∈D

(f ′(x)− dG−S(x)) = def(f ′;S,D)− o(f ′;S,D),

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî def(f ;D,S) = def(f ′;S,D).

Òåïåðü óñëîâèå èç òåîðåìû Òàòòà î ôàêòîðå ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
ïåðåâîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óñëîâèå (2.12) ïîëó÷àåòñÿ èç
(2.10) ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè.

Ñëåäñòâèå 2.11. Ãðàô G èìååò f -ôàêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

o(f ;D,S) + eG(D,S) ≤
∑
x∈D

f(x) +
∑
x∈S

f ′(x) (2.12)

Îäíàêî, ïðèìåíÿòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ f -ôàêòîðà ïðÿìî â âèäå,
ñôîðìóëèðîâàííîì â òåîðåìå 2.17 íåóäîáíî. Ìû ïðåäïðèìåì èññëåäîâà-
íèå î òîì, êîãäà æå âåðøèíà âõîäèò â ïàðó ìíîæåñòâ (D,S) ñ ìàêñè-
ìàëüíûì f -äåôèöèòîì.

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïóñòü x ∈ D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç o(f ;D,S, x) êîëè÷å-
ñòâî (f ;D,S)-íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G−D−S, ñìåæíûõ
ñ x. Ïóñòü ν(f ;D,S, x) ðàâíî åäèíèöå, åñëè o(f ;D,S, x) + e(x, S) + f(x)
íå÷¼òíî è íóëþ, åñëè ýòî ÷èñëî ÷¼òíî.
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Òåîðåìà 2.18. (W.T.Tutte, 1978.) Ïóñòü (D,S) � ïàðà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V (G) ñ ìàêñèìàëüíûì def(f ;D,S). Òîãäà âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x) ≤ o(f ;D,S, x)− ν(f ;D,S, x) + e(x, S).

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà def(f ;D,S) = def(f ;D \ {x}, S).
2) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f ′(x) ≤ o(f ′;S,D, x)− ν(f ′;S,D, x) + e(x,D).

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà def(f ′;S,D) = def(f ′;S \ {x}, D).
3) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G)−D− S âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f(x) ≥ o(f ;D ∪ {x}, S, x)− ν(f ;D ∪ {x}, S, x) + e(x, S),

f ′(x) ≥ o(f ′;S ∪ {x}, D, x)− ν(f ′;S ∪ {x}, D, x) + e(x,D).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü Dx = D \ {x}, q = o(f ;D,S, x). Â ãðàôå
G − Dx − S âìåñòî âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G − D − S, ñìåæ-
íûõ ñ x, åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U , ïîëó÷åííàÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ
ýòèõ êîìïîíåíò è âåðøèíû x (ñì. ðècóíîê 2.13). Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè â ãðàôàõ G−Dx − S è G−D − S � îäíè è òå æå. Îòìåòèì,
÷òî,

e(U, S) +
∑
y∈U

f(y) ≡ o(f ;D,S, x) + e(x, S) + f(x) ≡ ν(f ;D,S, x) (mod 2).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ν(f ;D,S, x) ïîêàçûâàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè íå÷åòíîé
íîâàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U ãðàôà G−Dx − S. Ïîýòîìó

o(f ;D,S)− o(f ;Dx, S) = o(f ;D,S, x)− ν(f ;D,S, x) è

0 ≤ def(f ;D,S)− def(f ;Dx, S) =
o(f ;D,S, x)− ν(f ;D,S, x) + e(x, S)− f(x),

b

b b
b

b b
b

b

b

b

D Sx

b
b
b

U

Ðèñ. 2.13: Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−D − S, ñìåæíûå ñ x ∈ D.
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îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2 ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 è ëåììû 2.9. Íåðàâåí-

ñòâà ïóíêòà 3 àíàëîãè÷íû íåðàâåíñòâàì ïóíêòîâ 1 è 2.

Çàìå÷àíèå 2.10. Ïî îïðåäåëåíèþ ν(f ;D,S, x), âåëè÷èíà

f(x)− o(f ;D,S, x) + ν(f ;D,S, x)− e(x, S)

âñåãäà ÷åòíà. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â ëþáîì èç ïóíêòîâ
òåîðåìû 2.18 ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ïî ìîäóëþ íå ìåíåå 2.

Ñëåäñòâèå 2.12. Ñóùåñòâóåò ïàðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (D,S)
ñ ìàêñèìàëüíûì def(f ;D,S), äëÿ êîòîðîé f(x) > 1 äëÿ âñåõ âåðøèí
x ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñðåäè âñåõ ïàð ñ ìàêñèìàëüíûì f -äåôèöè-
òîì òàêóþ ïàðó (D,S), ÷òî |S| ìèíèìàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-
åò âåðøèíà x ∈ S, äëÿ êîòîðîé f(x) ≤ 1. Èç ìèíèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà
S ñëåäóåò def(f ′;S,D) > def(f ′;S \ {x}, D). Òåïåðü ïðèìåíèì ïóíêò 2
òåîðåìû 2.18 è ó÷ò¼ì çàìå÷àíèå 2.10:

dG(x)− 1 ≤ f ′(x) ≤ o(f ′;S,D, x)− ν(f ′;S,D, x) + e(x,D)− 2 ≤ dG(x)− 2,

ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ìíîæåñòâ (D,S) � èñêîìàÿ.

2.6.4 Åùå ðàç ïðî ôàêòîðû ðåãóëÿðíîãî ãðàôà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîïîëíèì èçâåñòíûé íàì èç ðàçäåëà 2.5.3 ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ î ðåãóëÿðíûõ ôàêòîðàõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Íàçîâåì ãðàô G ðåáåðíî k-íå÷åòíî ñâÿçíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà F ⊂ E(G), ñîñòîÿùåãî ìåíåå ÷åì èç k ð¼áåð, âñå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G− F èìåþò ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí.

Çàìå÷àíèå 2.11. 1) Î÷åâèäíî, ó k-íå÷åòíî ñâÿçíîãî ãðàôà ÷åòíîå ÷èñëî
âåðøèí.

2) Ðàçóìååòñÿ, ðåáåðíî k-ñâÿçíûé ãðàô ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí ÿâ-
ëÿåòñÿ è ðåáåðíî k-íå÷åòíî ñâÿçíûì.

Èòàê, âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î òîì, êîãäà ó ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ñòåïåíè k
åñòü r-ôàêòîð. Îñòàþòñÿ íåðàçîáðàííûìè ñëó÷àè, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç
÷èñåë r è k íå÷åòíî. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí.
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Òåîðåìà 2.19. (B.Bollob�as, A. Saito, N.C.Wormald, 1985.) Ïóñòü
G � ðåáåðíî n-íå÷åòíî ñâÿçíûé ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè k. Òîãäà âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ïóñòü k íå÷åòíî, à n′ = 2bn
2
c+ 1 � íàèìåíüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî,

êîòîðîå íå ìåíåå n. Òîãäà G èìååò r-ôàêòîðû äëÿ ÷åòíûõ r ≤ n′−1
n′
· k

è äëÿ íå÷åòíûõ r ≥ 1
n′
· k.

2) Ïóñòü k ÷åòíî. Òîãäà G èìååò r-ôàêòîðû äëÿ âñåõ òàêèõ íå÷åò-
íûõ r, ÷òî 1

n
· k ≤ r ≤ n−1

n
· k.

Çàìå÷àíèå 2.12. Â 1961 ãîäó T.Gallai äîêàçàë ïî÷òè ÷òî ýòó òåîðåìó,
ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì � â ïóíêòå 1 ôèãóðèðîâàëî n âìåñòî n′.

Çàäà÷à 2.7. Ïóñòü n, k è r íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû 2.19. Äîêà-
æèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ð¼áåðíî n-ñâÿçíûé k-ðåãóëÿðíûé ãðàô G, íå èìå-
þùèé r-ôàêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.19. 1) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå
òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ r. Äåéñòâèòåëüíî, äîïîëíåíèå ãðàôà G äî r-ôàêòîðà
ñ ÷åòíûì r � ýòî (k − r)-ôàêòîð, à k − r � íå÷åòíî. Ïðè ýòîì, åñëè
r ≤ n′−1

n′
· k, òî k − r ≥ 1

n′
· k.

Èòàê, ïóñòü r ÷åòíî, r ≤ n′−1
n′
· k. Ïîëîæèì f(x) = k − r äëÿ êàæäîé

âåðøèíû x ∈ V (G). Òîãäà f ′(x) = dG(x)− f(x) = r. Ìû õîòèì äîêàçàòü,
÷òî ãðàô G èìååò f -ôàêòîð. Ïóñòü D,S ⊂ V (G) � ïðîèçâîëüíûå íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà. Ïî ñëåäñòâèþ 2.11 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2.12. Ïåðåïèøåì åãî, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä
ôóíêöèé f è f ′:

o(f ;D,S) + eG(D,S) ≤ (k − r)|D|+ r|S|. (2.13)

Ïóñòü U1, . . . , Up � âñå (f ;D,S)-íå÷åòíûå (à çíà÷èò, ïî ëåììå 2.9, âñå
(f ′;S,D)-íå÷åòíûå) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−D − S. Ïóñòü di è
si � êîëè÷åñòâà ð¼áåð èç êîìïîíåíòû Ui â D è S ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïî-
íåíòà Ui ÿâëÿåòñÿ (f ′;S,D)-íå÷åòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå÷åòíî

rf ′;S,D(Ui) = di +
∑
x∈Ui

f ′(x) = di + r|Ui| ≡ di (mod 2).

Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷èñëà d1, . . . , dp � íå÷åòíû, à ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå
èç íèõ íå ìåíåå 1. Ïóñòü êîìïîíåíòû U1, . . . , Uq (ãäå q ≤ p) íåñìåæíû
ñ S, à êîìïîíåíòû Uq+1, . . . , Up ñìåæíû ñ S, òî åñòü, s1 = · · · = sq = 0, à
sq+1, . . . , sp íå ìåíåå 1.

Òîãäà U1, . . . , Uq � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − D. Ïóñòü 1 ≤
i ≤ q. Òàê êàê ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G íå÷åòíû, ÷èñëà |Ui| è di èìåþò
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îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, Ui � íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà, à çíà-
÷èò, ïî óñëîâèþ èìååì di ≥ n. Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü, ïîëó÷àåì di ≥ n′ (ñì.
ðèñóíîê 2.14).

D S

n’

U1 Uq Upq p–q

Ðèñ. 2.14: Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−D − S.

Ïîñ÷èòàåì ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ìíîæåñòâà D â V (G) \ (D ∪ S):

k|D| − eG(D,S) ≥
q∑
i=1

di +

p∑
j=q+1

dj ≥ n′q + (p− q) = (n′ − 1)q + p. (2.14)

Ïîñ÷èòàåì ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ìíîæåñòâà S â V (G) \ (D ∪ S):

k|S| − eG(D,S) ≥
p∑

j=q+1

sj ≥ p− q. (2.15)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî 2.14 íà (k− r), à íåðàâåíñòâî 2.15 íà r è ñëîæèì:

k · ((k − r)|D|+ r|S| − eG(D,S)) =
(k − r) · (k|D| − eG(D,S)) + r · (k|S| − eG(D,S)) ≥
(k − r)((n′ − 1)q + p) + r(p− q) ≥ kp+ (k(n′ − 1)− rn′) · q ≥
kp = k · o(f ;D,S),

òàê êàê p = o(f ;D,S). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî 2.13 è
óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 2.19.

2) Óòâåðæäåíèå äëÿ ÷åòíîãî r äîêàçàíî â ñëåäñòâèè 2.4. Ïóñòü r
íå÷åòíî, 1

n
· k ≤ r ≤ n−1

n
· k. Òîãäà k − r òàêæå íå÷åòíî. Ïîëîæèì f(x) =

k − r äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (G). Òîãäà f ′(x) = dG(x) − f(x) = r.
Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ãðàô G èìååò f -ôàêòîð. Ïóñòü D,S ⊂ V (G) �
ïðîèçâîëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà. Ïî ñëåäñòâèþ 2.11 íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2.13.

Ïóñòü U1, . . . , Up � âñå (f ;D,S)-íå÷åòíûå (à çíà÷èò, ïî ëåììå 2.9,
âñå (f ′;S,D)-íå÷åòíûå) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G −D − S. Ïóñòü
di è si � êîëè÷åñòâà ð¼áåð èç êîìïîíåíòû Ui â D è S ñîîòâåòñòâåííî.
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Êîìïîíåíòà Ui ÿâëÿåòñÿ (f ;D,S)-íå÷åòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íå÷åòíî

rf ;D,S(Ui) = si +
∑
x∈Ui

f(x) = di + (k − r)|Ui| ≡ di + |Ui| (mod 2).

Àíàëîãè÷íî, rf ;D,S(Ui) = rf ′;S,D(Ui) ≡ si + |Ui| (mod 2). Òàêèì îáðàçîì,
åñëè |Ui| ÷åòíî, òî îáà ÷èñëà si è di íå÷åòíû, à çíà÷èò, íå ìåíåå 1.

Ïóñòü êîìïîíåíòû U1, . . . , Uq (ãäå q ≤ p) íåñìåæíû ñ S, êîìïîíåí-
òû Uq+1, . . . , Uq+t íåñìåæíû ñ D, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû Uq+t+1, . . . , Up
ñìåæíû è ñ S, è ñ D.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ïîíÿòíî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû U1,. . . , Uq, Uq+1,. . . ,
Uq+t � íå÷åòíû, ïîýòîìó âñå ÷èñëà d1,. . . , dq, sq+1, . . . , sq+t � íå ìåíåå,
÷åì n (ñì. ðèñóíîê 2.15).

D S

U1 Uq

Up

q t Uq+t

p–q–t

Ðèñ. 2.15: Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−D − S.

Ïîñ÷èòàåì ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ìíîæåñòâà D â V (G) \ (D ∪ S):

k|D| − eG(D,S) ≥
p∑
i=1

di ≥ nq + p− t− q = p+ (n− 1)q − t. (2.16)

Ïîñ÷èòàåì ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ìíîæåñòâà S â V (G) \ (D ∪ S):

k|S| − eG(D,S) ≥
p∑
j=1

sj ≥ nt+ p− q − t = p+ (n− 1)t− q. (2.17)

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî 2.16 íà (k− r), à íåðàâåíñòâî 2.17 íà r è ñëîæèì:

k · ((k − r)|D|+ r|S| − eG(D,S)) =
(k − r) · (k|D| − eG(D,S)) + r · (k|S| − eG(D,S)) ≥
(k − r)(p+ (n− 1)q − t) + r(p+ (n− 1)t− q) ≥
kp+ (k(n− 1)− rn) · q + (rn− k) · t ≥
kp = k · o(f ;D,S).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè íåðàâåíñòâî 2.13 è óòâåðæäåíèå 2 òåîðå-
ìû 2.19.
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Ñëåäñòâèå 2.13. (F. B�abler, 1938.) Ïóñòü G � n-íå÷åòíî-ñâÿçíûé
ðåãóëÿðíûé ãðàô íå÷åòíîé ñòåïåíè k, ïðè÷åì n ÷åòíî. Òîãäà G èìååò
n-ôàêòîð è k − n-ôàêòîð.

2.6.5 Æåñòêîñòü è k-ôàêòîðû

Ñíà÷àëà âûÿñíèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà k-æåñòêîãî ãðàôà.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à G � íåïîëíûé k-æåñòêèé
ãðàô. Òîãäà v(G) ≥ 2k + 2 è δ(G(S)) ≥ 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(G) ≤ 2k+1. Òàê êàê ãðàô íåïîë-
íûé, òî â íåì åñòü äâå íåñìåæíûå âåðøèíû a è b. ÏóñòüX = V (G)\{a, b}.
Òîãäà G−X èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî,

2k − 1 ≥ |X| ≥ c(G−X) · t(G) ≥ 2k,

ïðîòèâîðå÷èå. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî v(G) ≥ 2k + 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ V (G) ñòåïåíè

dG(x) ≤ 2k − 1. Òîãäà èç v(G) ≥ 2k + 1 ñëåäóåò, ÷òî c(G− NG(x)) ≥ 2, à
çíà÷èò,

2k − 1 ≥ |NG(x)| ≥ c(G− NG(x)) · t(G) ≥ 2k,

ïðîòèâîðå÷èå.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 2.20. (H. Enomoto, B. Jackson, P.Katerinis, A. Saito, 1985.)
Ïóñòü G � íåïîëíûé ãðàô c v(G) ≥ k + 1, ïðè÷åì kv(G) ÷åòíî è
t(G) ≥ k. Òîãäà G èìååò k-ôàêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêà ýòî âîçìîæíî, áóäåì äîáàâëÿòü â ãðàô G ð¼á-
ðà òàê, ÷òîáû íå ïîÿâèëñÿ k-ôàêòîð. Îò ýòîé ïðîöåäóðû, î÷åâèäíî, íå
óìåíüøàåòñÿ t(G). Òàê êàê kv(G) ÷åòíî, ó ïîëíîãî ãðàôà íà v(G) âåðøè-
íàõ åñòü k-ôàêòîð. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G � íåïîëíûé è íå
èìååò k-ôàêòîðà, íî ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî ðåáðà k-ôàêòîð ïîÿâëÿåòñÿ.

Ïîëîæèì f(x) = k äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî k ≥ 2, èíà÷å âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.16. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû ìû ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
D,S ⊂ V (G) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû Òàòòà î ôàêòîðå
def(f ;D,S) ≤ 0, èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó íåðàâåíñòâî (2.10), êîòîðîå ìû
ïåðåïèøåì, ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèè f :

o(f ;D,S) + k|S| ≤ k|D|+
∑
x∈S

dG−D(x). (2.18)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî íå âñåãäà è âûáåðåì èç âñåõ
ïàð (D,S) ñ íàèáîëüøèì f -äåôèöèòîì ïàðó ñ ìèíèìàëüíûì S. Ïîíÿòíî,
÷òî def(f ;D,S) > 0

Ñðàçó æå îòìåòèì íåâîçìîæíîñòü ñëó÷àÿ D = S = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå
G � åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G−∅, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
÷åòíîé, òàê êàê r(f ;∅,∅) = kv(G).

Ëåììà 2.11. Ïóñòü S 6= ∅. Òîãäà ∆(G(S)) ≤ k − 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ S. Ïî âûáîðó ìíîæåñòâà S ìû èìååì
def(f ;D,S \ {x} ≤ 0. Òîãäà èç ïóíêòà 2 òåîðåìû 2.18 ñëåäóåò, ÷òî

dG(x)− k = f ′(x) < o(f ′;S,D, x) + eG(x,D)− ν(f ′;S,D, x).

Ïî çàìå÷àíèþ 2.10 ëåâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ïðàâîé õîòÿ áû íà 2, ÷òî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

dG(x)− o(f ′;S,D, x)− eG(x,D) ≤ k − 2− ν(f ′;S,D, x). (2.19)

Îòìåòèì, ÷òî o(f ′;S,D, x) ≤ e(x, V (G − D − S)), à ν(f ′;S,D, x) ≥ 0,
ñëåäîâàòåëüíî

dG(S)(x) = eG(x, S) ≤ dG(x)− o(f ′;S,D, x)− eG(x,D) ≤ k − 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.20. Ïóñòü U = V (G −D − S),
à U1, . . . , Up � âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−D − S.

Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå k-ôàêòîðà ýêâèâàëåíòíî íåâûïîëíåíèþ óñëî-
âèÿ (2.18). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà a ∈ S íåñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé
âåðøèíîé b ∈ V (G). Òîãäà â ãðàôå G + ab ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü (2.18)
òàêèå æå, êàê â G, çíà÷èò, è ýòîò ãðàô íå èìååò k-ôàêòîðà, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò âûáîðó G. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà D ñìåæíà
ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G íåñìåæíû êàêèå-òî äâå âåðøèíû x, y ∈
Ui. Òîãäà â ãðàôå G + xy ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü (2.18) òàêèå æå, êàê â
G, çíà÷èò, è ýòîò ãðàô íå èìååò k-ôàêòîðà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó G.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ui � êëèêà â ãðàôå G.

Ïóñòü S1 � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí â ãðàôå
H = G(S), à H1 = G(S) − S1. Äëÿ i ≥ 1 ïóñòü Si+1 � ìàêñèìàëüíîå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí â ãðàôå Hi = G(S), à Hi+1 = Hi − Si+1.
Èç ∆(H) ≤ k − 2 ñëåäóåò, ÷òî S = ∪k−1

i=1 Si. Ïóñòü Vi = V (Hi). Èçó÷èì
ñâîéñòâà ìíîæåñòâ S1, . . . , Sk−1.
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Ëåììà 2.12. Ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî S1 òàê, ÷òîáû

k|S1| ≤ |D|+ |V1|+ eG(U, S1)− p. (2.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W1 � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí èç U , ñìåæíûõ
ñ S1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U1, . . . , Uq � âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
G − D − S, ñìåæíûå ñ S1. Åñëè â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Ui ñóùåñòâóåò
âåðøèíà, ñìåæíàÿ ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç S1, òî âûáåðåì îäíó èç
òàêèõ âåðøèí è îáîçíà÷èì ÷åðåç wi. Ïóñòü W2 � ìíîæåñòâî èç âñåõ
âåðøèí wi, à W3 = W1 \W2. Ïóñòü |W2| = t. Ïîíÿòíî, ÷òî t ≤ q.

D
S

U1
Up

b b b b

b

S V1 1

W

b
W

2

3
G1

Uq

Ðèñ. 2.16: Ìíîæåñòâà W2, W3 è ãðàô G1.

Êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè U1, . . . , Uq, íå ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó
èç W2, ñîäåðæèò òîëüêî âåðøèíû, èíöèäåíòíûå õîòÿ áû äâóì ð¼áðàì
èç EG(U, S) = EG(W1, S), ïîýòîìó â ìíîæåñòâå W1 íå ìåíåå q − t òàêèõ
âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî,

|W1| ≤ eG(W1, S1)− (q − t),

à çíà÷èò,
|W3| ≤ eG(W1, S1)− q = eG(U, S1)− q. (2.21)

Ïóñòü G1 = G − (D ∪ V1 ∪W3). Îòìåòèì, ÷òî S1 ⊂ V (G1) � íåçàâèñè-
ìîå ìíîæåñòâî, è åãî âåðøèíû â ãðàôå G1 ñìåæíû òîëüêî ñ âåðøèíàìè
èç íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà W2, ïðè÷åì êàæäàÿ âåðøèíà èç W2 ñìåæ-
íà òîëüêî ñ îäíîé âåðøèíîé èç S1. Ïîýòîìó âåðøèíû èç S1 ïðèíàäëå-
æàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàôà G1. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
Uq+1, . . . , Up ãðàôà G−D − S, âåðøèíû êîòîðûõ íå ñìåæíû ñ S1, ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G1. Ïîýòîìó

c(G1) ≥ |S1|+ p− q. (2.22)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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1. c(G1) ≥ 2.
Òîãäà èç t(G) ≥ k, íåðàâåíñòâ (2.21) è (2.22) äåëàåì âûâîä

|D|+ |V1|+ eG(U, S1)− q ≥ |(D ∪ V1 ∪W3)| ≥ k · c(G1) ≥
k(|S1|+ p− q) ≥ k|S1|+ p− q,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
2. c(G1) = 1.

Â ñèëó (2.22) ìû èìååì |S1| = 0 èëè |S1| = 1. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
2.1. |S1| = 0.

Òîãäà S = S1 = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, |V1| = eG(U, S1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàê ñêàçàíî âûøå, òîãäà D 6= ∅. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó |D| ≤ p. Åñëè p = c(G−D) > 1, òî ìû èìååì
p ≥ k|D| > |D|. Åñëè æå p = 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê |D| ≥ 1.

2.2. |S1| = 1.
Ïóñòü S1 = {s1}. Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà D ñìåæíû ñ
s1. Åñëè p = 1, òî ïî ëåììå 2.10

k|S1| = k < dG(s1)− p ≤ |D|+ |V1|+ eG(U, s1)− p,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü p ≥ 2. Òîãäà èç t(G) ≥ k ñëåäóåò, ÷òî

|D|+ |S| = |D ∪ S| ≥ k · c(G−D − S) = kp ≥ 2k.

Òîãäà

|D|+ |V1| = |D|+ |V1|+ |S1| − 1 = |D|+ |S| − 1 ≥ 2k − 1 > k = k|S1|,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 2.13. Ïóñòü Mr = ∪rj=1Sj. Òîãäà äëÿ i ∈ [2..k − 1] âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

k|Si| ≤ |D|+ |Vi|+ eG(U, Si) + eG(Mi−1, Si). (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Si = ∅, òî, î÷åâèäíî, óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî.
Ïóñòü Si 6= ∅. Ïîëîæèì

Xi = NG(Si) ∩Mi−1, Yi = NG(Si) ∩ U, Gi = G− NG(Si)

(ñì. ðèñóíîê 2.17). Ïîíÿòíî, ÷òî NG(Si) = D ∪ Xi ∪ Yi ∪ Vi (íàïîìíèì,
÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâà D ñìåæíû ñî âñåìè âåðøèíàìè èç S ïî ïî-
ñòðîåíèþ). Îòìåòèì î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà |Xi| ≤ eG(Mi−1, Si) è |Yi| ≤
eG(U, Si). Òîãäà

|NG(Si)| ≤ |D|+ |Vi|+ eG(Mi−1, Si) + eG(U, Si). (2.24)

Âåðøèíû ìíîæåñòâà Si � èçîëèðîâàííûå â Gi, ñëåäîâàòåëüíî,
c(Gi) ≥ |Si|. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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Ðèñ. 2.17: Ìíîæåñòâà Si, Vi, Xi, Yi è ãðàô Gi.

1. c(Gi) ≥ 2.

Òîãäà èç t(G) ≥ k è íåðàâåíñòâà (2.24) ñëåäóåò, ÷òî

|D|+ |Vi|+ eG(Mi−1, Si) + eG(U, Si) ≥ |NG(Si)| ≥ k · c(Gi) ≥ k|Si|.

2. c(Gi) = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå |Si| = 1 è, êðîìå òîãî, V (G) = Si ∪ NG(Si). Òîãäà èç
v(G) ≥ k + 1 ñëåäóåò, ÷òî |NG(Si)| ≥ k. Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà (2.24)
ñëåäóåò, ÷òî

|D|+ |Vi|+ eG(Mi−1, Si) + eG(U, Si) ≥ |NG(Si)| ≥ k = k|Si|.

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïîëîæèì M0 = ∅. Çàìåòèì, ÷òî
eG(Si, Vi) ≥ |Vi|, òàê êàê Si � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåð-
øèí â ãðàôåHi, à Vi = V (Hi)\Si. Êðîìå òîãî, V (G)\D = U∪Mi−1∪Si∪Vi.
Òàê êàê íèêàêèå äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà Si íå ñìåæíû, ìû èìååì

eG(Si, V (G) \D) = eG(Si,Mi−1) + eG(Si, U) + eG(Si, Vi) ≥
eG(Si,Mi−1) + eG(Si, U) + |Vi|.

(2.25)

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 2.12 è 2.13: ñëîæèì íåðàâåíñòâî (2.20) è íåðà-
âåíñòâà (2.23) äëÿ i ∈ [2, . . . , k−1], ïîñëå ÷åãî ïåðåíåñåì p â ëåâóþ ÷àñòü.
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Ïîëó÷èì

k|S|+ o(f ;D,S) ≤
k−1∑
i=1

k|Si|+ p ≤

(k − 1)|D|+
k−1∑
i=1

|Vi|+
k−1∑
i=1

eG(U, Si) +
k−1∑
i=2

eG(Mi−1, Si) =

(k − 1)|D|+
k−1∑
i=1

(
eG(Si, U) + eG(Si,Mi−1) + |Vi|

)
≤

(k − 1)|D|+
k−1∑
i=1

eG(Si, V (G) \D) ≤ k|D|+
∑
x∈S

dG−D(x).

Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (2.18) äëÿ ìíîæåñòâ D è S âûïîëíåíî, ïðî-
òèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.7 Ãðàôû ñ åäèíñòâåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîé ïî ôîðìóëèðîâêå
âîïðîñ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ãðàôå, èìåþùåì ðîâíî îäíî ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå?

Òåîðåìà 2.21. (A.Kotzig, 1959.) Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô (âîçìîæ-
íî, ñ êðàòíûìè ð¼áðàìè, íî áåç ïåòåëü), èìåþùèé åäèíñòâåííîå ñî-
âåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Òîãäà ãðàô G èìååò ìîñò, âõîäÿùèé â ýòî
ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è âû-
áåðåì ãðàô-êîíòðïðèìåð G ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí. Ïóñòü
M � åäèíñòâåííîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G, à N = E(G)\M .

Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G ñâÿçåí. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ìíî-
æåñòâî F ⊂ N èç îäíîãî èëè äâóõ ð¼áåð, ÷òî ãðàô G− F èìååò ðîâíî
äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Åñëè ãðàô G èìååò ìîñò f , òî f ∈ N è F = {f} íàì ïîäîéäåò. Ïóñòü
ãðàô G íå èìååò ìîñòîâ. Òîãäà δ(G) ≥ 2. Î÷åâèäíî, íàø ãðàô G íå
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì öèêëîì, ïîýòîìó èìååò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñòåïåíè
áîëåå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, |N | > |M |.

Äëÿ ëþáîãî ðåáðà f ∈ N ãðàô G − f òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ïà-
ðîñî÷åòàíèå, ïðè÷åì ýòî ïàðîñî÷åòàíèå M . Ñëåäîâàòåëüíî, G− f èìååò
ìîñò e ∈ M . Òàê êàê |N | > |M |, ñóùåñòâóþò ðåáðà f1, f2 ∈ N è e ∈ M ,
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÷òî ðåáðî e ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì è â G−f1, è â G−f2. Òàêèì îáðàçîì, {f1, e}
è {f2, e} � ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà â G.

Â ãðàôå G− e îáà ðåáðà f1 è f2 � ìîñòû, êàæäûé èç íèõ äåëèò ãðàô
íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G−{e, f1, f2} èìååò
òðè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G− {f1, f2} íåñâÿ-
çåí, íî ñòàíîâèòñÿ ñâÿçíûì ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà f1, à ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, F = {f1, f2} íàì
ïîäõîäèò.

2. Ïóñòü F = {f1, f2} (ïðè |F | = 1 ìû ïîëàãàåì f1 = f2), f1 = a1a2,
f2 = b1b2. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U1 3 a1, b1 è U2 3 a2, b2

� êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G− F .
Îïðåäåëèì ãðàô G1. Â ñëó÷àå, êîãäà a1 = b1 ïîëîæèì G1 = G(U1),

à ïðè a1 6= b1 ïóñòü G1 ïîëó÷åí èç G(U1) äîáàâëåíèåì íîâîãî ðåáðà f ′1
ñ êîíöàìè a1 è b1 (äàæå åñëè ðåáðî ñ òàêèìè êîíöàìè â G(U1) åñòü).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì G2.

Ðàññìîòðèì ãðàô G1 � îí ìåíüøå G è èìååò ïàðîñî÷åòàíèå, ÿâëÿþ-
ùååñÿ ÷àñòüþ M . Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ãðàô G1 èìååò ìîñò e1 ∈M , ëèáî
îí èìååò äðóãîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèåM1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-
ãäà åñòü ìîñò. Â ãðàôå G ðåáðî e1 íå ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì, ñëåäîâàòåëüíî, e1

âõîäèò â ïðîñòîé öèêë Z, ïðîõîäÿùèé õîòÿ áû ïî îäíîìó èç ð¼áåð ìíî-
æåñòâà F . Íî òàêîé öèêë îáÿçàí ïðîõîäèòü è ïî a1, è ïî b1, ïðè÷åì ýòè
âåðøèíû äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû, áîëåå òîãî, âåðøèíû a1 è b1 äåëÿò Z
íà äâå äóãè: îäíà ëåæèò â U1 è ñîäåðæèò e1, à äðóãàÿ ïðîõîäèò ïî U2 (ñì.
ðèñóíîê 2.18). Çàìåíèâ âòîðóþ äóãó íà ðåáðî f ′1, ìû ïîëó÷èì ïðîñòîé
öèêë â G1, ñîäåðæàùèé ðåáðî e1, ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðèñ. 2.18: Ìîñò e1.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G1 èìååò ïàðîñî÷åòàíèå M1, îòëè÷íîå îò ÷àñòè
M . Àíàëîãè÷íî, ãðàô G2 èìååò ïàðîñî÷åòàíèå M2, îòëè÷íîå îò ÷àñòè M .

3. Ïóñòü M1 63 f ′1. Òîãäà ìû ïîñòðîèì âòîðîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-
òàíèå â ãðàôå G òàêèì îáðàçîì: â U1 âîçüì¼ì ðåáðà èçM1, à â U2 âîçüì¼ì
ðåáðà ècõîäíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿM . Àíîëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà M2 63 f ′2.
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Ðèñ. 2.19: Ïàðîñî÷åòàíèÿ M1, M2 è M ′.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àéM1 3 f ′1,M2 3 f ′2. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîñòðîèì âòîðîå
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G òàêèì îáðàçîì (ñì. ðèñóíîê 2.19):

M ′ = (M1 \ {f ′1}) ∪ (M2 \ {f ′2}) ∪ {f1, f2}.

Â ëþáîì èç ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ãðàôà G.



Ãëàâà 3

Ïóòè è öèêëû

3.1 Ãàìèëüòîíîâ ïóòü è öèêë

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðàôå G � ýòî ïðîñòîé ïóòü,
ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîé âåðøèíå ãðàôà.

Ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G � ýòî ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî
êàæäîé âåðøèíå ãðàôà.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè â íåì åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

3.1.1 Êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé Äèðàêà

Ëåììà 3.1. Ïóñòü n > 2, a1 . . . an � ìàêñèìàëüíûé ïóòü â ãðàôå G,
ïðè÷¼ì dG(a1) + dG(an) ≥ n. Òîãäà â ãðàôå åñòü öèêë äëèíû n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåðøèíû a1 è an ñìåæíû, òî èç n > 2 ñëåäó-
åò, ÷òî â ãðàôå åñòü öèêë äëèíû n. Ïóñòü ýòè äâå âåðøèíû íåñìåæíû.
Ïîíÿòíî, ÷òî

NG(a1),NG(an) ⊂ {a2, . . . , an−1}.

Ïóñòü âåðøèíà an ñìåæíà ñ ak, à âåðøèíà a1 ñìåæíà ñ ak+1. Òîãäà â
ãðàôå åñòü öèêë èç n âåðøèí: a1a2 . . . akanan−1 . . . ak+1 (ñì. ðèñóíîê 3.1),
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

b b b b

1

kk naaa
a

+1

Ðèñ. 3.1: Ïîñòðîåíèå öèêëà.
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Ïóñòü NG(an) = {ai1 , . . . , ai`}, òîãäà ëèáî â ãðàôå åñòü öèêë äëèíû n,
ëèáî ai1+1, . . . ai`+1 6∈ NG(a1), ñëåäîâàòåëüíî, dG(a1) ≤ n − 1 − dG(an).
Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Òåîðåìà 3.1. (O.Ore.)
1) Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí u, v ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ

dG(u) + dG(v) ≥ v(G)− 1, òî â ãðàôå G åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.
2) Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí u, v ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ

dG(u) + dG(v) ≥ v(G), òî â ãðàôå G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôå G ðîâíî äâå âåðøèíû, î÷å-
âèäåí. Ïóñòü v(G) > 2. Çàìåòèì, ÷òî ãðàô G îáÿçàòåëüíî ñâÿçåí. (Ïóñòü
a è b � äâå íåñìåæíûå âåðøèíû ãðàôà, òîãäà dG(a) + dG(b) ≥ v(G)− 1,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî NG(a)∩NG(b) 6= ∅, òî åñòü, âåðøèíû a è b ñâÿçàíû.)

Ïóñòü n < v(G) � êîëè÷åñòâî âåðøèí â íàèáîëüøåì ïðîñòîì ïóòè
ãðàôà G. Ïîñêîëüêó ãðàô G ñâÿçåí è v(G) > 2, òî n ≥ 3. Ïî ëåììå 3.1 â
ãðàôå G åñòü öèêë Z èç n âåðøèí. Òàê êàê ãðàô ñâÿçåí, ñóùåñòâóåò íå
âîøåäøàÿ â ýòîò öèêë âåðøèíà, ñìåæíàÿ õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí öèê-
ëà, íî òîãäà î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò è ïóòü äëèíû n+ 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

2) Ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðàôå óæå åñòü ïî ïóíêòó 1. Ïóñòü ýòî ïóòü
a1 . . . av(G). Åñëè âåðøèíû a1 è av(G) ñìåæíû, òî î÷åâèäíî åñòü è ãàìèëü-
òîíîâ öèêë, à åñëè ýòè âåðøèíû íåñìåæíû, òî dG(a1) + dG(av(G)) ≥ v(G)
è ãàìèëüòîíîâ öèêë åñòü ïî ëåììå 3.1.

À òåïåðü ïðèâåäåì ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Îðå.

Ñëåäñòâèå 3.1. (G.A.Dirac, 1952.) 1) Åñëè δ(G) ≥ v(G)−1
2

, òî â ãðà-
ôå G åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

2) Åñëè δ(G) ≥ v(G)
2
, òî â ãðàôå G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

3.1.2 Çàìûêàíèå. Ìåòîä Õâàòàëà

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ab 6∈ E(G), dG(a) + dG(b) ≥ v(G). Òîãäà ãðàô G �
ãàìèëüòîíîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô G+ ab � ãàìèëüòîíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îáðàòíîå ñëåäñòâèå.
Èòàê, ïóñòü ãðàô G+ab � ãàìèëüòîíîâ. Åñëè ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå
G + ab íå ïðîõîäèò ïî ðåáðó ab, òî ýòîò öèêë åñòü è â ãðàôå G. Ïóñòü
ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G+ ab ïðîõîäèò ïî ðåáðó ab, òîãäà â ãðàôå G
åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü ñ êîíöàìè a è b. Çíà÷èò, ïî ëåììå 3.1 â ãðàôå G
ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G. Åñëè ñóùåñòâóþò äâå íåñìåæíûå
âåðøèíû a, b ∈ V (G), äëÿ êîòîðûõ dG(a) + dG(b) ≥ v(G), òî äîáàâèì â
ãðàô ðåáðî ab. Äàëåå ïðîäîëæèì ïðîöåññ ñ ïîëó÷åííûì ãðàôîì, è òàê
äàëåå, äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ãðàô
íàçîâåì çàìûêàíèåì ãðàôà G è îáîçíà÷èì ÷åðåç C(G).

Ëåììà 3.3. Çàìûêàíèå ãðàôà G îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, òî åñòü, íå
çàâèñèò îò ïîðÿäêà äîáàâëåíèÿ ð¼áåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå äâóõ ðàçíûõ öåïî÷åê äîáàâëåíèÿ
ð¼áåð áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ãðàôû G1 è G2. Ðàññìîòðèì ïåðâûé
ìîìåíò â äâóõ ïðîöåññàõ äîáàâëåíèÿ ð¼áåð, êîãäà ìû äîáàâèëè ðàçíûå
ð¼áðà. Ïåðåä ýòèì ìîìåíòîì ãðàôû áûëè îäèíàêîâû � ïóñòü ýòî áûë
ãðàô G0. Ïóñòü â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ ãðàôà G1 ìû äîáàâèëè ðåáðî a1b1,
à â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ ãðàôà G2 ìû äîáàâèëè ðåáðî a2b2. Òîãäà

a1b1, a2b2 6∈ E(G0), dG0(a1) + dG0(b1) ≥ v(G), dG0(a2) + dG0(b2) ≥ v(G).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáà ðåáðà a1b1 è a2b2 áóäóò äîáàâëåíû â êàæäîì èç
äâóõ ïðîöåññîâ ïîñòðîåíèÿ çàìûêàíèÿ. Òîãäà íè÷òî íå ìåøàåò äîáàâèòü
îáà ðåáðà îäíîâðåìåííî â êàæäîì èç äâóõ ïðîöåññîâ è ïåðåéòè ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî ðàçëè÷èÿ â íèõ. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì, ÷òî â îáîèõ
ïðîöåññàõ ïîñòðîåíèÿ çàìûêàíèÿ äîáàâëåíû îäíè è òå æå ð¼áðà.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûé ðå-
çóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 3.2. (V.Chvatal, 1974.) Ãðàô G ãàìèëüòîíîâ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà åãî çàìûêàíèå C(G) � ãàìèëüòîíîâ ãðàô.

Íàéòè ãàìèëüòîíîâ öèêë â çàìûêàíèè îáû÷íî ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â
èñõîäíîì ãðàôå.

3.1.3 Ñâÿçíîñòü è ãàìèëüòîíîâû öèêëû

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç c(H) ìû îáîçíà÷àåì êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà H.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü ãðàô G ãàìèëüòîíîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
S ⊂ V (G) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî c(G− S) ≤ |S|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c(G− S) = c, U1, . . . , Uc � êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà G − S, à Z � ãàìèëüòîíîâ öèêë ãðàôà G. Íà÷í¼ì îáõîäèòü
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öèêë Z, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû ìíîæåñòâà S. Ïóñòü si � âåðøèíà, ïðåäøå-
ñòâóþùàÿ ïåðâîìó âõîäó öèêëà Z â êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Ui. Ïîíÿòíî,
÷òî si ∈ S è âñå âåðøèíû s1, . . . , sc ðàçëè÷íû, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ëþáîïûòíî âíåøíåå ñõîäñòâî ñ óñëîâèåì Òàòòà î ñîâåðøåííîì ïàðî-
ñî÷åòàíèè (ñì. ãëàâó Ïàðîñî÷åòàíèÿ, òåîðåìà 2.6): íàëè÷èå ñîâåðøåí-
íîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðàôå G ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ î òîì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî íå÷¼òíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G−S íå ïðåâîñõîäèò |S| äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ V (G). Îäíàêî, àíàëîãè÷íîãî êðèòåðèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà íåò.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò êðèòåðèé ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà íà ÿçûêå
åãî âåðøèííîé ñâÿçíîñòè. Ïîäðîáíåå î ñâÿçíîñòè íàïèñàíî â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ãëàâå, ïîêà æå íàì ïîòðåáóþòñÿ òîëüêî îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå
ñîäåðæàòñÿ âî ââåäåíèè.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü v(G) ≥ 3 è κ(G) ≥ α(G). Òîãäà â ãðàôå G ñóùå-
ñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, â ãðàôå G åñòü öèêëû, òàê êàê â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå κ(G) = 1 è α(G) ≥ 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïóñòü κ(G) = k.
Âûáåðåì öèêë ìàêñèìàëüíîé äëèíû C â ãðàôå G, ïóñòü C = v1v2 . . . vn
(íóìåðàöèÿ âåðøèí � öèêëè÷åñêàÿ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë C íå ãàìèëüòîíîâ è ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè W ãðàôà G− V (C). Òîãäà NG(W ) ⊂ V (C). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî vi, vi+1 ∈ NG(W ), ïóñòü w,w′ ∈ W , viw, vi+1w

′ ∈ E(G) (âîçìîæíî,
âåðøèíû w è w′ ñîâïàäàþò), à P � ww′-ïóòü ïî âåðøèíàì êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè W . Òîãäà öèêë C ìîæíî óäëèíèòü, çàìåíèâ ðåáðî vivi+1 íà
ðåáðî viw, ïóòü P è ðåáðî w′vi+1 (ñì. ðèñóíîê 3.2a). Ïðîòèâîðå÷èå ñ
ìàêñèìàëüíîñòüþ öèêëà C.
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Ðèñ. 3.2: Öèêë C è êîìïîíåíòà W .

ÏóñòüM = {vi+1 : vi ∈ NG(W )}. Êàê ïîêàçàíî âûøå,M ∩ NG(W ) = ∅.
Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî NG(W ) îòäåëÿåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî M
îò W , ñëåäîâàòåëüíî, |M | = |NG(W )| ≥ k.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû vi+1, vj+1 ∈M ñìåæíû. Ïóñòü w,w′ ∈ W ,
viw, vjw

′ ∈ E(G) (âîçìîæíî, âåðøèíû w è w′ ñîâïàäàþò), à P � ww′-ïóòü
ïî âåðøèíàì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòèW . Ðàññìîòðèì öèêë Z, ïðîõîäÿùèé
ñíà÷àëà ó÷àñòîê vj+1vj+2 . . . vi öèêëà C, çàòåì ðåáðî viw, ïóòü P è ðåáðî
w′vj, ïîòîì ó÷àñòîê vjvj−1 . . . vi+1 öèêëà C è, íàêîíåö, ðåáðî vi+1vj+1 (ñì.
ðèñóíîê 3.2b). Î÷åâèäíî, |Z| > |C|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè
öèêëà C.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M ∪ {w} � íåçàâèñèìîå, íî
â í¼ì |M | + 1 > k âåðøèí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ α(G) ≤ k. Òàêèì
îáðàçîì, öèêë C � ãàìèëüòîíîâ.

Çàäà÷à 3.1. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç κ(G) îáîçíà÷àåòñÿ âåðøèííàÿ ñâÿç-
íîñòü ãðàôà.

a) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû õîòÿ áû κ(G).
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû õîòÿ áû 2κ(G),

åñëè, êîíå÷íî, 2κ(G) ≤ v(G).

3.1.4 Ãàìèëüòîíîâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 3.2. 1) Ïóñòü a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an è b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn �
äâå óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ai}i∈[1..n] ìàæîðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bi}i∈[1..n], åñëè
ai ≥ bi äëÿ âñåõ i ∈ [1..n].

2) Ïóñòü G � ãðàô íà n âåðøèíàõ. Ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ãðàôà G íàçîâ¼ì óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé åãî âåð-
øèí d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn.

3) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G ìàæîðèðóåò ãðàô H, åñëè ñòåïåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôàG ìàæîðèðóåò ñòåïåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãðàôà H.

4) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíî-
âîé, åñëè an ≤ n− 1 è ëþáîé ãðàô íà n âåðøèíàõ, ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîòîðîãî ìàæîðèðóåò a1, . . . , an, èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Òåîðåìà 3.3. (V.Chvatal, 1972.) Ïóñòü 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ n−1,
n ≥ 3. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1◦ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . , an ãàìèëüòîíîâà.
2◦ Äëÿ êàæäîãî h < n

2
èç ah ≤ h ñëåäóåò an−h ≥ n− h.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2◦ ⇒ 1◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåãàìèëüòîíîâà è ðàññìîòðèì íåãàìèëüòîíîâ ãðàô G íà n âåðøèíàõ ñ
ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ð¼áåð, ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn
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êîòîðîãî ìàæîðèðóåò a1, . . . , an. Â ñèëó ëåììû 3.2 ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G
ñîâïàäàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì, òî åñòü, ñóììà ñòåïåíåé ëþáûõ äâóõ
íåñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà G ìåíåå n.

Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G � íå ïîëíûé. Ðàññìîòðèì äâå íåñìåæíûå âåð-
øèíû x, y ∈ V (G) ñ íàèáîëüøèì dG(x) + dG(y). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
dG(x) ≤ dG(y). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, dG(x) + dG(y) < n, ïîýòîìó
dG(x) = h < n

2
, dG(y) ≤ n− 1− h.

Ïóñòü Wx � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, îòëè÷íûõ îò x è íå
ñìåæíûõ ñ x, à Wy � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, îòëè÷íûõ îò y è
íå ñìåæíûõ ñ y. Ïîíÿòíî, ÷òî

|Wx| = n− 1− dG(x) = n− 1− h, |Wy| = n− 1− dG(y) ≥ dG(x) = h.

Ïî âûáîðó âåðøèí x è y ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà Wy (à èõ õîòÿ
áû h) íå ïðåâîñõîäÿò dG(x) = h, ïîýòîìó ah ≤ dh ≤ h. Ñòåïåíè âñåõ n−h
âåðøèí ìíîæåñòâà Wx ∪ {x} íå ïðåâîñõîäÿò dG(y) ≤ n − 1 − h, ïîýòîìó
an−h ≤ dn−h ≤ n− h− 1. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 2◦ ïîêàçûâàåò, ÷òî íà
ñàìîì äåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . , an ãàìèëüòîíîâà.

A B D

h h n–2h

KK n–hh,h

Ðèñ. 3.3: Ãðàô Gn,h.

1◦ ⇒ 2◦. Ïóñòü h < n
2
, dh ≤ h è dn−h ≤ n − h − 1. Ïîñòðîèì

íåãàìèëüòîíîâ ãðàô Gn,h, ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîòîðîãî ìà-
æîðèðóåò a1, . . . , an. Ïóñòü A = {v1, . . . , vh}, B = {vn−h+1, . . . , vn}, D =
{vh+1, . . . , vn−h}. Íàø ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîëíîãî äâóäîëüíîãî
ãðàôà Kh,h ñ äîëÿìè A è B è ïîëíîãî ãðàôà Kn−h íà âåðøèíàõ ìíîæå-
ñòâà B ∪D (ñì. ðèñóíîê 3.3). Òàêèì îáðàçîì,

dGn,h
(v1) = · · · = dGn,h

(vh) = h, dGn,h
(vh+1) = · · · = dGn,h

(vn−h) = n−h−1,

dGn,h
(vn−h+1) = · · · = dGn,h

(vn) = n− 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôà Gn,h ìàæîðèðóåò
a1, . . . , an. Îòìåòèì, ÷òî c(Gn,h − B) = h + 1 (ýòè êîìïîíåíòû � ìíîæå-
ñòâî D è h ïîïàðíî íåñìåæíûx âåðøèí ìíîæåñòâà A). Òàêèì îáðàçîì,
c(Gn,h −B) > h = |B| è ïî ëåììå 3.4 ãðàô Gn,h íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíî-
âûì.
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Ñëåäñòâèå 3.3. Ëþáîé íåãàìèëüòîíîâ ãðàô G íà n âåðøèíàõ ìàæî-
ðèðóåòñÿ ãðàôîì Gn,h äëÿ íåêîòîðîãî h < n

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G èìååò ñòåïåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
d1, . . . , dn. Ïî òåîðåìå 3.3, ñóùåñòâóåò òàêîå h < n

2
, ÷òî dh ≤ h è

dn−h < n− h. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàôG ìàæîðèðóåòñÿ ãðàôîìGn,h.

Ïðèìåíèì ðàçðàáîòàííóþ òåõíèêó äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ n− 1, n ≥ 3. Ñëåäóþùèå
äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1◦ Ëþáîé ãðàô G, ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîòîðîãî ìàæî-
ðèðóåò a1, . . . , an, èìååò ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

2◦ Äëÿ êàæäîãî h ≤ n
2
èç ah ≤ h− 1 ñëåäóåò an+1−h ≥ n− h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç G∗ ãðàô, ïî-
ëó÷åííûé èç G äîáàâëåíèåì íîâîé âåðøèíû w, ñìåæíîé ñî âñåìè âåð-
øèíàìè èç V (G). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ãðàô G èìååò ãàìèëüòîíîâ ïóòü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G∗ èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Ïóñòü ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôà G íà n âåðøèíàõ � ýòî
d1 ≤ · · · ≤ dn, òîãäà ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôà G∗ � ýòî
d1 + 1 ≤ · · · ≤ dn + 1 ≤ n. Î÷åâèäíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d1, . . . , dn
ìàæîðèðóåò a1, . . . , an òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d1 + 1, . . . , dn + 1, n
ìàæîðèðóåò a1 + 1, . . . , an + 1, n.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . , an óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2◦

íàøåé òåîðåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1 + 1, . . . , an + 1, n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2◦ òåîðåìû 3.3.

2◦ ⇒ 1◦. Ïóñòü ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôà G ìàæîðèðóåò
a1, . . . , an. Òîãäà ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôà G∗ ìàæîðèðóåò
a1 + 1, . . . , an + 1, n è ïî òåîðåìå 3.3 ãðàô G∗ � ãàìèëüòîíîâ, à çíà÷èò, â
ãðàôå G åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

1◦ ⇒ 2◦. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå h ≤ n
2
, ÷òî

ah ≤ h − 1 è an+1−h ≤ n − h − 1. Òîãäà ah + 1 ≤ h è an+1−h ≤ n − h, à
çíà÷èò, ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåãàìèëüòîíîâà ãðàôà Gn+1,h ìà-
æîðèðóåò a1 + 1, . . . , an + 1, n. Îòìåòèì, ÷òî â ãðàôå Gn+1,h åñòü âåðøèíà
w ñòåïåíè n, ïóñòü Hn,h = Gn+1,h − w. Òîãäà H∗n,h = Gn+1,h, à çíà÷èò,
ãðàô Hn,h íå èìååò ãàìèëüòîíîâà ïóòè è åãî ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìàæîðèðóåò a1, . . . , an. Ïðîòèâîðå÷èå.
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3.1.5 Ãàìèëüòîíîâ öèêë â ñòåïåíè ãðàôà

Îïðåäåëåíèå 3.3. Äëÿ ãðàôà G è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d îáîçíà÷èì
÷åðåç Gd ãðàô íà âåðøèíàõ èç V (G), â êîòîðîì âåðøèíû x è y ñìåæíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà distG(x, y) ≤ d.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ñîâñåì íåñëîæíûé ôàêò î íàëè÷èè ãàìèëüòîíî-
âà öèêëà â êóáå ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà íà íå ìåíåå, ÷åì òðåõ âåðøèíàõ.
Ïîòîì ìû äîêàæåì ãîðàçäî áîëåå ñëîæíóþ òåîðåìó: äëÿ ëþáîãî äâó-
ñâÿçíîãî ãðàôà G â ãðàôå G2 åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Ãàìèëüòîíîâ öèêë â êóáå ãðàôà

Òåîðåìà 3.5. (G.Chartrand, S. F.Kapoor, 1969.) Äëÿ ëþáîãî ñâÿç-
íîãî ãðàôà G ñ v(G) ≥ 3 è ðåáðà e ∈ E(G) â ãðàôå G3 ñóùåñòâóåò
ãàìèëüòîíîâ öèêë, ñîäåðæàùèé ðåáðî e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçóìååòñÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà G � äåðåâî (èíà÷å âûäåëèì îñòîâíîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå ðåá-
ðî e). Ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí. Áàçà
äëÿ äåðåâà íà òðåõ èëè ÷åòûðåõ âåðøèíàõ î÷åâèäíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ ìåíüøå âåðøèí, ÷åìG
(è õîòÿ áû òðè âåðøèíû), òåîðåìà óæå äîêàçàíà. Ïóñòü e = uv, òîãäà â
ãðàôå G−uv äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U 3 u è V 3 v. Ïóñòü Gu = G(U)
è Gv = G(V ). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè U õîòÿ áû òðè âåðøèíû. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G3

u, ñîäåðæàùèé èíöèäåíòíîå u ðåá-
ðî ux ∈ E(G).

Åñëè â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè V õîòÿ áû òðè âåðøèíû, òî àíàëîãè÷íî
ìû ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G3

v, ñîäåðæàùèé èíöèäåíòíîå
âåðøèíå v ðåáðî vy ∈ E(G). Cîåäèíèì ýòè äâà öèêëà â îäèí, çàìåíèâ
ð¼áðà ux è vy íà uv è xy, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.4a (îòìåòèì,
÷òî distG(x, y) = 3).

b

b

b

b

x

u v

y

U V
b

b

b

x

u v
U

b

b

b

b

x

u v

y
U

a b c

Ðèñ. 3.4: Ãàìèëüòîíîâ öèêë â êóáå ãðàôà

Îñòàþòñÿ î÷åâèäíûå ñëó÷àè, êîãäà |V | < 3. Ïðè V = {v} ìû çàìåíèì
â ãàìèëüòîíîâîì öèêëå ãðàôà G3

u ðåáðî ux íà uv è vx (ñì. ðèñóíîê 3.4b).
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Ïðè V = {v, y}, î÷åâèäíî, vy ∈ E(G) è ìû çàìåíèì â ãàìèëüòîíîâîì
öèêëå ãðàôà G3

u ðåáðî ux íà uv, vy è yx (ñì. ðèñóíîê 3.4c).

Ãàìèëüòîíîâ öèêë â êâàäðàòå ãðàôà

Ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà G â ãðàôå G2 åñòü
ãàìèëüòîíîâ öèêë. Íà÷í¼ì äîêàçàòåëüñòâî ñ äâóõ íåñëîæíûõ ëåìì.

Îïðåäåëåíèå 3.4. 1) Äëÿ ëþáîãî ïóòè P ñ êîíöàìè x, y ìû ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèå Int(P ) = V (P ) \ {x, y}.

2) Äóãà ïðîñòîãî öèêëà C � ýòî ëþáîé ïðîñòîé ïóòü, ÿâëÿþùèéñÿ
ïîäãðàôîì C.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ãðàô, x ∈ V (G). Òîãäà â ãðàôå G
ñóùåñòâóåò âåðøèíà y 6= x è öèêë C, äëÿ êîòîðîãî x, y ∈ V (C) è
NG(y) ⊂ V (C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðàô G ãàìèëüòîíîâ, ëåììà î÷åâèäíà. Ïóñòü â
G íåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà. Èç äâóñâÿçíîñòè ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå G åñòü
öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x. Âûáåðåì òàêîé öèêë Z, ÷òî îäíà èç êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè U ãðàôà G − Z � íàèìåíüøàÿ äëÿ âñåõ ïðîõîäÿùèõ ïî x
öèêëîâ. Î÷åâèäíî, NG(U) ⊂ V (Z), èç äâóñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò,
÷òî |NG(U)| ≥ 2. Òîãäà âûáåðåì u1, u2 ∈ NG(U) òàê, ÷òî äëÿ îäíîé èç
äóã L öèêëà Z ñ êîíöàìè u1 è u2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ x 6∈ Int(L) è
NG(U) ∩ Int(L) = ∅ (ñì. ðèñóíîê 3.5).

x
y

b

b

b

b

b

b

b

U
U’

y’

Z

u1

2u

L

Ðèñ. 3.5: Öèêë Z è êîìïîíåíòà U .

Çàìåíèì äóãó L íà u1u2-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî U . Ìû ïîëó÷èëè öèêë Z ′,
ïðîõîäÿùèé ïî x è âåðøèíå y ∈ U . Åñëè NG(y) 6⊂ V (Z ′), òî ñóùåñòâóåò
âåðøèíà y′ ∈ NG(y) \ V (Z ′). Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè U ′ 3 y′
ãðàôà G − Z ′. Òàê êàê âåðøèíû èç Int(L) íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè èç
U , òî U ′ ( U è, ñëåäîâàòåëüíî, |U ′| < |U |, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
öèêëà Z è êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U .

Ëåììà 3.6. Ïóñòü H � îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè 3 ñ ãàìèëüòîíîâûì
öèêëîì C (â ãðàôå äîïóñêàþòñÿ êðàòíûå ð¼áðà). Ïóñòü e ∈ E(C) è f ∈
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E(H) \E(C) � ð¼áðà ñ îáùèì êîíöîì v. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé
ìàðøðóò Z, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Z ïðîõîäèò ïî êàæäîìó ðåáðó èç E(H) \E(C) è ïî ðåáðó e ðîâíî
îäèí ðàç, à ïî îñòàëüíûì ð¼áðàì öèêëà C � îäèí èëè äâà ðàçà. Ð¼áðà
öèêëà C, ïî êîòîðûì ìàðøðóò Z ïðîõîäèò äâà ðàçà, íå èìåþò îáùèõ
êîíöîâ.

2◦ Z ïðîõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî ð¼áðà e è f .

b
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b b
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Ðèñ. 3.6: Ãðàôû H è H ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, v(G) ÷åòíî è ïîýòîìó öèêë C ÷åòåí. Ïî-
êðàñèì â öâåòà 1 è 2 ðåáðà öèêëà C ÷åðåç îäíî. Ïóñòü ðåáðî e èìååò
öâåò 1, òîãäà óäâîèì âñå ð¼áðà öâåòà 2 (äëÿ êàæäîãî èç íèõ äîáàâèì
êðàòíîå ðåáðî). Â ïîëó÷åííîì ãðàôå H ′ (ñì. ðèñóíîê 3.6) ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí ðàâíû 4. Íàêîíåö, ðàçîáü¼ì âåðøèíó v íà âåðøèíó v1, èíöèäåíò-
íóþ ð¼áðàì e è f è âåðøèíó v2, èíöèäåíòíóþ îñòàëüíûì äâóì ð¼áðàì
âåðøèíû v. Ãðàô H ′, î÷åâèäíî, ñâÿçåí, ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ÷¼òíû è
ïîòîìó â H ′ ñóùåñòâóåò Ýéëåðîâ öèêë Z, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì
çàìêíóòûì ìàðøðóòîì â ãðàôå H.

Òåîðåìà 3.6. (H. Fleischner, 1974.) Äëÿ ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà G
â ãðàôå G2 åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåð-
øèí áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà G è ëþáîé âåðøèíû a ∈ V (G) â ãðàôå G2

åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë, â êîòîðîì îáà èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a ðåáðà
ïðèíàäëåæàò E(G).

Áàçà äëÿ ãðàôà èç òð¼õ âåðøèí î÷åâèäíà. Ïóñòü v(G) ≥ 4 è äëÿ
âñåõ ìåíüøèõ ãðàôîâ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Çàôèêñèðóåì âåðøèíó a ∈
V (G). Ïî ëåììå 3.5 ñóùåñòâóåò îòëè÷íàÿ îò a âåðøèíà b ∈ V (G) è
öèêë C, äëÿ êîòîðîãî a, b ∈ V (C) è NG(b) ⊂ V (C). Åñëè C � ãàìèëüòîíîâ
öèêë, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èòàê, ìû äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé,
êîãäà öèêë C íå ãàìèëüòîíîâ.

1. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà P.
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Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè U ãðàôà G − C. Åñëè U = {u}, òî
ïóñòü P(U) = {u}. Ïóñòü |U | ≥ 2. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô GU ,
ñòÿíóâ âñå âåðøèíû èç V (G) \ U â îäíó âåðøèíó a∗.

Ïóñòü x� òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôàGU . Ïîíÿòíî, ÷òî x 6= a∗. Ïóñòü Y �
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà GU−x, íå ñîäåðæàùàÿ a∗. Òîãäà íè îäíà èç
âåðøèí Y , î÷åâèäíî, íå ñìåæíà ñ öèêëîì C â ãðàôå G, à ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàô G−x íåñâÿçåí, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô GU äâóñâÿçåí.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ð¼áðà ãðàôà GU , êàê ïîäìíîæåñòâî E(G)
(êàæäîå ðåáðî e′ ∈ E(GU) îòîæäåñòâèì ñ îäíèì èç ð¼áåð e ∈ E(G),
ïåðåõîäÿùèõ â e′ ïðè ñòÿãèâàíèè âåðøèí).

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ãðàôå G2
U åñòü ãàìèëüòîíîâ

öèêë CU , â êîòîðîì îáà èíöèäåíòíûõ a∗ ðåáðà ïðèíàäëåæàò E(GU). Îò-
ìåòèì, ÷òî â ãðàôåG2

U ìîãóò áûòü ð¼áðà, íå âõîäÿùèå â E(G2): ýòî ð¼áðà,
ñîåäèíÿþùèå ïàðû âåðøèí, ñìåæíûx â ãðàôå GU ñ âåðøèíîé a∗. Îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ð¼áåð ÷åðåç E∗. Óäàëèì èç öèêëà CU âåðøèíó
a∗ è âñå ð¼áðà èç E∗, â ðåçóëüòàòå ÷åãî öèêë ðàñïàä¼òñÿ íà íåñêîëüêî
ïóòåé (ñì. ðèñóíîê 3.7a). Ïóñòü P(U) � ìíîæåñòâî ýòèõ ïóòåé (âîçìîæ-
íî, ñðåäè íèõ åñòü ïóòè èç îäíîé âåðøèíû). Îòìåòèì, ÷òî ïóòè èç P(U)
ïîêðûâàþò âñå âåðøèíû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U , äëÿ êàæäîãî ïóòè
P ∈ P(U) îáà åãî êîíöà ñìåæíû ñ a∗, à E(P ) ⊂ E(G2).
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b bbbb
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Ðèñ. 3.7: Ïóòè ìíîæåñòâà P .

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ïóòåé P(U) äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G− C, ïóñòü P � îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ìíîæåñòâ ïóòåé. Îòìåòèì,
÷òî P � ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé â ãðàôå G2, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

(P1) V (G) \ V (C) = ∪P∈PV (P ).
(P2) Ïóñòü x � êîíåö ïóòè P ∈ P. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà

y ∈ V (C), ñìåæíàÿ ñ x.

Äîêàæåì ñâîéñòâî (P2). Ïóñòü P ∈ P(U). Ïî ïîñòðîåíèþ, âåðøèíà
x ñìåæíà â ãðàôe GU ñ âåðøèíîé a∗. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ðåáðà
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xy ∈ E(G), ãäå y 6∈ U . Òàê êàê U � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G− C,
ìû èìååì y ∈ V (C).

Âåðøèíó y ìû íàçîâ¼ì îñíîâàíèåì ïóòè P â âåðøèíå x. Âîçìîæíî,
òàêàÿ âåðøèíà y íå åäèíñòâåííà, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â êàæäîì ñëó÷àå
ìû âûáåðåì â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ðîâíî îäíó âåðøèíó. Åñëè ïóòü P ∈
P èìååò áîëåå îäíîé âåðøèíû, òî ó íåãî åñòü ïî îñíîâàíèþ â êàæäîì
êîíöå, îäíàêî, ýòè îñíîâàíèÿ ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïóñòü P1 � ìíîæåñòâî
âñåõ ïóòåé èç P ñ îäíèì îñíîâàíèåì, à P2 � ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé èç P
ñ äâóìÿ îñíîâàíèÿìè.

Ïîäïðàâèì ìíîæåñòâî P òàê, ÷òîáû êðîìå (P1) è (P2) âûïîëíÿëîñü
åùå îäíî óñëîâèå.

(P3) Íèêàêàÿ âåðøèíà öèêëà C íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äâóõ ïóòåé
èç P.

Ïóñòü ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ è âåðøèíà y ∈ V (C) ÿâëÿåòñÿ
îáùèì îñíîâàíèåì ïóòè P1 â âåðøèíå x1 è ïóòè P2 â âåðøèíå x2. Òîãäà
x1x2 ∈ E(G2) è ìû ìîæåì ñîåäèíèòü ïóòè P1 è P2 â îäèí ïóòü (ñì.
ðèñóíîê 3.7b). Áóäåì âûïîëíÿòü òàêèå îïåðàöèè äî òåõ ïîð, ïîêà íå
âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (P3).

Äàëåå ìû íå áóäåì ìåíÿòü ïóòè èç P . Áîëåå òîãî, êàæäûé èç ýòèõ
ïóòåé áóäåò äóãîé ãàìèëüòîíîâà öèêëà ãðàôà G2, êîòîðûé ìû ïîñòðîèì.

2. Âêëþ÷åíèå â öèêë ïóòåé èç P2.
ÏóñòüG1 = G−∪P∈P1V (P ). Ìû õîòèì ïîñòðîèòü èç öèêëà C ãàìèëüòîíîâ
öèêë Z ãðàôà G2

1. Â ñëó÷àå P2 = ∅, î÷åâèäíî, ïîäîéä¼ò Z = C. Äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |P2| = p 6= 0.

Ââåä¼ì öèêëè÷åñêóþ íóìåðàöèþ âåðøèí öèêëà C = v1v2 . . . vk. Äëÿ
êàæäîé äóãè Q = vivi+1 . . . vj íàøåãî öèêëà íàçîâ¼ì vi å¼ ëåâûì êîíöîì
è îáîçíà÷èì ÷åðåç `(Q), à vj � ïðàâûì êîíöîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç r(Q).

Ïóñòü W � ìíîæåñòâî âñåõ îñíîâàíèé âñåõ ïóòåé èç P2. Â ñèëó (P3)
ìû èìååì |W | = 2|P2| = 2p. Îòìåòèì íà öèêëå C âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà
W , îíè ðàçáèâàþò C íà 2p äóã (íå ñîäåðæàùèõ âíóòðè âåðøèí èç W ).
Ïóñòü W � ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ äóã. Î÷åâèäíî, ðîâíî îäíà äóãà I ∈
W òàêîâà, ÷òî a ∈ Int(I) èëè a = r(I). Ïóñòü w = r(I), à P ∈ P2 �
åäèíñòâåííûé ïóòü ñ îñíîâàíèåì w (ñì. ðèñóíîê 3.8a). Äëÿ êàæäîé äóãè
Q ∈ W îáîçíà÷èì ÷åðåç Q` è Qr ñîñåäíèå ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî
äóãè. Òàêèì îáðàçîì, `(Q) = r(Q`) è r(Q) = `(Qr).

Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé êóáè÷åñêèé ãðàô H íà âåðøèíàõ ìíîæå-
ñòâà W , ñîåäèíèâ ðåáðîì âåðøèíû x, y ∈ W òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x è y � îñíîâàíèÿ îäíîãî ïóòè èç P2 èëè x è y � êîíöû äóãè èçW . Áóäåì
îáîçíà÷àòü ð¼áðà ãðàôà H òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïóòè è äóãè.
Ïîëó÷èëñÿ êóáè÷åñêèé ãðàô. Ïðèìåíèì ëåììó 3.6 ê ãðàôó H, ð¼áðàì I
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è P (èìåþùèì îáùóþ âåðøèíó w). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ çàìêíóòûé
ìàðøðóò Z ′, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦ ëåììû 3.6.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìû ïîñòðîèì çàìêíóòûé ìàðøðóò Z
â ãðàôå G1, ïðîõîäÿ â ïîðÿäêå Z ′ ïóòè è äóãè, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì
Z ′. Â ñèëó ëåììû 3.6, ëþáàÿ äóãà Q ∈ W ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òð¼õ
òèïîâ.

Òèï 1. Z ïðîõîäèò Q îäèí ðàç.
Òèï 2. Z ïðîõîäèò Q äâà ðàçà: îò îäíîãî êîíöà ê äðóãîìó, ðàçâî-

ðà÷èâàåòñÿ è ñðàçó æå èä¼ò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Êîíåö äóãè Q, â
êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàçâîðîò, íàçîâ¼ì ì¼ðòâûì.

Òèï 3. Z ïðîõîäèò Q äâà ðàçà, íî íå ïîäðÿä.

Äóãà I, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò òèïó 1, à ñîñåäíÿÿ ñïðàâà äóãà Ir �
òèïó 2. Ïî ëåììå 3.6, îäíà èç äâóõ ñîñåäíèõ äóã âñåãäà ïðèíàäëåæèò òèïó
1. Ìû èçìåíèì ìàðøðóò Z íà äóãàõ òèïîâ 2 è 3 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ
ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äóãè òèïîâ 2 è 3 â
ïîðÿäêå èõ îáõîäà ìàðøðóòîì Z ′.
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Ðèñ. 3.8: Ïîñòðîåíèå öèêëà Z: äóãà òèïà 2.

2.1. Äóãà Q ïðèíàäëåæèò òèïó 2.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî r(Q) � ì¼ðòâûé êîíåö äóãè Q.
Ïóñòü x1 = `(Q), äàëåå çàíóìåðóåì âåðøèíû äóãè Q ïî ïîðÿäêó äî xn
� âåðøèíû, ïðåäøåñòâóþùåé ì¼ðòâîìó ïðàâîìó êîíöó r(Q) (âîçìîæíî,
n = 1). ×åðåç x0 îáîçíà÷èì êîíåö ïóòè P ` ∈ P2, ÷üèì îñíîâàíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ x1 = `(Q). Òoãäà ìàðøðóò Z ïðîõîäèò îò x0 ê x1, äàëåå äî xn,
çàòåì â r(Q), ãäå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è èä¼ò îáðàòíî â x1, çàòåì íà ñîñåä-
íþþ ñëåâà ñ Q äóãó Q`, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò òèïó 1 (ìûñëåííî ââåä¼ì
íà Z èìåííî òàêîå íàïðàâëåíèå, ñì. ðèñóíîê 3.8b).

Ìû èçìåíèì ìàðøðóò íà ó÷àñòêå x0x1 . . . xnr(Q). Íàø ìàðøðóò íå áó-
äåò ïðîõîäèòü ðåáðî xnr(Q) (âåäü âåðøèíó r(Q) îí ïðîõîäèò åùå ðàç!).
Âêëþ÷èì â ìàðøðóò ðåáðî xn−1xn. Â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n, îò îä-
íîé èç âåðøèí xn è xn−1 ìîæíî äîáðàòüñÿ äî x1, à îò äðóãîé � äî x0,
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ïðîõîäÿ ïî ð¼áðàì âèäà xkxk−2, òàêèå ð¼áðà âõîäÿò â G2
1 (íà ðèñóíêå 3.8c

èçîáðàæåíû îáà ñëó÷àÿ � ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî n). Â ðåçóëüòàòå ìû ïî-
ñòðîèëè íîâûé ó÷àñòîê ìàðøðóòà, êîòîðûé èä¼ò îò x0 äî x1, ïðîõîäÿ âñå
âåðøèíû x0, x1, . . . , xn ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Â îñòàëüíîì ìàðøðóò Z íå
èçìåíèòñÿ: äî âåðøèíû x0 îí ïîéä¼ò ïî ïóòè P `, à ïîñëå x1 � ïî äóãå Q`

(êîòîðóþ ïðîõîäèë îäèí ðàç).
Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèì òàêèå îïåðàöèè äëÿ âñåõ äóã òèïà 2. Îò-

ìåòèì, ÷òî ìàðøðóò Z íå èçìåíèòñÿ íà âñåõ äóãàõ òèïà 1 è òèïà 3, à
òàêæå íà âñåõ ïóòÿõ èç P2.

2.2. Äóãà Q ïðèíàäëåæèò òèïó 3.
Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû äóãè Q: x1 = `(Q), x2, . . . , xn = r(Q). Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå n ≥ 2. Ïóñòü P `, P r ∈ P2 � ïóòè, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ x1 = `(Q) è xn = r(Q) ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê 3.9a). ×å-
ðåç x0 ìû îáîçíà÷èì ëèáî êîíåö ïóòè èç P `, ÷üèì îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ
x1, ëèáî ëåæàùóþ íà äóãå Q` ñîñåäíþþ ñëåâà ñ x1 âåðøèíó öèêëà C.
Ìû âûáåðåì îäèí èç ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ ïîçæå. ×åðåç xn+1 îáîçíà÷èì
êîíåö ïóòè P r, ÷üèì îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ xn.
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Ðèñ. 3.9: Ïîñòðîåíèå öèêëà Z: äóãà òèïà 3.

Òåïåðü ïîäóìàåì, êàêèì îáðàçîì ìàðøðóò Z äâàæäû ïðîõîäèò äóãó
Q. Òàê êàê ñîñåäíèå ñ Q äóãè Q` è Qr, à òàêæå ïóòè P ` è P r ìàðøðóò
Z ïðîõîäèò ïî îäíîìó ðàçó, â íåì ëèáî äîëæíû áûòü ó÷àñòêè Q`QQr è
P `QQr, ëèáî äîëæíû áûòü ó÷àñòêè Q`QP r è P `QP r (íàïðàâëåíèå ïðîõî-
äà ýòèõ ó÷àñòêîâ íàñ íå èíòåðåñóåò). Â ëþáîì èç âàðèàíòîâ ÿñíî, êàêèå
êîíöû äîëæíà ñîåäèíÿòü ïàðà ïóòåé, êîòîðûå ìû ñòðîèì.

Â ëþáîì ñëó÷àå, ìû ñîåäèíèì xn ñ âåðøèíîé äóãè Qr, ñîñåäíåé ñ xn =
r(Q) â öèêëå C. Ìû ñîåäèíèì ïàðó âåðøèí x0, x1 ñ xn, xn+1 äâóìÿ íåïåðå-
ñåêàþùèìèñÿ ïóòÿìè â G2

1, ïðîõîäÿùèìè âñå âåðøèíû x2, . . . , xn−1 ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó. Ýòî ñäåëàòü íåñëîæíî: ìû ïðîâåä¼ì ð¼áðà xi−1xi+1 ∈ G2

1

äëÿ âñåõ i ∈ [1..n]. Êàêèå êîíöû â èòîãå ñîåäèíÿòñÿ, çàâèñèò îò ÷åòíî-
ñòè n.

Âûáåðåì x0 èç äâóõ ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòîâ òàê, ÷òîáû ïóòü P r

áûë ñîåäèí¼í â ïåðåñòðîåííîì ìàðøðóòå Z èìåííî ñ òåì èç Q` è P `, ñ
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êåì íóæíî. Âñå ÷åòûðå âàðèàíòà ñîåäèíåíèÿ êîíöîâ ïîêàçàíû: íà ðè-
ñóíêå 3.9b � âàðèàíòû, â êîòîðûõ ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâå x0 êîíåö
ïóòè P `, à íà ðèñóíêå 3.9ñ � âàðèàíòû, â êîòîðûõ ìû âûáèðàåì â êà-
÷åñòâå x0 ñîñåäíþþ ñëåâà ñ x1 âåðøèíó öèêëà C. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ëþáîé ÷åòíîñòè ` ìû ìîæåì ïðîâåñòè â G2 êàê äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïóòè Q`QQr è P `QP r, òàê è äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè Q`QP r è P `QP r

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íîâûé çàìêíóòûé ìàðøðóò Z, êîòîðûé çà äâà
ðàçà ïðîéä¼ò âñå âåðøèíû äóãè Q ïî îäíîìó ðàçó.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèì òàêèå îïåðàöèè äëÿ âñåõ äóã òèïà 3. Â
ðåçóëüòàòå ìàðøðóò Z ñòàíåò ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì ãðàôà G2

1. Îòìå-
òèì, ÷òî ìàðøðóò Z íå èçìåíèòñÿ íà âñåõ ïóòÿõ èç P2. Íà ëþáîé äóãå J
òèïà 1 öèêë Z ïî-ïðåæíåìó ïðîõîäèò âñå ð¼áðà, êðîìå, âîçìîæíî, ñàìîãî
ïðàâîãî ðåáðà. Ñàìîå ïðàâîå ðåáðî äóãè J öèêë Z ìîæåò íå ïðîõîäèòü
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîñåäíÿÿ ñïðàâà äóãà Jr ïðèíàäëåæèò òèïó 3.
Ïîñêîëüêó Ir ïðèíàäëåæèò òèïó 2, òî öèêë Z ïðîõîäèò âñå ð¼áðà äóãè I.

Â ñëó÷àå a ∈ Int(I) îáà âûõîäÿùèõ èç a ðåáðà öèêëà Z � ýòî ð¼áðà
öèêëà C, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò E(G). Åñëè æå a = r(I) = w, òî w �
ì¼ðòâûé êîíåö äóãè Ir òèïà 2, ïîýòîìó öèêë Z ñîäåðæèò äâà èíöèäåíò-
íûõ âåðøèíå a = w ðåáðà ãðàôà G: ðåáðî äóãè I è ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå
a = w ñ êîíöîì ïóòè P .

3. Âêëþ÷åíèå â öèêë ïóòåé èç P1.
Èòàê, ìû èìååì ãàìèëüòîíîâ öèêë Z â ãðàôå G2

1, â êîòîðîì îáà èíöè-
äåíòíûõ a ðåáðà ïðèíàäëåæàò ãðàôó G. Îñòà¼òñÿ âêëþ÷èòü â íåãî ïóòè
ñ îäíèì îñíîâàíèåì. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ êîíòàêòîâ ïóòåé èç P1.
Òîãäà â ñèëó (P3) ìû èìååì |U | = |P1|, âñå âåðøèíû èç U � âíóòðåííèå
âåðøèíû äóã èç W .

3.1. Ñîîòâåòñòâèå u→ e(u).
Ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé âåðøèíå u ∈ U ðåáðî e(u) öèêëà Z
òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâèå áûëî îäíîçíà÷íûì è âûïîëíÿëîñü îäíî èç äâóõ
óñëîâèé.

(E1) Ðåáðî e(u) ∈ E(C) èíöèäåíòíî u. Ïðè u 6= a, ðåáðî e(u) íå
èíöèäåíòíî a.

(E2) Ðåáðî e(u) ñîåäèíÿåò äâå ñîñåäíèå ñ u âåðøèíû öèêëà C.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû îïðåäåëèì e(u) íà V (C) \W ⊃ U . Ïîñòðîèì ñîîò-
âåòñòâèå îòäåëüíî íà âíóòðåííîñòè êàæäîé äóãè Q ∈ W .

3.1.1. Q � äóãà òèïà 3.
Òîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Int(Q) öèêë Z ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèò
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå ñîñåäíèå ñ u âåðøèíû öèêëà C. Èìåííî ýòî
ðåáðî è íàçîâ¼ì e(u). Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (E2).

3.1.2. Q � äóãà òèïà 2.
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Ïóñòü u′ � ñîñåäíÿÿ ñ ì¼ðòâûì êîíöîì âåðøèíà äóãè Q. Òîãäà äëÿ êàæ-
äîé îòëè÷íîé îò u′ âåðøèíû u ∈ Int(Q), â öèêëå Z ïî ïîñòðîåíèþ åñòü
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå ñîñåäíèå ñ u âåðøèíû öèêëà C. Èìåííî ýòî ðåá-
ðî è íàçîâ¼ì e(u). Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (E2).

Ðàññìîòðèì âåðøèíó u′. Åñëè u′ ∈ U , òî u′ ∈ Int(Q). Òîãäà öèêë Z ïî
ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèò ðåáðî äóãèQ, ñîåäèíÿþùåå u′ ñ ñîñåäíåé âåðøèíîé
x äóãè Q, ïðè÷¼ì x � íå ì¼ðòâûé êîíåö Q, òî åñòü, x 6= a. Òåì ñàìûì,
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (E1).

3.1.3. Q � äóãà òèïà 1.
Âñïîìíèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ äóãà, ëåâûì êîíöîì êîòîðîé ìîæåò áûòü a
� ýòî Ir è îíà ïðèíàäëåæèò òèïó 2. Ïîýòîìó a 6= `(Q). Ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àÿ.

3.1.3.1. a 6∈ Int(Q).
Òîãäà öèêë Z ïðîõîäèò âñå ð¼áðà äóãè Q, êðîìå, âîçìîæíî, ñàìîãî ïðà-
âîãî ðåáðà. Ìû êàæäîé âåðøèíå u ∈ Int(Q) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ðåáðî e(u), ñîåäèíÿþùåå u ñ ñîñåäîì ñëåâà. Î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå (E1).

3.1.3.2. a ∈ Int(Q).
Ñþäà æå îòíåñ¼ì ñëó÷àé, êîãäà P2 = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå ìû âñïîìíèì
ïðî âåðøèíó b ∈ V (C), ó êîòîðîé NG(b) ⊂ V (C). Ïîíÿòíî, ÷òî b /∈ U .
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü öèêë C, êàê äóãó Q, îáîèìè êîíöàìè êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ b (à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû � âíóòðåííèå). Ïîñêîëüêó a 6= b,
òî a ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ýòîé äóãè.

Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû äóãè ñëåâà íàïðàâî: x1 = `(Q), . . . , xm = a, . . . ,
xn = r(Q). Îòìåòèì, ÷òî m > 1. Äëÿ âñåõ i ∈ [m..n − 1] ìû ïîëîæèì
e(xi) = xixi+1, à äëÿ âñåõ i ∈ [2..m−1] ìû ïîëîæèì e(xi) = xixi−1. Â òàêîì
ñëó÷àå âåðøèíà a èíöèäåíòíà òîëüêî ðåáðó e(xm) = e(a) è âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (E1).

Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ u → e(u) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïðè
|U | ≥ 2. Ïî ïîñòðîåíèþ, åñëè äëÿ äâóõ âåðøèí u, u′ ∈ U îòîáðàæåíèå e
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E1), òî e(u) 6= e(u′).

Ïóñòü e(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u ïðèíàä-
ëåæèò âíóòðåííîñòè äóãè òèïà 2 èëè 3, ïîýòîìó, P2 6= ∅. Îïÿòü âñïîìíèì
ïðî âåðøèíó b. Ïîñêîëüêó NG(b) ⊂ V (C), òî b /∈ W ∪ U , ïîýòîìó

v(C) ≥ 1 + |U |+ |W | = 1 + |P1|+ 2|P2| ≥ 5.

Òîãäà ðåáðî e(u) íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (E1) èëè (E2) äëÿ
îòëè÷íîé îò u âåðøèíû u′ ∈ V (C) (â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëèíà öèêëà C íå
ïðåâîñõîäèëà áû 4). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå u→ e(u) èíúåêòèâíî.
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3.2. Ïåðåñòðîéêà öèêëà.
Ïî î÷åðåäè ìû ðàññìîòðèì âñå âåðøèíû u ∈ U è äëÿ êàæäîé èç íèõ èç-
ìåíèì öèêë Z, âêëþ÷èâ â íåãî ïóòü èç P = y1 . . . ym ∈ P1 ñ îñíîâàíèåì u.
Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ: ðåáðî e(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E1) èëè (E2).

3.2.1. Ðåáðî e(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E1).
Ïóñòü e(u) = uv, v � ñîñåäíÿÿ ñ u âåðøèíà öèêëà C. Òîãäà â ãðàôå G2

åñòü ðåáðî ymv (òàê êàê ym, v ∈ NG(u)). Çàìåíèì â öèêëå Z ðåáðî uv íà
ïóòü uy1 . . . ymv, âñòàâèâ â öèêë Z ïóòü P (ñì. ðèñóíîê 3.10à). Îòìåòèì,
÷òî åñëè a èíöèäåíòíî uv, òî a = u è ïîñëå çàìåíû âûõîäÿùèå èç a = u
ðåáðà öèêëà Z ïðèíàäëåæàò ãðàôó G.

b bP

a b

b b

u v

yy
1 2

Z

b bP

b bu
v

yy
1

2

Z

b

v1
2

Ðèñ. 3.10: Ïîñòðîåíèå öèêëà Z: ïóòü èç P1.

3.2.2. Ðåáðî e(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (E2).
Ïóñòü e(u) = v1v2, ãäå v1, v2 ∈ NG(u) � ñîñåäíèå ñ u âåðøèíû öèêëà
C. Òîãäà â ãðàôå G2 åñòü ðåáðà v1y1 è ymv2 (òàê êàê y1, ym ∈ NG(u)).
Çàìåíèì â öèêëå Z ðåáðî v1v2 íà ïóòü v1y1 . . . ymv2, âñòàâèâ â öèêë Z
ïóòü P . Â ýòîì ñëó÷àå a íå ìîæåò áûòü èíöèäåíòíî v1v2.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè ãàìèëüòîíîâ öèêë Z â ãðàôå G2, â êîòîðîì
îáà èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a ðåáðà ïðèíàäëåæàò ãðàôó G.

3.2 Ïàíöèêëè÷åñêèå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïàíöèêëè÷åñêèì, åñëè â íåì åñòü
öèêëû âñåõ äëèí � îò òðåóãîëüíèêà äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà.

Òåîðåìà 3.7. (J.A.Bondy, 1971) Ïóñòü G � ãàìèëüòîíîâ ãðàô,
v(G) = n, e(G) ≥ n2

4
. Òîãäà ëèáî G � ïàíöèêëè÷åñêèé, ëèáî G = Kn

2
,n
2
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè e(G) > n2

4
ãðàô G � ïàíöèêëè÷åñêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Áàçà
äëÿ n ≤ 4 î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
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1. Â ãðàôå G åñòü öèêë Z äëèíû n− 1.
Ïóñòü a � åäèíñòâåííàÿ íå âõîäÿùàÿ â Z âåðøèíà.

1a. dG(a) ≤ n−1
2
.

Ãðàô G′ = G− a � ãàìèëüòîíîâ,

e(G′) = e(G)− dG(a) ≥ n2

4
− n− 1

2
=
n2 − 2n+ 2

4
>

(n− 1)2

4
,

ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â ãðàôå G åñòü öèêëû
âñåõ äëèí îò 3 äî n− 1.

1á. dG(a) > n−1
2
.

Ïóñòü Z = b1b2 . . . bn−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ [1..n − 4] ñóùåñòâóåò ïàðà
âåðøèí bi, bi+r, ñìåæíûõ ñ a. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî bibi+1 . . . bi+ra � öèêë
äëèíû r + 2, òî åñòü â ãðàôå G åñòü öèêëû âñåõ äëèí îò 3 äî n− 2.

2. Â ãðàôå G íåò öèêëà äëèíû n− 1.
Ïóñòü x1x2 . . . xn � ãàìèëüòîíîâ öèêë â G. Ðàññìîòðèì ïàðó ñîñåäíèõ
âåðøèí xk, xk+1. Åñëè xkxi, xk+1xi+2 ∈ E(G) äëÿ íåêîòîðîãî i, òî â ãðàôå
ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû n− 1:

xk+1xk+2 . . . xixkxk−1 . . . xi+2

(ñì. ðèñóíîê 3.11a, ýòîò öèêë ïðîõîäèò ïî âñåì âåðøèíàì, êðîìå xi+1),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, èç ð¼áåð xkxi, xk+1xi+2 â ãðà-
ôå G åñòü íå áîëåå, ÷åì îäíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî dG(xk) + dG(xk+1) ≤ n
è e(G) ≤ n2

4
.

a b

b

b

bb

b

xi

x

xi+2

k

xk+1

b

b

bb

b

xi

+1

xi–1

b
xi

xi+s

xi+s

xi+s–1

–2

Ðèñ. 3.11: Öèêë Z è åãî õîðäû.

Òîãäà ïî óñëîâèþ e(G) = n2

4
, ñëåäîâàòåëüíî, dG(xk) + dG(xk+1) = n

äëÿ ëþáîãî k ∈ [1..n] è n
... 2. Íî òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ [1..n], i ∈ [1..n] èç

ïàðû ð¼áåð xkxi, xk+1xi+2 â ãðàôå G åñòü ðîâíî îäíî.
Åñëè ãðàô äâóäîëåí, òî â íåì íå áîëåå n2

4
ð¼áåð è ìàêñèìóì äîñòèãà-

åòñÿ òîëüêî äëÿ Kn
2
,n
2
, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G è åñòü Kn

2
,n
2
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G íåäâóäîëåí. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü ìèíè-
ìàëüíîå ÷åòíîå s, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ [1..n], ÷òî â ãðàôå G
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åñòü ðåáðî xixi+s. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî s ≥ 4, òàê êàê ïðè s = 2 â ãðàôå
î÷åâèäíî åñòü öèêë äëèíû n − 1. Òîãäà xi−1xi+s−2 6∈ E(G), ñëåäîâàòåëü-
íî, xi+1xi+s−1 ∈ E(G), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó s (ñì. ðèñóíîê 3.11b).
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è åäèíñòâåííûì íåïàíöèêëè÷å-
ñêèì ãðàôîì ñ e(G) = n2

4
ÿâëÿåòñÿ G = Kn

2
,n
2
.

3.3 Îêðóæåíèå ãðàôà

Îïðåäåëåíèå 3.6. Îêðóæåíèå ãðàôà � ýòî äëèíà åãî íàèáîëüøåãî ïðî-
ñòîãî öèêëà, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç c(G).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîïîëíèò ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû î ãàìèëü-
òîíîâûõ öèêëàõ.

Òåîðåìà 3.8. (N. Linial, 1975). Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ãðàô, à

m = min
xy/∈E(G)

dG(x) + dG(y).

Òîãäà c(G) ≥ min(m, v(G)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m ≤ v(G)
è â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå â ãðàôåG ïðîñòîãî öèêëà äëèíû
íå ìåíåå m. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî ýòî óòâåðæäåíèå íå
âûïîëíÿåòñÿ, à P = x1 . . . xn � íàèáîëüøèé ïóòü â ýòîì ãðàôå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G åñòü öèêë Z äëèíû íå ìåíåå n. Åñëè n =
v(G), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, n <
v(G). Ââèäó ñâÿçíîñòè ãðàôà G ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ V (G) \ V (Z),
ñìåæíàÿ ñ Z. Òîãäà âåðøèíà x è âåðøèíû öèêëà z îáðàçóþò ïóòü èç n+1
âåðøèíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè P .

Î÷åâèäíî, NG(x1) ⊂ V (P ) è NG(xn) ⊂ V (P ), èíà÷å ïóòü P ìîæíî
áûëî áû ëåãêî óäëèíèòü. Îòìåòèì, ÷òî dG(x1) + dG(xn) ≥ m. Íàïîìíèì
÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1. Eñëè x1xk, xk−1xn ∈ E(G), òî ñóùåñòâó-
åò öèêë èç n âåðøèí: x1x2 . . . xk−1xnxn−1 . . . xk (ñì. ðèñóíîê 3.12a). Ïðîòè-
âîðå÷èå ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî èç x1xk ∈ E(G) ñëåäóåò, ÷òî xk−1xn /∈ E(G).
Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m < n. Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, â
êàæäîì ñëó÷àå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå âûïîëíåíî óñëîâèå íè îäíîãî
èç ïðåäûäóùèõ.

1. Ïóñòü x1xk, x`xn ∈ E(G), ãäå 0 < k − ` ≤ n−m+ 1.
Òîãäà ðàññìîòðèì öèêë Z = x1x2 . . . x`xnxn−1 . . . xk (ñì. ðèñóíîê 3.12b).
Ýòîò öèêë ïðîõîäèò âñå âåðøèíû ïóòè P , êðîìå x`+1,. . . , xk−1, òî åñòü,
v(Z) = n− (k − `) + 1 ≥ m, à ìû èùåì êàê ðàç òàêîé öèêë.
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Ðèñ. 3.12: Ìàêñèìàëüíûé ïóòü P è öèêëû.

2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ð¼áðà x1xk, x`xn ∈ E(G), ãäå k > `.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçíîñòü k−` ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ. Ïîñêîëüêó íå
âûïîëíåíî óñëîâèå ïóíêòà 1, òî k−` ≥ n−m+2. Ìû çíàåì, ÷òî NG(x1) ⊂
V (P − x1). Ïóñòü dG(x1) = s è ýòà âåðøèíà ñìåæíà ñ xi1 , . . .xis (ñðåäè
íèõ, êîíå÷íî æå, åñòü x2 è xk). Òîãäà, êàê äîêàçàíî âûøå, xn íåñìåæíà
ñ xi1−1, . . . , xis−1. Êðîìå òîãî, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè k − ` âåðøèíà xn
íåñìåæíà ñ x`+1, . . . , xk−1 (èç êîòîðûõ ðàíåå ó÷òåíà òîëüêî xk−1). Òàê
êàê NG(xn) ⊂ V (P − xn),

dG(xn) ≤ n−1−dG(x1)−(k−`−2) ≤ n−1−dG(x1)−(n−m) = m−1−dG(x1),

îòêóäà dG(x1) + dG(xn) ≤ m − 1, ÷òî äëÿ íåñìåæíûõ âåðøèí x1 è xn
íåâîçìîæíî.

3. Ïóñòü k � íàèáîëüøèé íîìåð âåðøèíû ïóòè P , ñìåæíîé ñ x1,
à ` � íàèìåíüøèé íîìåð âåðøèíû ïóòè P , ñìåæíîé ñ xn.
Òîãäà k < `. Òàê êàê ãðàô G äâóñâÿçåí, ñóùåñòâóåò ïóòü èç {x1, . . . , xk−1}
äî {xk+1, . . . , xn}, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç xk, à çíà÷èò è xs1xt1-ïóòü P1,
âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò P è s1 < k < t1. Ìû
âûáåðåì ïóòü P1 òàê, ÷òîáû t1 áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.

Åñëè t1 > `, òî çàêîí÷èì ïîñòðîåíèå, èíà÷å ïðîäîëæèì åãî. Àíàëî-
ãè÷íî, èç äâóñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå xs2xt2-ïóòè P2,
âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò P è s2 < t1 < t2. Ìû
âûáåðåì ïóòü P2 òàê, ÷òîáû t2 áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.
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Ðèñ. 3.13: Ïóòè P1, P2, . . . , Pr
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Äàëåå, åñëè t2 ≤ `, òî ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå è âûáåðåì xs3xt3-ïóòü P3,
âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò P , s3 < t2 < t3 è t3 � ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå. È òàê äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì tr > `. Ïóòè P1, P2,
. . . , Pr èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 3.13 (âäîëü ïóòè P ïðîñòàâëåíû òîëüêî
íîìåðà âåðøèí).

Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé øàã â ïîñòðîåíèè íàøåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü t0 �
íàèìåíüøèé òàêîé íîìåð âåðøèíû, ÷òî t0 > s1 è x1xt0 ∈ E(G). Ïóñòü sr+1 �
íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð âåðøèíû, ÷òî sr+1 < tr è xnxsr+1 ∈ E(G). Ïî-
ñêîëüêó x1xk, xnx` ∈ E(G), k > s1 è ` < tr, òî òàêèå t0 è sr+1 ñóùåñòâóþò.

Äîêàæåì âàæíîå ñâîéñòâî: si+2 ≥ ti äëÿ âñåõ i ∈ [0..r − 1].

Ïóñòü i ∈ [1..r − 2]. Òîãäà ti+2 > ti+1. Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè ïóòè Pi+1

ìû íå ìîãëè âûáðàòü ïóòü äî xti+2
, òî äîëæíî áûòü si+2 ≥ ti.

Òåïåðü ðàññìîòðèì i = 0. Î÷åâèäíî, t2 > t1, ïîýòîìó s2 ≥ k ≥ t0
(èíà÷å ìû áû âûáðàëè ïóòü P2 âìåñòî P1). Ñëó÷àé i = r − 1 î÷åâèäåí:
ïî ïîñòðîåíèþ, tr−1 ≤ `, à sr+1 ≥ `.
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Ðèñ. 3.14: Öèêë C.

Òåïåðü ïîñòðîèì íà îñíîâå ïóòåé P , P1, . . . , Pr öèêë C, êàê íà ðè-
ñóíêå 3.14 (ñëåâà èçîáðàæåí ñëó÷àé íå÷åòíîãî r, à ñïðàâà � ñëó÷àé ÷åò-
íîãî r). Èç äîêàçàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ si+2 ≥ ti ñëåäóåò, ÷òî íè ïî
îäíîé èç âåðøèí öèêë íå ïðoéäåò äâàæäû, òî åñòü, ïîñòðîåíèå êîððåêò-
íî.

Öèêë C ïðîõîäèò âñå âåðøèíû ïóòè P , êðîìå âíóòðåííèõ âåðøèí
siti−1-ó÷àñòêîâ ýòîãî ïóòè (äëÿ i ∈ [1..r+ 1]). Îòìåòèì, ÷òî èç âûáîðà t0
ñëåäóåò, ÷òî âñå âåðøèíû èç NG(x1) ñîäåðæàòñÿ â öèêëå C, à èç âûáî-
ðà sr+1 ñëåäóåò, ÷òî âñå âåðøèíû èç NG(xn) ñîäåðæàòñÿ â öèêëå C. Êðîìå
ýòîãî, C ñîäåðæèò åùå õîòÿ áû äâå âåðøèíû: ýòî x1 è xn. Â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå |NG(x1) ∩ NG(xn)| ≤ 1, ïîýòîìó

v(C) ≥ dG(x1) + dG(xn) + 2− 1 ≥ m+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, öèêë C ïîäõîäèò â êà÷åñòâå èñêîìîãî.
Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.4 Öèêëû ÷åòíîé äëèíû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íàëè÷èÿ â ãðàôå öèêëîâ çàäàííîé
÷åòíîé äëèíû äîñòàòî÷íî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðåáåð.
Íà÷íåì ñ íåñëîæíûõ ëåìì.

Ëåììà 3.7. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñóùåñòâóåò äâóäîëüíûé ïîäãðàô G′ ñ
e(G′) ≥ e(G)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì âñå âåðøèíû ãðàôà íà äâà ìíîæåñòâà A è
B òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ð¼áåð âíóòðè ìíîæåñòâ áûëî íàèìåíüøèì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç dA(x) è dB(x) êîëè÷åñòâî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç x ê âåðøè-
íàì ìíîæåñòâ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ êàæäîé âåðøèíû a ∈ A
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî dA(a) ≤ dB(a), èíà÷å ïåðåêèíóâ âåðøèíó a â
ìíîæåñòâî B ìû óìåíüøèì êîëè÷åñòâî ðåáåð âíóòðè ìíîæåñòâ, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò âûáîðó ðàçáèåíèÿ. Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîé âåðøèíû b ∈ B
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî dB(b) ≤ dA(b). Ñëîæèâ òàêèå íåðàâåíñòâà äëÿ
âñåõ âåðøèí ìû ïîëó÷èì, ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð âíóòðè ìíîæåñòâ íå ïðå-
âîñõîäèò êîëè÷åñòâî ð¼áåð ìåæäó ìíîæåñòâàìè. Òåïåðü óäàëèâ âñå âíóò-
ðåííèå ð¼áðà, ïîëó÷èì èñêîìûé äâóäîëüíûé ïîäãðàô G′.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ðàñêðàñêà âåðøèí íàçûâàåòñÿ t-ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè
êîíöû ëþáîãî ïðîñòîãî ïóòè äëèíû t ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà H òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé
âåðøèíû a ∈ V (H) âñå âåðøèíû èç NG(a) ïîêðàøåíû â îäèí è òîò æå
öâåò. Òîãäà â ðàñêðàñêå ρ èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì äâà öâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà H, ïîäâåñèì
åãî çà ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a. Ýòà âåðøèíà áóäåò èìåòü óðîâåíü 0,
îñòàëüíûå âåðøèíû ìû ðàñïðåäåëèì ïî óðîâíÿì (íîìåð óðîâíÿ áóäåò
ðàâåí äëèíå ïóòè èç a). Ïóñòü âåðøèíà a èìååò öâåò i, óðîâåíü 1 � ýòî
âåðøèíû èç NH(a) è ïî ïóíêòó 1 îíè âñå èìåþò îäèíàêîâûé öâåò � ïóñòü
ýòî öâåò j (âîçìîæíî, i = j).

Äîêàæåì, ÷òî âñå âåðøèíû ÷åòíûõ óðîâíåé èìåþò öâåò i, à âñå âåð-
øèíû íå÷åòíûõ óðîâíåé èìåþò öâåò j. Ðàññìîòðèì î÷åðåäíîé óðîâåíü ñ
íîìåðîì íå ìåíåå 2 è åãî âåðøèíó x. Ïóñòü y � ïðåäîê x, à z � ïðåäîê y.
Òîãäà x, z ∈ NH(y), ñëåäîâàòåëüíî ρ(x) = ρ(y). Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû
ðàññìàòðèâàåìîãî óðîâíÿ ïîêðàøåíû òàê æå, êàê è âåðøèíû óðîâíÿ ñ
íîìåðîì íà 2 ìåíüøå.

Òàêèì îáðàçîì, âñå âåðøèíû äåðåâà T (òî åñòü, ãðàôà H) ïîêðàøåíû
íå áîëåå ÷åì â äâà öâåòà.
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Ñëåäñòâèå 3.4. Ïóñòü ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ
2-ïåðèîäè÷åñêîé. Òîãäà ρ êðàñèò âåðøèíû íå áîëåå, ÷åì â äâà öâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) âñå âåðøè-
íû èç NG(v) ïîêðàøåíû â îäèí öâåò â ñèëó 2-ïåðèîäè÷íîñòè ðàñêðàñêè.
Òîãäà ïî ëåììå 3.8 ρ êðàñèò âåðøèíû íå áîëåå, ÷åì â äâà öâåòà.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü t ∈ N, t ≥ 3, äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî e(G) ≥ t · v(G), à ðàñêðàñêà âåðøèí ρ ÿâëÿåòñÿ t-ïåðèîäè-
÷åñêîé. Òîãäà ρ êðàñèò âåðøèíû íå áîëåå, ÷åì â äâà öâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæèò Ì.Ë.Ìàòäè-
íîâó.) 1. Ïî ëåììå 1.4 ñóùåñòâóåò ïîäãðàô G′ ãðàôà G, â êîòîðîì
δ(G′) ≥ t + 1. Äîêàæåì, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà G′ ïîêðàøåíû â äâà
öâåòà. Ðàññìîòðèì âåðøèíó v ∈ V (G′) è äîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå âåðøè-
íû èç NG′(v) ïîêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò.

b

b

b b

a

b

v w’
t–1

Ðèñ. 3.15: Ïóòè äëèíû t.

Ïóñòü a, b ∈ NG′(v). Ïîñòðîèì ïóòü äëèíû t− 1 ñ íà÷àëîì v, íå ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç a è b. Âûéäåì èç âåðøèíû v è, ïîêà ýòî âîçìîæíî, áóäåì
èç êîíöà ïóòè èäòè â îòëè÷íóþ îò a è b âåðøèíó, â êîòîðîé åù¼ íå áûëè.
Ïóñòü ìû íàõîäèìñÿ â âåðøèíå w è íå ìîæåì ïîéòè äàëüøå. Òàê êàê
dG′(w) ≥ t + 1, òî ïðîéäåíî íå ìåíåå t + 1 − 2 îòëè÷íûõ îò w âåðøèí
è ìû èìååì ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû t − 1. Ïóñòü w′ � âåðøèíà íà
ýòîì ïóòè íà ðàññòîÿíèè ðîâíî t − 1 îò v. Òîãäà ρ(a) = ρ(w′) = ρ(b) â
ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ðàñêðàñêè. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà a è b ìû
èìååì, ÷òî âñå âåðøèíû èç NG′(a) îäíîöâåòíû.

Ïî ëåììå 3.8, âñå âåðøèíû ãðàôà G′ ïîêðàøåíû íå áîëåå, ÷åì â äâà
öâåòà.

2. Ïóñòü w ∈ V (G) \ V (G′). Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïóòü P îò w äî âåð-
øèí èç V (G′), ïóñòü åãî êîíåö � ýòî âåðøèíà a ∈ V (G′). Êàê ìû óæå
îáñóæäàëè, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü äëèíû íå ìåíåå t− 1 ñ íà÷àëîì â a
è ïðîõîäÿùèé òîëüêî ïî âåðøèíàì èç V (G′), ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðåñå-
êàþùèéñÿ ñ P . Òîãäà ïóòü P ìîæíî äîïîëíèòü äî ïóòè, äëèíà êîòîðîãî
êðàòíà t, ñ íà÷àëîì â w è êîíöîì â V (G′). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà w
òàêæå ïîêðàøåíà â îäèí èç äâóõ öâåòîâ i è j.
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Òåîðåìà 3.9. (J.A.Bondy, M. Simonivits, 1974) Ïóñòü G � ñâÿçíûé

ãðàô, n = v(G), k ∈ N, e(G) > 18k ·n1+ 1
k . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

`, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ k ≤ ` ≤ kn
1
k , â ãðàôå G åñòü öèêë äëèíû

2`.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Çàôèêñèðóåì ` è äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå öèêëà
äëèíû 2`. Ïî ëåììå 3.7 ñóùåñòâóåò äâóäîëüíûé ïîäãðàô G∗ ãðàôà G c
e(G∗) ≥ 9kn1+ 1

k = δn. Ïî ëåììå 1.4 ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäãðàô G′ ãðà-
ôà G∗, ÷òî δ(G′) ≥ δ. Äàëüøå ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ äâóäîëüíûì
ãðàôîì G′.

Ïðîâåðèì, ÷òî

δ = 9kn
1
k ≥ 9`, δ ≥ 9

2
`n1/` (3.1)

äëÿ ëþáîãî ` èç óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà çíà÷åíèé.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, ïðîâåðèì âòîðîå. Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ f(x) = x ·n 1
x . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åå, ìû ïîëó÷èì íà ïîëîæèòåëü-

íîé ïîëóîñè åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà x0 = lnn. Ñëåäîâàòåëüíî,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.1) â êðàéíèõ òî÷êàõ ` = k

è ` = k · n 1
k . Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî, à âî

âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì

2 · kn
1
k ≥ kn

1
k · n

1

kn1/k .

Òîãäà íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

g(n) = n
1

kn1/k < 2.

Ýòî ìîæíî ïîíÿòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ g(n) ïî n è ïîäñòàâèâ åäèí-
ñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà n0 = ek: ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îêàæåòñÿ
ðàâíûì e1/e < 2. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.

2. Ïóñòü ãðàô G′ íå ñîäåðæèò öèêëà äëèíû 2`. Çàôèêñèðóåì âåðøèíó
c ∈ V (G′) è ðàçîáüåì ãðàô íà óðîâíè V0 = {c}, V1, V2, . . . , ãäå óðîâåíü Vi
ñîñòîèò èç âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i îò âåðøèíû c. Ïîñòðî-
èì îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà G′, ïðîâåäÿ îò êàæäîé âåðøèíû, êðîìå c,
ðîâíî îäíî ðåáðî ê ñìåæíîé ñ íåé âåðøèíå ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ. Íàøåé
áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà

|Vi+1|
|Vi|

≥ 2δ

9`
äëÿ i < `. (3.2)
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3. Ðàññìîòðèì ãðàôG′(Vi∪Vi+1) è åãî ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿç-
íîñòè H. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî e(H) ≤ 2` · v(H). Åñëè ìû ýòî ñäåëàåì,
òî, î÷åâèäíî, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåíñòâî

e(G′(Vi ∪ Vi+1)) ≤ 2` · v(G′(Vi ∪ Vi+1)). (3.3)

Ïóñòü W1 = V (H) ∩ Vi, W2 = V (H) ∩ Vi+1. Òîãäà ãðàô H, î÷åâèäíî,
äâóäîëåí ñ äîëÿìè W1 è W2, òàê êàê â äâóäîëüíîì ãðàôå G′ íå ìîãóò
áûòü ñìåæíûìè âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò c.
Òîãäà |W1|, |W2| ≥ 2, èíà÷å ãðàô H ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì è äîêàçûâàåìîå
íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ïóñòü a� âåðøèíà íàèáîëüøåãî óðîâíÿ, îò êîòîðîé â äåðåâå T ìîæíî
äîéòè äî âñåõ âåðøèí èç W1 (òàêàÿ âåðøèíà, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò, òàê
êàê, íàïðèìåð, îò c ìîæíî äîéòè ïî äåðåâó T äî âñåõ âåðøèí èç W1).
Ïóñòü a ∈ Vh. Çàôèêñèðóåì âåðøèíó b ∈ Vh+1, ïî êîòîðîé â T ïðîõîäèò õîòÿ
áû îäèí ïóòü îò a äî W1. Îòìåòèì, ÷òî íå âñå ïóòè îò a äî W1 ïðîõîäÿò
ïî âåðøèíå b (èíà÷å ìû âûáðàëè áû b âìåñòî a).

Ïîñòðîèì ðàñêðàñêó ρ âåðøèí ãðàôà G. Ïóñòü ρ(x) = 0 äëÿ âåðøèíû
x ∈ W2, ρ(x) = 1, åñëè x ∈ W1 è ñóùåñòâóåò ìîíîòîííûé ax-ïóòü â T ,
ïðîõîäÿùèé ïî b è, íàêîíåö, ρ(x) = 2, åñëè x ∈ W1, íî òàêîãî ïóòè íå
ñóùåñòâóåò. Èç ñêàçàííîãî âûøå ïîíÿòíî, ÷òî âñå òðè öâåòà â ðàñêðàñêå
ïðèñóòñòâóþò.

Ïóñòü t = 2(`−i+h). Èç i < ` ñëåäóåò t ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî ðàñêðàñêà ρ
ÿâëÿåòñÿ t-ïåðèîäè÷åñêîé. Òàê êàê t ÷åòíî, à ãðàô H äâóäîëåí, ëþáîé
ïóòü äëèíû t ñ íà÷àëîì öâåòà 0 (òî åñòü, èç ìíîæåñòâà W2) èìååò êîíåö
èç W2, òî åñòü, öâåòà 0.

a
b

b

b

x

W1

Q
y

W2
b

b

b

Pb

S

b

Ðèñ. 3.16: Ïîñòðîåíèå öèêëà äëèíû 2`.

Ïóñòü x, y ∈ W1, ρ(x) = 1, ρ(y) = 2 è ñóùåñòâóåò xy-ïóòü P äëèíû t â
ãðàôå H. Ðàññìîòðèì ax-ïóòü Q â äåðåâå T , ïðîõîäÿùèé ïî b è ay-ïóòü S
â äåðåâå T (ñì. ðèñóíîê 3.16). Òîãäà S íå ïðîõîäèò ïî b, à çíà÷èò, ïóòè Q
è S íå ïåðåñåêàþòñÿ (òàê êàê T � äåðåâî). Îáà ïóòè Q è S, î÷åâèäíî, íå
ïåðåñåêàþòñÿ ñ P . Òàêèì îáðàçîì, ïóòè P , Q è S âìåñòå îáðàçóþò öèêë
äëèíû

2(i− h) + t = 2(i− h) + 2(`− i+ h) = 2`.
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Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá îòñóòñòâèè òàêèõ öèêëîâ.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàñêðàñêà ρ ÿâëÿåòñÿ t-ïåðèî-

äè÷åñêîé. Ïðè t = 2 ïî ñëåäñòâèþ 3.4 â ðàñêðàñêå íå ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ òðè öâåòà, ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè t > 2, òàê êàê â ðàñêðàñêå èñïîëüçóþò-
ñÿ òðè öâåòà, ïî ëåììå 3.9 ìû èìååì e(H) ≤ 2`v(H), à ñëåäîâàòåëüíî, è
íåðàâåíñòâî (3.3).

4. Òåïåðü ïî èíäóêöèè äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.2). Áàçà äëÿ i = 1
î÷åâèäíà, òàê êàê |V0| = 1, |V1| = dG′(c) ≥ δ > 2δ

9`
. Ïóñòü mj � ýòî

êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G′ ìåæäó Vj è Vj+1. Ïîíÿòíî, ÷òî èç Vi ð¼áðà
ãðàôà G′ ìîãóò âûõîäèòü òîëüêî â Vi−1 (èõ mi−1) è â Vi+1 (èõ mi). Òîãäà

δ|Vi| ≤ mi−1 +mi ≤ 2`(|Vi−1|+ 2|Vi|+ |Vi+1|) < 2`|Vi|(2 +
9`

2δ
) + 2`|Vi+1|

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
|Vi−1|
|Vi| ≤

9`
2δ
). Îòñþäà ïîëó÷àåì

|Vi+1|
|Vi|

>
1

2`
(δ − 4`− 9`2

δ
) >

1

2`
(δ − 5`) >

2δ

9`
≥ n1/`.

(Âñå ïåðåõîäû â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ ñëåäóþò èç (3.1): âòîðîå è òðåòüå
íåðàâåíñòâî ñëåäóþò èç δ ≥ 9`, à ïîñëåäíåå � èç δ ≥ 9

2
`n1/`.)

Ñëåäîâàòåëüíî,
|V`| > (n1/`)` · |V0| = n,

÷òî î÷åâèäíî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
öèêë äëèíû 2` â íàøåì ãðàôå åñòü.

3.5 Îáõâàò

Îïðåäåëåíèå 3.8. Îáõâàò ãðàôà G (îáîçíà÷åíèå g(G)) � ýòî äëèíà
íàèìåíüøåãî öèêëà â ãðàôå G.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî îáõâàò ãðàôà íèêàê íå ñâÿçàí ñ åãî ìèíèìàëü-
íîé ñòåïåíüþ, ÷òî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ãðàôû ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî
îáõâàòà ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ. Îäíàêî, íå òàê
ïðîñòî ïðèäóìàòü ÿâíóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ (îòìåòèì, ÷òî ÿâíûå êîíñòðóê-
öèè ñóùåñòâóþò). Ìû ïðèâåäåì èçÿùíîå íåêîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî Òàòòà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè ñ
ôèêñèðîâàííûì îáõâàòîì.

Òåîðåìà 3.10. (W.T.Tutte.) Ïóñòü k, g, n ∈ N, ïðè÷¼ì k, g ≥ 3,

n > k(k−1)g−1−2
k−2

è kn ÷¼òíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûé ãðàô G ñòå-
ïåíè k ñ g(G) = g è v(G) = n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G(n, g, k) � ñåìåéñòâî âñåõ ãðàôîâ íà n âåðøè-
íàõ ñ îáõâàòîì g è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå k. Ïðè n > g
î÷åâèäíî, ÷òî G(n, g, k) 6= ∅: íàïðèìåð, íàì ïîäîéä¼ò ãðàô, ñîñòîÿùèé èç
öèêëà íà g âåðøèíàõ è íåñêîëüêèõ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Ïóñòü v<k(G)
� êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè ìåíåå k â ãðàôå G, a dist<k(G) � ìàêñè-
ìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè âåðøèí ñòåïåíè ìåíåå k â ãðàôå
G (ïðè v<k(G) < 2 ïîëîæèì dist<k(G) = 0). Ìû âûáåðåì â G(n, g, k)
ãðàô ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âûáåðåì âñå ãðàôû ñ ìàêñèìàëüíûì
êîëè÷åñòâîì ð¼áåð, çàòåì èç íèõ âûáåðåì ãðàôû ñ ìàêñèìàëüíûì v<k è,
íàêîíåö, èç îñòàâøèõñÿ âûáåðåì ãðàô G ñ ìàêñèìàëüíûì dist<k(G).

Äîêàæåì, ÷òî G � ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî íå òàê è ðàññìîòðèì ïàðó åãî ìàêñèìàëüíî óäàëåííûõ âåðøèí ñòå-
ïåíè ìåíåå k: ïóñòü ýòî x è y (åñëè âåðøèíà ñòåïåíè ìåíåå k â ãðàôå G
åäèíñòâåííà, òî x = y). Åñëè distG(x, y) ≥ g − 1, òî ñîåäèíèì èõ è ïî-
ëó÷èì ãðàô G′ ∈ G(n, g, k) c e(G′) > e(G) � ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G.
Ñëåäîâàòåëüíî, distG(x, y) ≤ g − 2.

Òàê êàê dG(x), dG(y) ≤ k − 1, à ñòåïåíè îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà íå
áîëåå k, òî íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå g − 1 îò y íàõîäèòñÿ íå áîëåå, ÷åì
(k−1)g−1
k−2

âåðøèí, à íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå g − 2 îò x íàõîäèòñÿ íå áî-

ëåå, ÷åì (k−1)g−1−1
k−2

âåðøèí. Òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò òàêàÿ
âåðøèíà z, ÷òî dist(x, z) ≥ g − 1 è dist(y, z) ≥ g. Èç äîêàçàííîãî âûøå
ïîíÿòíî, ÷òî dG(z) = k ≥ 3, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåáðî zu ∈ E(G),
÷åðåç êîòîðîå ïðîõîäÿò íå âñå ïðîñòûå öèêëû äëèíû g ãðàôà G, òîãäà
g(G− zu) = g(G) = g.

Ïóñòü G′ = G− zu+ zx. Èç

distG(y, u) ≥ distG(y, z)− 1 ≥ g − 1 > distG(x, y) = dist<k(G) (3.4)

ñëåäóåò, ÷òî dG(u) = k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g(G′) = g, e(G′) = e(G),

dG′(x) = dG(x) + 1, dG′(u) = dG(u)− 1 = k − 1, (3.5)

ñòåïåíè îñòàëüíûõ âåðøèí â ãðàôàõ G è G′ ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,
G′ ∈ G(n, g, k). Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî v<k(G′) ≥ v<k(G). Òîãäà ââèäó âû-
áîðà ãðàôà G äîëæíî áûòü v<k(G′) = v<k(G), ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè
dG′(x) = k è dG(x) = k − 1. Òàê êàê kn

... 2, âåðøèíà x íå ìîæåò áûòü
åäèíñòâåííîé âåðøèíîé ñòåïåíè ìåíåå k â ãðàôåG, ñëåäîâàòåëüíî, x 6= y.

Äîêàæåì, ÷òî distG′(y, u) > distG(y, x). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü yu-ïóòü
P ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå ìåæäó y è u â G′. Åñëè P ïðîõîäèò òîëüêî ïî
ðåáðàì G, òî ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (3.4) ïîëó÷àåì

distG′(y, u) = distG(y, u) ≥ g − 1 > distG(y, x).
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Çíà÷èò, P ïðîõîäèò ïî ðåáðó zx. Ñëåäîâàòåëüíî, P ñîäåðæèò ïóòü ïî
ð¼áðàì ãðàôà G îò y äî îäíîé èç âåðøèí x èëè z è ðåáðî zx. Òîãäà

distG′(y, u) ≥ min(distG(y, x) + 1, distG(y, z) + 1) > distG(y, x),

òàê êàê distG(y, z) ≥ g > distG(y, x). Òàêèì îáðàçîì,

dist<k(G
′) ≥ distG′(y, u) > distG(y, x) = dist<k(G).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ãðàôà G ïîêàçûâàåò, ÷òî G � k-ðå-
ãóëÿðíûé ãðàô.



Ãëàâà 4

Ðàñêðàñêè

4.1 Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå 4.1. 1) Ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G â k öâåòîâ íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ ρ : V (G)→ [1..k]. Ðàñêðàñêà ρ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè
ρ(v) 6= ρ(u) äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí u è v.

2) ×åðåç χ(G) îáîçíà÷èì õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G � íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí ãðàôà G â òàêîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ãðàô G òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî åãî ïîäãðàôà H âû-
ïîëíÿåòñÿ δ(H) ≤ k − 1. Òîãäà χ(G) ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî âåðøèíû ëþáîãî ïîäãðà-
ôà H ãðàôà G ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â k öâåòîâ. Áàçà
äëÿ ïîäãðàôà èç îäíîé âåðøèíû î÷åâèäíà.

Ðàññìîòðèì ïîäãðàô H, ïóñòü v ∈ V (H) � âåðøèíà íàèìåíüøåé ñòå-
ïåíè. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû ìîæåì ïîêðàñèòü ïðàâèëü-
íûì îáðàçîì â k öâåòîâ âåðøèíû ãðàôà H − v, îñòà¼òñÿ ëèøü çàìåòèòü,
÷òî dH(v) = δ(H) ≤ k − 1, ïîýòîìó âåðøèíó v ìîæíî äîêðàñèòü, íå
íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè.

Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

χ(G) · α(G) ≥ v(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèÿ î òîì,
÷òî âñå âåðøèíû îäíîãî öâåòà â ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå ïîïàðíî íå ñìåæ-
íû, òî åñòü, îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.
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4.2 Òåîðåìà Áðóêñà

Ëåììà 4.3. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, ∆(G) ≤ d, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà
èç âåðøèí ãðàôà G èìååò ñòåïåíü ìåíåå d. Òîãäà χ(G) ≤ d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí. Áàçà äëÿ ãðàôà, ó
êîòîðîãî íå áîëåå d âåðøèí, î÷åâèäíà. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óòâåð-
æäåíèå î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ñ ìåíüøèì, ÷åì v(G), êî-
ëè÷åñòâîì âåðøèí.

Ïóñòü u ∈ V (G) � âåðøèíà ñòåïåíè ìåíåå d. Ðàññìîòðèì ãðàô G−u.
Ïóñòü V1, . . . , Vk � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − u, Gi = G[Vi]. Â
êàæäîì èç ìíîæåñòâ V1, . . . , Vk ââèäó ñâÿçíîñòè ãðàôà G îáÿçàòåëüíî
åñòü âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ u. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì èç ñâÿçíûõ ãðà-
ôîâ G1, . . . , Gk åñòü âåðøèíà ñòåïåíè ìåíåå d, ïðè ýòîì ∆(Gi) ≤ d. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ χ(Gi) ≤ d, òî åñòü, ñó-
ùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G − u â d öâåòîâ. Òàê
dG(u) < d, ìû ìîæåì äîêðàñèòü â îäèí èç öâåòîâ âåðøèíó u, íå íàðóøàÿ
ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè ãðàôà.

Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó Áðóêñà.

Òåîðåìà 4.1. (R. L. Brooks, 1941) Ïóñòü d ≥ 3, à G � ñâÿçíûé ãðàô,
îòëè÷íûé îò Kd+1, ∆(G) ≤ d. Òîãäà χ(G) ≤ d.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðè ∆(G) = 2 âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêè âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà G â äâà öâåòà î÷åâèäåí. Òàêîé ãðàô
G � ëèáî Pn (ïóòü èç n âåðøèí), ëèáî Cn (öèêë èç n âåðøèí). Â ïåðâîì
ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî χ(Pn) = 2, à âî âòîðîì ñëó÷àå χ(C2k) = 2 è
χ(C2k+1) = 3.

Ìû ïðèâåäåì äâà ðàçíûõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áðóêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðóêñà ìåòîäîì ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé.
Ââèäó ëåììû 4.3 îñòàåòñÿ äîêàçàòü òåîðåìó Áðóêñà â ñëó÷àå, êîãäà âñå
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü d. Âûáåðåì âåðøèíó a ∈ V (G) è ðàññìîòðèì
ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ρ ãðàôà G − a (òàêàÿ ðàñêðàñêà ñóùåñòâóåò ïî
ëåììå 4.3). Èíòåðåñåí ëèøü ñëó÷àé, êîãäà d âåðøèí îêðåñòíîñòè NG(a)
ðàñêðàøåíû ïî îäíîé â öâåòà 1, 2, . . . , d: èíà÷å íàéäåòñÿ öâåò, â êîòî-
ðûé ìîæíî ïîêðàñèòü âåðøèíó a. Ïóñòü NG(a) = {a1, . . . , ad}, ïðè÷åì
ρ(ai) = i.

1. Ïîñòðîåíèå ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè.
Ïóñòü i, j ∈ [1..d], i 6= j. Ïîëîæèì b0 = a. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëèáî ñóùå-
ñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â d öâåòîâ, ëèáî ñóùåñòâó-
åò ÷åðåäóþùàÿ ij-öåïü b1, . . . , b2k, â êîòîðîé ñîñåäíèå âåðøèíû ñìåæíû,
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b1 = ai, b2k = aj, âñå âåðøèíû ðàçëè÷íû è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì.

(c1). ρ(b1) = · · · = ρ(b2k−1) = i, ρ(b2) = · · · = ρ(b2k) = j.
(c2). Äëÿ ëþáîãî t ∈ [1..2k−1] âåðøèíû ìíîæåñòâà NG(bt)\{bt−1, bt+1}

ïîêðàøåíû âî âñå îòëè÷íûå îò i è j öâåòà, ïî îäíîé âåðøèíå êàæäîãî
öâåòà. (Ìû ñ÷èòàåì b2k+1 = b0.)

Ðàññìîòðèì âåðøèíó b1 = ai è ïîïðîáóåì ïåðåêðàñèòü åå â îòëè÷íûé
îò i öâåò. Åñëè ýòî óäàñòñÿ ñäåëàòü, íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè,
òî ìû ñìîæåì ïîêðàñèòü a â öâåò i è ïîëó÷èòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó
âåðøèí ãðàôà G. Ïóñòü ïåðåêðàñèòü b1 íåëüçÿ, òîãäà ñðåäè öâåòîâ d− 1
âåðøèí ìíîæåñòâà NG(b1) \ {b0} ïî îäíîìó ïðåäñòàâëåíû âñå îòëè÷íûå
îò i öâåòà. Î÷åâèäíî, äëÿ âåðøèíû b1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (c1) è (c2).

1a. Ïóñòü óæå ïîñòðîåí ó÷àñòîê öåïè b1, . . . , b2`−1 (ãäå ` ≥ 2) ñ
ñîáëþäåíèåì âñåõ óñëîâèé, ïîñòðîèì âåðøèíó b2`.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí M2`−1 = NG(b2`−1) \ {b2`−2}. Òàê êàê
b2`−1 6= b1 = ai, à â NG(a) åñòü åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà öâåòà i � ýòî
ai � òî âåðøèíû a è b2`−1 íåñìåæíû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç âåð-
øèí ìíîæåñòâà M2`−1 èìååò öâåò â ðàñêðàñêå ρ. Åñëè â ýòîì ìíîæåñòâå
îòñóòñòâóåò êàêîé-òî öâåò s 6= i = ρ(b2`−1), òî ðàññìîòðèì ñëåäóþøóþ
ðàñêðàñêó ρ′.

1◦ ρ′(b0) = · · · = ρ′(b2`−2) = i, ρ′(b1) = · · · = ρ′(b2`−3) = j, ρ′(b2`−1) = s.
2◦ ρ′(v) = ρ(v) ïðè v ∈ V (G) \ {b0, b1, . . . , b2`−1}.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ρ′ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôàG.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåêðàøåííûå âåðøèíû b0 = a,
b1 = ai ,b2,. . . , b2`−1 íå ñîâïàäàþò ïî öâåòó ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè, ÷òî î÷å-
âèäíî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (c2) è ñâîéñòâ îêðåñòíîñòè âåðøèíû b0 = a.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è â ìíîæåñòâåM2`−1 åñòü âñå
öâåòà, êðîìå i = ρ(b2`−1). Òàê êàê |M2`−1| = n − 1, òî â êàæäûé èç ýòèõ
öâåòîâ ïîêðàøåíà ðîâíî îäíà âåðøèíà. Âûáåðåì â êà÷åñòâå b2` âåðøèíó
ìíîæåñòâà M2`−1, èìåþùóþ öâåò j. Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâà

NG(b2`−1) \ {b2`−2, b2`} = M2`−1 \ {b2`},

êàê ìû ïîêàçàëè, ïîêðàøåíû âî âñå îòëè÷íûå îò i è j öâåòà, ïî îä-
íîé âåðøèíå êàæäîãî öâåòà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (c2) âûïîëíåíî äëÿ
ó÷àñòêà öåïè b1, . . . , b2`.

1b. Ïóñòü óæå ïîñòðîåí ó÷àñòîê öåïè b1, . . . , b2` ñ ñîáëþäåíèåì âñåõ
óñëîâèé, ïðè÷åì b2` 6= aj. Òîãäà ìû àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì âåðøèíó b2`+1.

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (c2) äëÿ ïîñòðîåííîãî ó÷àñòêà öåïè ñëåäóåò,
÷òî âñå ïîñòðîåííûå âåðøèíû öåïè ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ
ïîñòðîåíèÿ äîëæåí çàêîí÷èòüñÿ, òî åñòü, â íåêîòîðûé ìîìåíò ìû ïîëó-
÷èì b2k = aj.
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2. Ñâîéñòâà ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé.

2a. ji-öåïü åñòü ij-öåïü, âûñòðîåííàÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü b1 = ai, . . . , b2k = aj � ÷åðåäóþùàÿñÿ ij-öåïü. Òîãäà
ji-öåïü íà÷èíàåòñÿ èç âåðøèíû aj = b2k è â ñèëó óñëîâèé (c1) è (c2) áóäåò
ïðîõîäèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå ij-öåïü.

2b. ij-öåïü è jk-öåïü íå èìåþò îáùèõ âåðøèí, êðîìå aj.

Ïóñòü b 6= aj � îáùàÿ âåðøèíà ýòèõ äâóõ öåïåé. Òîãäà ρ(b) = j, âåðøèíà
b íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íè îäíîé èç öåïåé è â NG(b) åñòü ïî äâå âåðøèíû
öâåòîâ i è k. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó (c2).

3. Ïåðåêðàøèâàíèå âåðøèí.

Èòàê, äëÿ ëþáûõ i, j ∈ [1..d] âåðøèíû ai è aj ñîåäèíåíû ÷åðåäóþùåéñÿ
ij-öåïüþ. Â ïðèíöèïå, òàêàÿ öåïü ìîæåò íå èìåòü âíóòðåííèõ âåðøèí,
åñëè ai è aj ñìåæíû. Îäíàêî, òàê êàê G � íå ïîëíûé ãðàô íà d + 1
âåðøèíå, â NG(a) åñòü äâå íåñìåæíûå âåðøèíû, ïóñòü ýòî a1 è a2. Òîãäà
12-öåïü b1 = a1, b2, . . . , b2k−1, b2k = a2 íåòðèâèàëüíà, òî åñòü, b2 6= a2.

Äëÿ �èñïðàâëåíèÿ� ðàñêðàñêè ρ íàì õâàòèò òð¼õ öâåòîâ. Ðàññìîòðèì
23-öåïü c1 = a2, . . . , c2` = a3. Ïîñòðîèì íîâóþ ðàñêðàñêó ρ′ èç ρ ïåðå-
êðàøèâàíèåì 23-öåïè, òî åñòü, èçìåíåíèåì öâåòîâ âåðøèí ýòîé öåïè: 2
íà 3 è íàîáîðîò. Èç ñâîéñòâà (c2) ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ðàñêðàñêà ρ′

áóäåò ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G−a. Îòìåòèì, ÷òî â íîâîé
ðàñêðàñêå ρ′(a2) = 3 è ρ′(a3) = 2.

a b
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a a a
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Ðèñ. 4.1: Ïåðåêðàøèâàíèå ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè.

Â ðàñêðàñêå ρ′ òàêæå äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ÷åðåäóþùàÿ 12-öåïü. Íà÷-
íåì åå ñòðîèòü îò âåðøèíû b1 = a1. Ïî ñâîéñòâó öåïåé, íè îäíà èç âíóò-
ðåííèõ âåðøèí 12-öåïè, ïîñòðîåííîé äëÿ ðàñêðàñêè ρ, íå âõîäèò â 23-
öåïü äëÿ ðàñêðàñêè ρ, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè âåðøèíû íå ïåðåêðàøåíû,
òî åñòü è â ðàñêðàñêå ρ′ íà÷àëî 12-öåïè òàêæå áóäåò b1 = a1, b2, . . . , b2k−1

(ñì. ðèñóíîê 4.1a). Â ìíîæåñòâå M2k−1 = NG(b2k−1) \ {b2k−2} â ðàñêðàñêå
ρ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé öâåòà 2 áûëà b2k = a2, íî â íîâîé ðàñêðàñêå
ρ′ ýòà âåðøèíà ïåðåêðàøåíà â öâåò 3. Çíà÷èò, îäíà èç âåðøèí ìíîæå-
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ñòâàM2k−1 äîëæíà áûëà èçìåíèòü öâåò 3 íà öâåò 2, òî åñòü, ýòà âåðøèíà
âõîäèëà â ïåðåêðàøåííóþ 23-öåïü. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

3a. a3 ∈M2k−1.
Òîãäà ÷åðåäóþùèåñÿ 31 è 21-öåïè ðàñêðàñêè ρ èìåëè îáùóþ âíóòðåí-
íþþ âåðøèíó b2k−1 (ñì. ðèñóíîê 4.1a, â íàøåì ñëó÷àå ýòî åäèíñòâåííàÿ
âåðøèíà öâåòà 1 â ðàñêðàñêå ρ êàê â NG(a2), òàê è â NG(a3)). Ïîëó÷àåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâîéñòâàìè ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé.

3b. Âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ïåðåêðàøåííîé 23-öåïè c2t ∈ M2k−1. Òîãäà
çàìåòèì, ÷òî 32-öåïü â ðàñêðàñêå ρ′ � ýòî 23-öåïü â ðàñêðàñêå ρ, òàê êàê
âñå åå âåðøèíû ïðîñòî ïåðåêðàñèëèñü (öâåò 2 íà 3 è íàîáîðîò). Òîãäà c2t

ÿâëÿåòñÿ îáùåé âíóòðåííåé âåðøèíîé 32 è 12-öåïåé â ðàñêðàñêå ρ′ (ñì.
ðèñóíîê 4.1b), ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàñêðàñêå ρ′ íå ñóùåñòâóåò ÷åðåäóþùåéñÿ 12-öåïè.
Êàê ïîêàçàíî âûøå, ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü èñïðàâèòü ðàñêðàñêó è
äîïîëíèòü åå äî ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà G.

Çàäà÷à 4.1. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôàG ðàâíû d è χ(G) = d. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â d öâåòîâ, â
êîòîðîé ñîñåäè ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû a ∈ V (G) ïîêðàøåíû õîòÿ áû
â [d

2
] ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.

4.2.1 Òåîðåìà Áðóêñà è ñâÿçíîñòü

Ìû ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðóêñà, èäåè êîòîðîãî
âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Äèðàêà, îïóáëèêîâàííûì â 1950-å ãîäû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðóêñà ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

â ãðàôå G åñòü òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ;
â ãðàôåG íåò òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ, íî åñòü äâóõâåðøèííîå ðàçäåëÿþùåå

ìíîæåñòâî;
ãðàô G � âåðøèííî òðåõñâÿçíûé.

1. Â ãðàôå G åñòü òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ a ∈ V (G).
Ïóñòü Part(a) = {F1, . . . , Fm}, Gi = G(Fi). Ïî ïóíêòó 3 çàìå÷àíèÿ 1.2,
ãðàôû G1, . . . , Gm � ñâÿçíûå. Òàê êàê a ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøè-
íîé â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, òî dGi

(a) < d. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå 4.3, äëÿ êàæäîãî ãðàôàGi ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρi åãî
âåðøèí â d öâåòîâ. Òàê êàê öâåòà â ýòèõ ðàñêðàñêàõ íóìåðóþòñÿ íåçàâè-
ñèìî, ìîæíî ñ÷èòàòü ρi(a) = 1 äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..m]. Òåïåðü ìû ìîæåì
ñêëåèòü ýòè ðàñêðàñêè ïî òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ a è ïîëó÷èòü ïðàâèëüíóþ
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ðàñêðàñêó ãðàôà G: ïóñòü ρ(v) = ρi(v) ïðè v ∈ Fi. Òàê êàê ðàçíûå ÷àñòè
Part(a) ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî âåðøèíå a, íà êîòîðîé ðàñêðàñêè ñîãëà-
ñîâàíû, òî ïîëó÷èòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ
âåðøèí ãðàôà G.

2. Â ãðàôå G íåò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ, íî åñòü äâóõâåðøèííîå ðàçäå-
ëÿþùåå ìíîæåñòâî S.
Ïóñòü S = {a, b}, Part(S) = {F1, . . . , Fm}, Gi = G(Fi). Òîãäà ìíîæåñòâî
S � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî è ïî çàìå÷à-
íèþ 1.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàôû G1, . . . , Gm � ñâÿçíû è

dGi
(a) ≤ d−m+ 1 < d, dGi

(b) ≤ d−m+ 1 < d. (4.1)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
2a. Âåðøèíû a è b ñìåæíû.

Â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1. Òî÷íî òàê æå, äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ [1..m] ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρi âåðøèí ãðàôà Gi

â d öâåòîâ. Òàê êàê a è b ñìåæíû, ρi(a) 6= ρi(b). Ïîñêîëüêó öâåòà â
ýòèõ ðàñêðàñêàõ íóìåðóþòñÿ íåçàâèñèìî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ρi(a) = 1
è ρi(b) = 2 äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..m]. Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1 ñêëåèì ýòè
ðàñêðàñêè (ñîãëàñîâàííûå ïî îáùèì âåðøèíàì a è b íàøèõ ãðàôîâ) è
ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ρ âåðøèí ãðàôà G.

2b. Âåðøèíû a è b íåñìåæíû.
Äëÿ êàæäîãî i ïîñòðîèì ãðàô G′i = Gi + ab (äîáàâèì ê ãðàôó Gi îòñóò-
ñòâóþùåå â íåì ðåáðî ab, ñì. ðèñóíîê 4.2b).

Ïóñòü ó êàæäîãî èç ãðàôîâ G′i ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρi
âåðøèí ãðàôà G′i â d öâåòîâ. Òîãäà ρi(a) 6= ρi(b), â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
äåéñòâîâàòü, êàê â ñëó÷àå 2à.

a b

b

b

G
a

b

b

b

a

b

b

b

a

b

G’ G’
b

b

a

b

G’ b

b

a’

b’

H

1 2 2

2

c

Ðèñ. 4.2: Ñëó÷àé íåñìåæíûõ a è b.

Ïóñòü ó ãðàôà G′1 íåò ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí â d öâåòîâ. Òîãäà
ïî ëåììå 4.3 âñå âåðøèíû ýòîãî ãðàôà èìåþò ñòåïåíü d. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
îçíà÷àåò

d = dG′1(a) = dG′1(b) = dG1(a) + 1 = dG1(b) + 1,
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îòêóäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.1) ìû èìååì m = 2. Áîëåå òîãî,

d− 1 = dG1(a) = dG(a)− dG2(a), d− 1 = dG1(b) = dG(b)− dG2(b),

îòêóäà ñëåäóåò dG2(a) = dG2(b) = 1. Ïóñòü H2 = F2 \ {a, b} � êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G− S. Êàê ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà a′ ∈ H2, ñìåæíàÿ ñ a â ãðàôå G è åäèíñòâåí-
íàÿ âåðøèíà b′ ∈ H2, ñìåæíàÿ ñ b â ãðàôå G (ñì. ðèñóíîê 4.2c). Ãðàô
G(H2) ñâÿçåí, ïðè÷åì dG′2(a

′) < d è ïî ëåììå 4.3 ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà ρ2 âåðøèí ýòîãî ãðàôà â d öâåòîâ.

Âñïîìíèì, ÷òî dG1(a) < d è ïî ëåììå 4.3 ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà ρ1 âåðøèí ãðàôà G1 â d öâåòîâ. Îäíàêî, ó ãðàôà G′1 íåò ïðàâèëü-
íîé ðàñêðàñêè âåðøèí â d öâåòîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ1

ãðàôà G1 íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé äëÿ G′1 = G1 + ab. Òîãäà ρ1(a) = ρ1(b).
Çàôèêñèðóåì öâåòà ðàñêðàñêè ρ2 âåðøèí ìíîæåñòâà H2 è ïåðåíóìåðóåì
öâåòà äëÿ ρ1 òàê, ÷òîáû öâåò ρ1(a) = ρ1(b) áûë îòëè÷åí è îò ρ2(a′), è
îò ρ2(b′) � ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê öâåòîâ õîòÿ áû òðè. Òå-
ïåðü ðàñêðàñêè ñîãëàñîâàíû è, ñêëåèâ ðàñêðàñêè ρ1 è ρ2, ìû ïîëó÷èì
ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G.

3. Ãðàô G � âåðøèííî òðåõñâÿçíûé.

Îïÿòü æå, â ñèëó ëåììû 4.3 íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà âñå
âåðøèíû ãðàôà G èìåþò ñòåïåíü d. Òîãäà ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Â
ãðàôå G, êàê è âî âñÿêîì íåïîëíîì ñâÿçíîì ãðàôå, ñóùåñòâóþò âåðøèíû
u, v, w òàêèå, ÷òî w ñìåæíà ñ u è v, à u è v íåñìåæíû. Ðàññìîòðèì
ñâÿçíûé ãðàô G′ = G− {u, v} è îñòîâíîå äåðåâî T ýòîãî ãðàôà, ñäåëàåì
åãî êîðíåì w è ðàñïðåäåëèì âåðøèíû T ïî óðîâíÿì (íîìåðîì óðîâíÿ
áóäåò ðàññòîÿíèå äî êîðíÿ w).

Ïîëîæèì ρ(u) = ρ(v) = 1 è áóäåì êðàñèòü îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà
G (îíè æå âåðøèíû äåðåâà T ) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ íîìåðîâ èõ óðîâíåé,
íà÷èíàÿ ñ âèñÿ÷èõ âåðøèí. Ïóñòü x 6= w � î÷åðåäíàÿ âåðøèíà, ïðè÷åì
íà ìîìåíò åå ðàññìîòðåíèÿ ìû íå êðàñèëè âåðøèí ìåíüøèõ óðîâíåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäîê âåðøèíû x (â äåðåâå T ) ïîêà ÷òî íå ïîêðàøåí.
Òîãäà ïîêðàøåíî íå áîëåå, ÷åì d−1 ñîñåäåé âåðøèíû x è ìû ìîæåì âû-
áðàòü öâåò ρ(x) îòëè÷íûì îò âñåõ óæå ïîêðàøåííûõ ñîñåäåé âåðøèíû x.

Â èòîãå âñå îòëè÷íûå îò êîðíÿ w âåðøèíû ìû ïîêðàñèì. Ðàññìîò-
ðèì w � âñå åå ñîñåäè óæå ïîêðàøåíû, íî ρ(u) = ρ(v), ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò öâåò, â êîòîðûé íå ïîêðàøåí íè îäèí èç ñîñåäåé âåðøèíû w.
Èìåííî â ýòîò öâåò ìû ïîêðàñèì âåðøèíó w, â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ïðàâèëü-
íàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â d öâåòîâ.
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4.3 Ãèïîòåçà Õàéîøà

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé ãðàô. Íàçîâåì ãðàô H ′

ïîäðàçáèåíèåì ãðàôà H, åñëè H ′ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç H çàìåíîé
íåñêîëüêèõ ðåáåð íà ïðîñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äðóã ñ äðóãîì ïóòè (ò. å.
ïîäðàçáèåíèåì ýòèõ ðåáåð).

Ãèïîòåçà 4.1. (G.Haj�os, 1961) Åñëè χ(G) = k, òî ãðàô G ñîäåðæèò
ïîäðàçáèåíèå ïîëíîãî ãðàôà Kk â êà÷åñòâå ïîäãðàôà.

Ðàçóìååòñÿ, ýòà ãèïîòåçà â îáùåì ñëó÷àå íå äîêàçàíà. Â ñëó÷àÿõ
k = 1, 2, 3 ãèïîòåçà òðèâèàëüíà. Â ñëó÷àå k = 5 èç ãèïîòåçû Õàéîøà ñëå-
äóåò çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà (èëè òåîðåìà � êàê êîìó áîëüøå íðàâèòñÿ!)
÷åòûðåõ êðàñîê, êîòîðóþ ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì â ãëàâå Ïëàíàðíûå
ãðàôû. Â ñëó÷àå k = 4 óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû äîêàçàë G.Dirac, äîêàçà-
òåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî â ýòîì ðàçäåëå.

4.3.1 Êðèòè÷åñêèå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 4.3. Íàçîâåì ãðàô G k-êðèòè÷åñêèì, åñëè χ(G) = k,
íî χ(H) < k äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäãðàôà H ãðàôà G.

Ââåë ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ãðàôà è èññëåäîâàë åãî ñâîéñòâà G.Dirac
â 1950-õ ãîäàõ. Â ðåçóëüòàòàõ ýòîãî ðàçäåëà íåìàëî îáùåãî ñ èäåÿìè
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áðóêñà, îñíîâàííîãî íà ñâÿçíîñòè. Íà÷íåì ñ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ k-êðèòè÷åñêèõ ãðàôîâ.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü G � k-êðèòè÷åñêèé ãðàô, S ⊂ V (G) � ðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî, |S| < k. Òîãäà ãðàô G(S) � íå ïîëíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ãðàô G(S) � ïîë-
íûé. Ïóñòü Part(S) = {F1, . . . , Fm}, Gi = G(Fi). Òàê êàê Gi � ñîáñòâåí-
íûé ïîäãðàô ãðàôà G, òî χ(Gi) ≤ k−1. Ïóñòü ρi � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí ãðàôà Gi â k− 1 öâåò. Ïóñòü S = {a1, . . . , am}. Òàê êàê âåðøèíû
ìíîæåñòâà S ïîïàðíî ñìåæíû â Gi, òî âñå öâåòà ρi(a1), ρi(a2), . . . , ρi(am)
� ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó ìû ìîæåì íóìåðîâàòü öâåòà â ðàñêðàñêàõ ãðà-
ôîâ G1, . . . , Gn íåçàâèñèìî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ρi(a1) = 1,. . . ,
ρi(am) = m äëÿ âñåõ i ∈ [1..m].

Òåïåðü íàøè ðàñêðàñêè ñîãëàñîâàíû íà ìíîæåñòâå S � ïåðåñå÷åíèè
ìíîæåñòâ âåðøèí ëþáûõ äâóõ èç íàøèõ ãðàôîâ G1, . . . , Gm � è ìû ìî-
æåì ïîëîæèòü ρ(v) = ρi(v) ïðè v ∈ Fi. Ïîëó÷èòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåí-
íàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà G â k − 1 öâåò, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G(S) � íå ïîëíûé.
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Ëåììà 4.5. (G.A.Dirac, 1953.) Ïóñòü G � k-êðèòè÷åñêèé ãðàô.
Ïóñòü S = {a, b} � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G,

Part(S) = {F1, . . . , Fm}, Gi = G(Fi).

Òîãäà m = 2, âåðøèíû a è b íåñìåæíû è ÷àñòè Part(S) ìîæíî çàíóìå-
ðîâàòü òàê, ÷òî ãðàôû G1 + ab è (G2 + ab) · ab � k-êðèòè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü Hi = Fi \ {a, b} � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ãðàôà G − S, òîãäà Mi = V (G) \Hi � îáúåäèíåíèå âåðøèí âñåõ ÷àñòåé
Part(H), êðîìå Fi. Ïóñòü G′i = G(Mi).

Òàê êàê G � k-êðèòè÷åñêèé ãðàô, òî åãî ñîáñòâåííûé ïîäãðàô G′i
èìååò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â k − 1 öâåò. Ïóñòü ρ′i � òàêàÿ ðàñêðàñêà.
Íàçîâåì ðàñêðàñêó ρ′i ðàñêðàñêîé òèïà 1, åñëè ρ′i(a) = ρ′i(b) è ðàñêðàñêîé
òèïà 2, åñëè ρ′i(a) 6= ρ′i(b).

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ i, j ñóùåñòâóþò ïðàâèëüíûå ðàñ-
êðàñêè îäíîãî òèïà ρ′i ãðàôà G

′
i è ρ

′
j ãðàôà G

′
j. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

ýòî ðàñêðàñêè òèïà 1. Ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ρ′i(a) = ρ′i(b) = ρ′j(a) = ρ′j(b) = 1. Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ρ
âåðøèí ãðàôà G:

ρ(v) = ρ′i(v) ïðè v ∈Mi, ρ(v) = ρ′j(v) ïðè v ∈ Fi.

Îòìåòèì, ÷òî Mi ∩ Fi = S, Mi ∪ Fi = V (G), Fi ⊂ Mj. Ïîýòîìó îïðå-
äåëåíèå ðàñêðàñêè ρ êîððåêòíî: ρ′j îïðåäåëåíà íà Fi, ðàñêðàñêè ρ

′
i è ρ

′
j

ñîãëàñîâàíû íà {a, b} = Mi ∩ Fi. Èç ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñîê ρ′i è ρ′j è
îòñóòñòâèÿ ðåáåð ìåæäó ðàçíûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G− S
ñëåäóåò, ÷òî ρ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â k − 1 öâåò,
êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïî óñëîâèþ ëåììû. Â ñëó÷àå, åñëè ðàñêðàñêè ρ′i
è ρ′j èìåþò òèï 2, ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü m ≥ 3. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ρ′i ãðàôîâ G
′
i ïðè

i ∈ [1..3]. Ïóñòü ρ′1 èìååò òèï 1. Òîãäà ρ
′
2 íå ìîæåò èìåòü òèï 1, ñëåäîâà-

òåëüíî, ðàñêðàñêà ρ′2 èìååò òèï 2. Òîãäà ðàñêðàñêà ρ
′
3 íå ìîæåò èìåòü íè

îäèí èç òèïîâ, ñëåäîâàòåëüíî, m = 2.
2. Èòàê, êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ m = 2. Òîãäà G1 = G′2 è

G2 = G′1, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ó ãðàôîâ G1 è G2 íå ìîæåò áûòü ïðà-
âèëüíûõ ðàñêðàñîê îäíîãî è òîãî æå òèïà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû a
è b íåñìåæíû. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî âñå ïðàâèëü-
íûå ðàñêðàñêè ãðàôà G1 èìåþò òèï 1, à âñå ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ãðàôà
G2 èìåþò òèï 2.

2a. Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G∗1 = G1 + ab � k-êðèòè÷åñêèé. Âî-ïåðâûõ,
G∗1 − a � ñîáñòâåííûé ïîäãðàô G, ñëåäîâàòåëüíî, χ(G∗1 − a) ≤ k − 1,



110 ÃËÀÂÀ 4. ÐÀÑÊÐÀÑÊÈ

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî χ(G∗1) ≤ k. Åñëè áû χ(G∗1) ≤ k − 1, òî ñóùåñòâîâàëà
áû ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ1 âåðøèí ãðàôà G∗1 â k−1 öâåò, êîòîðàÿ áûëà
áû ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G1 òèïà 2, à òàêèõ ðàñêðàñîê
íå ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî χ(G∗1) = k.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàô H ãðàôà G∗1, ïóñòü W = V (H).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ(H) = k. Òîãäà H íå ìîæåò áûòü ïîäãðàôîì G, ñëå-
äîâàòåëüíî, W 3 a, b, ãðàô H ñîäåðæèò ðåáðî ab. Ïîñòðîèì íîâûé ãðàô
H ′ íà ìíîæåñòâå âåðøèíW ∪F2: ð¼áðàìè H ′ áóäóò âñå ðåáðà ãðàôà G íà
ìíîæåñòâå F2 è âñå ðåáðà ãðàôà H, êðîìå ðåáðà ab. Îòìåòèì, ÷òî G2 �
ïîäãðàô H ′, à H ′ � ñîáñòâåííûé ïîäãðàô G. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà H ′ â k − 1 öâåò. Ïîñêîëüêó G2 �
ïîäãðàô H, òî ρ èíäóöèðóåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí G2 â k − 1
öâåò, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ðàñêðàñêà èìååò òèï 2, òî åñòü, ρ(a) 6= ρ(b). Òî-
ãäà ρ èíäóöèðóåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà H = H ′(W )+ab.
Ñëåäîâàòåëüíî, χ(H) = k − 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî G1 + ab
� k-êðèòè÷åñêèé ãðàô.

2b. Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G∗2 = (G2 + ab) · ab � k-êðèòè÷åñêèé. Ïóñòü w
� âåðøèíà, ïîëó÷åííàÿ èç a è b ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà ab. Òîãäà G∗2 − w
� ñîáñòâåííûé ïîäãðàô G, ñëåäîâàòåëüíî, χ(G∗2 − w) ≤ k − 1, îòêóäà
ñëåäóåò χ(G∗2) ≤ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ(G∗2) ≤ k − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ2 âåðøèí ãðàôà G∗2 â k − 1 öâåò. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ ðàñêðàñêó ρ′2 âåðøèí ãðàôà G2:

ρ′2(a) = ρ′2(b) = ρ2(w) è ρ′2(v) = ρ2(v) ïðè v ∈ H2.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ρ′2 � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí G2, ïðè÷åì èìåþ-
ùàÿ òèï 1, à òàêèõ ðàñêðàñîê íå ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî χ(G∗2) = k.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàô H∗ ãðàôà G∗2, ïóñòü W = V (H∗).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ(H) = k. Òîãäà H íå ìîæåò áûòü ïîäãðàôîì G, ñëå-
äîâàòåëüíî, W 3 w (ñì. ðèñóíîê 4.3a). Îïðåäåëèì èíúåêòèâíóþ ôóíê-
öèþ

ϕ : E(G∗2)→ E(G)

ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ e = xy ∈ E(G∗2) ïîëîæèì ϕ(e) = e, åñëè x
è y îòëè÷íû îò w. Ïðè x = w ïîíÿòíî, ÷òî y ∈ V (G) è õîòÿ áû îäíî
èç ð¼áåð ay, by åñòü â E(G). Òîãäà ïîëîæèì ϕ(e) = ay, åñëè ay ∈ E(G)
è ϕ(e) = by â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñòðîèì ïîäãðàô H ãðàôà G íà ìíîæåñòâå âåðøèí (W \ {w}) ∪ F1:
ð¼áðàìèH áóäóò âñå ðåáðà ãðàôàG íà ìíîæåñòâå F1 è ð¼áðà èç ϕ(E(H∗))
(ñì. ðèñóíîê 4.3b). Â ñëó÷àå W 6= V (G∗2) ìû èìååì V (H) 6= V (G). Åñëè
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Ðèñ. 4.3: Ãðàôû H∗ è H.

æå W = V (G∗2), òî E(H) ( E(G∗2). Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ðåáðî
e ∈ E(H) \ E(G∗2), ïîíÿòíî, ÷òî ϕ(e) /∈ E(H).

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì èç ñëó÷àåâ G1 � ïîäãðàô H, à H � ñîáñòâåí-
íûé ïîäãðàô G.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà H
â k − 1 öâåò. Ïîñêîëüêó G1 � ïîäãðàô H, òî ρ èíäóöèðóåò ïðàâèëüíóþ
ðàñêðàñêó âåðøèíG1 â k−1 öâåò, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ðàñêðàñêà èìååò òèï
1, òî åñòü, ρ(a) = ρ(b). Ïóñòü W ∗ = (W \ {w}) ∪ {a, b}, ðàññìîòðèì ãðàô
H∗ = H ′(W ∗). Ðàñêðàñêà ρ èíäóöèðóåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí
ãðàôà H∗ â k − 1 öâåò, ïðè÷åì ρ(a) = ρ(b). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà â k − 1 öâåò âåðøèí ãðàôà H = H∗ · ab. Ñëåäîâà-
òåëüíî, χ(H) = k − 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî (G2 + ab) · ab �
k-êðèòè÷åñêèé ãðàô.

4.3.2 Ãèïîòåçà Õàéîøà, ñëó÷àé k = 4

Òåîðåìà 4.2. (G.A.Dirac, 1953) Åñëè χ(G) = 4, òî ãðàô G ñîäåðæèò
â êà÷åñòâå ïîäãðàôà ïîäðàçáèåíèå K4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ 4-êðèòè÷åñêèõ ãðà-
ôîâ. Ðàññìîòðèì èìåííî òàêîé ãðàô G. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èíäóêöèåé
ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ãðàôå.

1. G � òð¼õñâÿçíûé ãðàô.
Ýòîò ñëó÷àé áóäåò áàçîé èíäóêöèè. Èç òð¼õñâÿçíîñòè ãðàôà ñëåäóåò
δ(G) ≥ 3. Ïî ëåììå 1.3 â ãðàôåG ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë Z = a1a2 . . . an,
n ≥ 4. Òàê êàê ãðàô G − {a1, a3} ñâÿçåí, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü P ,
cîåäèíÿþùèé a2 è îäíó èç âåðøèí ìíîæåñòâà {a4, . . . , an}, íå ïðîõîäÿ-
ùèé ÷åðåç äðóãèå âåðøèíû öèêëà. Ïóñòü êîíöû ýòîãî ïóòè a2 è am. Ýòè
äâå âåðøèíû � íåñîñåäíèå â öèêëå è äåëÿò åãî íà äâå íåïóñòûå äóãè
B = {a3, . . . , am−1} è B′ = {am+1, . . . , a1}. Òàê êàê ãðàô G−{a2, am} ñâÿ-
çåí, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü Q, cîåäèíÿþùèé ìíîæåñòâà âåðøèí B è
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B′, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äðóãèå âåðøèíû a2 è am. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ
âåðøèí ax ∈ B, ay ∈ B′ ñóùåñòâóåò ïðîñòîé axay-ïóòü, íå ïðîõîäÿùèé
÷åðåç äðóãèå âåðøèíû öèêëà. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1a. Ïóòè P è Q íå èìåþò îáùèõ âåðøèí.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïîäãðàô H ãðàôà G � îáúåäèíåíèå öèêëà Z è
ïóòåé P è Q. Ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì K4, òàê êàê êàæäûå äâå
èç ÷åòûðåõ âåðøèí a2, ax, am, ay ñîåäèíåíû â H ïóòåì, ïðè÷åì íèêàêèå
äâà èç ýòèõ ïóòåé íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí(÷åòûðå ïóòè �
ýòî äóãè öèêëà, åùå äâà ïóòè � P è Q, ñì. ðèñóíîê 4.4a).

1b. Ïóòè P è Q èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ âíóòðåííþþ âåðøèíó.

Ïóñòü u � ïåðâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ P íà ïóòè Q (îò âåðøèíû a2).
Òîãäà ðàññìîòðèì ïîäãðàô H, ðàâíûé îáúåäèíåíèþ äóãè a2 . . . ax . . . am
öèêëà Z, ïóòè P è ó÷àñòêà ax . . . u ïóòè Q. Ïîäãðàô H ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ðàçáèåíèåì K4: êàæäûå äâå èç ÷åòûðåõ âåðøèí a2, ax, am, u ñîåäèíåíû
â ýòîì ãðàôå ïóò¼ì, ïðè÷åì íèêàêèå äâà èç ýòèõ ïóòåé íå èìåþò îá-
ùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí (íàøè ïóòè � ýòî ó÷àñòêè ïóòè P îò ax è ay
äî u, ó÷àñòîê ïóòè Q îò a2 äî u è òðè äóãè öèêëà ìåæäó a2, ax è ay, ñì.
ðèñóíîê 4.4b).
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Ðèñ. 4.4: Ãðàôû H∗ è H.

2. Ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ òð¼õñâÿçíûì.

Ïóñòü S � ìèíèìàëüíîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G, òîãäà |S| ≤ 2.
Â ñèëó ëåììû 4.4 ìû èìååì S = {a, b}, ïðè÷åì âåðøèíû a è b íåñìåæíû.
Ïî ëåììå 4.5 òîãäà Part(S) = {F1, F2}, Gi = G(Fi), ïðè÷åì ÷àñòè ìîæíî
çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî G1 + ab � 4-êðèòè÷åñêèé ãðàô.

Ðàññìîòðèì ãðàô G∗1 = G1 + ab. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
â ãðàôå G∗1 åñòü ïîäãðàô H, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäðàçáèåíèåì K4. Ïóñòü H �
íå ïîäãðàô G, òîãäà H ñîäåðæèò ðåáðî ab. Ïî çàìå÷àíèþ 1.2 ãðàô G2

ñâÿçåí, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ab-ïóòü P , ïðîõîäÿùèé ïî âåðøèíàì
ìíîæåñòâà F2. Âíóòðåííèå âåðøèíû ïóòè P íå âõîäÿò â V (H), òîãäà
ãðàôH ′ = H−ab+P (ìû çàìåíèëè â ãðàôåH ðåáðî ab íà ïóòü P , äîáàâèâ
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åãî âåðøèíû è ðåáðà, ñì. ðèñóíîê 4.4c) òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåìK4.
Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî H ′ � ïîäãðàô G.

4.4 Êîíñòðóèðóåìûå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü k ∈ N. Ìû îïðåäåëèì êëàññ Ck k-êîíñòðóè-
ðóåìûõ ãðàôîâ (k-costructible graphs) ðåêóðñèâíî.

1◦ Kk ∈ Ck.
2◦ Åñëè G ∈ Ck, x, y ∈ V (G), xy 6∈ E(G), òî (G+ xy) · xy ∈ Ck.
3◦ Ïóñòü G1, G2 ∈ Ck, V (G1)∩V (G2) = {x}, xy1 ∈ E(G1), xy2 ∈ E(G2).

Òîãäà
(G1 − xy1) ∪ (G2 − xy2) + y1y2 ∈ Ck

(òî åñòü, îáúåäèíåíèå âñåõ âåðøèí è ð¼áåð ãðàôîâ (G1−xy1) è (G2−xy2),
ê êîòîðîìó äîáàâëåíî ðåáðî y1y2).

Ýòîò êëàññ èíòåðåñåí íå ñàì ïî ñåáå, à â ñâÿçè ñî ñëåäóþùèì ðåçóëü-
òàòîì.

Òåîðåìà 4.3. (G.Haj�os, 1961.) Ïóñòü G � ãðàô, k ∈ N. Òîãäà ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1) χ(G) ≥ k.

2) Ãðàô G ñîäåðæèò k-êîíñòðóèðóåìûé ïîäãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2 ⇒ 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî χ(H) ≥ k äëÿ H ∈
Ck. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ H. Áàçà äëÿ H = Kk î÷åâèä-
íà, â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.

1. H = (H ′ + xy) · xy, H ′ ∈ Ck.
Ïî èíäóêöèîíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, χ(H ′) ≥ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà H â k− 1 öâåò, ïóñòü w �
âåðøèíà, â êîòîðóþ ïåðåøëè x è y ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà. Òîãäà ïîñòðî-
èì ðàñêðàñêó ρ′ âåðøèí H ′ â k−1 öâåò: ρ′(x) = ρ′(y) = ρ(w) è ρ′(v) = ρ(v)
äëÿ v ∈ V (H ′)\{x, y}. Î÷åâèäíî, ðàñêðàñêà ρ′ â k−1 öâåò � ïðàâèëüíàÿ,
ïðîòèâîðå÷èå ñ χ(H ′) ≥ k. Çíà÷èò, χ(H) ≥ k.

2. H1, H2 ∈ Ck, V (H1) ∩ V (H2) = {x}, xy1 ∈ E(H1), xy2 ∈ E(H2),
H = (H1 − xy1) ∪ (H2 − xy2) + y1y2.

Ïî èíäóêöèîíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, χ(H1) ≥ k è χ(H2) ≥ k. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà H â k − 1
öâåò. Ïîñêîëüêó y1y2 ∈ E(H), òî ρ(y1) 6= ρ(y2). Òîãäà öâåòà îáåèõ âåðøèí
y1 è y2 íå ìîãóò ñîâïàñòü ñ öâåòîì x è ìû ìîæåì íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
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ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ρ(y1) 6= ρ(x). Òîãäà ρ èíäóöèðóåò ïðàâèëüíóþ ðàñ-
êðàñêó âåðøèí ãðàôà H1 â k−1 öâåò, ïðîòèâîðå÷èå ñ χ(H ′) ≥ k. Çíà÷èò,
χ(H) ≥ k.

1 ⇒ 2. Ïóñòü χ(G) ≥ k, íî G íå ñîäåðæèò ïîäãðàôà èç Ck. Òîãäà,
î÷åâèäíî, k ≥ 3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G � ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì êî-
ëè÷åñòâîì ð¼áåð ñðåäè ãðàôîâ íà v(G) âåðøèíàõ ñ χ(G) ≥ k, íå ñîäåð-
æàùèõ k-êîíñòðóèðóåìîãî ïîäãðàôà. Òîãäà G íå ñîäåðæèò ïîäãðàôà Kk

è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ïîëíûì k-äîëüíûì ãðàôîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû x, y1, y2 ∈ V (G), ÷òî y1y2 ∈ E(G), íî
xy1, xy2 6∈ E(G). Èç ìàêñèìàëüíîñòè G, â ãðàôå G + xy1 åñòü ïîäãðàô
H1 ∈ Ck, à â ãðàôå G+ xy2 åñòü ïîäãðàô H2 ∈ Ck.

Ïîñêîëüêó G íå èìååò ïîäãðàôà èç Ck, òî xy1 ∈ E(H1) è xy2 ∈ E(H2).
Ïóñòü U = (V (H1) ∪ V (H2)). Î÷åâèäíî, x ∈ U . Ê ñîæàëåíèþ, U ìîæåò
ñîäåðæàòü è äðóãèå âåðøèíû. Îïðåäåëèì èçîìîðôíûé H2 ãðàô H ′2 òàê:
v ∈ U \ {x} ãðàôà H2 ñîîòâåòñòâóåò ïðè èçîìîðôèçìå âåðøèíà v′. Åñëè
v 6∈ U , èëè v = x, òî v′ = v. Åñëè æå v ∈ U \ {x}, òî v′ 6∈ V (G) � íîâàÿ
âåðøèíà, âñå íîâûå âåðøèíû ðàçëè÷íû.

Î÷åâèäíî, ãðàô H ′ = H1 ∪ H ′2 − xy1 − xy′2 + y1y
′
2 ∈ Ck. Ðàññìîòðèì

ïàðó ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó âåðøèí v ∈ U \ {x} è v′. Î÷åâèä-
íî, vv′ 6∈ E(H ′) è òîãäà ãðàô (H ′+ vv′) · vv′ ∈ Ck. Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íóþ
îïåðàöèþ ñ êàæäîé ïàðîé òàêèõ âåðøèí, ìû ïîëó÷èì ãðàô H ∈ Ck, êîòî-
ðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

4.5 Îáõâàò è õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå 4.5. Êëèêîâîå ÷èñëî ãðàôà G (îáîçíà÷åíèå: ω(G)) � ýòî
êîëè÷åñòâî âåðøèí â íàèáîëüøåé êëèêå (òî åñòü, ïîëíîì ïîäãðàôå) ýòîãî
ãðàôà.

Î÷åâèäíî, χ(G) ≥ ω(G). Ñàìûé ïðîñòîé è åñòåñòâåííûé ñïîñîá ïî-
ñòðîèòü ãðàô ñ áîëüøèì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì � ïîìåñòèòü â ãðàô êëè-
êó áîëüøîãî ðàçìåðà. Îäíàêî, ñîâåðøåííî íå îáÿçàòåëüíî ãðàô ñ áîëü-
øèì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì äîëæåí îáëàäàòü áîëüøîé êëèêîé. Ñíà÷àëà
ìû ïðèâåä¼ì ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ áåç òðåóãîëüíèêîâ ïðîèçâîëüíîãî
õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà. Èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ìû ïðèâåä¼ì êîí-
ñòðóêöèþ Mycielski. Ïîòîì ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷¼òà ìû äîêàæåì òåîðåìó
Ýðäåøà î ñóùåñòâîâàíèè ãðàôà ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî îáõâàòà è ïðè
ýòîì ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà.
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Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò ãðàô G óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì χ(G) = k, g(G) ≥ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. (J.Mycielski, 1955.) Äëÿ k = 1 è k = 2 ïîäîéäóò
ïîëíûå ãðàôû K1 è K2. Ñòàðòóÿ îò ãðàôà G2 = K2, ìû ïîñòðîèì ñåðèþ
ïðèìåðîâ ãðàôîâ G3, G4, . . . áåç òðåóãîëüíèêîâ ñ χ(Gk) = k.

Ïóñòü ïîñòðîåí ãðàô Gk, ïðè÷¼ì V (Gk) = {u1, . . . , un}. Ýòîò ãðàô áó-
äåò ÷àñòüþ ãðàôàGk+1, â êîòîðîì áóäóò äîáàâëåíû âåðøèíû v1, . . . , vn, w.
Ð¼áðà ìåæäó íîâûìè âåðøèíàìè ïðîâåä¼ìè òàê: vi áóäåò ñìåæíà ñî âñå-
ìè âåðøèíàìè èç NGk

(ui) è òîëüêî ñ íèìè, à w � ñî âñåìè âåðøèíàìè
v1, . . . , vn è òîëüêî ñ íèìè (ñì. ðèñóíîê 4.5). Ïîíÿòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêîâ
â ãðàôå Gk+1 íåò.

b

b

b
b

b

G

ui

b

b

b
b

b

iv

bw

k

b b

b
b

b

b

Ðèñ. 4.5: Ãðàô Gk+1.

Çàìåòèì, ÷òî χ(Gk+1) ≤ k+1: åñëè ρ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí
Gk â k öâåòîâ, òî ìîæíî ïðîäîëæèòü å¼ íà Gk+1, ïîëîæèâ ρ(vi) = ρ(ui),
ρ(w) = k + 1, èñïîëüçîâàâ òîëüêî îäèí äîïîëíèòåëüíûé öâåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ(Gk+1) ≤ k è ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó
ρ âåðøèí ãðàôà Gk+1 â k öâåòîâ. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ρ(w) = k. Ìû ïîñòðîèì íîâóþ ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ρ′ âåðøèí
ãðàôà Gk â k−1 öâåò è òåì ñàìûì ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äëÿ êàæäîé
âåðøèíû ui ìû ïîëîæèì ρ′(ui) = ρ(ui), åñëè ρ(ui) 6= k è ρ′(ui) = ρ(vi),
åñëè ρ(ui) = k. Òàê êàê âåðøèíû v1, . . . , vn ñìåæíû ñ âåðøèíîé w öâåòà
k, òî èõ öâåòà îòëè÷íû îò k, ñëåäîâàòåëüíî, ρ′ : V (Gk)→ [1..k − 1].

Äîêàæåì ïðàâèëüíîñòü ðàñêðàñêè ρ′. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü
ρ′(ui) = ρ′(uj), âåðøèíû ui è uj ñìåæíû. Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç íèõ ïå-
ðåêðàøåíà, ïóñòü ýòî ui, òîãäà ρ′(ui) = ρ(vi). Òàê êàê ìû ïåðåêðàøèâàëè
òîëüêî âåðøèíû, èìåþùèå öâåò k â ðàñêðàñêå ρ, ñðåäè íèõ íå áûëî ñìåæ-
íûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ρ′(uj) = ρ(uj). Ïî ïîñòðîåíèþ, èç uj ∈ NGk

(ui) ñëåäó-
åò uj ∈ NGk

(vi) è ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä ρ′(ui) = ρ(vi) 6= ρ(uj) = ρ′(uj),
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ρ′ � ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà, ÷òî íåâîçìîæíî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî χ(Gk+1) = k + 1.
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Òåîðåìó Ýðäåøà ìû äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷¼òà, ïîñêîëüêó ýòî
ïðîùå, ÷åì âñå èçâåñòíûå íà íàñòîÿùèé ìîìåíò êîíñòðóêöèè ãðàôîâ ñî
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì îáõâàòîì è îäíîâðåìåííî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì
õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì. Òðàäèöèîííî ïðèâîäÿò âåðîÿòíîñòíîå äîêàçàòå-
ñòâî ýòîé òåîðåìû, ìû æå ïðîñòî îöåíèì âñå íóæíûå âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 4.5. (P. Erd�os, 1959). Ïóñòü k, g ∈ N, k, g ≥ 3. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ãðàô G ñ g(G) ≥ g è χ(G) ≥ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ≥ (2δ)g. Ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî G âñåõ
ãðàôîâ G íà ìíîæåñòâå âåðøèí V = {1, 2, . . . , n} ñ e(G) = δn. Ìû íå
áóäåì �ýêîíîìèòü�: ïàðàìåòð δ ïîçæå áóäåò âûáðàí íàñòîëüêî áîëüøèì,
÷òîáû âñå îöåíêè ïðîõîäèëè áåç ëèøíèõ òðóäíîñòåé.

1. Ñíà÷àëà ìû îöåíèì ñðåäíåå êîëè÷åñòâî A �êîðîòêèõ öèêëîâ� (äëè-

íû íå áîëåå g − 1) â ãðàôàõ èç G. Ïóñòü m = n·(n−1)
2

.

Íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà V ñóùåñòâóåò C`
n ·

(`−1)!
2

< n`

2`
öèêëîâ ôèêñè-

ðîâàííîé äëèíû `. Äàííûé öèêë äëèíû ` åñòü â Cδn−`
m−` ãðàôàõ ìíîæåñòâà

G. Îöåíèì ñâåðõó ñðåäíåå êîëè÷åñòâî öèêëîâ äëèíû íå áîëåå g − 1 â
ãðàôàõ ìíîæåñòâà G:

A <

(
g−1∑
`=3

n`

2`
· Cδn−`

m−`

)
· (Cδn

m )−1.

Îöåíèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå:

B` =
n`

2`
·

Cδn−`
m−`

Cδn
m

=
n`

2`
· (m− `)!(δn)!

(m)!(δn− `)!
=

=
n`

2`
· δn
m
· δn− 1

m− 1
· · · · · δn− `+ 1

m− `+ 1
<

1

2`

(
δn2

m

)`
,

òàê êàê ïðè 0 < i < n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî δn
m
> δn−i

m−i (âñïîìíèì,

÷òî m = n·(n−1)
2

> δn). Â ñèëó ` < g ìû èìååì n− 1 ≥ (2δ)g − 1 > 2` − 1.
Ïðîäîëæèì îöåíêó:

B` <
1

2`

(
δn2

m

)`
=

(2δ)`

2`
·
(

1 +
1

n− 1

)`
<

(2δ)`

2`
·
(

1 +
2` − 1

n− 1

)
<

<
(2δ)`

2`
· 2 =

(2δ)`

`
≤ (2δ)`

3
.
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Òåïåðü âåðíåìñÿ ê îöåíêå ñâåðõó ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà öèêëîâ äëèíû
íå áîëåå g − 1 â ãðàôàõ ñåìåéñòâà G:

A =

g−1∑
`=3

B` <
1

3

g−1∑
`=3

(2δ)` <
1

3 · (2δ − 1)
(2δ)g <

n

6δ − 3
. (4.2)

2. Òåïåðü îöåíèì äîëþ q ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ �áîëüøîå� íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî (ðàçìåðà n

c
), ñðåäè ãðàôîâ èç G, ãäå c � äîñòàòî÷íî áîëüøîå

÷èñëî. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n
c

= p ∈ N. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûáðàòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà p ðàâíî Cp

n < 2n. Ïóñòü t = C2
p,

òîãäà â êàæäîì ãðàôå, ñîäåðæàùåì áîëüøîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî t
ïàð âåðøèí ýòîãî ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ð¼áðàìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

q ≤ Cp
n ·

Cδn
m−t

Cδn
m

< 2n ·
δn−1∏
i=0

m− t− i
m− i

< 2n ·
(
m− t
m

)δn
= 2n ·

(
1− t

m

)δn
.

(4.3)

Îòìåòèì, ÷òî t
m

=
n2

c2
−n

c

n2−n > 1
2c2
. Ïîäñòàâèâ ýòî íåðàâåíñòâî â (4.3) ìû

ïîëó÷èì

q <

(
2 ·
(

1− 1

2c2

)δ)n

<
1

2

äëÿ ëþáîãî c > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è δ.

3. Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ðàññìîòðèì
äîñòàòî÷íî áîëüøèå c, δ è n. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.2), ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî êîðîòêèõ öèêëîâ â ãðàôå èç G ìåíüøå n

6
. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåíåå

÷åì â ïîëîâèíå ãðàôîâ èç G êîëè÷åñòâî êîðîòêèõ öèêëîâ ïðåâîñõîäèò
n
3
. Òàêæå ìåíåå ÷åì â ïîëîâèíå ãðàôîâ èç G åñòü áîëüøîå íåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ãðàô G ∈ G ñ α(G) < n
c
è êîëè÷å-

ñòâîì êîðîòêèõ öèêëîâ íå áîëåå n
3
. Óäàëèâ èç êàæäîãî êîðîòêîãî öèêëà

ïî âåðøèíå, ìû ïîëó÷èì ãðàô G′ ñ g(G′) ≥ g, v(G′) ≥ 2n
3
è α(G′) < n

c
. Ïî

ëåììå 4.2 ìû èìååì

χ(G′) ≥ v(G′)

α(G′)
>

2c

3
> k

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì c.

4.6 Ñîâåðøåííûå ãðàôû

Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, áîëüøîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî â ãðà-
ôå ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå áîëüøèõ êëèê. Îäíàêî,
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âàæíîå ìåñòî â òåîðèè ãðàôîâ çàíèìàþò ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ õðîìàòè-
÷åñêîå è êëèêîâîå ÷èñëî ðàâíû.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
åãî èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà H âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå χ(H) = ω(H).

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ (íå ñ÷èòàÿ, ðàçóìååòñÿ,
ïîëíûõ ãðàôîâ) ÿâëÿþòñÿ äâóäîëüíûå ãðàôû. Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé èí-
äóöèðîâàííûé ïîäãðàô ñîâåðøåííîãî ãðàôà òàêæå ñîâåðøåíåí.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, íå èñïîëüçóÿ ïîñëåäóþùèõ òåîðåì, ÷òî åñëè G �
äâóäîëüíûé, òî G � ñîâåðøåííûé ãðàô.

Â 1963 ãîäó Áåðæ (C.Berge) âûñêàçàë äâå ãèïîòåçû î òîì, êàê óñòðî-
åíû ñîâåðøåííûå ãðàôû.

Ñëàáàÿ ãèïîòåçà Áåðæà. Ãðàô G ñîâåðøåíåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ãðàô G ñîâåðøåíåí.

Ñèëüíàÿ ãèïîòåçà Áåðæà. Ãðàô G ñîâåðøåíåí òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà íè G, íè G íå ñîäåðæàò íå÷¼òíîãî öèêëà äëèíû áîëåå 3 â
êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà.

Ïåðâàÿ ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà â 1972 ã., ýòî ñäåëàë Ë.Ëîâàñ. Äîêà-
çàòåëüñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðîå ìû ïðèâåä¼ì
íèæå, çíà÷èòåëüíî ïðîùå ïåðâîíà÷àëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Âòîðàÿ ãè-
ïîòåçà áûëà äîêàçàíà òîëüêî â 2002 ãîäó, äîêàçàòåëüñòâî âåñüìà ñëîæíîå
è òåõíè÷åñêîå, ïîýòîìó ìû âìåñòî ýòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòà
ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî áîëåå ñëàáóþ òåîðåìó Ãàëëàè.

Òåîðåìà 4.6. (L. Lov�asz, 1972.) Ãðàô G ñîâåðøåíåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî åãî èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà G′ âûïîëíÿåòñÿ

ω(G′)ω(G′) = α(G′)ω(G′) ≥ v(G′). (4.4)

Ñëåäñòâèå 4.1. Ãðàô G ñîâåðøåíåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô
G ñîâåðøåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. (G.Gasparian, 1996.) Ñëåäñòâèå î÷åâèäíî, òàê êàê
òåîðåìà 4.6 äà¼ò êðèòåðèé ñîâåðøåííîñòè ãðàôà, îäèíàêîâûé äëÿ ãðàôà
è åãî äîïîëíåíèÿ. Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
⇒ . Åñëè ãðàô ñîâåðøåíåí, òî äëÿ ëþáîãî åãî èíäóöèðîâàííîãî ïîä-

ãðàôà G′ â ñèëó åãî ñîâåðøåííîñòè è ëåììû 4.2 ìû èìååì ω(G′) =

χ(G′) ≥ v(G′)
α(G′)

, îòêóäà óìíîæåíèåì íà α(G′) ïîëó÷àåì òî, ÷òî íóæíî.
⇐ .Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ èíäóêöèåé ïî v(G). Áàçà v(G) = 1

î÷åâèäíà, ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïåðåõîäå. Èòàê, ðàññìîòðèì íàø ãðàô G,
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óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (4.4). Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ
ëþáîé âåðøèíû u ∈ V (G) ãðàô G − u ñîâåðøåíåí. Ïóñòü α = α(G),
ω = ω(G). Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

χ(G− u) = ω(G− u) ≤ ω. (4.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G íå ñîâåðøåíåí, òî åñòü, χ(G) > ω(G).
Ïóñòü A0 = {u0, . . . , uα−1} � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå G. Ââè-
äó óñëîâèÿ (4.5) ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí G − ui â ω
öâåòîâ, òîãäà V (G − ui) ìîæíî ðàçáèòü íà ω íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ:
Aiω+1, . . . , A(i+1)ω. Èòîãî ìû èìååì αω+ 1 íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ A0, A1,
. . . , Aαω.

Ïóñòü i ∈ [0..αω]. Åñëè χ(G − Ai) ≤ ω − 1, òî èç íåçàâèñèìîñòè ìíî-
æåñòâà Ai ìû ïîëó÷àåì χ(G) ≤ χ(G − Ai) + 1 ≤ ω, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. Òîãäà ω(G−Ai) = χ(G−Ai) ≥ ω, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò êëèêà ðàçìåðà ω â ãðàôå G−Ai, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî åå âåðøèí
÷åðåç Ci. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü êëèêè C0, . . . , Cαω. Äîêàæåì âñïî-
ìîãàòåëüíûé ôàêò.

Ïóñòü C � ìíîæåñòâî âåðøèí êëèêè ðàçìåðà ω â ãðàôå G. Òîãäà C
ïåðåñåêàåò âñå ìíîæåñòâà A0, . . . , Aαω, êðîìå îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå âåðøèí ãðàôà G íà ω+1 íåçà-
âèñèìûõ ìíîæåñòâ {{ui}, Aiω+1, . . . , A(i+1)ω}. Òàê êàê C ìîæåò ïåðåñå-
êàòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ëèøü ïî îäíîé âåðøèíå, C ïåðåñåêàåò âñå
ýòè ìíîæåñòâà, êðîìå îäíîãî. Çíà÷èò, C ëèáî ïåðåñåêàåò âñå ìíîæå-
ñòâà Aiω+1, . . . , A(i+1)ω, ëèáî âñå ýòè ìíîæåñòâà, êðîìå îäíîãî è ïðè ýòîì
C 3 ui. Ïîñêîëüêó |C ∩ A0| ≤ 1, òî C ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì îäíó èç
âåðøèí u0, . . . , uα−1. Òîãäà ëèáî |C ∩ A0| = 1 è C ïåðåñåêàåò âñå ìíî-
æåñòâà A1, . . . , Aαω, êðîìå îäíîãî, ëèáî C ∩ A0 = ∅ è C ïåðåñåêàåò âñå
ìíîæåñòâà A1, . . . , Aαω.

ÏóñòüM � ìàòðèöà ðàçìåðà (αω+1)×(αω+1) â ãðàôå G, ãäå å¼ ýëå-
ìåíò mi,j = |Ai ∩ Cj|. Ïîíÿòíî, ÷òî mi,j ∈ {0, 1}, ïî ïîñòðîåíèþ mi,i = 0.
Òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå mij = 1 ïðè i 6= j. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè-
öà M èìååò íóëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è åäèíèöû íà âñåõ îñòàëüíûõ
ïîçèöèÿõ.

Ïóñòü V (G) = {v1, . . . , vn}. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ðàçìåðà
(αω + 1)× n, â êîòîðîé aij = 1 ïðè Ai 3 vj è aij = 0 ïðè Ai 63 vj. Ðàñ-
ñìîòðèì ìàòðèöó B ðàçìåðà n× (αω + 1), â êîòîðîé bj` = 1 ïðè vj ∈ C`
è bj` = 0 ïðè vj 6∈ C`. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A · B = M . Ìàòðèöà M , î÷å-
âèäíî, íåâûðîæäåíà, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ðàíã rk(M) = αω + 1. Ïîýòîìó
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rk(A) ≥ αω + 1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v(G) = n ≥ αω + 1, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (4.4), à çíà÷èò, è óñëîâèþ òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïóñòü C � ïðîñòîé öèêë äëèíû áîëåå 3 â ãðàôå G.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öèêë C òðèàíãóëèðóåì, åñëè â ãðàôå G åñòü v(C)−3
äèàãîíàëè ýòîãî öèêëà, ðàçáèâàþùèå åãî íà òðåóãîëüíèêè.

Â 1958 ãîäó áûëî äîêàçàíî (A.Hajnal, J. Sur�anyi), ÷òî ãðàô, êàæäûé
öèêë êîòîðîãî òðèàíãóëèðóåì (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êàæäûé öèêë äëè-
íû áîëüøå 3 â êîòîðîì èìååò õîòÿ áû îäíó äèàãîíàëü) ÿâëÿåòñÿ ñîâåð-
øåííûì. Òàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ chordal graphs. Èçáûòî÷íîñòü ýòîãî
óñëîâèÿ î÷åâèäíà: ñîâåðøåííîñòè ãðàôà íè÷åì íå ìåøàþò íåòðèàíãóëè-
ðóåìûå ÷¼òíûå öèêëû. Â 1962 ãîäó Ãàëëàè äîêàçàë, ÷òî ãðàô, â êîòîðîì
êàæäûé íå÷¼òíûé öèêë òðèàíãóëèðóåì, ñîâåðøåíåí. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿ-
åòñÿ åùå îäíèì øàãîì â íàïðàâëåíèè ñèëüíîé ãèïîòåçû Áåðæà, òîãäà
åùå íå äîêàçàííîé. Ìû ïðèâåä¼ì òåîðåìó ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïî ìîòè-
âàì áîëåå ïîçäíåé ðàáîòû J. Sur�anyi.

Òåîðåìà 4.7. (T.Gallai, 1962.) Åñëè êàæäûé íå÷¼òíûé öèêë â ãðàôå
G òðèàíãóëèðóåì, òî χ(G) = α(G) = ω(G).

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè êàæäûé íå÷¼òíûé öèêë â ãðàôå G òðèàíãóëèðó-
åì, òî ãðàôû G è G ñîâåðøåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå 4.2 î÷åâèäíî âûâîäèòñÿ èç òåîðåì 4.6 è 4.7.
Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.7, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëè-
ðîâàëè â òàêîì âèäå, ÷òîáû å¼ óäîáíåå áûëî äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè.
Áàçà äëÿ ãðàôîâ áåç öèêëîâ î÷åâèäíà, ïðèñòóïèì ê èíäóêöèîííîìó ïå-
ðåõîäó.

Èòàê, ïóñòü äëÿ ìåíüøåãî ÷åì G ãðàôà óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêà-
çàíî, à äëÿ G � íåâåðíî. Òîãäà χ(G) > α(G) = q. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
A = {a1, . . . , aq} èç q íåçàâèñèìûõ âåðøèí ãðàôà G. Íàøåé öåëüþ áó-
äåò ïîñòðîèòü â ãðàôå G áîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî è ïðèéòè ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ α(G) = q.

Ïóñòü b0 6∈ A, òîãäà â ãðàôå G − b0 ëþáîé íå÷¼òíûé öèêë òðèàíãó-
ëèðóåì, ìíîæåñòâî A � êëèêà â G − b0 è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî χ(G − b0) = q. Òîãäà ìíîæåñòâî P0 ðàçáèå-
íèé âåðøèí ãðàôà G − b0 íà q êëèê íåïóñòî. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ
R = (R1, . . . , Rq) ∈ P0 ðîâíî ïî îäíîé âåðøèíå íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
A ëåæèò â êàæäîé èç êëèê ðàçáèåíèÿ R, ïîýòîìó ìû áóäåì íóìåðîâàòü
êëèêè ðàçáèåíèÿ R òàê, ÷òîáû ai ∈ Ri. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ R ∈ P0

ìû áóäåì ñ÷èòàòü R0 = {b0}.
Ðàíãè. Ïîñòðîåíèå.
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Ìû áóäåì ïîñòåïåííî ñóæàòü êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçáèåíèé èç P0 è
ïðèñâàèâàòü ðàíãè èíäåêñàì èç [1..q]. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ðàíãà k ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ik. Ïóñòü Jk = [1..q] \ ∪ki=1Ik. Òàêîé æå ðàíã, êàê
èíäåêñàì, ìû áóäåì ïðèñâàèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèì âåðøèíàì ìíîæåñòâà
A è ñîäåðæàùèì èõ êëèêàì ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçáèåíèé èç P0.

Èçíà÷àëüíî ïîëîæèì I0 = {0}. Ïóñòü ïîñòðîåíû ðàíãè I1, I2, . . . , Ik,
ìíîæåñòâà ðàçáèåíèé Pk ⊂ · · · ⊂ P1 ⊂ P0 òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ ` ∈ [1..k] è
i ∈ I` âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(R1) Ó èíäåêñà i cóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðåäîê p(i) ∈ I`−1.
(R2) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà bi ∈ V (G), ÷òî bi ∈ Ri äëÿ ëþáîãî

ðàçáèåíèÿ R ∈ P`.
(R3) aibp(i) ∈ E(G), bibp(i) 6∈ E(G).
(R4) Ïóñòü j ∈ J`, R ∈ P`. Òîãäà âåðøèíà bi íå ñìåæíà õîòÿ áû ñ

îäíîé âåðøèíîé èç Rj.
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Ðèñ. 4.6: Ïîñòðîåíèå ðàíãîâ.

Ïî î÷åðåäè ðàññìîòðèì âñå èíäåêñû èç Ik è äëÿ êàæäîãî i ∈ Ik ïî-
ìåñòèì â Ik+1 âñå òàêèå èíäåêñû j, ÷òî aj ñìåæíà ñ bi (â ýòîì ñëó÷àå
ïîëîæèì i = p(j)).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå P ∈ Pk, äëÿ êîòîðîãî ìèíè-
ìàëüíà

∑
j∈Ik+1

|Pj| (ïóñòü ýòà ñóììà ðàâíà sk+1). Äëÿ êàæäîãî j ∈ Ik+1

â êëèêå Pj îòìåòèì òàêóþ âåðøèíó bj, ÷òî bp(j)bj 6∈ E(G). (Ïðè k > 1
òàêàÿ âåðøèíà ñóùåñòâóåò â ñèëó (R3). Åñëè k = 1 è òàêîé âåðøèíû íåò,
òî âåðøèíó b0 ìîæíî äîáàâèòü â êëèêó Pj, òåì ñàìûì ïîëó÷èâ ïðàâèëü-
íóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà G â q öâåòîâ, êîòîðîé ïî ïðåäïîëîæåíèþ
íå ñóùåñòâóåò.)

Ïóñòü Pk+1 � ìíîæåñòâî èç âñåõ ðàçáèåíèé R ∈ Pk, â êîòîðûõ∑
i∈Ik+1

|Rj| = sk+1 è bi ∈ Ri äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i ∈ Ik+1. (Òàêèå ðàçáèå-
íèÿ ñóùåñòâóþò: íàïðèìåð, P .)

Ïóñòü i ∈ Ik+1. Òàê êàê Pk+1 ⊂ Pk, ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ èíäåêñà i
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (R1)− (R3). Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü (R4). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî j ∈ Jk+1, R ∈ Pk+1 è âåðøèíà bi ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè
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êëèêè Rj. Òîãäà ïåðåêèíåì âåðøèíó bi â Rj è ïîëó÷èì íîâîå ðàçáèåíèå
R′ ∈ Pk, â êîòîðîì

∑
j∈Ik+1

|R′j| = sk+1 − 1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ìíîæåñòâî B′.
Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ çàêîí÷èòñÿ ââèäó êîíå÷íîñòè ãðàôà. Ïóñòü ïîñòðî-
åíû ðàíãè I1, . . . , Ik, ïóñòü

I =
k⋃
i=1

Ik, B′ = {bi : i ∈ I}, A′ = {ai : i ∈ I}.

Äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ.
1) Åñëè aj ∈ A \ A′, bi ∈ B′, òî biaj 6∈ E(G).
2) Ìíîæåñòâî âåðøèí B′ íåçàâèñèìî â ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè biaj ∈ E(G), ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðîöåññ ïî-
ñòðîåíèÿ, îïðåäåëèâ ðàíã èíäåêñà j.
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Ðèñ. 4.7: Öèêë Z è åãî êîðîòêèå äèàãîíàëè.

2) Åñëè i, j ∈ I è i = p(j), òî áóäåì íàçûâàòü j ïîòîìêîì i Ïóñòü
x, y ∈ I, âåðøèíû bx è by ñìåæíû. Ïî ïîñòðîåíèþ ðàíãîâ, ñóùåñòâóåò òà-
êîé èíäåêñ i0 = j0 ∈ I, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èíäåêñîâ i0 . . . , in = x
j0, . . . , jm = y êàæäûé ñëåäóþùèé èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì ïðåäûäó-
ùåãî è âñå ýòè èíäåêñû ðàçëè÷íû. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I è
R ∈ Pk ìû èìååì ai, bi ∈ Ri, ñëåäîâàòåëüíî, aibi ∈ E(G). Òîãäà â ãðàôå
G ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûé ïðîñòîé öèêë

Z = bi0ai1bi1 . . . ainbinbjmajm . . . bj1aj1

(ñì. ðèñóíîê 4.7a). Ïî ñâîéñòâó (R4) ïîíÿòíî, ÷òî íè îäèí èç èíäåêñîâ
x è y íå ìîæåò áûòü ïðåäêîì äðóãîãî, ïîýòîìó v(Z) > 3. Öèêë Z ïî
óñëîâèþ òåîðåìû òðèàíãóëèðóåì, ðàññìîòðèì åãî ïðîèçâîëüíóþ òðèàí-
ãóëÿöèþ. Â íåé, êàê èçâåñòíî, åñòü õîòÿ áû äâå �êîðîòêèå� äèàãîíàëè,
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ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ÷åðåç îäíó. Îäíàêî, bibp(i) 6∈ E(G) ïî óñëîâèþ
(R3), ïîýòîìó åäèíñòâåííûìè êàíäèäàòàìè â êîðîòêèå äèàãîíàëè ÿâëÿ-
þòñÿ ainbjm è aimbjn . Èõ äâå, íî îíè �ïåðåñåêàþòñÿ� (ñì. ðèñóíîê 4.7b) è íå
ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé òðèàíãóëÿöèè. Çíà÷èò, òðèàíãóëÿöèÿ öèêëà
íåâîçìîæíà � ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå íåçàâèñèìîñòü B′.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî (A \ A′) ∪ B′ íåçàâèñèìî ââèäó
óòâåðæäåíèé 1 è 2 è ñîñòîèò èç q+ 1 âåðøèíû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ α(G) = q
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

4.7 Ðàñêðàñêè ð¼áåð

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ðàñêðàñêîé ð¼áåð ãðàôà G â k öâåòîâ íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ ρ : E(G)→ [1..k]. Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ðàñêðàñêà ρ ðåáåð ãðàôà
G â k öâåòîâ åñòü ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E(G) â îáúåäèíåíèå íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ìíîæåñòâ E1, . . . , Ek, ãäå ρ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå i íà ð¼áðàõ
ìíîæåñòâà Ei.

Ãðàôû, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå ìîãóò èìåòü êðàòíûå ð¼áðà,
íî íå èìåþò ïåòåëü. Â îòëè÷èå îò ðàñêðàñîê âåðøèí, ïðè ðàññìîòðåíèè
ðàñêðàñîê ð¼áåð êðàòíûå ð¼áðà èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Îïðåäåëåíèå 4.9. 1) Ðàñêðàñêà ρ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ρ(e) 6=
ρ(e′) äëÿ ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ (òî åñòü, èìåþùèõ îáùèé êîíåö) ð¼áåð u
è v.

×åðåç χ′(G) îáîçíà÷èì ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî � íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ð¼-
áåð ãðàôà G â òàêîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ.

2) Íàçîâåì ðàñêðàñêó ρ ð¼áåð ãðàôà G ïîêðûâàþùåé, åñëè ðåáðà êàæ-
äîãî öâåòà îáðàçóþò ïîêðûòèå (òî åñòü, ïîêðûâàþò âñå âåðøèíû).

×åðåç κ′(G) îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò ïîêðûâàþùàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà G â òàêîå êîëè÷åñòâî
öâåòîâ.

Çàìå÷àíèå 4.2. 1) Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîíÿòèÿ ïðàâèëüíîé
è ïîêðûâàþùåé ðàñêðàñêè â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííû äðóã äðóãó.
Êàðòèíà äâîéñòâåííîñòè íà÷íåò âûðèñîâûâàòüñÿ óæå ïîñëå ñëåäóþùèõ
îïðåäåëåíèé.

2) Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷èñëî χ′(G) íàçûâàåòñÿ chromatic index,
à ÷èñëî ÷èñëî κ′(G) íàçûâàåòñÿ cover index.
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4.7.1 Îïòèìàëüíûå ðàñêðàñêè

Îïðåäåëåíèå 4.10. Ïóñòü ρ � ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà G â k öâåòîâ.
1) Ïóñòü v ∈ V (G). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ðàñêðàñêå ρ öâåò i ïðåä-

ñòàâëåí â âåðøèíå v, åñëè ñóùåñòâóåò èíöèäåíòíîå v ðåáðî e òàêîå, ÷òî
ρ(e) = i. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öâåò i ïðåäñòàâëåí t ðàç â âåðøèíå v,
åñëè ñóùåñòâóåò t èíöèäåíòíûõ v ðåáåð öâåòà i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(v)
êîëè÷åñòâî öâåòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â âåðøèíå v.

2) Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ρ(G) =
∑

v∈V (G) ρ(v). Íàçîâåì ðàñêðàñêó ρ
îïòèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé ðàñêðàñêè ρ′ ð¼áåð ãðàôà G â k
öâåòîâ ρ(G) ≥ ρ′(G).

Çàìå÷àíèå 4.3. 1) Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà G ìîæåò áûòü
òàêæå îïðåäåëåíà êàê ðàñêðàñêà, â êîòîðîé äëÿ êàæäîé âåðøèíû âñå
ïðåäñòàâëåííûå â íåé öâåòà ðàçëè÷íû. Ïîêðûâàþùàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð
ãðàôà G ìîæåò áûòü òàêæå îïðåäåëåíà êàê ðàñêðàñêà, â êîòîðîé â êàæ-
äîé âåðøèíå ïðåäñòàâëåíû âñå öâåòà.

2) Ïóñòü ρ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà G. Òîãäà äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v ∈ V (G) ìû èìååì ρ(v) = dG(v) ≥ ρ′(v) äëÿ ëþáîé äðóãîé ðàñ-
êðàñêè ρ′. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîé.

3) Åñëè ρ � ïîêðûâàþùàÿ ðàñêðàñêà â k öâåòîâ, òî äëÿ êàæäîé âåð-
øèíû v ∈ V (G) ìû èìååì ρ(v) = k. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïîêðûâàþùàÿ
ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ðàñêðàñêîé â k öâåòîâ.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò ïðîñòîãî öèêëà
íå÷åòíîé äëèíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð G â äâà öâå-
òà, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè íå ìåíåå äâóõ ïðåäñòàâëåíû îáà
öâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ãðàôå åñòü âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî äî-
áàâèì íîâóþ âåðøèíó w è ñîåäèíèì å¼ ñî âñåìè âåðøèíàìè íå÷åòíîé
ñòåïåíè ãðàôà G. Ïîëó÷èòñÿ ãðàô G̃, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ÷åò-
íû. Åñëè âñå ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G ÷åòíû, ïîëîæèì G̃ = G.

Â ãðàôå G̃ åñòü Ýéëåðîâ öèêë. Áóäåì êðàñèòü ðåáðà ãðàôà, ÷åðåäó-
ÿñü, â öâåòà 1 è 2 ïî õîäó ýéëåðîâà öèêëà. Ïóñòü ìû íà÷àëè ñ âåðøèíû a.
Òîãäà â êàæäîé âåðøèíå x ãðàôà G̃, êðîìå, ìîæåò áûòü, âåðøèíû a, áó-
äóò ïðåäñòàâëåíû îáà öâåòà. Áîëåå òîãî, åñëè dG̃(x) = 2k, òî ìû ïðîøëè
k ðàç ïî ýéëåðîâó öèêëó ÷åðåç x, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîêðàñèëè ïî k èí-
öèäåíòíûõ x ðåáåð â öâåòà 1 è 2. Îòëè÷èå äëÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû a
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè dG̃(a) = 2m ìû ïðîõîäèì ÷åðåç a òîëüêî m − 1
ðàç, ñëåäîâàòåëüíî, ó âåðøèíû a ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî ïî m− 1
ð¼áåð êàæäîãî èç öâåòîâ.
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Ïóñòü v ∈ V (G). Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà G̃,

dG(v) = dG̃(v) ïðè dG(v)
... 2, dG(v) = dG̃(v)− 1 ïðè dG(v) /

... 2.

Ïîýòîìó ïðè v 6= a è dG(v) ≥ 2 â íàøåé ðàñêðàñêå ñóùåñòâóåò äâà ðàç-
íîöâåòíûõ ðåáðà, èíöèäåíòíûõ a. Äëÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû a ìû ìîæåì
ãàðàíòèðîâàòü ýòî ëèøü â ñëó÷àå dG(a) ≥ 3.

Åñëè â ãðàôå G åñòü âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî ìû íà÷íåì ïî-
êðàñêó ð¼áåð ñ äîáàâëåííîé âåðøèíû (ïîëîæèì a = w), òîãäà ïîëó÷èòñÿ
èñêîìàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G. Åñëè â ãðàôå G âñå âåðøèíû èìå-
þò ÷åòíóþ ñòåïåíü, íî åñòü âåðøèíà ñòåïåíè õîòÿ áû 4, òî ìû âûáåðåì â
êà÷åñòâå a èìåííî òàêóþ âåðøèíó è îïÿòü æå ïîëó÷èì èñêîìóþ ðàñêðàñ-
êó ðåáåð ãðàôà G. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà
G èìåþò ñòåïåíü 2, òî åñòü G � ïðîñòîé öèêë. Òîãäà ýòî öèêë ÷åòíîé
äëèíû, äëÿ êîòîðîãî íóæíàÿ íàì ðàñêðàñêà, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 4.4. Îòìåòèì, ÷òî â ëåììå 4.6 äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå â ãðàôå
êðàòíûõ ð¼áåð. Òàêæå îíî íè÷åì íå ìåøàåò â ñëåäóþùåé ëåììå è äâóõ
òåîðåìàõ î ðåáåðíûõ ðàñêðàñêàõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

Ëåììà 4.7. Ïóñòü ρ � îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G â k öâå-
òîâ. Ïóñòü âåðøèíà w è öâåòà i è j òàêîâû, ÷òî â âåðøèíå w õî-
òÿ áû äâà ðàçà ïðåäñòàâëåí öâåò i è íå ïðåäñòàâëåí öâåò j. Ïóñòü
H = G(Ei ∪ Ej), W � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà H, ñîäåðæàùàÿ
âåðøèíó w. Òîãäà H(W ) � ïðîñòîé öèêë íå÷åòíîé äëèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H(W ) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèê-
ëîì íå÷åòíîé äëèíû. Ïîñòðîèì íîâóþ ðàñêðàñêó ρ′, îòëè÷àþùóþñÿ îò
ρ ëèøü ðàñêðàñêîé ð¼áåð èç H(W ): ìû ðàñêðàñèì èõ â öâåòà i è j òàê,
÷òîáû â êàæäîé âåðøèíå x ñòåïåíè dH(W )(x) ≥ 2 áûëè ïðåäñòàâëåíû
îáà öâåòà i è j (ýòî âîçìîæíî ïî ëåììå 4.6). Òîãäà ρ′(w) = ρ(w) + 1, à
äëÿ ëþáîé äðóãîé âåðøèíû x, î÷åâèäíî, ρ′(x) ≥ ρ(x). Òàêèì îáðàçîì,
ρ′(G) > ρ(G), ïðîòèâîðå÷èå ñ îïòèìàëüíîñòüþ ρ.

Òåîðåìà 4.8. (D.K�onig, 1916.) Åñëè ãðàô G � äâóäîëüíûé, òî
χ′(G) = ∆(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíóþ ðàñêðàñêó ρ â ∆(G) öâå-
òîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñêðàñêà ρ � íåïðàâèëüíàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âåðøèíà v è öâåò i òàêèå, ÷òî i äâàæäû ïðåäñòàâëåí â âåðøèíå v. Òàê
êàê dG(v) ≤ ∆(G), òî ñóùåñòâóåò öâåò j, íå ïðåäñòàâëåííûé â âåðøèíå v.
Òîãäà ïî ëåììå 4.7 â ãðàôå G åñòü íå÷åòíûé öèêë, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàñêðàñêà ρ � ïðàâèëüíàÿ.
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Çàäà÷à 4.3. Âûâåäèòå òåîðåìû 4.8 èç òåîðåìû Õîëëà (2.2).

Èíòåðåñíî, ÷òî òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.9. (R. P.Gupta, 1966.) Åñëè ãðàô G � äâóäîëüíûé, òî
κ′(G) = δ(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíóþ ðàñêðàñêó ρ â δ(G) öâåòîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñêðàñêà ρ íå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùåé. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò âåðøèíà v è öâåò i òàêèå, ÷òî i íå ïðåäñòàâëåí â âåðøèíå v. Òàê
êàê dG(v) ≥ δ(G), òî ñóùåñòâóåò öâåò j, ïðåäñòàâëåííûé â âåðøèíå v íå
ìåíåå, ÷åì äâàæäû. Òîãäà ïî ëåììå 4.7 â ãðàôå G åñòü íå÷åòíûé öèêë,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðàñêà ρ � ïîêðûâàþùàÿ.

4.7.2 Òåîðåìà Âèçèíãà

Îïðåäåëåíèå 4.11. ×åðåç µ(G) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ êðàòíîñòü
ðåáðà ãðàôà G, òî åñòü, ìàêñèìóì êîëè÷åñòâà ð¼áåð ñ êîíöàìè x, y â
ãðàôå G ïî âñåì ïàðàì x, y ∈ V (G).

Ìû äîêàæåì òåîðåìó Âèçèíãà äëÿ ãðàôîâ, â êîòîðûõ äîïóñêàþòñÿ
êðàòíûå ðåáðà. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî ìîòèâàì äîêàçàòåëüñòâà
J.-C. Fournier (1973 ã).

Òåîðåìà 4.10. (Â. Ã. Âèçèíã, 1964.) Ïóñòü G � ãðàô áåç ïåòåëü. Òî-
ãäà χ′(G) ≤ ∆(G) + µ(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ(G) = µ. Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíóþ ðàñêðàñ-
êó ρ â ∆(G) +µ öâåòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñêðàñêà ρ � íåïðàâèëüíàÿ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà u è öâåò i1, êîòîðûé äâàæäû ïðåäñòàâëåí â
âåðøèíå u. Òàê êàê dG(u) < ∆(G)+µ, òî ñóùåñòâóåò öâåò j, íå ïðåäñòàâ-
ëåííûé â âåðøèíå u.

Ïóñòü e1 ∈ E(G) � ðåáðî öâåòà ρ(e1) = i1 ñ êîíöàìè u è v1. Òàê êàê
dG(v1) < ∆(G)+µ, ñóùåñòâóåò öâåò i2, íå ïðåäñòàâëåííûé â v1. Åñëè i2 íå
ïðåäñòàâëåí â u, òî, ïåðåêðàñèâ ðåáðî uv1 â öâåò i2, ìû óâåëè÷èì ρ(G).
Ñëåäîâàòåëüíî, öâåò i2 ïðåäñòàâëåí â u, ïóñòü e2 � ðåáðî ñ êîíöàìè u è
v2 öâåòà ρ(e2) = i2.

1. Øàã ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ.
Ïóñòü ðàçëè÷íûå öâåòà i1, . . . , i` è ð¼áðà e1, . . . , e` ∈ E(G) òàêîâû, ÷òî
ρ(et) = it ïðè t ∈ [1..`], à êîíöû ðåáðà et � ýòî u è vt. Ïóñòü ïðè t < `
öâåò it+1 íå ïðåäñòàâëåí â âåðøèíå vt. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öâåò it+1

âûáðàí äëÿ âåðøèíû vt. Âåðøèíû v1, . . . , v` íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû.
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Ðàññìîòðèì âåðøèíó v = v`. Ïóñòü â íàáîðå v1, . . . , v` âåðøèíà v
âñòðå÷àåòñÿ m ðàç. Ïîíÿòíî, ÷òî m ≤ µ. Òîãäà íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ
ìû ðàññìàòðèâàëè âåðøèíó v è âûáèðàëè öâåò, íå ïðåäñòàâëåííûé â
ýòîé âåðøèíå m− 1 ðàç. Ïîñêîëüêó dG(v`) +m− 1 < ∆(G) + µ, òî ñóùå-
ñòâóåò öâåò i`+1, íå ïðåäñòàâëåííûé â âåðøèíå v` è íå âûáðàííûé äëÿ
íåå íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Ìû âûáåðåì èìåííî ýòîò öâåò.

Îïðåäåëèì ðàñêðàñêó ρ`:

ρ`(es) = is+1, ïðè s ∈ [1..`], ρ`(e) = ρ(e) íà îñòàëüíûõ ð¼áðàõ e.

Äîêàæåì, ÷òî ρ`(G) ≥ ρ(G), òî åñòü, ρ` � îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð
â ∆(G) + µ öâåòîâ. Äëÿ âåðøèíû x 6∈ {u, v1, . . . , v`} öâåòà èíöèäåíòíûõ
x ð¼áåð íå ìåíÿëèñü, ïîýòîìó ρ`(x) = ρ(x).

Ðàññìîòðèì âåðøèíó w, êîòîðàÿ âõîäèò â íàáîð v1, . . . , v` ðîâíî n ðàç.
Ïóñòü w = vs1 = · · · = vsn . Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå âûáðàííûå äëÿ âåðøèíû
v öâåòà is1+1, . . . , isn+1 ðàçëè÷íû, íå ïðåäñòàâëåíû â âåðøèíå w â ðàñ-
êðàñêå ρ è ïðåäñòàâëåíû â ðàñêðàñêå ρ`. Öâåòà is1 , . . . , isn ïðåäñòàâëåíû
â âåðøèíå w â ðàñêðàñêå ρ è, âîçìîæíî, íå ïðåäñòàâëåíû â ðàñêðàñêå
ρ`. Âñå îòëè÷íûå îò es1 , . . . , esn ð¼áðà, èíöèäåíòíûå w, íå èçìåíèëè ñâîé
öâåò, è ïîòîìó îñòàëüíûå öâåòà îäèíàêîâî ïðåäñòàâëåíû â âåðøèíå w â
ðàñêðàñêàõ ρ è ρ`. Ïîýòîìó ρ`(vt) ≥ ρ(vt).

Ðàññìîòðèì âåðøèíó u. Â ðåçóëüòàòå ïåðåêðàøèâàíèÿ èíöèäåíòíûõ
u ð¼áåð e1, . . . , e` èç èõ öâåòîâ èñ÷åç i1 è ïîÿâèëñÿ i`+1. Îäíàêî, öâåò i1
áûë ïðåäñòàâëåí â âåðøèíå u â ðàñêðàñêå ρ õîòÿ áû äâàæäû, ïîýòîìó
îí ïðåäñòàâëåí è â ðàñêðàñêå ρ`. Òàêèì îáðàçîì, ρ`(u) ≥ ρ(u) è ρ`(G) ≥
ρ(G), òî åñòü, ðàñêðàñêà ρ` îïòèìàëüíà.

Áîëåå òîãî, èç îïòèìàëüíîñòè ρ ñëåäóåò, ÷òî ρ`(G) = ρ(G), ñëåäîâà-
òåëüíî, ρ`(u) = ρ(u). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öâåò i`+1 ïðåäñòàâëåí â âåðøèíå u
â ðàñêðàñêå ρ. Ïóñòü e`+1 � ðåáðî ñ êîíöàìè u è v`+1 öâåòà ρ(e`+1) = i`+1.
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Ðèñ. 4.8: Ðàñêðàñêè ρ, ρk−1 è ρm.

2. Ïåðåêðàøèâàíèå.
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Ïîñêîëüêó ó âåðøèíû u êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñåäåé, íà íåêîòîðîì øàãå ïî-
ñòðîåíèÿ ìû âïåðâûå ïîëó÷èì im+1 = ik. Ïî ïîñòðîåíèþ îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî vm íå ñîâïàäàåò ñ vk−1 (èíà÷å ìû âûáðàëè áû öâåòà im+1 è ik ðàçíû-
ìè). Òàê êàê â âåðøèíàõ vk−1 è vm â ðàñêðàñêå ρ íå ïðåäñòàâëåí öâåò ik,
à â vk � ïðåäñòàâëåí, âñå òðè âåðøèíû vk−1, vk è vm ðàçëè÷íû.

Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûå ðàñêðàñêè ρk−1 è ρm (ìû ïîëîæèì ρ0 = ρ).
Â îáåèõ ðàñêðàñêàõ â âåðøèíå u õîòÿ áû äâàæäû ïðåäñòàâëåí öâåò ik:

ρk−1(ek−1) = ρk−1(ek) = ik, ρm(ek−1) = ρm(em) = ik.

Ïóñòü Es � ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð öâåòà s â ðàñêðàñêå ρk−1, à E ′s � ìíîæå-
ñòâî âñåõ ðåáåð öâåòà s â ðàñêðàñêå ρm,H = G(Eik∪Ej) èH ′ = G(E ′ik∪E

′
j).

Íà ðèñóíêå 4.8 èçîáðàæåíû öâåòà ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ u ñ v1,. . . ,vm â
ðàñêðàñêàõ ρ (ðèñóíîê 4.8a), ρk−1 (ðèñóíîê 4.8b) è ρm (ðèñóíîê 4.8c).
Ïðèìåíèì ëåììó 4.7: èç îïòèìàëüíîñòè íàøèõ ðàñêðàñîê ñëåäóåò, ÷òî
ñîäåðæàùèå âåðøèíó u êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôîâ H è H ′ � ïðî-
ñòûå öèêëû íå÷åòíîé äëèíû.

Òîãäà dH(vk) = 2: èç vk âûõîäèò ðåáðî ek öâåòà ρk−1(ek) = ik è ðåáðî
öâåòà j. Äëÿ âñåõ ð¼áåð e öèêëà H, êðîìå ek, ìû èìååì ρk−1(e) = ρm(e),
ïîýòîìó dH′(vk) = dH(vk) − 1 = 1. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, vk è u ëåæàò â
îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà H ′, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïðîñòûì
íå÷¼òíûì öèêëîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ρ � èñêîìàÿ ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà G â ∆(G) + µ öâåòîâ.

Çàìå÷àíèå 4.5. 1) Äëÿ ãðàôîâ áåç êðàòíûõ ð¼áåð ìû èìååì µ(G) = 1,
à ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêó χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

2) Î÷åâèäíî, îöåíêà èç òåîðåìû 4.10 òî÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G �
�òðåóãîëüíèê�, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî èìååò êðàòíîñòü µ, òî ∆(G) = 2µ,
à µ(G) = µ. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âñå 3µ ð¼áåð ãðàôà G äîëæíû áûòü
ðàçíîãî öâåòà, à ñëåäîâàòåëüíî, χ′(G) = 3µ = ∆(G) + µ(G).

4.7.3 Ïîêðûâàþùèå ðàñêðàñêè ð¼áåð

Òåîðåìû 4.8 è 4.9 ïîêàçûâàþò ñâÿçü ìåæäó ïðàâèëüíûìè è ïîêðûâà-
þùèìè ðàñêðàñêàìè: äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà G èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
χ′(G) = ∆(G) è κ′(G) = δ(G). Ïðè ýòîì, â ãðàôàõ äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå
êðàòíûõ ð¼áåð.

Ïåðåéä¼ì ê ãðàôàì áåç óñëîâèÿ äâóäîëüíîñòè. Ïî òåîðåìå Âèçèíãà,
χ′(G) ≤ ∆(G) + µ(G). Ïðè ýòîì, íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà ð¼áåð ãðàôà G â ìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ. Â 1974 ãîäó R.P.Gupta
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äîêàçàë, ÷òî κ′(G) ≤ δ(G)−µ(G). Ìû äîêàæåì ýòó îöåíêó è ïîêàæåì åå
òî÷íîñòü.

Òåîðåìà 4.11. (R. P.Gupta, 1974.) Ïóñòü µ(G) ≤ δ(G). Òîãäà κ′(G) ≤
δ(G)− µ(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = δ(G), µ = µ(G). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èd > µ,
èíà÷å óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.

1. Ïåðåñòðîéêà ãðàôà.
Ìû ïîñòðîèì ãðàô G′, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G) ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
âåðøèí Vx ⊂ V (G′). Äëÿ ðàçëè÷íûõ x, y ∈ V (G) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
Vx ∩ Vy = ∅.

2◦ Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ϕ : E(G) → E(G′) òàêàÿ, ÷òî åñëè ϕ(e) = e′

è ðåáðî e ∈ E(G) èìååò êîíöû x è y, òî ðåáðî e′ ∈ E(G′) èìååò êîíöû
x′ ∈ Vx è y′ ∈ Vy.

3◦ ∆(G′) = δ(G) = d, µ(G′) ≤ µ(G) = µ.
4◦ Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G) ñóùåñòâóåò âåðøèíà x′ ∈ Vx òàêàÿ,

÷òî dG′(x′) = d.
Ãðóáî ãîâîðÿ, ìû äîëæíû ðàñùåïèòü êàæäóþ âåðøèíó x ∈ V (G) íà

íåñêîëüêî âåðøèí, ñîñòàâëÿþùèõ Vx. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîäåëàåì ýòîò
ïðîöåññ ñî âñåìè âåðøèíàìè ãðàôà G. Ðàññìîòðèì î÷åðåäíóþ âåðøè-
íó x. Ïóñòü q = ddG(x)

d
e. Òîãäà ìû ðàñùåïèì âåðøèíó x íà q âåðøèí

x1, . . . , xq, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëèâ ìåæäó íèìè èíöèäåíò-
íûå âåðøèíå x ð¼áðà òàê, ÷òîáû èç âåðøèí x1, . . . , xq−1 âûõîäèëî ðîâíî
ïî d ð¼áåð.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íîâûé ãðàô G′ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G′) =
∪x∈V (G) Vx, ïðè÷åì ïîñòðîåííîå îäíîâðåìåííî ñ ãðàôîì G′ ñîîòâåòñòâèå
ð¼áåð ãðàôîâ G è G′ è áóäåò áèåêöèåé ϕ (êàæäîìó ðåáðó xy ∈ E(G) â
ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ðîâíî îäíî ðåáðî x′y′ ∈
E(G′), ïðè÷åì x′ ∈ Vx, y′ ∈ Vy). Ïî ïîñòðîåíèþ, ãðàô G′ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1◦ � 4◦.

2. Ïîêðàñêà ãðàôà G′.
Ïî òåîðåìå 4.10 ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ ãðàôà G′ â d + µ
öâåò. Íàçîâåì âåðøèíó x ∈ V (G′) áîëüøîé, åñëè dG′(x) = d. Êàæäîé
áîëüøîé âåðøèíå èíöèäåíòíû d ð¼áåð ðàçíûõ öâåòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, â
âåðøèíå x ïðåäñòàâëåíû d öâåòîâ. Ìû ïîïûòàåìñÿ ïåðåêðàñèòü ðåáðà â
öâåòà 1, . . . , d− µ (íàçîâåì èõ ìàëåíüêèìè) òàê, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå
ãðàôà G′ áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñå öâåòà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçH ãðàô íà âåðøèíàõ V (G′) ñ ð¼áðàìè öâåòîâ d−µ+1
. . . , d+µ â ðàñêðàñêå ρ (íàçîâåì ýòè öâåòà áîëüøèìè, èõ êîëè÷åñòâî ðàâ-
íî 2µ). Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé áîëüøîé âåðøèíå x ìíîæåñòâî
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M(x), êîòîðàÿ ñîäåðæèò òå èç öâåòîâ 1, . . . , d− µ, êîòîðûå íå ïðåäñòàâ-
ëåíû â x.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé áîëüøîé âåðøèíû x ∈ V (G′).

|M(x)| ≤
[
dH(x)

2

]
.

Ïóñòü |M(x)| = m. Òàê êàê âåðøèíà x � áîëüøàÿ, dG′(x) = d è èç ïðà-
âèëüíîñòè ðàñêðàñêè ρ ñëåäóåò, ÷òî â âåðøèíå x ïðåäñòàâëåíû d öâåòîâ
è íå ïðåäñòàâëåíû êàêèå-òî µ öâåòîâ, ïðè÷åì ñðåäè íèõ åñòü m ìàëåíü-
êèõ öâåòîâ è µ−m áîëüøèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, â âåðøèíå x ïðåäñòàâëåíû
2µ − (µ − m) = µ + m áîëüøèõ öâåòîâ, òî åñòü, dH(x) = µ + m ≥ 2m,
îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Ìû ïîñòðîèì íîâóþ ðàñêðàñêó ρ′ ð¼áåð ãðàôà G′ â d − µ öâåò, â êî-
òîðîé â êàæäîé áîëüøîé âåðøèíå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñå öâåòà. Äëÿ
íà÷àëà ïîëîæèì ρ′(e) = ρ(e), ïðè ρ(e) ≤ d−µ (òî åñòü, e 6∈ E(H)). Ð¼áðà
áîëüøèõ öâåòîâ â ðàñêðàñêå ρ (òî åñòü, ð¼áðà èç E(H)) áóäóò ïåðåêðà-
øåíû.

Ëåììà 4.8. Ïóñòü â ãðàôå H ðîâíî 2k âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè. Òîãäà
íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî E(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ð¼áåð k ïóòåé è, âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ
öèêëîâ. (Ïóòü (öèêë) ìîæåò ïðîõîäèòü íåñêîëüêî ðàç ïî îäíîé âåð-
øèíå è èìåòü êðàòíûå ð¼áðà.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå åñòü âåðøèíà íå÷åòíîé
ñòåïåíè a. Òîãäà âûéäåì èç a è áóäåì èäòè â íîâóþ âåðøèíó äî òåõ ïîð,
ïîêà ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, íå ïðîõîäÿ ïî ðåáðó äâàæäû. Ïðîõîäÿ ïî
ðåáðó áóäåì åãî âû÷åðêèâàòü. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî âûõîä èç âåðøèíû a
óìåíüøèë åå ñòåïåíü íà 1, à êàæäûé ïðîõîä ÷åðåç âåðøèíó óìåíüøàåò
åå ñòåïåíü íà 2, òî åñòü, íå ìåíÿåò ÷åòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, íàø ïóòü P
áóäåò çàêîí÷åí â âåðøèíå b íå÷åòíîé ñòåïåíè, ïðè÷åì b 6= a. Óäàëèì èç
ãðàôà ðåáðà ïóòè P , â ðåçóëüòàòå ñòåïåíè âåðøèí a è b ñòàíóò ÷åòíûìè.

Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðàöèþ k ðàç ìû ïîëó÷èì ãðàô, â êîòîðîì íåò
âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, à çíà÷èò, â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè åñòü
Ýéëåðîâ öèêë. Äîáàâèì ýòè Ýéëåðîâû öèêëû è ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå E(H) â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ð¼áåð
k ïóòåé è, âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ öèêëîâ.

Âåðíåìñÿ ê ïåðåêðàñêå ð¼áåð ãðàôà H â ìàëåíüêèå öâåòà. Ïóñòü
E(H) = ∪ti=1E(Ht) � ïðåäñòàâëåíèå èç ëåììû 4.8, êàæäûé ãðàô Hi �
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ýòî ïóòü èëè öèêë. Îðèåíòèðóåì òðàíçèòèâíî êàæäûé ïóòü è öèêë. Ïî-
ëó÷èòñÿ îðèåíòàöèÿ H ãðàôà H. Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ êàæäîé âåðøèíû
x ∈ V (H) åå èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü

d−G(x) ≥
[
dG(x)

2

]
≥ |M(x)|.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé áîëüøîé âåðøèíû x êàæäîìó èñõîäÿùåìó èç x ðåá-
ðó e îðãðàôàH ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îäèí èç öâåòîâ ρ′(e) ìíî-
æåñòâàM(x) òàê, ÷òîáû êàæäûé öâåò èçM(x) ñîîòâåòñòâîâàë êàêîìó-òî
ðåáðó, èñõîäÿùåìó èç x. Îòìåòèì, ÷òî êàæäîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò íå
áîëåå îäíîãî öâåòà, ïîýòîìó ðàñêðàñêà ρ′ íà ïåðåêðàøåííûõ ð¼áðàõ îïðå-
äåëåíà êîððåêòíî. Â ðåçóëüòàòå â ðàñêðàñêå ρ â âåðøèíå x ïðåäñòàâëåíû
âñå öâåòà èç M(x) è âñå ìàëåíüêèå öâåòà, êîòîðûå áûëè ïðåäñòàâëåíû â
ρ, à çíà÷èò, âîîáùå âñå ìàëåíüêèå öâåòà.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïåðåêðàñèòü âñå íåïåðåêðà-
øåííûå ðåáðà ãðàôà H â ìàëåíüêèå öâåòà ïðîèçâîëüíî.

3. Ïîêðàñêà ãðàôà G.
Ïîêðàñèì ð¼áðà ãðàôà G òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå èì ð¼áðà ãðàôà
G′: ïîëîæèì ρ∗(xy) = ρ′(ϕ(xy)) äëÿ êàæäîãî ðåáðà xy ∈ E(G). Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó x ∈ V (G). Ïî óñëîâèþ 4◦ ñóùåñòâóåò áîëü-
øàÿ âåðøèíà x′ ∈ Vx. Òàê êàê â ðàñêðàñêå ρ′ â âåðøèíå x′ ïðåäñòàâëåíû
âñå d− µ öâåòîâ, â âåðøèíå x òàêæå ïðåäñòàâëåíû âñå d− µ öâåòîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà δ(G) − µ(G) èç òåîðåìû 4.11 òî÷íà. Ïóñòü µ =
µ(G). Ðàññìîòðèì ãðàô G íà 2µ + 1 âåðøèíå, â êîòîðîì êàæäûå äâå
âåðøèíû ñîåäèíåíû µ êðàòíûìè ð¼áðàìè. Òîãäà

e(G) = µ2(2µ+ 1), δ(G) = 2µ2, µ(G) = µ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G â k = δ(G) −
µ(G) + 1 = 2µ2 − µ(G) + 1 öâåòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò öâåò, êîëè÷åñòâî
ð¼áåð êîòîðîãî íå áîëåå, ÷åì

e(G)

k
=

2µ3 + µ2

2µ2 − µ(G) + 1
< µ+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ð¼áåð ýòîãî öâåòà íå áîëåå ÷åì µ, íî â òàêîì
ñëó÷àå îí íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí âî âñåõ 2µ + 1 âåðøèíàõ. Ïðîòè-
âîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñêðàñêà íàøåãî ãðàôà G, â êîòîðîé â êàæäîé
âåðøèíå ïðåäñòàâëåíû âñå öâåòà, äîëæíà ñîäåðæàòü íå áîëåå δ(G)−µ(G)
öâåòîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò òî÷íîñòü î÷åíêè èç òåîðåìû 4.11.

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî ãðàôà G ñòåïåíè r èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî χ′(G) + κ′(G) ≥ 2r.
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4.7.4 Òåîðåìà î ÷åðåäóþùåìñÿ öèêëå

Ýòà âåñüìà èíòåðåñíàÿ è äîñòàòî÷íî ñèëüíàÿ òåîðåìà Éåî î ïðàâèëüíî
ðàñêðàøåííîì öèêëå èìååò íåîæèäàííîå ïðèìåíåíèå � èç íåå î÷åâèäíî
ñëåäóåò òåîðåìà Êîòöèãà î ãðàôå ñ åäèíñòâåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì 2.21.

Òåîðåìà 4.12. (A.Yeo, 1997.) Ð¼áðà ãðàôà G (êðàòíûå ð¼áðà äîïóñêà-
þòñÿ, ïåòëè � íåò) ðàñêðàøåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî íåò ïðàâèëüíî
ðàñêðàøåííûõ öèêëîâ (òî åñòü, â ëþáîì öèêëå åñòü äâà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ îäíîöâåòíûõ ðåáðà). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà a ∈ V (G),
÷òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U ãðàôà G− a âñå ð¼áðà èç a ê
U îäíîöâåòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå íåò êðàòíûõ ð¼áåð, òàê
êàê ëþáûå äâà êðàòíûõ ðåáðà äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â îäèí è òîò æå
öâåò. Ïðàâèëüíî ðàñêðàøåííûé ïðîñòîé ïóòü èëè öèêë ìû áóäåì äëÿ
ïðîñòîòû íàçûâàòü ÷åðåäóþùèìñÿ. Ïóòè â ãðàôå ìû ñ÷èòàåì íàïðàâ-
ëåííûìè îò íà÷àëà ê êîíöó. Åñëè P � ïðîñòîé ïóòü, à x, y ∈ V (P ), òî
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P [x, y] ó÷àñòîê P îò x äî y (â óêàçàííîì
íàïðàâëåíèè).

Öâåò ðåáðà e ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç c(e). Ïóñòü cstart(P ) è cend(P )
� öâåòà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ð¼áåð ïóòè P , ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ äâóõ
ðàçëè÷íûõ âåðøèí x, y îïðåäåëèì ìíîæåñòâà öâåòîâ

Cstart(x, y) = {cstart(P ) : P � ÷åðåäóþùèéñÿ xy-ïóòü};
Cend(x, y) = {cend(P ) : P � ÷åðåäóþùèéñÿ xy-ïóòü}. (4.6)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó p1 ∈ V (G). Ïîëîæèì

S = {p1} ∪ {x ∈ V (G) : |Cend(a1, x)| = 1}.

Ïóñòü P = p1 . . . pn � ñàìûé äëèííûé ÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü ñ íà÷àëîì p1,
êîí÷àþùèéñÿ â âåðøèíå ìíîæåñòâà S. Äëÿ öâåòà i îïðåäåëèì

Ti = {t ∈ V (G− pn) : i ∈ Cstart(pn, t).}

Íàêîíåö, ïóñòü C∗ = C â ñëó÷àå S = {p1}. Ïðè |S| > 1, î÷åâèäíî, v(P ) >
1. Òîãäà ïîëîæèì cend(P ) = 1 è C∗ = C \ {1}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.9. Äëÿ ëþáîãî öâåòà i ∈ C∗ ìíîæåñòâî Ti íå ñîäåðæèò íè
îäíîé âåðøèíû ïóòè P .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé |S| = 1 òðèâèàëåí. Ïóñòü |S| > 1, òîãäà
pn 6= p1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü pk ∈ Ti. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷åðå-
äóþùèéñÿ pnpk-ïóòü R c cstart(R) = i 6= cend(P ). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. cend(R) 6= c(pkpk+1).
Òîãäà P [pkpn] è R îáðàçóþò ÷åðåäóþùèéñÿ öèêë (ñì. ðèñóíîê 4.9a), ïðî-
òèâîðå÷èå.
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Ðèñ. 4.9: Îáùàÿ âåðøèíà Ti è ïóòè P .

2. cend(R) = c(pkpk+1).
Â ýòîì ñëó÷àå èç c(pk−1k) = c(pkpk+1) ñëåäóåò, ÷òî cend(R) 6= c(pk−1k).
Òîãäà P ′ = P [p1pk]R[pkpn] � ýòî ÷åðåäóþùèéñÿ p1pn-ïóòü c cend(P ′) 6=
cend(P ) (ñì. ðèñóíîê 4.9b). Ïðîòèâîðå÷èå ñ |Cend(p1, pn)| = 1.

Ëåììà 4.10. Ïóñòü i ∈ C∗, x ∈ Ti, y /∈ Ti, xy ∈ E(G), c(xy) = j. Òîãäà
y = pn è j = i.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
ëåììû, òî cóùåñòâóåò òàêîé ÷åðåäóþùèéñÿ pnx-ïóòü R, ÷òî cstart(R) =
i è cend(R) 6= j.
Ïî îïðåäåëåíèþ Ti, ñóùåñòâóåò ÷åðåäóþùèéñÿ pnx-ïóòü Q c cstart(Q) = i.
Åñëè cend(Q) 6= j, ýòîò ïóòü íàì ïîäõîäèò. Çíà÷èò, cend(Q) = j (ñì. ðèñó-
íîê 4.10a). Ïî ëåììå 4.9 ïóòü Q íå èìååò îáùèõ âåðøèí ñ P , êðîìå pn.
Çíà÷èò, PQ � ýòî ÷åðåäóþùèéñÿ p1x-ïóòü, êîòîðûé, î÷åâèäíî, äëèí-
íåå P . Ïî âûáîðó ïóòè P ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |Cend(p1, x)| ≥ 2, òî åñòü,
ñóùåñòâóåò äðóãîé ÷åðåäóþùèéñÿ p1x-ïóòü L c cend(L) 6= j.
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Ðèñ. 4.10: Ïóòè P , Q è L.
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Âûáåðåì âåðøèíó w ∈ V (PQ)∩V (L) òàê, ÷òîáû âíóòðåííèå âåðøèíû
ïóòè L[w, x] íå ëåæàëè â V (PQ). Ðaçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.

a. w ∈ V (P ) \ {pn} (ñì. ðèñóíîê 4.10b).
Â ýòîì ñëó÷àå QL[x,w] � ýòî ÷åðåäóþùèéñÿ pnw-ïóòü ñ cstart(QL[x,w]) =
i, îòêóäà ñëåäóåò w ∈ Ti � ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 4.9.

á. w ∈ V (Q) (ñì. ðèñóíîê 4.11a).
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Ðèñ. 4.11: Ïóòè P , Q è L.

Òîãäà cstart(Q[w, x]) = cstart(L[w, x]), èíà÷å ýòè äâà ïóòè îáðàçóþò ÷åðå-
äóþùèéñÿ öèêë. Íî òîãäà âñïîìíèì, ÷òî cend(Q[pn, w]) 6= cstart(Q[w, x]) =
cstart(L[w, x]), ïîýòîìó R = Q[pn, w]L[w, x] � ýòî ÷åðåäóþùèéñÿ pnx-ïóòü.
Åñëè w 6= pn, òî R è Q èìåþò îáùåå ïåðâîå ðåáðî, ïîýòîìó cstart(R) = i
(ñì. ðèñóíîê 4.11a). Åñëè w = pn, òî èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî
cstart(L[w, x]) = cstart(Q) = i (ñì. ðèñóíîê 4.11b). Â ëþáîì ñëó÷àå ïóòü R
íàì ïîäõîäèò.

2. Ðàññìîòðèì ÷åðåäóþùèéñÿ pnx-ïóòü R èç ïóíêòà 1. Åñëè y 6= pn,
òî ïî ëåììå 4.9 R′ = Ry � ýòî ÷åðåäóþùèéñÿ pny-ïóòü ñ cstart(R′) = i, òî
åñòü, y ∈ Ti, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, y = pn. Åñëè ïðè ýòîì i 6= j, òî R′ � ýòî ÷åðåäóþùèéñÿ öèêë,
êîòîðûõ ïî óñëîâèþ íåò.

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.12. Äîêàæåì, ÷òî íàì ïîäîéäåò
a = pn. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü U 3 x, y � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ãðàôà G−pn è c(pnx) 6= c(pny). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
i = c(pnx) ∈ C∗.

Ïóñòü y ∈ Ti. Òîãäà, òàê êàê pn /∈ Ti, ïî ëåììå 4.10 ìû èìååì c(pny) =
i = c(pnx), ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, y /∈ Ti. Ðàçóìååòñÿ, x ∈ Ti.
Ïóñòü x = x1x2 . . . xm = y � ýòî xy-ïóòü â G(U) (îí ìîæåò áûòü íå
÷åðåäóþùèìñÿ). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ k, ÷òî xk ∈ Ti è xk+1 /∈ Ti.
Íî â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 4.10 äîëæíî áûòü xk+1 = pn, ÷òî íå òàê.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ âûâåäåì òåîðåìó Êîòöèãà (2.21).
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Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô (âîçìîæíî, ñ êðàòíûìè ð¼á-
ðàìè, íî áåç ïåòåëü), èìåþùèé åäèíñòâåííîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòà-
íèå M . Òîãäà ãðàô G èìååò ìîñò, âõîäÿùèé â ýòî ïàðîñî÷åòàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêðàñèì ð¼áðà ïàðîñî÷åòàíèÿM â öâåò 1, à îñòàëü-
íûå ð¼áðà � â öâåò 2 è ïðèìåíèì òåîðåìó 4.12. Ïóñòü a � âåðøèíà, îò
êîòîðîé âñå ð¼áðà ê êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G − a îäíî-
öâåòíû. Ýòà âåðøèíà ïîêðûòà ðîâíî îäíèì ðåáðîì ïàðîñî÷åòàíèÿ M , à
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U ãðàôà G−a, â êîòîðóþ îò a
âåäóò ð¼áðà öâåòà 1. Íî òàêîå ðåáðî ðîâíî îäíî, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî êàê
ðàç èñêîìûé ìîñò.

4.8 Ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè

Ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè (list colorings) ïîÿâèëèñü îòíîñèòåëüíî íåäàâíî.
Êàæäîé âåðøèíå ãðàôà v ∈ V (G) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñïèñîê L(v)
èç k öâåòîâ, ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ñ
äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì: êàæäàÿ âåðøèíà v äîëæíà áûòü ïîêðà-
øåíà â öâåò èç ñïèñêà L(v). Ìèíèìàëüíîå òàêîå k ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ñïèñêîâ èç k öâåòîâ ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà
G îáîçíà÷åòñÿ ÷åðåç ch(G) (è íîñèò íàçâàíèå choice number). Î÷åâèä-
íî, ch(G) ≥ χ(G). Íåòðóäíî ïðèäóìàòü ïðèìåð ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ
ch(G) > χ(G). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ñïèñî÷íûå ðàñ-
êðàñêè ð¼áåð, ìû ñäåëàåì ýòî â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Äàæå ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ äëÿ ñïèñî÷íûõ ðàñêðàñîê
ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ ïî÷òè íè÷åãî íå äîêàçàíî. Îäíàêî, äëÿ êëàññà ïëà-
íàðíûõ ãðàôîâ Òîìàññåí ïîëó÷èë ñèëüíûå è êðàñèâûå ðåçóëüòàòû î ñïè-
ñî÷íûõ ðàñêðàñêàõ. Ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî â ãëàâå Ïëàíàðíûå
ãðàôû.

Àíàëîãè÷íî ñïèñî÷íûì ðàñêðàñêàì âåðøèí ìû îïðåäåëèì ñïèñî÷íûå
ðàñêðàñêè ð¼áåð. Êàæäîìó ðåáðó ãðàôà e ∈ E(G) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ñïèñîê L(e) èç k öâåòîâ, ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñ-
êà ð¼áåð, â êîòîðîé êàæäîå ðåáðî e äîëæíî áûòü ïîêðàøåíî â öâåò èç
ñïèñêà L(e). Ìèíèìàëüíîå òàêîå k ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñïèñêîâ èç k öâå-
òîâ ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà G îáîçíà÷åòñÿ ÷åðåç
ch′(G) (è íîñèò íàçâàíèå choice number). Î÷åâèäíî, ch′(G) ≥ χ′(G).

Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñî ñïèñî÷íûìè ðàñêðàñêàìè âåðøèí ãðàôîâ,
äëÿ êîòîðûõ, íàïîìíþ, âîçìîæåí ñëó÷àé ch(G) > χ(G), àíàëîãè÷íûõ
ïðèìåðîâ äëÿ ð¼áåðíûõ ðàñêðàñîê íåèçâåñòíî. Áîëåå òîãî, âûäâèíóòà
ãèïîòåçà (List Color Conjecture) î òîì, ÷òî ch′(G) = χ′(G) äëÿ ëþáîãî
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ãðàôà G. Â 1995 ãîäó Ãýëüâèí (F.Galvin) äîêàçàë ýòó ãèïîòåçó äëÿ äâó-
äîëüíûõ ãðàôîâ. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà è áóäåò ïðèâåäåíî â ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàâå â ðàçäåëå 8.5.

4.9 Ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôîâ

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå îïðåäåëåíèÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí ãèïåð-
ãðàôà H. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñå âåðøèíû êàæäîãî
ãèïåððåáðà áûëè ðàçíîöâåòíûìè. Îäíàêî, ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþ-
ùåì âàðèàíòå, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â ñâîå âðåìÿ Ï.Ýðäåøåì.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãèïåðãðàôà H íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëüíîé, åñëè â ëþáîì ãèïåððåáðå åñòü õîòÿ áû äâå âåðøèíû ðàçíûõ
öâåòîâ.

4.9.1 Àíàëîã òåîðåìû Áðóêñà

Òåîðåìà 4.13. (H.Â. Ãðàâèí, Ä.Â.Êàðïîâ, 2011.) Ïóñòü H � ãè-
ïåðãðàô, êàæäîå ãèïåððåáðî êîòîðîãî ñîäåðæèò íå ìåíåå, ÷åì r âåð-
øèí, ñ ∆(H) = ∆ è k = d2∆

r
e.

1) Òîãäà âåðøèíû H ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â k + 1 öâåò.
2) Ïóñòü r ≥ 3 è k ≥ 3. Òîãäà âåðøèíû H ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðà-

ñèòü â k öâåòîâ.

Çàìå÷àíèå 4.6. 1) Â ñëó÷àå îáû÷íîãî ãðàôà r = 2 è k = ∆, à çíà÷èò,
â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî öâåòîâ â ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå èç ïóíêòà 2
òåîðåìû áûëî áû èìåííî òàêèì, êàê â òåîðåìå Áðóêñà.

2) Êàê è â ñëó÷àå êëàñè÷åñêîé òåîðåìû Áðóêñà, ñëó÷àé ðàñêðàñêè
â äâà öâåòà èìååò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ñëó÷àÿ, êîãäà êîëè÷åñòâî
öâåòîâ k ≥ 3. Ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôîâ â äâà öâåòà áóäóò èçó÷åíû â ñëå-
äóþùåì ðàçäåëå.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû ìû ââåäåì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ
ïîíÿòèé è èçó÷èì èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Íàçîâåì îáðàçîì ãèïåðãðàôàH ëþáîé ãðàô G (âîç-
ìîæíî, ñ êðàòíûìè ð¼áðàìè), äëÿ êîòîðîãî V (G) = V (H) è ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ áèåêöèÿ ϕ : E(G) → E(H), ÷òî e ⊂ ϕ(e) äëÿ ëþáîãî ðåáðà
e ∈ E(G). Íàçîâ¼ì ϕ áèåêöèåé îáðàçà G.

Çàìå÷àíèå 4.7. Êðàòíûå ð¼áðà ãðàôà-îáðàçà G, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
ëè÷íûì ãèïåðð¼áðàì ãèïåðãðàôà H, ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè.
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Ïîíÿòíî, ÷òî âîïðîñ î ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå âåðøèí ãèïåðãðàôà H
� ýòî âîïðîñ î ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå âåðøèí ëþáîãî åãî îáðàçà. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû îáúÿñíèì, êàê íàéòè ó ãèïåðãðàôà H óäîáíûé äëÿ ïîêðàñêè
îáðàç.

Êàê è â êëàññè÷åñêèõ òåîðåìàõ î ðàñêðàñêàõ âåðøèí, íàì ïîìîæåò ÷å-
ðåäóþùàÿñÿ öåïü. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîêàæåò, ÷òî ìû èìååì ââèäó
ïîä ýòèì ïîíÿòèåì äëÿ ãèïåðãðàôà.

b

b
b

b

b
b

b b
b

b

a a a
a

a1 2 3
4
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b
b b

b1
2 3

4

b
ba b0

0

Ðèñ. 4.12: ×åðåäóþùàÿñÿ öåïü äëèíû 5 ñ íà÷àëîì a0 è êîíöîì a5.

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü r ≥ 3, G � îáðàç ãèïåðãðàôà H. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí a0b0a1b1 . . . an ãèïåðãðàôà H, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.
(1) Âåðøèíû ai, bi, ai+1 ðàçëè÷íû, cóùåñòâóåò ãèïåððåáðî ei ∈ E(H), äëÿ
êîòîðîãî ai, bi, ai+1 ∈ ei.
(2) Âñå ãèïåðð¼áðà e0, . . . , en−1 ðàçëè÷íû, a0b0, . . . , an−1bn−1 ∈ E(G), ïðè-
÷¼ì ϕ(aibi) = ei.

Òîãäà a0b0a1b1 . . . an � ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü îò a0 äî an. ×èñëî n íàçî-
â¼ì äëèíîé ýòîé ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ÷åðåäóþ-
ùàÿñÿ öåïü ïðîõîäèò ïî âåðøèíàì a0, b0, . . . , an è ïî ð¼áðàì a0b0,. . . ,
an−1bn−1.

Âåðøèíó a0 íàçîâ¼ì íà÷àëîì ýòîé öåïè, à âåðøèíó an � êîíöîì.
Ïóñòü X, Y ⊂ V (G), ïðè÷¼ì a0 ∈ X è an ∈ Y . Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî a0b0a1b1 . . . an � ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü îò X äî Y .

Çàìå÷àíèå 4.8. 1) Ìû äîïóñêàåì â îïðåäåëåíèè ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè
ñëó÷àé n = 0. Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà a0 ÿâëÿåòñÿ ÷åðåäóþùåéñÿ öåïüþ
îò a0 äî a0 äëèíû 0.

2) Òàê êàê ϕ � áèåêöèÿ, âñå ð¼áðà a0b0, . . . , an−1bn−1 èç îïðåäåëåíèÿ
÷åðåäóþùåéñÿ öåïè � ðàçëè÷íûå. Íàïîìíèì, ÷òî êðàòíûå ð¼áðà ãðàôà
G, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ãèïåðð¼áðàì, ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè.

3) Âåðøèíû â îïðåäåëåíèè ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íû. Âîçìîæíî, ïî íåêîòîðûì âåðøèíàì ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü ïðîõî-
äèò áîëåå îäíîãî ðàçà.
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Ëåììà 4.11. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô, êàæäîå ãèïåððåáðî êîòîðîãî ñî-
äåðæèò íå ìåíåå, ÷åì r âåðøèí, ñ ∆(H) = ∆ è k = d2∆

r
e. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò îáðàç G ãèïåðãðàôà H c ∆(G) ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðèâèàëüíûé ñëó÷àé r = 2. Â ýòîì ñëó-
÷àå äëÿ ëþáîãî îáðàçà G ãèïåðãðàôà H î÷åâèäíî, ÷òî ∆(G) ≤ ∆ = k.
Âåçäå äàëåå r ≥ 3.

Äëÿ ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç Vk+1(G) ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà
G, èìåþùèõ ñòåïåíü íå ìåíåå k + 1, à ÷åðåç sk+1(G) � ñóììó ñòåïåíåé
âåðøèí èç Vk+1(G) â ãðàôå G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ
ëþáîãî îáðàçà G ìû èìååì Vk+1(G) 6= ∅ è sk+1(G) > 0. Âûáåðåì îáðàç
G c íàèìåíüøèì sk+1(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ áèåêöèþ îáðàçà G, ïóñòü
S = Vk+1(G).

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåðøèí ãðàôàG, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ êîíöàìè ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé ñ íà÷àëîì â âåðøèíàõ S, à F = G(U).
Ïîíÿòíî, ÷òî S ⊂ U . Äîêàæåì ðÿä ñâîéñòâ U .

1. Äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(F ) ãèïåððåáðî ϕ(e) ⊂ U .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ïóñòü e = uw ∈ E(F ) è ãèïåððåáðî ϕ(e)
ñîäåðæèò âåðøèíó v 6∈ U (ñì. ðèñóíîê 4.13à). Ìû ïîñòðîèì ÷åðåäóþ-
ùóþñÿ öåïü îò S äî v è òåì ñàìûì ïîëó÷èì v ∈ U , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ.

Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü P = a0b0 . . . an îò S äî
{u,w}. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî an = u. Òîãäà
ai /∈ {u,w} ïðè 0 ≤ i < n, ïîýòîìó öåïü P íå ïðîõîäèò ïî ðåáðó e = uw.
Äîáàâèì ê öåïè P âåðøèíû w, v è ïîëó÷èì ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü îò a0 ∈ S
äî v.

U S

b
b

b

u
wv

U S

b

b
b

u
v w

U S

b

b

bu
v

b

a b c

Ðèñ. 4.13: Ãèïåðð¼áðà, ïåðåñåêàþùèå U

2. Åñëè âåðøèíà u ∈ U ñìåæíà â ãðàôå G ñ âåðøèíîé v /∈ U , òî âñå
îòëè÷íûå îò v âåðøèíû ãèïåððåáðà ϕ(uv) ëåæàò â U .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è u ∈ U , v /∈ U , uv ∈ E(G). Ïóñòü e =
ϕ(uv) � ãèïåððåáðî H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â e åñòü âåðøèíà w /∈ U (ñì.
ðèñóíîê 4.13b).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîñòðîèì êðàò÷àéøóþ ÷åðåäóþùóþñÿ
öåïü P îò S äî u (â ñëó÷àå u ∈ S ýòà öåïü ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
âåðøèíû). Ïóñòü öåïü P ïðîõîäèò ïî ðåáðó uv. Òàê êàê ìû âûáðàëè
êðàò÷àéøóþ öåïü äî u, òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðîãî i < n ìû èìååì
v = ai, u = bi. Íî òîãäà v ∈ U , ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, öåïü P íå ïðîõîäèò ïî ðåáðó uv. Äîïîëíèâ öåïü P
âåðøèíàìè v è w, ìû ïîëó÷èì w ∈ U , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Çíà÷èò, v � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà ãèïåððåáðà e, íå âõîäÿùàÿ â U (ñì.
ðèñóíîê 4.13c).

3. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ U âûïîëíÿåòñÿ dG(u) ≥ k.
Ïóñòü u ∈ U è dG(u) ≤ k − 1. Ïîíÿòíî, ÷òî u /∈ S. Ðàññìîòðèì ÷åðå-
äóþùóþñÿ öåïü P = a0b0 . . . an îò S äî u = an. Ïîñòðîèì íîâûé ãðàô
G′: âîçüì¼ì ãðàô G è äëÿ êàæäîãî i ∈ [0, n − 1] çàìåíèì â ãèïåððåáðå
ei ⊃ {ai, bi, ai+1} ðåáðî aibi íà ðåáðî biai+1. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîëó-
÷åííûé ãðàô G′ � òàêæå îáðàç ãèïåðãðàôà H.

Òàê êàê dG′(u) = dG(u)+1 ≤ k, âåðøèíà u 6∈ Vk+1(G′). Ñòåïåíè îñòàëü-
íûõ âåðøèí â ãðàôå G′ íå áîëåå, ÷åì â G, à çíà÷èò, Vk+1(G′) ⊆ S =
Vk+1(G). Îñòà¼òñÿ ëèøü îòìåòèòü, ÷òî a0 ∈ S è dG(a0) > dG′(a0), ñëåäî-
âàòåëüíî, sk+1(G′) < sk+1(G). Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ sk+1(G)
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.

4. Îöåíèì ñóììó ñòåïåíåé âåðøèí èç U â ãèïåðãðàôå H.
Ïóñòü u1, . . . u` � âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà U , èìåþùèå â èíäóöèðîâàííîì
ïîäãðàôå F = G(U) ñòåïåíü ìåíåå k. Ïîëîæèì

ti = dG(ui)− dF (ui), t =
∑̀
i=1

ti.

Èç ïóíêòà 3 ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà U â ãðàôå G
õîòÿ áû k. Òàê êàê S ⊂ U , â ìíîæåñòâå U åñòü âåðøèíû, èìåþùèå â
ãðàôå G ñòåïåíü áîëåå k. Cëåäîâàòåëüíî,

e(F ) =
1

2

∑
u∈U

dF (u) >
k|U | − t

2
.

Òåïåðü îöåíèìm =
∑

u∈U dH(u). Ïî ïóíêòó 1, âñå ãèïåðð¼áðà ãèïåðãðàôà
H, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè îòîáðàæåíèè ϕ ð¼áðàì ãðàôà F , ñîäåðæàòñÿ â
ìíîæåñòâå U è âíîñÿò â m âêëàä íå ìåíåå, ÷åì

r · e(F ) > r · k|U | − t
2

≥ ∆|U | − rt

2
.
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Êàæäîå èç t ð¼áåð ãðàôà G, âûõîäÿùèõ èç U â V (H) \ U , ïî ïóíêòó
2 âõîäèò â ãèïåððåáðî ãèïåðãðàôà H, ó êîòîðîãî òîëüêî îäíà âåðøèíà
ëåæèò âíå U , à ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëüíûå âåðøèíû (èõ íå ìåíåå r − 1)
ëåæàò â U . Âñå ýòè t ãèïåðð¼áåð, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì,

m > ∆|U | − rt

2
+ (r − 1)t > ∆|U |.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ âåðøèíà u ∈ U ñòåïåíè dH(u) > ∆, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàç G ãèïåð-
ãðàôà H c ∆(G) ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.13. 1) Ïî ëåììå 4.11, ñóùåñòâóåò îáðàç
G ãèïåðãðàôà H c ∆(G) ≤ k = d2∆

r
e. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ

ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â k + 1 öâåò.
Äîêàæåì, ÷òî ýòà ðàñêðàñêà áóäåò ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé âåðøèí

ãèïåðãðàôàH. Ïóñòü ϕ� áèåêöèÿ îáðàçàG. Äëÿ êàæäîãî ãèïåððåáðà e ∈
E(H) ìû èìååì ϕ−1(e) ⊂ e, à âåðøèíû ðåáðà ϕ−1(e) ∈ E(G) ïîêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà.

2) Íàì íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îáðàçà ãèïåðãðàôà H, èìåþ-
ùåãî ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â k öâåòîâ ïðè k ≥ 3 è r ≥ 3. Äëÿ íà÷àëà
ðàññìîòðèì îáðàç G ãèïåðãðàôà H c ∆(G) ≤ k è åãî áèåêöèþ îáðàçà ϕ.

Âñïîìíèì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Áðóêñà 4.1: åñëè ∆(G) ≤ k, íè îäíà
èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G íå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé íà k + 1 âåðøèíå
è k ≥ 3, òî âåðøèíû ãðàôà G êðàñÿòñÿ ïðàâèëüíûì îáðàçîì â k öâåòîâ.

Ïóñòü êîìïîíåíòû-êëèêè íà k + 1 âåðøèíå â ãðàôå G åñòü è ýòî
C1,. . . , Cq (â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè èìåííî ýòè êîìïîíåíòû ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïðîñòî êëèêàìè). Âîçìîæíî, åñòü è äðóãèå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, îáîçíà÷èì èíäóöèðîâàííûå íà íèõ ïîäãðàôû ãðàôà G ÷åðåç
Dq+1, . . . , Dp. Íàì íóæíî íåìíîãî ïîäïðàâèòü ãðàô-îáðàç G òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èëñÿ ðàñêðàøèâàåìûé â k öâåòîâ ãðàô. Ìû ñäåëàåì ýòî î÷åíü ïðî-
ñòî.

Èçìåíåíèå îáðàçà.
Â êàæäîé êëèêå Ci ðàññìîòðèì ëþáîå ðåáðî uiwi. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò îòëè÷íàÿ îò ui è wi âåðøèíà vi ∈ ei = ϕ(uiwi). Ïîñòðîèì íîâûé
îáðàç G′ ãèïåðãðàôà H, îäíîâðåìåííî çàìåíèâ êàæäîå èç ð¼áåð uiwi íà
uivi. Íàçîâ¼ì òîëüêî ÷òî ïðîâåä¼ííûå ð¼áðà u1v1, . . . , uqvq íîâûìè ð¼á-
ðàìè.

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî âåðøèíû G′ ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü
â k öâåòîâ.
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Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé îðãðàô F , âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G, à èç êàæäîé êîìïîíåíòû-êëèêè Ci âåä¼ò
îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (ñòðåëêà) â êîìïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó
vi. Åñëè vi � âåðøèíà êëèêè Ci, òî ñòðåëêà îêàæåòñÿ ïåòë¼é. Ôàêòè-
÷åñêè, ìû îðèåíòèðîâàëè íîâûå ð¼áðà è ñòÿíóëè êàæäóþ êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè ãðàôà G â âåðøèíó.

Íàø àëãîðèòì ïîêðàñêè âåðøèí â k öâåòîâ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïëàíó:

� åñëè ñóùåñòâóåò êëèêà, â êîòîðóþ â ãðàôå F íå âõîäèò íè îäíîé
ñòðåëêè, òî âûïîëíèì øàã 1, ïîñëå ÷åãî âåðíåìñÿ ê íà÷àëó àëãîðèòìà;

� åñëè â êàæäóþ êëèêó â ãðàôå F âõîäèò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà, òî
âûïîëíèì øàã 2, ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó.

1. Ñóùåñòâóåò êëèêà Ci, â êîòîðóþ íå âõîäèò íè îäíîé ñòðåëêè.
Òîãäà dG′(wi) = k − 1. Ïðîèçâîëüíî ïðîíóìåðóåì âåðøèíû Ci, íà÷èíàÿ
ñ wi è çàêàí÷èâàÿ âåðøèíîé ui, ñìåæíîé â G′ ñ âåðøèíîé êàêîé-òî äðó-
ãîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîêðàñèëè
âåðøèíû îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ïðàâèëüíûì îáðàçîì â k öâåòîâ. Òîãäà
ìû ìîæåì ëåãêî äîêðàñèòü âåðøèíû Ci â ïîðÿäêå, îáðàòíîì èõ íóìåðà-
öèè: íà êàæäîì øàãå î÷åðåäíàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà áóäåò ñìåæíà
ìåíåå, ÷åì ñ k óæå ïîêðàøåííûìè.

Çíà÷èò, ìû ìîæåì óäàëèòü èç ãðàôà G′ âåðøèíû êîìïîíåíòû Ci è
ïåðåéòè ê âîïðîñó î ïîêðàñêå îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðåîáðàçóåì è ãðàô F , óäàëèâ èç íåãî âåðøèíó Ci è âûõîäÿùóþ
èç íåå ñòðåëêó.

2. Â êàæäóþ êîìïîíåíòó-êëèêó âõîäèò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà.
Òàê êàê èç êàæäîé òàêîé êîìïîíåíòû âûõîäèò ðîâíî ïî îäíîé ñòðåëêå, òî
è âõîäèò â êàæäóþ êëèêó òàêæå ðîâíî ïî îäíîé ñòðåëêå. Òàêèì îáðàçîì,
âñå êîìïîíåíòû-êëèêè ðàçáèâàþòñÿ â ãðàôå F íà îðèåíòèðîâàííûå öèê-
ëû, âåðøèíû êîòîðûõ íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì â ãðàôå G′. Ìû áóäåì
êðàñèòü ýòè öèêëû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G (íå êëèêè èç k + 1 âåðøèí) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè
ñâÿçíîñòè è â ãðàôå G′, è èõ âåðøèíû ïî òåîðåìå Áðóêñà ìîæíî ïðà-
âèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â k öâåòîâ.

Èòàê, ïóñòü êëèêè C1, . . . , C` îáðàçóþò â F îðèåíòèðîâàííûé öèêë.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G∗ èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G′ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí âñåõ ýòèõ êëèê. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âåðøèíû ãðàôàG∗ ìîæíî
ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â k öâåòîâ. Ïðè ∆(G∗) ≤ k ýòî ñëåäóåò
èç òåîðåìû Áðóêñà, òàê êàê ãðàô G∗ ñâÿçåí è íå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé íà k+1
âåðøèíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆(G∗) > k è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

2.1. ` = 1, òî åñòü, öèêë ÿâëÿåòñÿ ïåòë¼é è v1 ∈ V (C1).
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Òîãäà G∗ � ýòî êëèêà íà k+1 âåðøèíå ñ óäàë¼ííûì ðåáðîì u1w1 è ðåáðîì
u1v1 êðàòíîñòè äâà. Ìû ëåãêî ìîæåì ïîêðàñèòü âåðøèíû C1 ïðàâèëüíûì
îáðàçîì â k öâåòîâ, ïîêðàñèâ â öâåò 1 âåðøèíû u1 è w1, à îñòàëüíûå
âåðøèíû êëèêè � ïî îäíîé â îñòàâøèåñÿ öâåòà.

2.2. ` ≥ 2.
Ïóñòü â ãðàôå G∗ åñòü âåðøèíà x ñòåïåíè áîëåå k è ëåæèò îíà â êëèêå
Ci. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî x ñìåæíà ñ âåðøèíîé êëèêè Ci−1 è x 6= wi. Áîëåå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå dG∗(wi) = k− 1. Òàê êàê |Ci| = k+ 1 ≥ 4, ñóùåñòâóåò
îòëè÷íàÿ îò x,wi, ui âåðøèíà zi ∈ Ci. Ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëèì èç ãðà-
ôà G∗ âåðøèíû wi è zi. Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íà ìîìåíò óäàëåíèÿ
ìåíåå k, à çíà÷èò, èõ ìîæíî áóäåò äîêðàñèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïîñëå
ïîêðàñêè âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí. Â ïîëó÷åííîì ãðàôå G∗ − wi − zi âñå
âåðøèíû èç Ci èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå k.

Âûïîëíèì òàêèå îïåðàöèè ñî âñåìè êîìïîíåíòàìè-êëèêàìè, èìåþùè-
ìè â ãðàôå G∗ âåðøèíó ñòåïåíè áîëåå k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñâÿçíûé
ãðàô H∗ ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ íå áîëåå k.

Äîêàæåì, ÷òî ãðàô H∗ îòëè÷åí îò êëèêè íà k + 1 âåðøèíå.

Ïî ïîñòðîåíèþ ÿñíî, ÷òî âñå íîâûå ð¼áðà ìåæäó êîìïîíåíòàìè C1, . . . , Cn
âîøëè â ãðàô H∗ (ìû íå óäàëÿëè èç ãðàôà G∗ èõ êîíöû). Ðàññìîòðèì
êîìïîíåíòó C2 è äâà èíöèäåíòíûõ å¼ âåðøèíàì íîâûõ ðåáðà u1v1 è u2v2.
Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô H∗ − u1v1 − u2v2 íåñâÿçåí (âåðøèíû èç C2 îòäåëå-
íû â í¼ì îò îñòàëüíûõ). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô H∗ òåðÿåò ñâÿçíîñòü ïðè
óäàëåíèè äâóõ ð¼áåð, à ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé íà k + 1 ≥ 4
âåðøèíàõ.

Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî âåðøèíû ãðàôà H∗ ïî òåîðåìå Áðóêñà ìîæíî
ïîêðàñèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì â k öâåòîâ, ïîñëå ÷åãî ìû äîêðàñèì ñ
ñîáëþäåíèåì ïðàâèëüíîñòè âñå óäàë¼ííûå èç G∗ âåðøèíû.

Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû ãðàôà G′ ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïî-
êðàñèòü â k öâåòîâ, è ýòà ðàñêðàñêà, êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, áóäåò
ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé âåðøèí ãèïåðãðàôà H.

4.9.2 Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôîâ â äâà öâå-

òà

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ãèïåðãðàô H íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà åãî âåðøèí â äâà öâåòà (òî åñòü òàêàÿ ðàñ-
êðàñêà â äâà öâåòà, â êîòîðîé â êàæäîì ãèïåððåáðå åñòü âåðøèíû îáîèõ
öâåòîâ).
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Ëåììà 4.12. Ïóñòü H � íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô, à X ( V (H) � ìíî-
æåñòâî, ïåðåñåêàþùåå âñå åãî ãèïåððåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ãè-
ïåððåáðî e ∈ E(H), ÷òî e ⊂ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïîêðàñèì âåðøèíû ìíîæåñòâà X
â öâåò 1, à âåðøèíû èç V (H) \ X � â öâåò 2 è ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ
ðàñêðàñêó âåðøèí ãèïåðãðàôà H.

Â îñíîâíîì â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èçó÷àòü ìèíèìàëüíûå íåäâó-
äîëüíûå ãèïåðãðàôû � òàêèå, ó êîòîðûõ ëþáîé ñîáñòâåííûé ïîäãèïåð-
ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô, à U ( V (H). Îáîçíà÷èì
÷åðåç HU ãèïåðãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí U , ãèïåðð¼áðà êîòîðîãî � ýòî
âñå íåïóñòûå ìíîæåñòâà âèäà e∩U , ãäå e ∈ E(H) (âîçìîæíî, íåêîòîðûå
èç íèõ ñîñòîÿò èç îäíîé âåðøèíû).

Çàìå÷àíèå 4.9. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãèïåðãðàô, èìåþùèé îäíîâåðøèííûå
ð¼áðà, íå ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Ëåììà 4.13. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô, à U (
V (H) � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà ãèïåðãðàô HU íåäâóäîëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ãèïåðãðàô HU äâó-
äîëåí, à U1 è U2 � ìíîæåñòâà âåðøèí öâåòîâ 1 è 2 â åãî ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêå. Çàìåòèì, ÷òî ãèïåðãðàô H−W äâóäîëåí. Ïóñòü W1 è W2 �
ìíîæåñòâà âåðøèí öâåòîâ 1 è 2 â ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå ýòîãî ãèïåðãðà-
ôà. Ïîêðàñèì âåðøèíû âñåãî ãèïåðãðàôàH: ìíîæåñòâà U1∪W1 è U2∪W2

� â öâåòà 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ëþáîå ãèïåððåáðî e ∈ E(H).
Åñëè e ⊂ V (H) \ U , òî îíî èìååò äâå ðàçíîöâåòíûå âåðøèíû (òàê êàê
ïåðåñåêàåò è W1, è W2.) Åñëè æå e ∩ U 6= ∅, òî ãèïåððåáðî e èìååò ïî
âåðøèíå èç U1 è U2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñ-
êó H â äâà öâåòà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô HU

íåäâóäîëåí.

Ëåììà 4.14. ÏóñòüH � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô, à ôóíê-
öèÿ f : V (H)→ R òàêîâà, äëÿ ëþáîãî ãèïåððåáðà e ∈ E(H) âûïîëíÿåòñÿ∑

x∈e f(x) = 0. Òîãäà f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ V (H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U = {x ∈ V (H) : f(x) 6= 0} íåïóñòî. Ïîêðàñèì
â öâåò 1 âåðøèíû U , íà êîòîðûõ çíà÷åíèå f ïîëîæèòåëüíî, à â öâåò 2 �
íà êîòîðûõ çíà÷åíèå f îòðèöàòåëüíî. Ïóñòü ãèïåððåáðî e ∈ E(H) ïåðå-
ñåêàåò U . Ïîñêîëüêó ñóììà çíà÷åíèé f íà âåðøèíàõ ëþáîãî ãèïåððåáðà
ðàâíà 0, òî â e∩U åñòü âåðøèíû îáîèõ öâåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô HU

äâóäîëåí, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 4.13.
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Òåîðåìà 4.14. (P.D. Seymour, 1974.) ÏóñòüH � ìèíèìàëüíûé íåäâó-
äîëüíûé ãèïåðãðàô, à U ⊂ V (H). Òîãäà U ïåðåñåêàåò íå ìåíåå, ÷åì
|U | ãèïåððåáåð èç E(H). Ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè U = ∅ èëè
U = V (H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé U = ∅ î÷åâèäåí.
1. Ïóñòü U = V (H). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òî-

ãäà e(H) < v(H). Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé âåðøèíå èç V (H)
ïî âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, à äëÿ êàæäîãî ãèïåððåáðà èç E(H) íàïè-
øåì óðàâíåíèå: ïðèðàâíÿåì íóëþ ñóììó ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
åãî âåðøèíàì. Ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
â êîòîðîé óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì íåèçâåñòíûõ. Êàê èçâåñòíî, îíà èìå-
åò ðåøåíèå, â êîòîðîì íå âñå ïåðåìåííûå ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, çàïðåùåííàÿ ëåììîé 4.14.

2. Ïóñòü U � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî V (H). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
U ïåðåñåêàåò íå áîëåå |U | ãèïåððåáåð. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

2.1. Ëþáîå ãèïåððåáðî èç E(H) ñîäåðæèòñÿ â U èëè V (H) \ U .
Â ýòîì ñëó÷àå E(H) åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ãèïåððåáåð
äâóõ äâóäîëüíûõ ãèïåðãðàôîâ H(U) (ïóñòü X1 è X2 � ìíîæåñòâà åãî
âåðøèí öâåòîâ 1 è 2) è H(V (H) \ U) (ïóñòü Y1 è Y2 � ìíîæåñòâà åãî
âåðøèí öâåòîâ 1 è 2). Ïîêðàñèì X1 ∪ Y1 â öâåò 1, à X2 ∪ Y2 � â öâåò 2 è
ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí H â äâà öâåòà, ïðîòèâîðå÷èå.

2.2. Ñóùåñòâóåò ãèïåððåáðî e ∈ E(H), ïåðåñåêàþùåå U , íî íå ñîäåð-
æàùååñÿ â U .
Ïóñòü F � ìíîæåñòâî îòëè÷íûõ îò e ãèïåððåáåð, ïåðåñåêàþùèõ U . Òîãäà
|F | < |U | è àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó âûøå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òàêóþ
ôóíêöèþ g : U → R, ÷òî

∑
x∈f∩U g(x) = 0 äëÿ ëþáîãî ãèïåððåáðà f ∈ F

è íå âñå çíà÷åíèÿ f � íóëè. Ïîëîæèì g(y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ V (H) \ U .
Òîãäà

∑
x∈f g(x) = 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ f ∈ E(H), f 6= e. Èç ëåììû 4.14

ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ ñóììà äëÿ ãèïåððåáðà e íå ðàâíà 0. Íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∑
x∈e g(x) > 0. Ïóñòü

W = {x ∈ V (H) : g(x) > 0}, Y = {x ∈ V (H) : g(x) = 0}.

Òîãäà Y 6= V (H), ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðãðàô H(Y ) äâóäîëåí, ïóñòü Y1 è
Y2 � ìíîæåñòâà åãî âåðøèí öâåòîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî â ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêå. Òîãäà ìíîæåñòâî âåðøèí W ∪ Y1 ïåðåñåêàåò âñå ãèïåððåáðà
èç E(H): äëÿ ãèïåððåáåð, ñîäåðæàùèõñÿ â Y , ýòî î÷åâèäíî, à îñòàëüíûå
äîëæíû ñîäåðæàòü âåðøèíó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ g ïîëîæèòåëüíà.

Òîãäà ïî ëåììå 4.12 ñóùåñòâóåò ãèïåððåáðî f ∈ E(H), ñîäåðæàùååñÿ
âW ∪Y1. Îäíàêî, ïî ïîñòðîåíèþ f 6⊂ Y1, ñëåäîâàòåëüíî, f ïåðåñåêàåòW ,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
∑

x∈f g(x) > 0. Òàêèì îáðàçîì, f = e, îòêóäà ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä e ⊂ W ∪ Y1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî e ⊂ W ∪ Y2.
Òàêèì îáðàçîì, e ⊂ W ⊂ U , ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì e.

Îòìåòèì ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.14.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô. Òî-
ãäà e(H) ≥ v(H).

Cëåäóþùèé êðèòåðèé ðàñêðàøèâàåìîñòè âåðøèí ãèïåðãðàôà â äâà
öâåòà äîïóñêàåò êîðîòêîå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìû îñòàâèì
ëþáîçíàòåëüíîìó ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå çàäà÷è.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü H � òàêîé ãèïåðãðàô, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî
U ⊂ V (H) ñîäåðæèò ìåíåå |U | ãèïåðð¼áåð èç E(H). Òîãäà H � äâóäîëü-
íûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � íåäâóäîëüíûé. Òîãäà îí ñîäåðæèò ìèíè-
ìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ïîäãðàô G. Íî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî e(G) <
v(G), ïðîòèâîðå÷èå ñî ñëåäñòâèåì 4.4.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêîâûì áóäåò îäèí èç èíäóöèðîâàííûõ ïîä-
ãðàôîâ H(U). Íî â íåì ìåíåå |U | ð¼áåð, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 4.14.

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ìèíèìàëüíûõ íåäâóäîëüíûõ ãèïåðãðàôîâ. Ñëå-
äóþùàÿ íàøà öåëü � îïèñàòü âñå ìèíèìàëüíûå íåäâóäîëüíûå ãèïåðãðà-
ôû, ñîäåðæàùèå ñòîëüêî æå ãèïåððåáåð, ñêîëüêî âåðøèí.

Ëåììà 4.15. 1) Ïóñòü H � ãèïåðãðàô ñ e(H) = v(H), ïðè÷åì ëþáîå
ìíîæåñòâî U ⊂ V (H) ïåðåñåêàåò íå ìåíåå |U | ãèïåðð¼áåð H. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ϕ : V (H)→ E(H), ÷òî x ∈ ϕ(x) äëÿ ëþáîé
âåðøèíû x.

2) Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô ñ e(H) = v(H).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ϕ : V (H) → E(H), ÷òî x ∈ ϕ(x) äëÿ
ëþáîé âåðøèíû x.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô, âåðøèíû îäíîé äîëè
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò V (H), à âåðøèíû äðóãîé äîëè � E(H), ïðè÷åì
x ∈ V (H) è e ∈ E(H) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ e. Èç
óñëîâèÿ è òåîðåìû Õîëëà (òåîðåìà 2.2) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ãðàôå ñóùå-
ñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå M . Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (H)
ïóñòü ϕ(x) � ãèïåððåáðî, ñîåäèíåííîå â M ñ x. Òîãäà ϕ : V (H)→ E(H)
� èñêîìàÿ áèåêöèÿ.

2) Ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.14 è ïóíêòà 1.
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Ëåììà 4.16. Ïóñòü ãèïåðãðàô H íåäâóäîëåí, e(H) = v(H) è ëþáîå
íåïóñòîå ìíîæåñòâî U ( V (H) ïåðåñåêàåò áîëåå |U | ãèïåðð¼áåð H.
Òîãäà H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÃèïåðãðàôH èìååò ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ïîä-
ãèïåðãðàô G. Ïî ñëåäñòâèþ 4.4 ìû èìååì e(G) ≥ v(G). Òîãäà ìíîæåñòâî
V (H) \ V (G) ïåðåñåêàåò íå áîëåå, ÷åì

e(H)− e(G) ≤ v(H)− v(G) = |V (H) \ V (G)|

ð¼áåð, îòêóäà â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû è V (G) 6= ∅ ñëåäóåò, ÷òî V (H) =
V (G). Òåïåðü èç e(H) = v(H) è ñëåäñòâèÿ 4.4 ïîíÿòíî, ÷òî H = G. Òåì
ñàìûì ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 4.17. Öèêë C â ãèïåðãðàôe H � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçëè÷íûõ âåðøèí x1 . . . xk, ãäå äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..k] ñóùåñòâóåò òàêîå
ei ∈ E(H), ÷òî ei 3 xi, xi+1 è âñå ýòè ãèïåðð¼áðà ðàçëè÷íû. (Ìû ñ÷èòàåì,
÷òî xk+1 = x1.) Ïðè ýòîì, V (C) = {x1, . . . , xk} è E(C) = {e1, . . . , ek}

Ëåììà 4.17. (P.D. Seymour, 1974.) Ãèïåðãðàô H ñ e(H) = v(H) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íåäâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1◦ Ëþáîå ìíîæåñòâî U ( V (H) ïåðåñåêàåò áîëåå |U | ãèïåðð¼áåð H.
2◦ Åñëè C � ÷åòíûé öèêë â H, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé áèåêöèè

ϕ : V (H) \V (C)→ E(H) \E(C), ÷òî ϕ(x) 3 x äëÿ âñåõ x ∈ V (H) \V (C).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåð-
ãðàô. Òîãäà óñëîâèå 1◦ ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.14. Ïðîâåðèì óñëîâèå 2◦.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íå âûïîëíÿåòñÿ è òàêîé ÷åòíûé öèêë C è áèåêöèÿ
ϕ ñóùåñòâóþò. Ïóñòü C = x1x2 . . . x2k, ïðè÷åì xi, xi+1 ∈ ei ∈ E(H). Äî-
îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ íà V (C) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ(xi) = ei. Òåïåðü
ϕ � áèåêöèÿ ìåæäó V (H) è E(H).

Äëÿ êàæäîãî U ⊂ V (H) îáîçíà÷èì ÷åðåç Hϕ(U) ïîäãèïåðãðàô íà
âåðøèíàõ ìíîæåñòâà U c ìíîæåñòâîì ãèïåðð¼áåð

E(Hϕ(U)) = {U ∩ ϕ(x) : x ∈ U}.

Î÷åâèäíî, ãèïåðãðàô Hϕ(V (C)) äâóäîëåí (âåðøèíû öèêëà C c íå÷åò-
íûìè íîìåðàìè êðàñèì â ïåðâûé öâåò, à ñ ÷åòíûìè � âî âòîðîé). À
Hϕ(V (H)) = H, ýòîò ãðàô íåäâóäîëåí. Âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå ìíîæå-
ñòâî Y ⊂ V (H) òàêîå, ÷òî ãðàô Hϕ(Y ) äâóäîëåí. Ïóñòü Y1 è Y2 � ìíîæå-
ñòâà âåðøèí öâåòîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî â ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå âåðøèí
ýòîãî ãðàôà.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ∅ 6= Y ( V (H). Ïî òåîðåìå 4.14 ìíîæåñòâî Y ïåðåñå-
êàåò õîòÿ áû |Y | + 1 ãèïåððåáðî èç E(H). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âåðøèíà
x ∈ V (H) \ Y , äëÿ êîòîðîé Y ∩ ϕ(x) 3 y. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y ∈ Y1. Íî
òîãäà ïîêðàñèì x â öâåò 2 è ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðà-
ôà Hϕ(Y ∪{x}), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ìíîæåñòâà Y . Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå 2◦ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ.

⇐. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî H äâóäîëåí. Ïî ïóíêòó 1 ëåììû 4.15 ñóùåñòâóåò òàêàÿ
áèåêöèÿ ϕ : V (H)→ E(H), ÷òî x ∈ ϕ(x) äëÿ ëþáîé âåðøèíû x.

Ïóñòü x1 ∈ V (H) � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà. Äàëåå, äëÿ êàæäîé âåð-
øèíû xi âûáåðåì ñëåäóþùóþ âåðøèíó xi+1 ∈ ϕ(xi) òàê, ÷òîáû öâåòà âåð-
øèí xi è xi+1 ðàçëè÷àëèñü. Èç êîíå÷íîñòè ãèïåðãðàôà ñëåäóåò, ÷òî âåð-
øèíû â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîâòîðÿòñÿ, ïóñòü
xm+1 = xk. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ öèêë C = xk . . . xm (òàê êàê xi, xi+1 ∈ ϕ(xi).)
Èç ÷åðåäîâàíèÿ öâåòîâ ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò öèêë ÷åòåí. Òîãäà ñóæåíèå ϕ
íà V (H) \ V (C) äàåò áèåêöèþ, çàïðåùåííóþ óñëîâèåì 2◦, ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, ãèïåðãðàôH íåäâóäîëåí. Òîãäà ïî ëåììå 4.16 ýòîò ãèïåðãðàô
� ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé. Òåì ñàìûì ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 4.18. ÏóñòüD � îðãðàô. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (D)
ïóñòü ex = {x} ∪ {y ∈ V (D) : xy ∈ A(D)}. Îïðåäåëèì ãèïåðãðàô GD:
ïóñòü V (GD) = V (D) è E(GD) = {ex : x ∈ V (D)}.

Òåîðåìà 4.15. (P.D. Seymour, 1974.) Ìèíèìàëüíûå íåäâóäîëüíûå ãè-
ïåðãðàôû, èìåþùèå ïîðîâíó âåðøèí è ãèïåðð¼áåð � ýòî ãèïåðãðàôû âè-
äà GD, ãäå D � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô áåç ÷åòíûõ öèêëîâ, è òîëüêî
îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåð-
ãðàô ñ e(H) = v(H). Ïî ëåììå 4.15 ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèåêöèÿ ϕ : V (H)→
E(H), ÷òî x ∈ ϕ(x) äëÿ ëþáîé âåðøèíû x. Ïîñòðîèì ãèïåðãðàô D íà
ìíîæåñòâå âåðøèí V (H) c A(D) = {xy : y ∈ ϕ(x)}. Òîãäà íåòðóäíî ïî-
íÿòü, ÷òî ex = {x} ∪ ϕ(x) è H = GD. Èç ëåììû 4.17 ñëåäóåò, ÷òî oðãðàô
D íå èìååò ÷åòíûõ öèêëîâ (èíà÷å H íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2◦ ýòîé
ëåììû).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî D ñèëüíî ñâÿçåí. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå V (D) = V (H) íà äâà òàêèõ íåïóñòûõ ìíî-
æåñòâà W è U , ÷òî íåò ñòðåëîê èç U â W . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé
âåðøèíû x ∈ U ìû èìååì ϕ(x) ∩W = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîæåñòâî
W ( V (H) ìîæåò ïåðåñåêàòü òîëüêî ãèïåðð¼áðà ϕ(y) äëÿ y ∈ W , à èõ íå
áîëåå |W |. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 4.14.
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2. Ïóñòü D � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô áåç ÷åòíûõ öèêëîâ. Ðàññìîòðèì
ãðàô GD. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ âåðøèí x, y ∈ D ìû èìååì ex = ey,
òî xy, yx ∈ A(D), à ýòè äâà ðåáðà îáðàçóþò ÷åòíûé öèêë, êîòîðûõ íåò â
D, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, e(GD) = v(GD).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô GD äâóäîëåí. Ïóñòü x1 ∈ V (D) � ïðîèçâîëü-
íàÿ âåðøèíà. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí: äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû xi âûáåðåì ñëåäóþùóþ âåðøèíó xi+1 ∈ exi òàê, ÷òîáû öâåòà âåðøèí
xi è xi+1 ðàçëè÷àëèñü. Èç êîíå÷íîñòè ãèïåðãðàôà ñëåäóåò, ÷òî âåðøè-
íû â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîâòîðÿòñÿ, ïóñòü
xm+1 = xk. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ öèêë C = xk . . . xm â îðãðàôå D (òàê êàê
xixi+1 ∈ A(D).) Èç ÷åðåäîâàíèÿ öâåòîâ ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò öèêë ÷åòåí,
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü U ( V (D) ïåðåñåêàåò íå áîëåå |U | ãèïåððåáåð GD � òîãäà ýòî
ãèïåððåáðà ex äëÿ x ∈ U . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ V (D) \ U ìû
èìååì ex ∩ U = ∅, òî åñòü, íåò ð¼áåð îðãðàôà D èç V (D) \ U â U , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðãðàôà D. Ñëåäîâàòåëüíî, U ïåðåñå-
êàåò áîëåå |U | ãèïåððåáåð GD è ïî ëåììå 4.16 ãðàô GD � ìèíèìàëüíûé
íåäâóäîëüíûé.

Èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.15 íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò èíòåðåñíûé ôàêò.

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëüíûé ãèïåðãðàô, à
ϕ : V (H) → E(H) � òàêàÿ áèåêöèÿ, ÷òî x ∈ ϕ(x) äëÿ ëþáîé âåðøèíû
x. Ïîñòðîèì îðãðàô D íà âåðøèíàõ V (H) ñ A(D) = {xy : y ∈ ϕ(x)}.
Òîãäà D � ñèëüíî ñâÿçíûé ãèïåðãðàô áåç ÷åòíûõ öèêëîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.19. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé
ãèïåðãðàô H∗: ïóñòü V (H∗) = E(H), à

E(H∗) = {{e ∈ E(H) : e 3 x} : x ∈ V (H)}.

Âåðøèíû äâîéñòâåííîãî ãèïåðãðàôàH∗ ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì ãèïåð-
ãðàôà H, à ð¼áðà � âåðøèíàì. Â ëþáîì ñëó÷àå v(H∗) = e(H).

Çàìå÷àíèå 4.10. Åñëè â ãèïåðãðàôå H íåò äâóõ âåðøèí, âõîäÿùèõ â
îäèíàêîâûé íàáîð ãèïåðð¼áåð, òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

1) e(H∗) = v(H) è H∗∗ = H. Äàëåå ìû â òàêîì ñëó÷àå áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü êàæäîå ðåáðî H∗ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíîé ãèïåðãðàôà H.

2) Ïóñòü C = x1 . . . xk � öèêë â ãèïåðãðàôå H, E(C) = {e1, . . . , ek}
(xi, xi+1 ∈ ei). Òîãäà C∗ = e1 . . . ek � öèêë â ãèïåðãðàôå H∗, ïðè÷¼ì
V (C∗) = E(C) è E(C∗) = {x1, . . . xk} = V (C). Âåðíî è îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå. Ýòè öèêëû ìû áóäåì íàçûâàòü äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó.
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Òåîðåìà 4.16. (P.D. Seymour, 1974.) ÏóñòüH � ìèíèìàëüíûé íåäâó-
äîëüíûé ãèïåðãðàô ñ e(H) = v(H). Òîãäà H∗ � ìèíèìàëüíûé íåäâóäîëü-
íûé ãèïåðãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ V (H). Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåððåáðî, ñî-
äåðæàùåå ðîâíî îäíó èç ýòèõ âåðøèí, èíà÷å ãèïåðãðàô H{x,y} äâóäî-
ëåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.13. Çíà÷èò, ïî çàìå÷àíèþ 4.10 ìû èìååì
v(H∗) = e(H∗). Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé 1◦ è 2◦ èç ëåììû 4.17 äëÿ
H∗.

Íà÷íåì ñ óñëîâèÿ 1◦. Ïóñòü F ( V (H∗) = E(H), à U ⊂ V (H) �
îáúåäèíåíèå ýòèõ ãèïåðð¼áåð. Òîãäà U � ýòî êàê ðàç ìíîæåñòâî ãèïåð-
ð¼áåð èç E(H∗), ñîäåðæàùèõ âåðøèíû ìíîæåñòâà F ⊂ E(H∗). Çíà÷èò,
íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî |U | ≥ |F |. Çàìåòèì, ÷òî E(H) \ F ñîäåðæèò
âñå ð¼áðà, ïåðåñåêàþùèå V (H) \ U , à çíà÷èò, ïî òåîðåìå 4.14 ìû èìååì
e(H)− |F | ≥ v(H)− |U |, ÷òî ðàâíîñèëüíî |U | ≥ |F |.

Ïåðåéä¼ì ê óñëîâèþ 2◦. Êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 4.10, öèêëû ãðà-
ôîâ G è G∗ äâîéñòâåííû äðóã äðóãó. Ðàññìîòðèì ïàðó äâîéñòâåííûõ
öèêëîâ C è C∗. Ïóñòü C∗ ÷åòåí è ñóùåñòâóåò îïèñàííàÿ â óñëîâèè 2◦ áè-
åêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ψ : E(H) \E(C)→ V (H) \V (C),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ e 3 ψ(e) äëÿ ëþáîãî e ∈ E(H) \ E(C). Òîãäà
÷åòíûé öèêë C â H âìåñòå ñ áèåêöèåé ψ−1 ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ 2◦ äëÿ
ãèïåðãðàôà H è, òåì ñàìûì, ëåììå 4.17. Çíà÷èò, óñëîâèå 2◦ âûïîëíÿåòñÿ
è äëÿ ãðàôà H∗.

Òåïåðü èç ëåììû 4.17 ñëåäóåò, ÷òî H∗ � ìèíèìàëüíûé íåäâóñâÿçíûé
ãðàô.

Íàïîñëåäîê îòìåòèì åùå îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíûõ íåäâó-
äîëüíûõ ãèïåðãðàôîâ.

Òåîðåìà 4.17. (P.D. Seymour, 1974.) ÏóñòüH � ìèíèìàëüíûé íåäâó-
äîëüíûé ãèïåðãðàô, e ∈ E(H), x ∈ V (H), ïðè÷åì x ∈ e. Òîãäà âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ñóùåñòâóåò òàêîå ãèïåððåáðî f ∈ E(H), ÷òî e ∩ f = {x}.
2) Ïóñòü e(H) = v(H). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y ∈ A,

÷òî íåò îòëè÷íîãî îò e ãèïåððåáðà èç E(H), ñîäåðæàùåãî x è y.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ãèïåðãðàô H−e äâóäîëåí, ïóñòü V1 è V2 � âåðøè-
íû öâåòîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî â åãî ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå. Ãèïåððåáðî
e â ýòîé ðàñêðàñêå äîëæíî áûòü îäíîöâåòíî, ïóñòü âñå åãî âåðøèíû èìå-
þò öâåò 1 (òî åñòü, V2 ∩ e = ∅). Òîãäà V2 ∪{x} ïåðåñåêàåò âñå ãèïåðð¼áðà
èç E(H). Çíà÷èò, ïî ëåììå 4.12 ìíîæåñòâî V2 ∪ {x} ñîäåðæèò íåêîòîðîå
ãèïåððåáðî f ∈ E(H). Òîãäà e ∩ f = {x}.
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2) Ïî òåîðåìå 4.16, ãèïåðãðàôH∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íåäâó-
äîëüíûì. Ïðèìåíèì ïóíêò 1 ê åãî âåðøèíå e è ðåáðó x è ïîëó÷èì äîêà-
çûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Ïðîäîëæåíèå òåìû î ìèíèìàëüíûõ íåäâóäîëüíûõ ãèïåðãðàôàõ ìîæ-
íî íàéòè â ðàçäåëå 8.8.6.



Ãëàâà 5

Ñâÿçíîñòü

Äîáàâèì ïîäðîáíîñòåé â îïðåäåëåíèå, äàííîå âî ââåäåíèè.

Îïðåäåëåíèå 5.1. 1) Ïóñòü x, y ∈ V (G) � íåñìåæíûå âåðøèíû. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç κG(x, y) ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà R ⊂ V (G) òàêîãî,
÷òî R ðàçäåëÿåò x è y. Åñëè x è y ñìåæíû, òî ïîëîæèì κG(x, y) = +∞.
Íàçîâåì κG(x, y) ñâÿçíîñòüþ âåðøèí x è y.

2) Ïóñòü X, Y ⊂ V (G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç κG(X, Y ) ðàçìåð ìèíèìàëü-
íîãî ìíîæåñòâà R ⊂ V (G) òàêîãî, ÷òî R ðàçäåëÿåò X è Y . Åñëè òàêîãî
ìíîæåñòâà íåò, òî ïîëîæèì κG(X, Y ) = +∞.

Çàìå÷àíèå 5.1. 1) Âî âñåì ðàçäåëå ìû áóäåì äëÿ x ∈ V (G) îòîæäåñòâ-
ëÿòü îáîçíà÷åíèÿ x è {x}. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå äàííûå äëÿ ìíîæåñòâ
îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ è íà âåðøèíû ãðàôà G (êàê îäíîâåðøèííûå
ìíîæåñòâà).

2) Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ κ(G) = minx,y∈V (G) κG(x, y).

5.1 Òåîðåìà Ìåíãåðà

Ýòî, áåçóñëîâíî, ñàìîå çíàìåíèòîå óòâåðæäåíèå î ñâÿçíîñòè ãðàôîâ. Ìû
äîêàæåì òåîðåìó Ìåíãåðà è íåêîòîðûå ðîäñòâåííûå åé ôàêòû.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü X, Y ⊂ V (G). Íàçîâåì XY -ïóòåì ëþáîé ïðî-
ñòîé ïóòü ñ íà÷àëîì â ìíîæåñòâå X è êîíöîì â ìíîæåñòâå Y , âíóòðåííèå
âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâàì X è Y .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè u ∈ X ∩ Y , òî ìû ñ÷èòàåì âåðøèíó u XY -ïóòåì.

Òåîðåìà 5.1. (F.G�oring, 2000.) Ïóñòü X, Y ⊂ V (G), |X| ≥ k, |Y | ≥ k
è ëþáîå ìíîæåñòâî R ⊂ V (G), îòäåëÿþùåå X îò Y , ñîäåðæèò õîòÿ
áû k âåðøèí. Òîãäà ñóùåñòâóþò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ XY -ïyòåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ãðàôå. Äîêàçû-
âàÿ óòâåðæäåíèå äëÿ ãðàôà G è ïàðû ìíîæåñòâ X, Y ìû áóäåì ñ÷èòàòü
óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàííûì äëÿ âñåõ ìåíüøèõ ãðàôîâ. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî R èç k âåðøèí, ðàçäåëÿþùåå X è Y .
ÒîãäàX\R 6= ∅ è Y \R 6= ∅. Îòìåòèì, ÷òî íèêàêîéXR-ïóòü íå ñîäåðæèò
âåðøèíû èç Y \ R (èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû XY -ïóòü, íå ñîäåðæàùèé íè
îäíîé âåðøèíû ìíîæåñòâà R, ñì. ðèñóíîê 5.1a). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå
ìíîæåñòâî S, îòäåëÿþùåå X îò R â ãðàôå Gx = G− (Y \R), îòäåëÿåò X
îò R è â ãðàôå G. Íî òîãäà S îòäåëÿåò X îò Y â ãðàôå G, cëåäîâàòåëüíî,
|S| ≥ k.
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Ðèñ. 5.1: XR, RY è XY -ïóòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò k íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ XR-ïóòåé â ãðàôå Gy, à ñëåäîâàòåëüíî, è â ãðàôå G. Àíà-
ëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ RY -ïóòåé â ãðàôå G. Îòìåòèì,
÷òî íèêàêîé XR-ïóòü íå ïåðåñåêàåò íèêàêîé RY -ïóòü (èíà÷å ñóùåñòâî-
âàë áû XY -ïóòü, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîé âåðøèíû ìíîæåñòâà R, ñì.
ðèñóíîê 5.1b). Òàê êàê |R| = k, òî ìû ìîæåì ñîñòûêîâàòü XR-ïóòè è
RY -ïóòè ïî âåðøèíàì ìíîæåñòâà R, ïîëó÷èâ k íåïåðåñåêàþùèõñÿ XY -
ïóòåé (ñì. ðèñóíîê 5.1c).

2. Íåò ìíîæåñòâà èç k âåðøèí, ðàçäåëÿþùåãî X è Y . Ñëó÷àé, êîãäà
â ãðàôå G íåò ð¼áåð, î÷åâèäåí. Ïóñòü E(G) 6= ∅. Òîãäà óäàëèì èç ãðàôà
ïðîèçâîëüíîå ðåáðî xy. Åñëè óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ â ìåíüøåì
ãðàôå G−xy, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû äëÿ ãðàôà G− xy, à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ãðàôà G.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî T ⊂ V (G),
|T | ≤ k− 1, ðàçäåëÿþùåå X è Y â ãðàôå G− xy. Ïóñòü X ′ = X \ T , Y ′ =
Y \ T , ýòè ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, íåïóñòû. Êàê ìû çíàåì, T ∗ = T ∪ {xy}
ðàçäåëÿåò X è Y â ãðàôå G, à Tx = T ∪ {x} � íå ðàçäåëÿåò (òàê êàê
|Tx| ≤ k). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îäíî èç ìíîæåñòâ X ′ è Y ′ ëåæèò â Tx.
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Òîãäà íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ′ = {x}. Àíàëîãè÷íî,
Y ′ = {y}.

Òàêèì îáðàçîì, T ⊃ X \ {x} è T ⊃ Y \ {y}. Ó÷èòûâàÿ |T | ≤ k − 1,
|X| ≥ k è |Y | ≥ k, ìû ïîëó÷àåì

X \ {x} = Y \ {y} = T è |T | = k − 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî óâèäåòü èñêîìûå ïóòè � ýòî ðåáðî xy è k−1 âåðøèíà
èç T = X ∩ Y .

Ñëåäñòâèå 5.1. (K.Menger, 1927.) 1) Ïóñòü âåðøèíû x, y ∈ V (G) íå-
ñìåæíû, κG(x, y) ≥ k. Òîãäà ñóùåñòâóåò k ïóòåé èç x â y, íå èìåþùèõ
îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

2) Ïóñòü x ∈ V (G), Y ⊂ V (G), x 6∈ Y , k = min(|Y |, κG(x, Y )). Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò x äî ðàçëè÷íûõ âåðøèí
ìíîæåñòâà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê x è y íåñìåæíû, èç κG(x, y) ≥ k ñëåäó-
åò, ÷òî |NG(x)| ≥ k, |NG(y)| ≥ k è ëþáîé ïðîñòîé xy-ïóòü èä¼ò èç x â
x1 ∈ NG(x), äàëåå â y1 ∈ NG(y) è çàòåì â y (âîçìîæíî, âåðøèíû x1 è
y1 ñîâïàäàþò). Òîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî âåðøèí R, îòäåëÿþùåå NG(x) îò
NG(y), îòäåëÿåò âåðøèíó x îò âåðøèíû y. Ñëåäîâàòåëüíî, |R| ≥ k. Òî-
ãäà ïî òåîðåìå 5.1 ñóùåñòâóåò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ NG(x)NG(y)-ïóòåé.
Òåïåðü ëåãêî íàéòè è k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì xy-
ïóòåé.

2) Î÷åâèäíî, |NG(x)| ≥ k. Òàê êàê x 6∈ Y , ëþáîå ìíîæåñòâî âåðøèí
R, îòäåëÿþùåå NG(x) îò Y , îòäåëÿåò âåðøèíó x îò ìíîæåñòâà Y . Ñëå-
äîâàòåëüíî, |R| ≥ k. Òàê êàê è |Y | ≥ k, ïî òåîðåìå 5.1 ñóùåñòâóåò k
íåïåðåñåêàþùèõñÿ NG(x)Y -ïóòåé â ãðàôå G, à ñëåäîâàòåëüíî, è k íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò x äî ðàçëè÷íûõ âåðøèí ìíîæåñòâà Y .

Òåîðåìà 5.2. (H. Whitney, 1932) Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, x, y ∈
V (G). Òîãäà ñóùåñòâóåò k ðàçëè÷íûõ ïóòåé èç x â y, íå èìåþùèõ îá-
ùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî k, áàçà äëÿ k = 1 î÷åâèäíà. Äîêàæåì
óòâåðæäåíèÿ äëÿ k-ñâÿçíîãî ãðàôà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíî äîêàçàíî äëÿ ãðàôîâ
ìåíüøåé ñâÿçíîñòè.

Åñëè âåðøèíû x è y íåñìåæíû, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñëåä-
ñòâèÿ 5.1. Ïóñòü âåðøèíû x è y ñìåæíû. Åñëè κ(G − xy) ≥ k − 1, òî
âñå â ïîðÿäêå � ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò k − 1 íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì xy-ïóòåé â ãðàôå G − xy, à
åùå îäèí ïóòü � ýòî ðåáðî xy.
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Ïóñòü â G − xy ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T , |T | ≤ k − 2.
Òàê êàê T íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì â G, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
â ãðàôå G− (T ∪{xy}) ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè: Ux 3 x è Uy 3 y.
Ïóñòü Tx = T ∪ {x}. Åñëè Ux 6= {x}, òî Tx îòäåëÿåò Ux \ {x} îò Uy â
G, ÷òî íåâîçìîæíî (òàê êàê |Tx| ≤ k − 1). Òîãäà Ux = {x}. Àíàëîãè÷íî,
Uy = {y}. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå G íå áîëåå k âåðøèí: ýòî âåðøèíû
ìíîæåñòâà T , x è y. Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì k-ñâÿçíîãî ãðàôà.

Óäèâèòåëüíî, íî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î ð¼áåðíîé ñâÿçíîñòè, êî-
òîðîå íîñèò íàçâàíèå �ð¼áåðíàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà�, áûëî äîêàçàíî ëèøü â
1956 ãîäó êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà. Ìû ïîâòîðèì ýòîò
ïóòü è äîêàæåì ð¼áåðíóþ òåîðåìó Ìåíãåðà â ãëàâå Ñåòè è ïîòîêè.

Òåîðåìà 5.3. (G.A.Dirac.) Ïóñòü k ≥ 2. Â k-ñâÿçíîì ãðàôå äëÿ ëþ-
áûõ k âåðøèí ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âñå ýòè âåðøè-
íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî k. Áàçà äëÿ k = 2 �
ýòî òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Óèòíè (5.2).

Ïóñòü k > 2. Ðàññìîòðèì k-ñâÿçíûé ãðàô G è åãî âåðøèíû v1, . . . ,
vk−1, vk. Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ (k− 1)-ñâÿçíûì ãðàôîì, ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë Z, ñîäåðæàùèé âåðøèíû v1,
. . . , vk−1. Ïî ïóíêòó 2 ñëåäñòâèÿ 5.1 ñóùåñòâóåò s = min(v(Z), k) ïóòåé
îò vk äî öèêëà Z. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. v(Z) < k.

Òîãäà V (Z) = {v1, . . . , vk−1} è ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïóòè îò vk
äî âñåõ âåðøèí öèêëà Z. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âñòàâèòü vk â öèêë Z ìåæäó
åãî ñîñåäíèìè âåðøèíàìè è ïîëó÷èòü èñêîìûé öèêë.

2. v(Z) ≥ k.

Òîãäà ñóùåñòâóåò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò vk äî öèêëà Z. Ïóñòü x1,
. . . , xk ∈ V (Z) � êîíöû ýòèõ ïóòåé â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ ïî öèêëó
(íóìåðàöèÿ � öèêëè÷åñêàÿ ïî ìîäóëþ k). Îíè äåëÿò öèêë íà k äóã è
âíóòðåííîñòü îäíîé èç ýòèõ äóã (ïóñòü ýòî äóãà L ñ êîíöàìè xi è xi+1)
íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç âåðøèí v1, . . . , vk−1. Òîãäà çàìåíèì äóãó L íà
ïóòü îò xi äî Vk è ïóòü îò vk äî xi+1, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ èñêîìûé
öèêë.
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5.2 Ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà â k-ñâÿçíîì ãðà-

ôå

Â ýòîì ðàçäåëå ãðàô G âñåãäà áóäåò k-ñâÿçíûì, ìû íå áóäåì îá ýòîì äî-
ïîëíèòåëüíî óïîìèíàòü â îïðåäåëåíèÿõ è ôîðìóëèðîâêàõ ðåçóëüòàòîâ.

5.2.1 ×àñòè ðàçáèåíèÿ, ãðàíèöà è âíóòðåííîñòü

Ìû îáîáùèì íà íàáîð èç íåñêîëüêèõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ ïîíÿòèå
÷àñòè ðàçáèåíèÿ, îïðåäåëåííîå âî ââåäåíèè.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü S � íàáîð èç íåñêîëüêèõ ðàçäåëÿþùèõ ìíî-
æåñòâ ãðàôà G (êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü êàê âåðøèíû, òàê è ðåáðà
ãðàôà G).

1) Ìíîæåñòâî A ⊂ V (G) íàçîâåì ÷àñòüþ S-ðàçáèåíèÿ, åñëè íèêàêèå
äâå âåðøèíû èç A íåëüçÿ ðàçäåëèòü íèêàêèì ìíîæåñòâîì èçS, íî ëþáàÿ
äðóãàÿ âåðøèíà ãðàôà G îòäåëåíà îò ìíîæåñòâà A õîòÿ áû îäíèì èç
ìíîæåñòâ íàáîðà S.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ãðàôà G íàáîðîì ðàçäåëÿþùèõ
ìíîæåñòâ S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Part(S). Â ñëó÷àå, êîãäà íåî÷å-
âèäíî, êàêîé ãðàô ðàçáèâàåòñÿ, ìû áóäåì ïèñàòü Part(G;S).

2) Âåðøèíû ÷àñòè A ∈ Part(S) íàçîâåì âíóòðåííèìè, åñëè îíè íå
âõîäÿò íè â îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S. Ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí íàçî-
âåì âíóòðåííîñòüþ ÷àñòè A è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Int(A).

Âåðøèíû, âõîäÿùèå â êàêèå-ëèáî ìíîæåñòâà èçS ìû áóäåì íàçûâàòü
ãðàíè÷íûìè, à âñå èõ ìíîæåñòâî � ãðàíèöåé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bound(A).

Çàìå÷àíèå 5.2. Îòìåòèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ÷àñòè A ∈ Part(S)
ìîæåò áûòü êîíöîì ðåáðà, âõîäÿùåãî â ìíîæåñòâî S ∈ S.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü S � íàáîð ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â ãðàôå G, A ∈
Part(S), à ãðàô G′ ïîëó÷åí èç G óäàëåíèåì âñåõ âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâà
íàáîðà S ð¼áåð. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Âåðøèíà x ∈ Int(A) íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæå-
ñòâà V (G) \ A â ãðàôå G′.

2) Åñëè Int(A) 6= ∅, òî Bound(A) îòäåëÿåò Int(A) îò V (G) \ A â
ãðàôå G′.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü âåðøèíà x ∈ Int(A) ñìåæíà ñ âåðøèíîé y ∈
V (G) \ A. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ∈ S, îòäåëÿþùåå y îò Int(A). Òîãäà
x, y 6∈ S, ïðè÷åì âåðøèíû x è y ñìåæíû. Ñëåäîâàòåëüíî, xy ∈ S.
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå Int(A) c V (G) \ A, ïðè-
íàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ íàáîðà S, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò
äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

2) Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïóíêòà 1.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü S � íàáîð ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â ãðàôå G,
ñîäåðæàùèõ òîëüêî âåðøèíû, A ∈ Part(S), Int(A) 6= ∅. Òîãäà Bound(A)
îòäåëÿåò Int(A) îò V (G) \ A â ãðàôå G.

Ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî S ⊂ V (G) â k-ñâÿçíîì ãðàôå G äîëæíî ñî-
äåðæàòü íå ìåíåå, ÷åì k âåðøèí. Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Rk(G) ìíîæå-
ñòâî âñåõ k-âåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ ãðàôà G è áóäåì èçó÷àòü
ñâîéñòâà ìíîæåñòâ èç Rk(G).

Çàìå÷àíèå 5.3. Ïóñòü S ∈ Rk(G), A ∈ Part(S). Òîãäà Int(A) 6= ∅, à
èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô G(Int(A)) ñâÿçåí.

Îäíàêî, åñëè S ⊂ Rk(G), B ∈ Part(S), òî âîçìîæíî, ÷òî Int(B) = ∅.
Êðîìå òîãî, ïðè Int(B) 6= ∅ èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô G(Int(B)) íå îáÿ-
çàòåëüíî ñâÿçåí.

Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí A ìîæåò áûòü ÷àñòüþ ðàçáèåíèÿ
ãðàôà G ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè k-âåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ãðàíèöó è âíóòðåííîñòü ÷àñòè A ìîæíî îïðåäåëèòü
íåçàâèñèìî îò íàáîðà ìíîæåñòâ. Òåì ñàìûì, ïîíÿòèå ÷àñòè ðàçáèåíèÿ
ïðèîáðåòåò ñàìîñòîÿòåëüíûé ñìûñë.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü S ∈ Rk(G), A ∈ Part(S), x ∈ S. Òîãäà ñóùåñòâóåò
âåðøèíà y ∈ Int(A), ñìåæíàÿ ñ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü x íå ñìåæíà íè ñ îä-
íîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà Int(A). Òîãäà ìíîæåñòâî S ′ = S \ {x} îòäåëÿ-
åò íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí Int(A) îò íåïóñòîãî ìíîæåñòâà âåðøèí
V (G)\A (ïîñëåäíåå íåïóñòî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ îòëè÷-
íûõ îò Int(A) êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G− S). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô
G − S ′ íåñâÿçåí, è ïðè ýòîì |S ′| = k − 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò k-ñâÿçíîñòè
ãðàôà G.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü S ⊂ Rk(G), A ∈ Part(S). Òîãäà Bound(A) åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ÷àñòè A, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé
èç V (G) \ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Bound(A). Ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî
S ∈ S, ÷òî x ∈ S. Ìíîæåñòâî âåðøèí S íå ðàçäåëÿåò A, ñëåäîâàòåëüíî,
A ìîæåò ïåðåñåêàòü âíóòðåííîñòü íå áîëåå, ÷åì îäíîé ÷àñòè Part(S).
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(S), ÷òî Int(B) ∩ A = ∅. Ïî
ëåììå 5.1 ñóùåñòâóåò âåðøèíà y ∈ Int(B), ñìåæíàÿ ñ x.

Ïî ñëåäñòâèþ 5.2 íè îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Int(A) íå ìîæåò áûòü
ñìåæíà ñ âåðøèíîé èç V (G) \ A.

Çàäà÷à 5.1. Â n-ñâÿçíîì ãðàôå G âûáðàíû ìíîæåñòâà âåðøèí S1, S2, S3 ∈
Rn(G). Èçâåñòíî, ÷òî |Part(S1)| = |Part(S2)| = |Part(S3)| = 2. Äîêàæèòå,
÷òî â Part({S1, S2, S3}) íå áîëåå 6 ÷àñòåé ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü S ∈ Rk(G), à H � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G − S. Ìû áóäåì íàçûâàòü H ôðàãìåíòîì. Ìíîæåñòâî S áóäåì íà-
çûâàòü ãðàíèöåé ôðàãìåíòà H è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bound(H).

Èòàê, ïóñòü H1, . . . , Hm � âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G − S.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òîãäà

Part(S) = {H1 ∪ S, . . . , Hm ∪ S}, Int(Hi ∪ S) = Hi, Bound(Hi ∪ S) = S.

Òàêèì îáðàçîì, ôðàãìåíòû � ýòî âíóòðåííîñòè ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ãðàôà
G îäíèì k-âåðøèííûì ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîíÿòèÿ ôðàãìåíòà è åãî ãðàíèöû èìåþò ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé ñìûñë.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü H � ôðàãìåíò â k-ñâÿçíîì ãðàôå G. Òîãäà
Bound(H) = NG(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Bound(H) = S. Òîãäà H = Int(A) äëÿ íåêîòî-
ðîé ÷àñòè A ∈ Part(S). Ïî ëåììå 5.1, êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà S
ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç H, òî åñòü, S ⊂ NG(H). Òàê
êàê S = Bound(A) îòäåëÿåò H = Int(A) îò V (G(\A), ìû î÷åâèäíî èìååì,
÷òî S = NG(A).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàæåò, ÷òî Part(S) � äåéñòâèòåëüíî ðàçáèåíèå
ãðàôà íà ÷àñòè.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü S ⊂ R(G), à A,B ∈ Part(S) � äâå ðàçëè÷íûå ÷àñòè
ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî S ∈ S,
÷òî A ∩B ⊂ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ∈ S, îòäåëÿþùåå A îò B.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî A ∩B ⊂ S.
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Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü íàáîðû S1, . . . ,Sn ⊂ R(G) ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, S = ∪ni=1 Si. Ðàññìîòðèì âñå ìíîæåñòâà âåðøèí âèäà

A =
n⋂
i=1

Ai, (5.1)

ãäå Ai ∈ Part(Si). Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ëþáàÿ ÷àñòü A ∈ Part(S) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (5.1).

2) Èç âñåõ ìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà G, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (5.1),
÷àñòÿìè Part(S) ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà.

3) Åñëè ìíîæåñòâî âåðøèí A ïðåäñòàâèìî â âèäå (5.1) è A 6∈ Part(S),
òî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îäíîãî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü A ∈ Part(S). Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}
íè îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà Si íå ðàçäåëÿåò A, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò ÷àñòü Ai ∈ Part(Si), ñîäåðæàùàÿ A. Ïóñòü A′ = ∩ni=1 Ai. Âêëþ÷å-
íèå A ⊂ A′ î÷åâèäíî.

Ïîíÿòíî, ÷òî íèêàêîå ìîæåñòâî íàáîðà S íå ðàçäåëÿåò A′, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(S), ÷òî A′ ⊂ B. Òàêèì îáðàçîì,
A ⊂ A′ ⊂ B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A = A′ = B.

2) Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ V (G), ïðåäñòàâèìîå â âèäå (5.1) � ìàêñè-
ìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà. Òîãäà A íåâîçìîæíî
ðàçäåëèòü íèêàêèì ìíîæåñòâîì èç íàáîðà S. Åñëè A 6∈ Part(S), òî ñó-
ùåñòâóåò ÷àñòü B ∈ Part(S), B ) A è èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èå
ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ A.

Ïóñòü A ∈ Part(S). Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå A â âèäå (5.1) è ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî A � íå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ìíîæåñòâ òà-
êîãî âèäà. Ïóñòü A ⊂ B, è äëÿ B ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà (5.1).
Òîãäà B íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü íèêàêèì ìíîæåñòâîì èç íàáîðà S, ñëå-
äîâàòåëüíî, A íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Part(S).

3) Ïóñòü A = ∩ni=1Ai (ãäå Ai ∈ Part(Si)), ïðè÷åì A 6∈ Part(S). Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(S), ÷òî B ) A. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâ-
ëåíèå B = ∩ni=1Bi, ãäå Bi ∈ Part(Si). Òàê êàê B 6= A, òî Aj 6= Bj äëÿ
êàêîãî-òî j. Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ Aj∩Bj, à òàêîå ïåðåñå÷åíèå ïî ëåììå 5.3
îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îäíîãî èç ìíîæåñòâ íàáîðàSj.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü íàáîðû S,T ⊂ R(G) íå ïåðåñåêàþòñÿ, à ÷àñòü
A ∈ P (S) òàêîâà, ÷òî íè îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà T åå íå ðàçäåëÿ-
åò. Òîãäà A ∈ P (S ∪ T).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íè îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S ∪ T íå ðàçäåëÿåò A,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(S∪T), ÷òî A ⊂ B. Êðîìå òîãî,
î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùàÿ B ÷àñòü A′ ∈ Part(S). Òàêèì îáðàçîì,
A ⊂ B ⊂ A′, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî A = B = A′.

5.2.2 Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ðàçäåëÿþùèå ìíî-

æåñòâà

Îïðåäåëåíèå 5.5. Íàçîâåì ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) íåçàâèñèìûìè,
åñëè S íå ðàçäåëÿåò T è T íå ðàçäåëÿåò S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áóäåì
íàçûâàòü ýòè ìíîæåñòâà çàâèñèìûìè.

Ê ñîæàëåíèþ, ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç k ≥ 2 âåðøèí,
ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè. Èìåííî ñ ýòèì ñâÿçàíû îñíîâíûå òðóäíîñòè â
èçó÷åíèè k-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïðè k ≥ 2.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü S, T ∈ Rk(G) è ÷àñòü A ∈ Part(S) òàêîâû, ÷òî
T ∩ Int(A) = ∅. Òîãäà T íå ðàçäåëÿåò ÷àñòü A è, ñëåäîâàòåëüíî, T íå
ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ãðàô G(Int(A)) ñâÿçåí. Ëþáàÿ
âåðøèíà x ∈ S \ T ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà Int(A)
ïî ëåììå 5.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G(Int(A) ∪ (S \ T )) ñâÿçåí, îòêóäà
î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî T íå ðàçäåëÿåò A è T íå ðàçäåëÿåò S.

Ëåììà 5.6. Ïóñòü S, T ∈ Rk(G) òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâî S íå ðàçäå-
ëÿåò ìíîæåñòâî T . Òîãäà ìíîæåñòâî T íå ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî S
(òî åñòü, ýòè ìíîæåñòâà íåçàâèñèìû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîæåñòâî S íå ðàçäåëÿåò T , ìíîæåñòâî T
ìîæåò ïåðåñåêàòü âíóòðåííîñòü íå áîëåå, ÷åì îäíîé èç ÷àñòåé Part(S).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü A ∈ Part(S), ÷òî Int(A) ∩ T = ∅. Ïî
ëåììå 5.5, ìíîæåñòâî T íå ðàçäåëÿåò S.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî âîçìîæåí îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ: ëèáî ìíî-
æåñòâà S è T ðàçäåëÿþò äðóã äðóãà (òîãäà îíè çàâèñèìû), ëèáî ìíîæå-
ñòâà S è T íå ðàçäåëÿþò äðóã äðóãà (òîãäà îíè íåçàâèñèìû).

Ëåììà 5.7. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) òàêîâû, ÷òî T íå ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñî âíóòðåííîñòüþ íåêîòîðîé ÷àñòè A ∈ Part(S). Òîãäà S
è T íåçàâèñèìû, ïðè÷åì T íå ðàçäåëÿåò ÷àñòü A.

2) Ïóñòü ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) íåçàâèñèìû, à ÷àñòü A ∈ Part(S)
ñîäåðæèò T . Òîãäà â Part(T ) åñòü ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ âñå îòëè÷íûå
îò A ÷àñòè èç Part(S), à âñå îñòàëüíûå ÷àñòè Part(T ) ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâàìè A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G íà
ìíîæåñòâå âåðøèí Int(A) ñâÿçåí, êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà S = Bound(A)
ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç Int(A) è T ∩ Int(A) = ∅, òî âñå âåð-
øèíû èç A\T ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G− T , òî åñòü
T íå ðàçäåëÿåò A è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàçäåëÿåò S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìíîæåñòâà S è T íåçàâèñèìû.

2) Ïî ïóíêòó 1 ìíîæåñòâî S íå ðàçäåëÿåò íèêàêîé îòëè÷íîé îò A
÷àñòè èç Part(T ). Ïîñêîëüêó T \ S 6= ∅, âñå ýòè ÷àñòè ñîäåðæàòñÿ â
îäíîé ÷àñòè èç Part(S).

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü H � ôðàãìåíò ãðàôà G, T ∈ Rk(G), T ∩ H 6=
∅, ïðè÷åì ìíîæåñòâî T íåçàâèñèìî ñ ãðàíèöåé ôðàãìåíòà H. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ôðàãìåíò H ′ ( H ñ ãðàíèöåé T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = Bound(H), à ÷àñòü A ∈ Part(S) òàêîâà,
÷òî H = Int(A). Èç íåçàâèñèìîñòè S è T ñëåäóåò, ÷òî T ⊂ A. Ïî ÷àñòè 2
ëåììû 5.7 ñóùåñòâóåò ÷àñòü B ∈ Part(T ), ëåæàùàÿ â A. Èç òåîðåìû 5.5
ïîíÿòíî, ÷òî Int(B) = B \ T ( Int(A).

Èçó÷èì, êàê ðàçáèâàåò ãðàô ïàðà çàâèñèìûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà 5.8. Ïóñòü ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) çàâèñèìû, Part(S) =
{A1, . . . , Am}, Part(T ) = {B1, . . . , Bn}. P = T ∩ S, Ti = T ∩ Int(Ai),
Sj = S ∩ Int(Bj), Gi,j = Ai ∩ Bj. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1) Âñå ìíîæåñòâà T1, . . . , Tm; S1, . . . , Sn íåïóñòû.
2) Part({S, T}) = {Gi,j}i∈[1..m], j∈[1..n], ïðè÷åì Bound(Gi,j) = P ∪Ti∪Sj.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñèëó ëåììû 5.5 è çàâèñèìîñòè ìíîæåñòâ S è T ,
Ti = T ∩ Int(Ai) 6= ∅ è Sj = S ∩ Int(Bj) 6= ∅.

2) Â ñèëó òåîðåìû 5.6, ÷àñòè Part({S, T}) � ýòî ìàêñèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ ñðåäè ìíîæåñòâ âèäà Gi,j, òî åñòü, âñå òàêèå ìíîæåñòâà:
èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî Gα,β 6⊂ Gγ,δ ïðè (α, β) 6= (γ, δ). Óòâåðæäåíèå
Bound(Gi,j) = P ∪ Ti ∪ Sj î÷åâèäíî.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç ëåììû 5.8.

Ëåììà 5.9. Ïóñòü ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) çàâèñèìû. Òîãäà âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè |Bound(Gi,j)| ≥ k è |Bound(Gx,y)| ≥ k, òî

|Bound(Gi,j)| = |Bound(Gx,y)| = k, |Part(S)| = |Part(T )| = 2,
|Ti| = |Sy|, |Tx| = |Sj|

.
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2) Åñëè â Part({S, T}) íåò ìàëûõ ÷àñòåé, òî â ãðàíèöå êàæäîé ÷à-
ñòè Part({S, T}) ðîâíî k âåðøèí,

|Part(S)| = |Part(T )| = 2 è |T1| = |T2| = |S1| = |S2|.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàìåòèì, ÷òî

2k ≤ |Bound(Gi,j)|+ |Bound(Gx,y)| =
2|P |+ |Ti|+ |Tx|+ |Sj|+ |Sy| ≤ |S|+ |T | = 2k.

Çíà÷èò, îáà íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
T = Ti∪Tx∪P , S = Sj∪Sy∪P (à ïî ëåììå 5.8 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |Part(S)| =
|Part(T )| = 2, ñì. ðèñóíîê 5.2a) è |Bound(Gi,j)| = |Bound(Gx,y)| = k. Èç

|Ti|+ |Sj|+ |P | = |Bound(Gi,j)| = k = |T | = |Ti|+ |Tx|+ |P |

ñëåäóåò, ÷òî |Sj| = |Tx|. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî |Sy| = |Ti|.
2) Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïóíêò 1 ñíà÷àëà ê ïàðå ÷àñòåé G1,1 è G2,2,

à çàòåì ê ïàðå ÷àñòåé G1,2 è G2,1.

A

A

b

b

T

S WS

WT A

P
0 w

PT

S

G
S

T

i,j

Gx,y

i

j

x

y

a b

Ðèñ. 5.2: Ðàçáèåíèå ãðàôà äâóìÿ çàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè.

Ëåììà 5.10. Ïóñòü ìíîæåñòâà S, T ∈ Rk(G) çàâèñèìû, à ÷àñòü
A ∈ Part({S, T}) ïóñòà. Òîãäà cóùåñòâóþò ñìåæíûå âåðøèíû w ∈ A \ T
è w′ ∈ A \ S, ïðè÷åì íèêàêàÿ îòëè÷íàÿ îò A ÷àñòü Part({S, T}) íå ñî-
äåðæèò {w,w′}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.8 ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå A = AS∩AT ,
ãäå AS ∈ Part(S) è AT ∈ Part(T ), à Bound(A) = P ∪WS ∪WT , ãäå

P = S ∩ T, WS = S ∩ Int(AT ) ⊂ S \ T è WT = T ∩ Int(AS) ⊂ T \ S,

ïðè÷åì WS 6= ∅ è WT 6= ∅ (ñì. ðèñóíîê 5.2b).
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Ðàññìîòðèì âåðøèíó w ∈ WS ⊂ S \ T . Ýòà âåðøèíà äîëæíà áûòü
ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç Int(AS). Íî WS îòäåëåíî ìíîæå-
ñòâîì T îò âñåõ âåðøèí èç Int(AS), êðîìå âåðøèí ìíîæåñòâà WT . Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âåðøèíà w′ ∈ WT , ñìåæíàÿ ñ w.

Ïî ëåììå 5.8 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ îäíîâðåìåí-
íî âåðøèíó èç WS è âåðøèíó èç WT � ýòî ÷àñòü A.

5.3 Óäàëåíèå âåðøèíû ñ ñîõðàíåíèåì k-ñâÿç-

íîñòè

Î÷åâèäíî, â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå H ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà v, ÷òî
ãðàô H−v ñâÿçåí: äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå v âçÿòü ëþáóþ âèñÿ÷óþ âåðøè-
íó ëþáîãî îñòîâíîãî äåðåâà ãðàôà H. Äëÿ k-ñâÿçíîãî ãðàôà âñ¼ çíà÷è-
òåëüíî ñëîæíåå: ñóùåñòâóþò k-ñâÿçíûå ãðàôû, èç êîòîðûõ íåâîçìîæíî
óäàëèòü âåðøèíó ñ ñîõðàíåíèåì k-ñâÿçíîñòè. Òàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ
êðèòè÷åñêèìè k-ñâÿçíûìè ãðàôàìè. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì êðèòè÷å-
ñêîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öèêë. Ìû îïðåäåëèì íåðàñùå-
ïèìûå k-ñâÿçíûå ãðàôû è ïîêàæåì, ÷òî èç ëþáîãî òàêîãî ãðàôà ìîæíî
óäàëèòü âåðøèíó ñ ñîõðàíåíèåì k-ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Áóäåì íàçûâàòü k-ñâÿçíûé ãðàô G íåðàñùåïèìûì,
åñëè íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà S ∈ Rk(G) è ôðàãìåíòà H òàêèõ, ÷òî
H ⊂ S.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî íåðàñùåïèìûå ãðàôû ñóùåñòâóþò.

Ëåììà 5.11. Ïóñòü δ(G) ≥ 3k−1
2
. Òîãäà G � íåðàñùåïèìûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ó ãðàôà G ñóùåñòâó-
åò ôðàãìåíò, ëåæàùèé â ìíîæåñòâå èç Rk(G). Ðàññìîòðèì ñðåäè âñåõ òà-
êèõ ôðàãìåíòîâ ìèíèìàëüíûé ôðàãìåíò H. Ïóñòü S, T ∈ Rk(G) òàêîâû,
÷òî H ⊂ T è S = Bound(H). Ðàññìîòðèì âåðøèíó x ∈ H. Îíà ìîæåò
áûòü ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè èç A = H ∪ S. Òàê êàê dG(x) ≥ 3k−1

2

è |S| = k, ìû èìååì |H| ≥ k−1
2

+ 1 = k+1
2
. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ìíîæåñòâà S è T íåçàâèñèìû.
Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.3 ñóùåñòâóåò ôðàãìåíò H ′ ( H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè H.

2. Ìíîæåñòâà S è T çàâèñèìû.
Ïóñòü Part(S) = {A1, . . . , Am}, Part(T ) = {B1, . . . , Bn}. Áóäåì ñ÷èòàòü
H = Int(A1) è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ èç ëåììû 5.8. Òîãäà T1 =
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Int(A1), ñëåäîâàòåëüíî, |T1| ≥ k+1
2
. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî i ∈ [2..m] ìû èìå-

åì |Ti| ≤ k−1
2
. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü |S1| ≥ |S2|, òîãäà

|S2| ≤ k
2
. Îòìåòèì, ÷òî

|T1|+ |S1|+ |P |+ |Ti|+ |S2|+ |P | ≤ |T |+ |S| = 2k,

ñëåäîâàòåëüíî, |Ti|+ |S2|+ |P | < k.

T P

S

TH

0

1

2

i

0

0

Ðèñ. 5.3: Ôðàãìåíòû H è H ′.

Ðàññìîòðèì ÷àñòü Gi,2 = Ai ∩ B2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int(Gi,2) 6=
∅, òîãäà ïî òåîðåìå 5.5 ñîñòîÿùåå ìåíåå ÷åì èç k âåðøèí ìíîæåñòâî
Bound(Gi,2) = Ti ∪S2 ∪P îòäåëÿåò îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà íåïóñòîå
ìíîæåñòâî Int(Gi,2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò k-ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Int(Gi,2) = ∅ äëÿ âñåõ i ∈ [2..m]. Òàê êàê A1 ⊂ T à G1,2 = A1∩B2,
òî Int(G1,2) = ∅. Ïîñêîëüêó B2 = ∪i∈[1..m]Gi,2, òî Int(B2) = S2 ⊂ S. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû íàøëè ôðàãìåíò H ′ = Int(B2), ëåæàùèé â ìíîæåñòâå
S ∈ Rk(G), ïðè÷åì |H ′| ≤ k

2
. Âûøå äîêàçàíî, ÷òî ïðè δ(G) ≥ 3k−1

2
òàêîå

íåâîçìîæíî.

Óñëîâèå íåðàñùåïèìîñòè ñóùåñòâåííî óïîðÿäî÷èâàåò ñòðóêòóðó âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ k-âåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â k-ñâÿçíîì
ãðàôå. Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç ëåì-
ìû 5.8.

Ëåììà 5.12. Ïóñòü G � íåðàñùåïèìûé k-ñâÿçíûé ãðàô, à ìíîæåñòâà
S, T ∈ Rk(G) çàâèñèìû. Òîãäà êàæäîå èç íèõ äåëèò ãðàô íà äâå ÷à-
ñòè, ïðè÷åì ìîæíî èõ çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî Part(S) = {A1, A2},
Part(T ) = {B1, B2} è |Bound(G1,2)| = |Bound(G2,1)| = k.

Çàìå÷àíèå 5.4. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé íóìåðàöèè |T1| = |S1| è |T2| =
|S2|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Part(S) = {A1, . . . , Am}, Part(T ) = {B1, . . . , Bn}.
Èçîáðàçèì ðàçáèåíèå ãðàôà ìíîæåñòâàìè S è T â âèäå òàáëèöû m× n,
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ãäå êëåòêà ñ êîîðäèíàòàìè (i, j) ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè Gi,j = Ai ∩ Bj : ìû
çàïèøåì â ýòîé êëåòêå êîëè÷åñòâî âåðøèí â Int(Gi,j).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ñòîëáåö (íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïåðâûé), â êî-
òîðîì çàïèñàíû òîëüêî íóëè. Òîãäà

Int(A1) =
⋃

j∈[1..n]

G1,j \ S ⊂ T,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàñùåïèìîñòè ãðàôà.
Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå åñòü õîòÿ áû

îäèí íå íîëü. Îòñþäà íåòðóäíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñóùåñòâóþò ïàðû èí-
äåêñîâ (α, β) è (γ, δ) òàêèå, ÷òî α 6= γ, β 6= δ, Int(Gα,β) 6= ∅ è Int(Gγ,δ) 6= ∅.
Òîãäà |Bound(Gα,β)| ≥ k è |Bound(Gγ,δ)| ≥ k. Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 ëåììû 5.9, íóæíî ëèøü ïîëîæèòü α = δ = 1
è β = γ = 2.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü G � íåðàñùåïèìûé k-ñâÿçíûé ãðàô, H � ìèíè-
ìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ôðàãìåíò ãðàôà G. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû
x ∈ H ãðàô G− x ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî T ∈ Rk(G) òàêoå, ÷òî T ∩H 6= ∅. Ïóñòü S ∈ Rk(G) è A1 ∈ Part(S)
òàêîâû, ÷òî H = Int(A1). Åñëè S è T íåçàâèñèìû, òî ïî ñëåäñòâèþ 5.3 ñó-
ùåñòâóåò ôðàãìåíò H ′ ( H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè H. Òàêèì
îáðàçîì, S è T çàâèñèìû. Òîãäà ïî ëåììå 5.12 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Part(S) = {A1, A2}, Part(T ) = {B1, B2},

|Bound(G1,2)| = |Bound(G2,1)| = k.

Åñëè Int(G1,2) 6= ∅, òî, òàê êàê |Bound(G1,2)| = k, Int(G1,2) ( H �
ôðàãìåíò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè H. Ñëåäîâàòåëüíî,
Int(G1,2) = ∅, îòêóäà èç íåðàñùåïèìîñòè ãðàôà íåìåäëåííî ñëåäóåò
Int(G1,1) 6= ∅ è Int(G2,2) 6= ∅, à çíà÷èò, â ãðàíèöàõ ýòèõ ÷àñòåé õî-
òÿ áû ïî k âåðøèí. Ïî ëåììå 5.9 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |Bound(G1,1)| =
|Bound(G2,2)| = k, ñëåäîâàòåëüíî, Int(G1,1) �ôðàãìåíò, ïðè÷åì Int(G1,1) (
H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè H.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 5.11 è òåîðåìû 5.7 ìîæíî âûâåñòè ñëåä-
ñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5.4. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, δ(G) ≥ 3k−1
2
. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x ∈ V (G), ÷òî ãðàô G−x ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì.
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5.4 Óäàëåíèå ðåáåð ñ ñîõðàíåíèåì k-ñâÿç-

íîñòè

Îïðåäåëåíèå 5.7. Íàçîâåì ðåáðî e ∈ E(G) êðèòè÷åñêèì, åñëè ãðàô
G− e íå ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì.

Íàçîâåì k-ñâÿçíûé ãðàô ìèíèìàëüíûì, åñëè âñå åãî ðåáðà � êðèòè-
÷åñêèå.

Â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå H, îòëè÷íîì îò äåðåâà ñóùåñòâóåò òàêîå ðåá-
ðî e, ÷òî ãðàô H−e ñâÿçåí � äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå e âçÿòü ëþáîå ðåáðî,
âõîäÿùåå â öèêë. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûå 1-ñâÿçíûå ãðàôû � ýòî
äåðåâüÿ. Êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî, ñèòóàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûìè k-ñâÿçíûìè
ãðàôàìè âî ìíîãîì ïîõîæàÿ. Èññëåäîâàë ìèíèìàëüíûå k-ñâÿçíûå ãðà-
ôû íåìåöêèé ìàòåìàòèê Â.Ìàäåð, êîòîðîìó è ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû
ýòîãî ðàçäåëà.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü k-ñâÿçíûé ãðàô G è åãî êðèòè÷åñêèå
ðåáðà. Ðåáðî ab ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà â ãðàôå G−ab ñóùåñòâóåò (k−1)-âåðøèííîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî,
òî åñòü, ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Tab â ãðàôå G, ñîäåðæàùåå
ðåáðî ab è k−1 âåðøèíó. Îòìåòèì, ÷òî Part(Tab) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
Va 3 a è Vb 3 b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk(G) íàáîð èç âñåõ ðàçäåëÿþùèõ ìíî-
æåñòâ ãðàôà G, ñîäåðæàùèõ ïî îäíîìó êðèòè÷åñêîìó ðåáðó è ïî k − 1
âåðøèíå.

Ëåììà 5.13. (W.Mader.) Ïóñòü a ∈ V (G), dG(a) > k, ðåáðà
ab, ac ∈ E(G) � êðèòè÷åñêèå, ìíîæåñòâà T, S ∈ Tk(G) òàêîâû, ÷òî
ab ∈ T , ac ∈ S. Ïóñòü Part(T ) = {Ha, Ha}, Part(S) = {Fa, F a}, ãäå
a ∈ Ha, a ∈ Fa. Òîãäà |Ha| > |F a|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = Ha ∩ Fa, B = Ha ∩ F a. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü A è B êàê ÷àñòè Part{S, T} è ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëèì ó íèõ ãðà-
íèöó (ìíîæåñòâî âåðøèí ÷àñòè, âõîäÿùèõ â S èëè T ) è âíóòðåííîñòü.
Ïóñòü

P = S∩T, T1 = T∩Int(Fa), T2 = T∩Int(F a), S1 = S∩Int(Ha), S2 = S∩Int(Ha).

Îïðåäåëåííûå âûøå ìíîæåñòâà èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 5.4. Îòìåòèì,
÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü ïóñòû.

Îòìåòèì, ÷òî Bound(A) = T1∪S1∪P , Bound(B) = T2∪S2∪P , îòêóäà
ñëåäóåò |Bound(A)|+ |Bound(B)| = 2k − 2. Ïîñêîëüêó

Ha \ (Ha ∩ F a) = T1 ∪ Int(A), F a \ (Ha ∩ F a) = S2 ∪ Int(B),
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Ðèñ. 5.4: Ìíîæåñòâà S, T è ÷àñòè ðàçáèåíèÿ.

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî |Int(A)| > |Int(B)| è |T1| ≥ |S2|.
Òàê êàê a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì S è T , òî Int(A) 3 a. Ðàññìîò-

ðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Int(A) = {a}.
Òîëüêî äâà ðåáðà âûõîäÿò èç âåðøèíû a âíå ÷àñòè A � ýòî ðåáðà ab ∈ T
è ac ∈ S. Îñòàëüíûå èíöèäåíòíûå a ðåáðà ìîãóò âûõîäèòü ëèøü â ÷àñòü
A è èç Int(A) = {a} ëåãêî ñäåëàòü âûâîä |Bound(A)| ≥ dG(a)− 2 ≥ k− 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, |Bound(B)| = 2k−2−|Bound(A)| ≤ k−1. Òàêèì îáðàçîì,

|T1|+ |P |+ |T2| = |T | = k − 1 ≥ |Bound(B)| = |S2|+ |P |+ |T2|,

îòêóäà |T1| ≥ |S2|.
Ñìåæíûå âåðøèíû a è c, î÷åâèäíî, íå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû ìíî-

æåñòâîì T 63 ac, ïîýòîìó c ∈ Ha. Àíàëîãè÷íî, b ∈ Fa. Òîãäà a, b, c 6∈ B.
Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà èç âåðøèí Int(B) íå ñìåæíà ñ âåðøèíàìè íå
èç B. Åñëè Int(B) 6= ∅, òî (k − 1)-âåðøèííîå ìíîæåñòâî Bound(B) îòäå-
ëÿåò Int(B) îò V (G) \ B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò k-ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Ñëå-
äîâàòåëüíî, Int(B) = ∅ è |Int(B)| < |Int(A)|, íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî
äîêàçàíî.

2. Int(A) 6= {a}, ñëåäîâàòåëüíî, Int(A) \ {a} 6= ∅.
Î÷åâèäíî, b, c 6∈ A. Çíà÷èò, íèêàêàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà Int(A) \ {a} íå
ñìåæíà ñ âåðøèíàìè íå èç A, òî åñòü, ìíîæåñòâî âåðøèí Bound(A)∪{a}
îòäåëÿåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî Int(A) \ {a} îò V (G) \ A. Èç k-ñâÿçíîñòè
ãðàôà G ìîæíî ñäåëàòü âûâîä |Bound(A)| ≥ k − 1, îòêóäà àíàëîãè÷íî
ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 1 ïîëó÷àåì |Bound(B)| ≤ k − 1, Int(B) = ∅ è
|B| < |A|.

Òåîðåìà 5.8. (W.Mader.) Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé k-ñâÿçíûé ãðàô,
W � ìíîæåñòâî âñåõ åãî âåðøèí ñòåïåíè áîëåå k. Òîãäà G(W ) � ëåñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü a1a2 . . . an � ïðîñòîé
öèêë â G(W ). Èç ìèíèìàëüíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî ðåáðî ai−1ai �
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êðèòè÷åñêîå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Si 3
ai−1ai. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hi ÷àñòü Part(Si), ñîäåðæàùóþ ai. Òîãäà ïî ëåì-
ìå 5.13 ìû èìååì

|H1| > |H2| > · · · > |Hn| > |H1|,

÷òî î÷åâèäíî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà 5.9. (W.Mader.) Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé k-ñâÿçíûé ãðàô.

Òîãäà â ãðàôå G íå ìåíåå, ÷åì (k−1)·v(G)+2
2k−1

âåðøèí ñòåïåíè k.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüW � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè áîëåå k â
ãðàôå G, U = V (G)\W . Ïóñòü w = |W |. Èç êàæäîé âåðøèíû ìíîæåñòâà
W âûõîäèò íå ìåíåå, ÷åì k + 1 ðåáðî, ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà
G(W ) íå áîëåå 2w − 2 (òàê êàê ýòî ëåñ), ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíåå

(k + 1)w − 2w + 2 = (k − 1)w + 2

ðåáåð âûõîäèò èç W â U . Òàê êàê â êàæäóþ èç v(G)−w âåðøèí ìíîæå-
ñòâà U âõîäèò íå áîëåå k ðåáåð, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (k− 1)w+ 2 ≤
k(v(G)− w), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 5.5. Ìàäåð äîêàçàë è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: â ìèíè-
ìàëüíîì k-ñâÿçíîì ãðàôå G íå ìåíåå, ÷åì (k−1)·v(G)+2k

2k−1
âåðøèí ñòåïåíè k.

Ýòà îöåíêà äëÿ ëþáîãî k � òî÷íàÿ.

5.5 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ðàçäåëÿþùèõ ìíî-

æåñòâ

Ãëàâíûé âîïðîñ ýòîãî ðàçäåëà � à êàê æå ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíî
äðóã äðóãà k-âåðøèííûå ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà â k-ñâÿçíîì ãðàôå?
Êàê îíè ðàçáèâàþò íà ÷àñòè ãðàô è äðóã äðóãà? Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîãî
è ïî÷òè î÷åâèäíîãî ñëó÷àÿ òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ â ñâÿçíîì ãðàôå (òî åñòü,
k = 1).

Çàòåì ìû ïåðåéäåì ê ïðîèçâîëüíîìó k è ðàññêàæåì î äåðåâå ðàçáèå-
íèÿ k-ñâÿçíîãî ãðàôà íàáîðîì èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ k-ðàçäåëÿþùèõ
ìíîæåñòâ. Ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè ìû ïîëíîñòüþ èçó÷èì âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå äâóõâåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â äâóñâÿçíîì
ãðàôå, à òàêæå ÷àñòè, íà êîòîðûå îíè ðàçáèâàþò ãðàô.

Â êîíöå ðàçäåëà ìû äîêàæåì ðÿä âåñüìà íåòðèâèàëüíûõ ôàêòîâ äëÿ
ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî k.
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5.5.1 Òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ è áëîêè â ñâÿçíîì ãðàôå

Èòàê, âåðíåìñÿ ê ïðîñòûì âåùàì. Â ýòîì ðàçäåëå ïóñòü G � ñâÿçíûé
ãðàô, âñïîìíèì î åãî áëîêàõ è òî÷êàõ ñî÷ëåíåíèÿ, îïðåäåëåííûõ âî ââå-
äåíèè.

Ïðèìåíèâ ê ñâÿçíîìó ãðàôó G òÿæåëóþ àðòèëëåðèþ èç óæå äîêàçàí-
íûõ ôàêòîâ, ìîæíî ðàññìîòðåòü íàáîð R1(G) èç âñåõ òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ
ãðàôà G. Ñèëüíî óïðîùàåò ñèòóàöèþ òîò ôàêò, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè ñî-
÷ëåíåíèÿ íåçàâèñèìû (ïîñêîëüêó ðàçáèòü òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ íà äâå ÷àñòè
íåâîçìîæíî).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ. Âûáåðåì òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ a ∈ R1(G)
è �ðàçðåæåì� åãî ïî òî÷êå a, òî åñòü, ñòðîãî ãîâîðÿ, åñëè Part(a) =
{B1, . . . , Bk}, ìû ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñâÿçíûõ ãðàôîâ G(B1),. . . ,
G(Bk). Âîçüìåì îäèí èç ãðàôîâ è âûáåðåì â íåì òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ, ïî-
ñëå ÷åãî ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íîâûõ ÷àñòåé, è òàê äàëåå, ïîêà âñå
ïîëó÷åííûå ãðàôû íå îêàæóòñÿ äâóñâÿçíûìè.

Ïî ëåììå 1.8, ìû âíå çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà äåéñòâèé ïðîâåäåì ðàç-
ðåçû ïî âñåì òî÷êàì ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G è òîëüêî ïî íèì. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâà âåðøèí âñåõ áëîêîâ ãðàôà G. Ýòî íåòðóäíî äîêà-
çàòü: ïîëó÷àòñÿ ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G, èíäóöèðîâàííûå ïîäãðàôû
íà êîòîðûõ äâóñâÿçíû. Ïóñòü B � îäíà èç ïîëó÷åííûõ â èòîãå ÷àñòåé,
òîãäà ëþáàÿ âåðøèíà c 6∈ B áûëà �îòðåçàíà� îò B íà íåêîòîðîì øàãå,
ñëåäîâàòåëüíî, îòäåëÿåòñÿ îò B êàêîé-òî èç òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ. Çíà÷èò,
G(B) � ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ äâóñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G, òî
åñòü, áëîê.

Îäíàêî, äàæå ïðè k = 2 ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ìåòî-
äîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçðåçîâ äâóñâÿçíîãî ãðàôà ïî äâóõâåðøèííûì
ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâàì íå ïîëó÷àåòñÿ, ïîòîìó ÷òî áîëåå ÷åì îäíîâåð-
øèííûå ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà ãðàôà ìîãóò áûòü çàâèñèìû, òî åñòü,
ìîãóò ðàçáèâàòü äðóã äðóãà íà ÷àñòè.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íàøåé ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà âåðøèí áëîêîâ ãðàôà G � ýòî ÷àñòè Part(R1(G)). Òàêîé ïîä-
õîä ãîðàçäî ëó÷øå îáîáùàåòñÿ íà ãðàôû áîëüøåé ñâÿçíîñòè è èõ ìèíè-
ìàëüíûå ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà.

5.5.2 Äåðåâî ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, S ⊂ Rk(G), ïðè÷åì âñå
ìíîæåñòâà íàáîðà S ïîïàðíî íåçàâèñèìû.

1) Ïîñòðîèì äåðåâî ðàçáèåíèÿ T (G,S) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøè-
íû îäíîé äîëè T (G,S) � ýòî ìíîæåñòâà èç S, à âåðøèíû äðóãîé äîëè �
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÷àñòè Part(S). Îáîçíà÷àòü âåðøèíû T (G,S) ìû áóäåì òàê æå, êàê ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôàG. Âåðøèíû S ∈ S è A ∈ Part(S)
ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ⊂ A.

2) Ïîñòðîèì ãðàô GS íà ìíîæåñòâå âåðøèí V (G) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: âîçüìåì ãðàô G è ñîåäèíèì ð¼áðàìè âñå ïàðû âåðøèí, âõîäÿùèõ
õîòÿ áû â îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S.

Ïîñòðîåíèå T (G,S) àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ äåðåâà áëîêîâ è òî÷åê
ñî÷ëåíåíèÿ. Àíàëîãè÷íûìè áóäóò è åãî ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, à S ⊂ Rk(G) � íàáîð, ñî-
ñòîÿùèé èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) T (G,S) � ýòî äåðåâî.
2) Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà S ∈ S âûïîëíÿåòñÿ dT (G,S)(S) = |Part(S)|.

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ÷àñòè A ∈ Part(S) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
÷àñòü B ∈ Part(S), òàêàÿ ÷òî B ⊂ A è B ñìåæíà ñ S â T (G,S). Âñå
âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà T (G,S) ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòÿì Part(S).

3) Ìíîæåñòâî S ðàçäåëÿåò â ãðàôå G ÷àñòè B,B′ ∈ Part(S) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ðàçäåëÿåò B è B′ â T (G,S).

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû îòìåòèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ãðàôàGS.

Ëåììà 5.14. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, à S ⊂ Rk(G) � íàáîð, ñîñòî-
ÿùèé èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) S ⊂ Rk(G
S). Áîëåå òîãî, Part(G;S) = Part(GS;S).

2) Ïóñòü T ⊂ S, B ∈ Part(G;T), à R ∈ R(GS(B)). Òîãäà R ∈ R(G).
Â ÷àñòíîñòè, ãðàô GS(B) ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ëþáîå ìíîæåñòâî S ∈ S. Òàê êàê ìíî-
æåñòâà íàáîðà S ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íèêàêîå ðåáðî èç E(GS) \ E(G)
íå ìîæåò ñîåäèíÿòü âíóòðåííèå âåðøèíû äâóõ ðàçíûõ ÷àñòåé Part(G;S).
Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû ðàçäåëåíû îäíèì èç ìíîæåñòâ íàáîðà S â ãðà-
ôå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàçäåëåíû ýòèì ìíîæåñòâîì â GS,
îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà 1.

2) Ïóñòü x, y ∈ B, à ìíîæåñòâî R íå îòäåëÿåò x îò y â ãðàôå G, à
ñëåäîâàòåëüíî, è â GS. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé xy-ïóòü P â ãðàôå GS−
R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ñîäåðæèò âåðøèíó z /∈ B (ñì. ðèñóíîê 5.5).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî T ∈ T, îòäåëÿþùåå z îò B. Ïðè äâèæåíèè
îò z â îáå ñòîðîíû ïî ïóòè P ìû ïîïàäåì â âåðøèíû ìíîæåñòâà T ,
êîòîðûå â GS ñìåæíû. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò áîëåå êîðîòêèé ïóòü: ìîæíî
çàìåíèòü ó÷àñòîê ïóòè, ñîäåðæàùèé z, íà ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè
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Ðèñ. 5.5: Ïîñòðîåíèå ïóòè â ãðàôå GS(B).

ìíîæåñòâà T . Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ïóòè P ïîêàçûâàåò, ÷òî V (P ) ⊂
B, à çíà÷èò, P � ïóòü â GS(B)−R.

Â çàâåðøåíèè äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî Rk−1(G) = ∅
(ãðàô G � k-ñâÿçíûé), à çíà÷èò èRk−1(GS(B)) = ∅, òî åñòü, ãðàô GS(B)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.10. Áóäåì äîêàçûâàòü âñå óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ìíîæåñòâ â íàáîðå S, ïðè÷åì íå ôèê-
ñèðóÿ k-ñâÿçíûé ãðàô G. Áàçà äëÿ ïóñòîãî íàáîðà î÷åâèäíà.

Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ãðàô G′ = GS. Èç ëåì-
ìû 5.10 ñëåäóåò, ÷òî ðàçáèåíèÿ ãðàôîâ G è G′ íàáîðîì S îäèíàêî-
âû, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ðàçáèåíèå ÷åðåç Part(S). Áîëåå òîãî, òîãäà
T (G,S) = T (G′,S). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ òåîðå-
ìû äëÿ ãðàôà G′.

Ïóñòü S ∈ S, Part(S) = {A1, . . . , An}, Gi = G′(Ai). Êàê ìû çíàåì, âñå
ýòè ãðàôû k-ñâÿçíû. Ïóñòü íàáîð Si ñîñòîèò èç âñåõ ìíîæåñòâ íàáîðà S,
ëåæàùèõ â Ai è îòëè÷íûõ îò S. Òîãäà êàæäîå ìíîæåñòâî èç S\S ëåæèò
ðîâíî â îäíîì èç íàáîðîâ S1, . . . ,Sn.

S

U

U

U

U1 2

3 4

T

T

T

T

1
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2

4

Ðèñ. 5.6: Äåðåâî T (G,S).

Ïóñòü Ui ∈ Part(Gi;Si) � ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ S. Ïî ëåììå 5.14 äëÿ
ëþáîé ÷àñòè U ∈ Part(Gi;Si) ãðàô G′(U) ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì, à çíà-
÷èò, åãî íå ðàçäåëÿåò íè îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S, íå ëåæàùèõ â
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U . Ìíîæåñòâî S ëåæèò â ÷àñòè Ui, íî òàêæå íå ðàçäåëÿåò åå, òàê êàê
Ui ⊂ Ai ∈ Part(G;S). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Part(Gi;Si) ⊂ Part(G′;S), ïðè-
÷åì èìåííî ÷àñòü Ui ñîäåðæèò S. Ñëåäîâàòåëüíî,

Part(G′;S) =
n⋃
i=1

Part(Gi;Si),

ïðè÷åì îáúåäèíåíèå � äèçúþíêòíîå, à ÷àñòè Part(S), ñîäåðæàùèå ìíî-
æåñòâî S � ýòî U1, . . . , Un. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû äî-
êàçàíî äëÿ ìíîæåñòâà S, äëÿ îñòàëüíûõ ìíîæåñòâ èç S äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî.

Êàæäàÿ ÷àñòü Part(Gi;Si), êðîìå Ui, ñìåæíà â Ti = T (Gi,Si) ñ òå-
ìè æå âåðøèíàìè, ÷òî â T (G,S). Äëÿ ÷àñòè Ui â T (G,S) äîáàâëÿåòñÿ
ðåáðî ê ìíîæåñòâó S. Ïîýòîìó T (G,S)−S ðàñïàäàåòñÿ ðîâíî íà n ñâÿç-
íûõ ïîäãðàôîâ: ýòî ãðàôû Ti (ãäå i ∈ {1, . . . , n}) (ñì. ðèñóíîê 5.6). Ïî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, âñå ýòè ãðàôû � äåðåâüÿ, à çíà÷èò, âû-
ïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 1 è 3 òåîðåìû.

Êàê ìû âèäèì, ñâîéñòâà äåðåâà ðàçáèåíèÿ àíàëîãè÷íû õîðîøî èç-
âåñòíûì íàì ñâîéñòâàì êëàññè÷åñêîãî äåðåâà áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíå-
íèÿ.

5.5.3 Äåðåâî ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà

Äàëåå ãðàô G áóäåò äâóñâÿçíûì. Îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ áóäóò ìíîæå-
ñòâà èç R2(G).

Îïðåäåëåíèå 5.9. Íàçîâåì ìíîæåñòâî S ∈ R2(G) îäèíî÷íûì, åñëè îíî
íåçàâèñèìî ñî âñåìè äðóãèìè ìíîæåñòâàìè èç R2(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
O(G) íàáîð, ñîñòîÿùèé èç âñåõ îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ ãðàôà G.

Â 1966 ãîäó Òàòò îïèñàë ñòðóêòóðó âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ-
âåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â äâóñâÿçíîì ãðàôå èìåííî ñ ïîìî-
ùüþ äåðåâà, êîòîðîå îí íàçâàë T (G). Ýòî äåðåâî � ïî÷òè ÷òî äåðåâî
ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà îäèíî÷íûìè ðàçäåëÿþùèìè ìíîæåñòâàìè
(òîëüêî ýòè ìíîæåñòâà è ñàìî äåðåâî áûëè îïðåäåëåíû â êíèãå Òàòòà
áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì). Ìû ïîñòðîèì ïîõîæåå äåðåâî ñ ïîçèöèè ðàç-
ðàáîòàííîé âûøå òåõíèêè.

Ïîíÿòíî, ÷òî îäèíî÷íûå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåçàâèñèìû, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò íàì äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.10. 1) Äåðåâî ðàçáèåíèÿ BT(G) äâóñâÿçíîãî ãðàôà G
� ýòî äåðåâî T (G,O(G)).
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2) Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Part(G) âìåñòî Part(O(G)) è íà-
çûâàòü ÷àñòè ýòîãî ðàçáèåíèÿ ïðîñòî ÷àñòÿìè ãðàôà G. ×àñòü A ∈
Part(G) íàçîâåì êðàéíåé, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò âèñÿ÷åé âåðøèíå äå-
ðåâà ðàçáèåíèÿ BT(G).

Çàìå÷àíèå 5.6. 1) Èç òåîðåìû 5.10 ñëåäóåò, ÷òî BT(G) � äåðåâî, âñå
âèñÿ÷èå âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò êðàéíèì ÷àñòÿì BT(G).

2) Åñëè A ∈ Part(G) � êðàéíÿÿ ÷àñòü, òî Bound(A) � îäèíî÷íîå
ìíîæåñòâî ãðàôà G.

Ëåììà 5.15. Ïóñòü S � îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî äâóñâÿçíîãî ãðàôà G,
à x ∈ S. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî S èìååò ñòåïåíü dBT(G)(S) = d, òî
dG(x) ≥ d. Åñëè dG(x) = d, òî âåðøèíû ìíîæåñòâà S íåñìåæíû.

2) dG(x) ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî òåîðåìå 5.10 ìû èìååì |Part(S)| = dBT(G)(S) =
d, à âî âíóòðåííîñòè êàæäîé èç d ÷àñòåé Part(S) åñòü âåðøèíà, ñìåæíàÿ
ñ x (èíà÷å ãðàô íåäâóñâÿçåí). Ïîýòîìó dG(x) ≥ d, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà
âñå ñìåæíûå ñ x âåðøèíû ëåæàò âî âíóòðåííîñòÿõ ÷àñòåé Part(S).

2) Ïóñòü dG(x) = 2. Ïî ïóíêòó 1 òîãäà |Part(S)| = 2, è âåðøèíû
ìíîæåñòâà S íåñìåæíû. Çíà÷èò, NG(x) ∈ R2(G) � ìíîæåñòâî, çàâèñèìîå
ñ S, ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü íàøà çàäà÷à � ïîíÿòü ñìûñë ÷àñòåé ãðàôà G.

Îïðåäåëåíèå 5.11. Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç G′ ãðàô
GO(G) (òî åñòü ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G äîáàâëåíèåì âñåõ ðåáåð âèäà ab,
ãäå {a, b} ∈ O(G)).

Îïèøåì âàæíîå ñâîéñòâî ÷àñòåé ãðàôà è îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ, àíà-
ëîãè÷íîå ñâîéñòâó áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ (ñì. ëåììó 1.8). Ýòî ñâîé-
ñòâî ïîçâîëèò íàì �ðàçðåçàòü� äâóñâÿçíûé ãðàô ïî îäèíî÷íîìó ìíîæå-
ñòâó.

Ëåììà 5.16. Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1) Ìíîæåñòâî S ∈ R2(G) ðàçäåëÿåò âåðøèíû a, b ∈ V (G) â ãðàôå
G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ðàçäåëÿåò èõ â G′. Â ÷àñòíîñòè,
R2(G) = R2(G′).

2) Ïóñòü S ∈ R2(G) � íåîäèíî÷íîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì S ⊂ A ∈
Part(G). Òîãäà S ∈ R2(G′(A)), ïðè÷åì ýòî ìíîæåñòâî � íåîäèíî÷íîå è
â G′(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðè ïîñòðîåíèè G′ ìû ñîåäèíÿåì äîïîëíèòåëüíû-
ìè ð¼áðàìè òîëüêî ïàðû âåðøèí, ñîñòàâëÿþùèõ îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî,
à òàêèå âåðøèíû íå ðàçäåëåíû íè îäíèì èç ìíîæåñòâ íàáîðà R2(G).
Îòñþäà ëåãêî ñëåäóþò äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ.

2) Ïóñòü S ′ ∈ R2(G) � çàâèñèìîå ñ S ìíîæåñòâî. Ïî ïóíêòó 1, ìû
èìååì S, S ′ ∈ R2(G′), ïðè÷åì ýòè ìíîæåñòâà çàâèñèìû è â ãðàôå G′. Òàê
êàê ãðàôG′(A) äâóñâÿçåí, íåëüçÿ ðàçäåëèòü äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà S ⊂
A â ãðàôå G′, óäàëèâ ìåíåå äâóõ âåðøèí èç ÷àñòè A. Ñëåäîâàòåëüíî, S ′ ⊂
A. Òîãäà S è S ′ ðàçäåëÿþò äðóã äðóãà è â ãðàôå G′(A). Ñëåäîâàòåëüíî,
S, S ′ ∈ R2(G′(A)), ïðè÷åì ýòè ìíîæåñòâà çàâèñèìû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà õàðàêòåðèçóåò íåîäèíî÷íûå ìíîæåñòâà. Ïîõîæóþ
õàðàêòåðèñòèêó èñïîëüçîâàë â ñâîåé êíèãå Òàòò.

Ëåììà 5.17. Ïóñòü S ∈ R2(G) � íåîäèíî÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
|Part(S)| = 2, äëÿ êàæäîé ÷àñòè A ∈ Part(S) ãðàô G(A) íåäâóñâÿçåí
è èìååò òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ, îòäåëÿþùóþ a îò b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê S � íåîäèíî÷íîå, ñóùåñòâóåò çàâèñèìîå ñ
íèì ìíîæåñòâî S ′ ∈ R2(G). Ìíîæåñòâî S ′, êàê ìû çíàåì, ðàçäåëÿåò
S. Çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò ab-ïóòè ïî âåðøèíàì A â ãðàôå G, êîòîðûé íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ S ′. Îäíàêî, åñëè S ′ íå ïåðåñåêàåò Int(A), òî òàêîé ïóòü,
î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, S ′ ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü êàæäîé ÷àñòè Part(S),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòåé ðîâíî äâå. Áîëåå òîãî, åñëè x = S ′ ∩ Int(A),
òî x îòäåëÿåò äðóã îò äðóãà âåðøèíû a è b â G(A).

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ãðàô áåç îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ.
Òîãäà ëèáî G òð¼õñâÿçåí, ëèáî G � ýòî ïðîñòîé öèêë.

Çàìå÷àíèå 5.7. Íàïîìíèì, ÷òî ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ òð¼õñâÿçíûé
ãðàô äîëæåí ñîäåðæàòü õîòÿ áû 4 âåðøèíû. Â ÷àñòíîñòè, òðåóãîëüíèê
íå ÿâëÿåòñÿ òð¼õñâÿçíûì ãðàôîì è äâå àëüòåðíàòèâû èç òåîðåìû 5.11 �
âçàèìíî èñêëþ÷àþùèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàø ãðàôG íå òð¼õ-
ñâÿçåí. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà S = {a, b} ∈ R2(G) è ÷àñòè A ∈
Part(S) ìû äîêàæåì, ÷òî G(A) � ýòî ïðîñòîé ab-ïóòü.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èíäóêöèåé ïî |A|, áàçà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷àñòü
A èìååò ðîâíî îäíó âíóòðåííþþ âåðøèíó, î÷åâèäíà. Äîêàæåì ïåðåõîä.
Ïóñòü ìû õîòèì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ÷àñòè A ∈ Part(S), à äëÿ
ìåíüøèõ ÷àñòåé óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Ïóñòü H = G(A). Òàê êàê S



174 ÃËÀÂÀ 5. ÑÂßÇÍÎÑÒÜ

� íåîäèíî÷íîå, ïî ëåììå 5.17 ãðàô H èìååò òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ x, îòäå-
ëÿþùóþ a îò b. Ïóñòü Ua è Ub � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà H − x,
ñîäåðæàùèå a è b ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê 5.7a). Èç äâóñâÿçíîñòè
ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå H − x íåò
(òàêàÿ êîìïîíåíòà âûäåëèëàñü áû è â G− x).

Ïóñòü U ′a = Ua \ {a} 6= ∅. Òîãäà Ra = {a, x} îòäåëÿåò U ′a îò îñòàëüíûõ
âåðøèí â ãðàôå G. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
ãðàô G(U ′a ∪ Ra) = G(Ua ∪ {x}) � ïðîñòîé ax-ïóòü. Åñëè Ua = {a},
òî NH(a) = {x} è G(Ua ∪ {x}) � òàêæå ïðîñòîé ax-ïóòü. Àíàëîãè÷íî,
G(Ub∪{x}) � ïðîñòîé bx-ïóòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G(A) � ýòî ïðîñòîé
ab-ïóòü (ñì. ðèñóíîê 5.7b).

Ïî ëåììå 5.17 ìû çíàåì, ÷òî Part(S) = {A1, A2}. Êàê ìû äîêàçàëè,
îáà ãðàôà G(A1) è G(A2) � ïðîñòûå ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè ìíîæåñòâà
S, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî G � ïðîñòîé öèêë.

Ñëåäñòâèå 5.5. Äëÿ êàæäîé ÷àñòè A ∈ Part(G) ãðàô G′(A) ëèáî òð¼õ-
ñâÿçåí, ëèáî ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5.14 ìû çíàåì, ÷òî ãðàô G′(A) äâóñâÿçåí.
Ïðåäïîëîæèì, S ∈ R2(G′(A)). Ïî ëåììå 5.14 ìû èìååì S ∈ R2(G).
Ìíîæåñòâî S íå ìîæåò áûòü îäèíî÷íûì â G, òàê êàê ðàçäåëÿåò ÷àñòü
A ∈ Part(O(G)). Ïî ëåììå 5.16 òîãäà S � íåîäèíî÷íîå ðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî â G′(A). Ñëåäîâàòåëüíî, â G′(A) íåò îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ, à
çíà÷èò, ïî òåîðåìå 5.11 ýòîò ãðàô ëèáî òð¼õñâÿçåí, ëèáî ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëîì.

Îïðåäåëåíèå 5.12. Íàçîâ¼ì ÷àñòü A öèêëîì, åñëè ãðàô G′(A) � ïðî-
ñòîé öèêë è áëîêîì, åñëè ãðàô G′(A) òð¼õñâÿçåí. Åñëè ÷àñòü A � öèêë,
òî ìû áóäåì íàçûâàòü |A| äëèíîé öèêëà A.

Òàêèì îáðàçîì, ìû çíàåì, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòü äâóñâÿçíîãî ãðàôà G �
öèêë èëè áëîê.
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Ðèñ. 5.7: Äâóñâÿçíûé ãðàô áåç îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ.
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Ñëåäñòâèå 5.6. Åñëè ÷àñòü A ∈ Part(G) � öèêë, òî âñå âåðøèíû èç
Int(A) èìåþò ñòåïåíü 2 â ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ Int(A), òî ð¼áðà ãðàôà G âûõîäÿò èç x
òîëüêî ê âåðøèíàì ÷àñòè A, à òàêèõ ð¼áåð, î÷åâèäíî, ðîâíî äâà.

Èçó÷èì, êàê ðàñïîëîæåíû íåîäèíî÷íûå ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà ãðà-
ôà G.

Ëåììà 5.18. 1) Ïóñòü A ∈ Part(G) � öèêë äëèíû õîòÿ áû 4. Òîãäà
ëþáàÿ ïàðà åãî íåñîñåäíèõ âåðøèí îáðàçóåò íåîäèíî÷íîå ðàçäåëÿþùåå
ìíîæåñòâî ãðàôà G.

2) Ëþáîå íåîäèíî÷íîå ìíîæåñòâî R ∈ R2(G) ëåæèò â ÷àñòè A ∈
Part(G), ÿâëÿþùåéñÿ öèêëîì äëèíû õîòÿ áû 4 è ñîäåðæèò äâå íåñîñåä-
íèå âåðøèíû ýòîãî öèêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , ak}, ïðè÷åì âåðøèíû óêà-
çàíû â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå, R = {a1, am}, ãäå 2 < m < k. Òîãäà R ∈
R2(G′(A)) è äåëèò ãðàô G′(A) ðîâíî íà äâå ÷àñòè: U1 = {a1, a2, . . . , am} è
U2 = {am, am+1, . . . , a1}. Ïî ëåììå 5.14 ìû èìååì R ∈ R2(G). Î÷åâèäíî,
R /∈ O(G).

2) Ìíîæåñòâî R íåçàâèñèìî ñî âñåìè îäèíî÷íûìè ìíîæåñòâàìè ãðà-
ôà G, à ïîòîìó ëåæèò â îäíîé èç ÷àñòåé A ∈ Part(G). Ïî ëåììå 5.16
òîãäà R ∈ R2(G′(A)). Èç íàøåé êëàññèôèêàöèè (ñëåäñòâèå 5.5) ÿñíî, ÷òî
òîãäà A � öèêë äëèíû õîòÿ áû 4. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî R ñîñòîèò èç äâóõ
íåñîñåäíèõ âåðøèí ýòîãî öèêëà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàæåò íàì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî ÷àñòåé
äâóñâÿçíîãî ãðàôà. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîäðàçáèåíèÿ ãðàôà, îïðå-
äåëåííîå âî ââåäåíèè (îïðåäåëåíèå 1.7.)

Ëåììà 5.19. Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ãðàô, A ∈ Part(G). Òîãäà G ⊃
G′(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ab ∈ E(G′(A)) \E(G). Òîãäà a, b ∈ A è {a, b} ∈
O(G). Ïóñòü Ua,b ∈ Part({a, b}) � ÷àñòü, íå ñîäåðæàùàÿ A. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ab-ïóòü Sa,b ïî âåðøèíàì ÷àñòè Ua,b â ãðàôå G. Çàìåíèì ðåáðî ab
íà ïóòü Sa,b.

Â ðåçóëüòàòå íåñêîëüêèõ òàêèõ çàìåí ìû ïîëó÷èì ïîäãðàô H ãðà-
ôà G. Ïóñòü ab è xy � äâà ðàçíûõ çàìåíåííûõ ðåáðà (âîçìîæíî, îíè
èìåþò îáùèé êîíåö). Òîãäà ÷àñòè Ua,b è Ux,y ðàçåäåëåíû ÷àñòüþ A â
BT(G), ïîýòîìó íå èìåþò îáùåé âíóòðåííåé âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
íèêàêèå äâà äîáàâëåííûõ ïóòè íå èìåþò îáùåé âíóòðåííåé âåðøèíû, à
çíà÷èò, ãðàô H ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì G′(A).
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Íà ýòîì çàêîí÷èì èçó÷åíèå ñîáñòâåííî äåðåâà ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî
ãðàôà è ïåðåéä¼ì ê åãî ïðèìåíåíèþ.

5.5.4 Ïðèìåíåíèå äåðåâà ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðà-

ôà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèìåíèì äåðåâî ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà äëÿ
îïèñàíèÿ ðÿäà åãî ñâîéñòâ. Íà÷íåì ñ òåîðåì îá îöåíêàõ õðîìàòè÷åñêîãî
÷èñëà ãðàôà G ÷åðåç õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà åãî ÷àñòåé.

×àñòè ðàçáèåíèÿ è õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî

Ïîíÿòíî, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíî ìàêñèìóìó õðî-
ìàòè÷åñêèõ ÷èñåë åãî êëàññè÷åñêèõ äâóñâÿçíûõ áëîêîâ. Â ýòîì ðàçäåëå
ìû äîêàæåì âåðõíèå îöåíêè íà õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äâóñâÿçíîãî ãðàôà
÷åðåç õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà åãî ïîäãðàôîâ, èíäóöèðîâàííûõ íà ÷àñòÿõ
ðàçáèåíèÿ. Ýòè îöåíêè ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðû äåðåâà ðàçáèåíèÿ ïîëó÷à-
þòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

Òåîðåìà 5.12. Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1)
χ(G) ≤ χ(G′) = max

A∈Part(G)
χ(G′(A)).

2)
χ(G) ≤ max

A∈Part(G)
χ(G(A)) + 1. (5.2)

3)

χ(G) ≤ max

(
3, max

A � áëîê G
χ(G(A)) + 1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì äåðåâî BT(G) íà óðîâíè, ïóñòü óðîâåíü 0
ñîñòîèò èç ëþáîé ÷àñòè B ∈ Part(G), â êàæäûé ñëåäóþùèé óðîâåíü `+1
âîéäóò âåðøèíû, íå âîøåäøèå â óðîâíè 0, . . . , ` è ñìåæíûå õîòÿ áû ñ
îäíîé âåðøèíîé óðîâíÿ `. Ïî ïîñòðîåíèþ äåðåâà BT(G) ïîíÿòíî, ÷òî
÷åòíûå óðîâíè ñîñòîÿò èç ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ, à íå÷åòíûå � èç îäèíî÷-
íûõ ìíîæåñòâ. Ìû áóäåì êðàñèòü âåðøèíû ÷àñòåé ãðàôà G â ïîðÿäêå,
çàäàííîì ðàçáèåíèåì íà óðîâíè.

1) Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G′ â

k = max
A∈Part(G)

χ(G′(A))



5.5. ÂÇÀÈÌÍÎÅ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈÅ ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÕÌÍÎÆÅÑÒÂ177

öâåòîâ. Ãðàô G′(B) ìû, î÷åâèäíî, ìîæåì ïîêðàñèòü â k öâåòîâ. Ïóñòü
âåðøèíû ÷àñòåé èç óðîâíåé ìåíåå 2` > 0 óæå ïîêðàøåíû. Ðàññìîòðèì
÷àñòü A ∈ Part(G) óðîâíÿ 2`, òîãäà îíà ñìåæíà â BT(G) ðîâíî ñ îäíèì
îäèíî÷íûì ìíîæåñòâîì S óðîâíÿ 2`− 1 è â ÷àñòè A ïîêðàøåíû òîëüêî
äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà S, ïðè÷åì â ðàçíûå öâåòà, òàê êàê îíè ñìåæíû
â G′. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà G′(A) â k
öâåòîâ. Ïîñêîëüêó âåðøèíû ìíîæåñòâà S â ýòîé ðàñêðàñêå ðàçíîöâåò-
íû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ öâåòà èìåííî òàêèå, êàê â ðàñêðàñêå âåðøèí
÷àñòåé ïðåäûäóùèõ óðîâíåé.

2) Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G â

m+ 1 = maxA∈Part(G)χ(G(A)) + 1

öâåòîâ. Ãðàô G(B) ìû ìîæåì ïîêðàñèòü äàæå â m öâåòîâ. Ïóñòü âåðøè-
íû ÷àñòåé èç óðîâíåé ìåíåå 2` > 0 óæå ïîêðàøåíû. Ðàññìîòðèì ÷àñòü
A ∈ Part(G) óðîâíÿ 2`, òîãäà îíà ñìåæíà â BT(G) ðîâíî ñ îäíèì îäè-
íî÷íûì ìíîæåñòâîì S óðîâíÿ 2`− 1 è â ÷àñòè A ïîêðàøåíû òîëüêî äâå
âåðøèíû ìíîæåñòâà S = {a, b}. Ïóñòü âåðøèíû a è b ïîêðàøåíû â öâåòà
i è j, âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèå.

Åñëè i = j, òî ïîêðàñèì âåðøèíû G(A) ïðàâèëüíûì îáðàçîì â m öâå-
òîâ, íå èñïîëüçóÿ öâåò i, à ïîòîì ïåðåêðàñèì âåðøèíû a è b â öâåò i. Åñëè
i 6= j, òî ïîêðàñèì âåðøèíû G(A) ïðàâèëüíûì îáðàçîì â m öâåòîâ òàê,
÷òîáû a áûëà ïîêðàøåíà â öâåò i, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì öâåò j, à ïîòîì
ïåðåêðàñèì âåðøèíó b â öâåò j. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîíÿòíî, ÷òî ïîëó÷èò-
ñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ÷àñòè A, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ðàñêðàñêîé
âåðøèí ÷àñòåé ïðåäûäóùèõ óðîâíåé.

3) Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ïóíêòà 2 ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ÷àñòü A � öèêë, ó êîòîðîãî êàê-òî ïîêðàøåíû äâå âåðøèíû,
òî îñòàëüíûå íåñëîæíî äîêðàñèòü, íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòü ðàñêðàñêè
è èñïîëüçîâàâ ïðè ýòîì òðè öâåòà.

Çàìå÷àíèå 5.8. Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 5.12 ìû ìî-
æåì ïðîèçâîëüíî âûáðàòü ÷àñòü B, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîêðàñêà, à
äëÿ ýòîé ÷àñòè íå íóæíî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûé öâåò. Ïîýòîìó
ïðè âû÷èñëåíèè ìàêñèìóìà â ôîðìóëå (5.2) ìîæíî íå ïðèáàâëÿòü 1 ê
õðîìàòè÷åñêîìó ÷èñëó ãðàôà G(A) äëÿ îäíîé èç ÷àñòåé A ∈ Part(G)
(èìåííî ýòó ÷àñòü íóæíî áóäåò âûáðàòü â êà÷åñòâå B).

Àíàëîãè÷íî, â óòâåðæäåíèè 3 ìîæíî íå ïðèáàâëÿòü 1 ê õðîìàòè÷å-
ñêîìó ÷èñëó îäíîãî èç áëîêîâ.

Ñëåäñòâèå 5.7. Åñëè âñå ÷àñòè äâóñâÿçíîãî ãðàôà G � öèêëû, òî χ(G) ≤ 3.
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Ïåðåéäåì ê îöåíêàì íà ñïèñî÷íîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äâóñâÿçíîãî
ãðàôà.

Òåîðåìà 5.13. Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1)
ch(G) ≤ max

A∈Part(G)
ch(G(A)) + 2.

2)

ch(G) ≤ max

(
3, max

A � áëîê G
ch(G(A)) + 2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.12 ìû ðàçîáüåì âåðøèíû
äåðåâà ðàçáèåíèÿ íà óðîâíè, íà÷èíàÿ ñ ÷àñòè B è áóäåì êðàñèòü ÷àñòè
ïî óðîâíÿì. Ïóñòü âåðøèíû ÷àñòåé èç óðîâíåé ìåíåå 2` > 0 óæå ïî-
êðàøåíû. Ðàññìîòðèì ÷àñòü A ∈ Part(G) óðîâíÿ 2`, òîãäà îíà ñìåæíà â
BT(G) ðîâíî ñ îäíèì îäèíî÷íûì ìíîæåñòâîì S óðîâíÿ 2`− 1 è â ÷àñòè
A ïîêðàøåíû òîëüêî äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà S = {x, y}.

Â ñïèñêå êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G(A) õîòÿ áû ch(G(A)) + 2 öâåòà.
Óäàëèì èç ñïèñêîâ öâåòà âåðøèí x è y, îñòàâøèõñÿ öâåòîâ õâàòèò äëÿ
ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè îñòàâøèõñÿ âåðøèí ÷àñòè A.

2) Îòëè÷èå îò ïóíêòà 1 ñîñòîèò â ðàñêðàñêå ÷àñòåé-öèêëîâ. Ïóñòü A
� öèêë. Òîãäà ðàíåå ïîêðàøåíî äâå âåðøèíû ÷àñòè A. Òåïåðü ïîêðàñèì
îñòàëüíûå âåðøèíû: ýòî âîçìîæíî, òàê êàê â ìîìåíò ïîêðàñêè î÷åðåäíîé
âåðøèíû ïîêðàøåíî íå áîëåå äâóõ åå ñîñåäåé, à â ñïèñêå åñòü òðè öâåòà.

Çàìå÷àíèå 5.9. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.13 ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî
âûáðàòü ÷àñòü B, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîêðàñêà, à äëÿ ýòîé ÷àñòè íå
íóæíî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå äâà öâåòà. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëå-
íèè ìàêñèìóìà ìîæíî íå ïðèáàâëÿòü 2 ê ch(G(A)) äëÿ îäíîé èç ÷àñòåé
A ∈ Part(G) (èìåííî ýòó ÷àñòü íóæíî áóäåò âûáðàòü â êà÷åñòâå B).

Êðèòè÷åñêèå äâóñâÿçíûå ãðàôû

Äåðåâî BT(G) ïîìîãàåò ïîíÿòü, êàê óñòðîåíû êðèòè÷åñêèå äâóñâÿçíûå
ãðàôû.

Òåîðåìà 5.14. 1) Äâóñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî ÷àñòè-áëîêè è ÷àñòè-òðåóãîëüíèêè ïóñòû
(òî åñòü, èìåþò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü).

2) Ïóñòü A ∈ Part(S) � êðàéíÿÿ ÷àñòü êðèòè÷åñêîãî äâóñâÿçíîãî
ãðàôà G, ñìåæíàÿ â BT(G) ñ îäèíî÷íûì ìíîæåñòâîì S. Òîãäà A �
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öèêë ñ õîòÿ áû 4 âåðøèíàìè, è âñå âåðøèíû A, êðîìå äâóõ âåðøèí
ìíîæåñòâà S, èìåþò â ãðàôå G ñòåïåíü 2.

3) Êðèòè÷åñêèé äâóñâÿçíûé ãðàô èìååò õîòÿ áû ÷åòûðå âåðøèíû
ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç ëåììû 5.18 î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíû, íå âõîäÿ-
ùèå â ìíîæåñòâà èç R2(G) (òî åñòü âåðøèíû, óäàëåíèå êîòîðûõ íå íàðó-
øàåò äâóñâÿçíîñòü ãðàôà G) � ýòî êàê ðàç âíóòðåííèå âåðøèíû áëîêîâ
è òðåóãîëüíèêîâ ãðàôà G.

b

b

b

b

b

b

S

b
b

b
b

b

b

b

b
b

b b

b

b

b

a
b

Ðèñ. 5.8: Êðèòè÷åñêèå äâóñâÿçíûå ãðàôû.

2) Ïóñòü A � êðàéíÿÿ ÷àñòü ãðàôà G. Ïî ïóíêòó 1, òîãäà A � öèêë
äëèíû õîòÿ áû 4, à S ñîñòîèò èç äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèí ýòîãî öèêëà.
Îñòàëüíûå (õîòÿ áû äâå) âåðøèíû A � âíóòðåííèå è ïî ñëåäñòâèþ 5.6
èìåþò ñòåïåíü 2 â ãðàôå G (ñì. ðèñóíîê 5.8a).

3) Åñëè ãðàô G èìååò õîòÿ áû îäíî îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî, òî ó ãðà-
ôà G íå ìåíåå äâóõ êðàéíèõ ÷àñòåé, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç
ïóíêòà 2. Ïóñòü îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ ó ãðàôà G íåò. Êðèòè÷åñêèé äâó-
ñâÿçíûé ãðàô, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ òð¼õñâÿçíûì è ñîäåðæèò õîòÿ áû
4 âåðøèíû. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 5.11 ãðàô G � öèêë äëèíû íå ìåíåå 4, â
ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Áîëåå òîãî, òåïåðü ïîíÿòíî, êàê óñòðîåíû êðèòè÷åñêèå äâóñâÿçíûå
ãðàôû, ó êîòîðûõ ðîâíî 4 âåðøèíû ñòåïåíè 2. Âî-ïåðâûõ, ýòî öèêë èç
÷åòûðåõ âåðøèí. Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêîé ãðàô G íå ìåíåå ÷åì ñ ïÿòüþ
âåðøèíàìè. Òîãäà äåðåâî BT(G) äîëæíî èìåòü ðîâíî äâå âèñÿ÷èå âåð-
øèíû, òî åñòü, âñå íåêðàéíèå áëîêè è âñå îäèíî÷íûå ìíîæåñòâà èìåþò
ñòåïåíü äâà â BT(G). Çíà÷èò, êàæäîå îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî äåëèò ãðàô
ðîâíî íà äâå ÷àñòè (äëÿ íåîäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ ýòî âñåãäà òàê).

Ðàññìîòðèì íåêðàéíþþ ÷àñòü A ∈ Part(G). Òàê êàê dBT(G)(A) = 2,
ãðàíèöà A ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü, èìååò 3
èëè 4 âåðøèíû. Äîêàæåì, ÷òî Int(A) = ∅. Åñëè A � áëîê èëè òðåóãîëü-
íèê, òî ýòî äîêàçàíî â òåîðåìå 5.14. Åñëè A � öèêë äëèíû õîòÿ áû 4, òî
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åãî âíóòðåííÿÿ âåðøèíà èìååò ñòåïåíü 2 â ãðàôå G, êàê óæå äîêàçûâà-
ëîñü âûøå, òî åñòü, êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè äâà óâåëè÷èâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íåêðàéíÿÿ ÷àñòü Part(G) ìîæåò áûòü òðåóãîëüíèêîì,
÷åòûð¼õóãîëüíèêîì èëè áëîêîì èç ÷åòûð¼õ âåðøèí, ïðè÷åì åå âåðøèíû
ïîêðûâàþòñÿ äâóìÿ îäèíî÷íûìè ìíîæåñòâàìè, ñìåæíûìè ñ ýòîé ÷àñòüþ
â äåðåâå BT(G). Ïðèìåð êðèòè÷åñêîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà G ñ 4 âåðøè-
íàìè ñòåïåíè 2 ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.8á.

Ìèíèìàëüíûå äâóñâÿçíûå ãðàôû

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ìèíèìàëüíûõ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ � òî
åñòü òàêèõ, êîòîðûå òåðÿþò äâóñâÿçíîñòü ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà.

Òåîðåìà 5.15. Äâóñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Åñëè {a, b} ∈ R2(G), òî âåðøèíû a è b íåñìåæíû;
(2) Äëÿ ëþáîãî áëîêà A ãðàôà G ãðàô G(A) ïóñò (òî åñòü, íå èìååò

íè îäíîãî ðåáðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. ÏóñòüG� ìèíèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ãðàô. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî S = {a, b} ∈ R2(G), ab ∈ E(G). Ïóñòü Part(S) = {A1, . . . , An}.
Òàê êàêG äâóñâÿçåí, îáå âåðøèíû a è b ñìåæíû ñ Int(Aj). ÃðàôG(Int(Aj))
ñâÿçåí, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ab-ïóòü, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî ëå-
æàò â Int(Aj) è èõ ìíîæåñòâî íåïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå G − ab
ñóùåñòâóåò n ≥ 2 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì ab-ïóòåé,
îòêóäà ñëåäóåò äâóñâÿçíîñòü ãðàôà G − ab. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëü-
íîñòüþ G ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (1) âûïîëíåíî.

Ïóñòü A � áëîê ãðàôà G; x, y ∈ A, xy ∈ E(G). Ãðàô G′(A) òð¼õñâÿçåí,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ìåíãåðà ñóùåñòâóåò òðè xy-ïóòè â ãðàôå G′,
íå èìåþùèå îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí. Ïî ëåììå 5.19 ãðàô G ñîäåðæèò
ïîäðàçáèåíèå G′(A), ïîýòîìó òàêæå ñîäåðæèò òðè xy-ïóòè áåç îáùèõ
âíóòðåííèõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G − xy ñîäåðæèò äâà òàêèõ
ïóòè, à çíà÷èò, îí äâóñâÿçåí. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ G. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèå (2) âûïîëíåíî.
⇐. Ïóñòü G � íå ìèíèìàëüíûé ãðàô, à ðåáðî xy ∈ E(G) òàêîâî,

÷òî ãðàô G − xy äâóñâÿçåí. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü A ∈
Part(G), ÷òî x, y ∈ A. Èç óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî A � öèêë. Ïóñòü
z ∈ A \ {x, y}. Òîãäà ìíîæåñòâî T = {z, xy} äåëèò öèêë G′(A) íà äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ux 3 x è Uy 3 y.

Äîêàæåì, ÷òî ÷òî x è y íå ñâÿçàíû â G′−T . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå
è ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé xy-ïóòü P â G′−T . Ïîíÿòíî, ÷òî V (P ) ñîäåð-
æèò âåðøèíó b /∈ A. Ðàññìîòðèì îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî S, îòäåëÿþùåå
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b îò A. Òàê êàê x, y ∈ A, ïðè äâèæåíèè îò b ïî ïóòè P â îáå ñòîðîíû
ìû ïîïàäåì â äâå ðàçíûå âåðøèíû ìíîæåñòâà S. Ýòè âåðøèíû ñìåæíû
â G′, çàìåíèì ó÷àñòîê ïóòè P , ñîäåðæàùèé b íà ðåáðî e ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè ìíîæåñòâà S è ïîëó÷èì áîëåå êîðîòêèé xy-ïóòü P ′ â ãðà-
ôå G′. Òàê êàê V (P ′) ⊂ V (P ) è ðåáðî e /∈ T (èç óñëîâèÿ (1) ñëåäóåò,
÷òî {x, y} /∈ R2(G), ïîýòîìó e 6= xy), ïóòü P ′ ñîåäèíÿåò x c y è â ãðàôå
G′ − T , ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ïóòè P .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G−T íåñâÿçåí, à çíà÷èò, ãðàô G−xy íåäâóñâÿ-
çåí. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô G ìèíèìàëåí.

Äàëåå îòìåòèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ìèíèìàëüíûõ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 5.13. Äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà G îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå
ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G:

� ÷åðåç V2(G) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè 2;
� ÷åðåç V ′2(G) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè 2, âõîäÿùèõ â êðàé-

íèå ÷àñòè ãðàôà G;
� ÷åðåç V3(G) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 2.

Ëåììà 5.20. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè A � áëîê ãðàôà G, òî Int(A) = ∅.
2) Ïóñòü A � êðàéíÿÿ ÷àñòü ãðàôà G, ñìåæíàÿ â BT(G) ñ îäèíî÷-

íûì ìíîæåñòâîì S. Òîãäà A � öèêë, à âñå åãî âåðøèíû, êðîìå äâóõ
âåðøèí ìíîæåñòâà S, èìåþò ñòåïåíü 2.

3) Ìíîæåñòâî V3(G) ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí, âõîäÿùèõ â îäèíî÷-
íûå ìíîæåñòâà ãðàôà G. Ìíîæåñòâî V2(G) ñîñòîèò èç âñåõ âíóòðåí-
íèõ âåðøèí ÷àñòåé ãðàôà G.

4) Åñëè S � îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôà G, òî dBT(G)(S) ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü x ∈ Int(A), ðàññìîòðèì ðåáðî xy ∈ E(G).
Ïîíÿòíî, ÷òî y ∈ A, òàêèì îáðàçîì, ãðàô G(A) èìååò ðåáðî, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò òåîðåìå 5.15.

2) Òàê êàê A � êðàéíÿÿ ÷àñòü, òî Int(A) 6= ∅. Çíà÷èò, A � öèêë è
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî èç ñëåäñòâèÿ 5.6.

3) Ïðÿìîå ñëåäñòâèå ëåììû 5.15 è ïóíêòà 1.
4) Ïóñòü ýòî íå òàê è S = {y, y′} ñìåæíî â BT(G) ñ äâóìÿ ÷àñòÿìè

A1 è A2.
Åñëè Ai � áëîê, òî y íå ñìåæíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé Ai, êàê ïîêàçàíî

â ïóíêòå 1. Åñëè Ai� öèêë, òî âåðøèíà y ìîæåò áûòü ñìåæíà òîëüêî ñ
äâóìÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè ýòîãî öèêëà, íî îäíà èç ñîñåäíèõ ñ y âåð-
øèí � ýòî y′, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå 5.15 íåñìåæíà ñ y. Òàêèì îáðàçîì,
dG(y) ≤ 2, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5.15.
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Â 1968 ãîäó Ì.Ïëàììåð äîêàçàë, ÷òî ãðàô G− V2(G) � ýòî îáúåäè-
íåíèå íåñêîëüêèõ äåðåâüåâ. Ñ ïîìîùüþ äåðåâà ðàçáèåíèÿ äâóñâÿçíîãî
ãðàôà ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà.

Òåîðåìà 5.16. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ãðàô, H = G −
V ′2(G), à A1, . . . , Ak � âñå íåêðàéíèå ÷àñòè Part(G). Ïîëîæèì s(Ai) =
|Ai|, åñëè Ai � áëîê è s(Ai) = dBT(G)(Ai), åñëè Ai � öèêë.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Ãðàô H � ëåñ ñ

c(H) = (
k∑
i=1

s(Ai))− 2k + 2. (5.3)

2) Äëÿ ëþáîãî îäèíî÷íîãî ìíîæåñòâà S äâå åãî âåðøèíû ïðèíàäëå-
æàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè H.

3) Åñëè âñå íåêðàéíèå ÷àñòè ãðàôà G � ÷åòûð¼õóãîëüíèêè áåç âíóò-
ðåííèõ âåðøèí è èìåþò ñòåïåíü 2 â BT(G), òî H � îáúåäèíåíèå äâóõ
èçîìîðôíûõ äåðåâüåâ F1 è F2. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîð-
ôèçì äåðåâüåâ F1 è F2, ÷òî êàæäîå îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôà G ñî-
ñòîèò èç âåðøèí äåðåâüåâ F1 è F2, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïðè
ýòîì èçîìîðôèçìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì âñå âåðøèíû äåðåâà T = BT(G) (êàê
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòÿì, òàê è ñîîòâåòñòâóþùèå îäèíî÷íûì ìíîæåñòâàì)
òàêèì îáðàçîì: a1, . . . , am, ÷òîáû äëÿ âñåõ ` ãðàô T ({a1, . . . , a`}) áûë äå-
ðåâîì, à a` � åãî âèñÿ÷åé âåðøèíîé. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî íåêðàéíèå ÷àñòè Part(G) â íóìåðàöèè A1, . . . , Ak èäóò â òîì
æå ïîðÿäêå, êàê â íóìåðàöèè âñåõ âåðøèí äåðåâà T . Ïóñòü W` = ∪`i=1Ai,
H` = H(W`). Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî Wk = V (H) è, ñëåäîâàòåëüíî, Hk = H.

Èíäóêöèåé ïî ` ìû äîêàæåì, ÷òî H` � ëåñ èç

c` = (
k∑
i=1

s(Ai))− 2`+ 2

äåðåâüåâ, à òàêæå âûïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ 2 è 3 äëÿ ÷àñòåé A1, . . . , A`
è îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â W`.

Áàçà ` = 1. Åñëè A1 � áëîê, òî ãðàô G(A1) ïî òåîðåìå 5.15 íå èìååò
ð¼áåð, à çíà÷èò, åñòü ëåñ èç s(A1) = |A1| îäíîâåðøèííûõ äåðåâüåâ.

Ïóñòü ÷àñòü A1 � öèêë. ÒîãäàG′(A1) � ýòî öèêë, ïðè÷åì äâå âåðøèíû
ëþáîãî îäèíî÷íîãî ìíîæåñòâà, ëåæàùåãî â A1 � ñîñåäíèå â ýòîì öèêëå è
ïî òåîðåìå 5.15 îíè íåñìåæíû â G. ÏîýòîìóH1 = H(A1) � ëåñ èç s(A1) =
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dBT(G)(A1) äåðåâüåâ, ïðè÷åì âåðøèíû êàæäîãî îäèíî÷íîãî ìíîæåñòâà
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì äåðåâüÿì.

Åñëè ÷àñòü A1 � ÷åòûð¼õóãîëüíèê áåç âíóòðåííèõ âåðøèí è èìååò
ñòåïåíü 2 â BT(G), òî ãðàô H1 � ýòî äâà ðåáðà áåç îáùèõ êîíöîâ. Òàêèì
îáðàçîì, âñå äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ãðàôà H1 âûïîëíåíû.

Ïåðåõîä `→ `+ 1.
Ìû òàê ïðîíóìåðîâàëè íåêðàéíèå ÷àñòè, ÷òî A`+1 ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé âåð-
øèíîé â íåêîòîðîì ïîääåðåâå T ′ äåðåâà ðàçáèåíèÿ BT(G), ïðè÷åì V (T ′)
ñîäåðæèò âñå ÷àñòè A1, . . . , A`. Òîãäà A`+1 ñìåæíà â T ′ ðîâíî ñ îäíîé âåð-
øèíîé, è ýòà âåðøèíà ñîîòâåòñòâóåò îäèíî÷íîìó ìíîæåñòâó � íàçîâåì
åãî S. Ïî òåîðåìå 5.10 ìíîæåñòâî S îòäåëÿåò A`+1 îò A1, . . . , A`.

Òàêèì îáðàçîì, ðîâíî äâå âåðøèíû ÷àñòè A`+1 âõîäÿò â W` = V (H`)
� ýòî äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà S è îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì
ñâÿçíîñòè H` â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2. Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.

a. ×àñòü A`+1 � áëîê.
Âñå âåðøèíû áëîêà A`+1 â ãðàôå H`+1 ïîïàðíî íåñìåæíû. Â V (H`+1)
äîáàâÿòñÿ s(A`+1)− 2 = |A`+1|− 2 âåðøèíû ÷àñòè A`+1, íå âõîäÿùèå â S,
êàæäàÿ èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ îäíîâåðøèííóþ êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóþò âñå äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ
(òî åñòü, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 äëÿ ãðàôà H`+1, ÷àñòåé A1, . . . , A`, A`+1 è
âõîäÿùèõ â íèõ îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ).

b. ×àñòü A`+1 � öèêë.
Ãðàô H` � ëåñ. Ïóñòü U1 è U2 � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè H`, êîòîðûå ñî-
äåðæàò âåðøèíû ìíîæåñòâà S (ïî óòâåðæäåíèþ 2 îíè ðàçëè÷íû). Îñòàëü-
íûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòèH` áóäóò êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòèH`+1. Ïóñòü
Fi = H`(Ui).

Êàê ïîêàçàíî âûøå, H(A`+1) � îáúåäèíåíèå s(A`+1) äåðåâüåâ, ïðè-
÷åì âåðøèíû êàæäîãî îäèíî÷íîãî ìíîæåñòâà (â òîì ÷èñëå, âåðøèíû S)
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì äåðåâüÿì (ñì. ðèñóíîê 5.9a). Çíà÷èò, âåðøèíû äå-
ðåâüåâ F1 è F2 ïîïàäàþò â ðàçíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà H`+1.
Îñòàëüíûå s(A`+1)− 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà H(A`+1) � ýòî êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà H`+1. Îòñþäà ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 äëÿ
ãðàôà H`+1, ÷àñòåé A1, . . . , A`, A`+1 è âõîäÿùèõ â íèõ îäèíî÷íûõ ìíî-
æåñòâ.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 3. Èòàê, ïóñòü âñå íåêðàéíèå ÷àñòè,
âêëþ÷àÿ A`+1 � ÷åòûðåõóãîëüíèêè áåç âíóòðåííèõ âåðøèí è èìåþò ñòå-
ïåíü 2 â BT(G). Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ H` � îáúåäè-
íåíèå äâóõ èçîìîðôíûõ äåðåâüåâ F1 è F2.

Â ãðàíèöó ÷àñòè A`+1 âõîäÿò ðîâíî äâà îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâà, ïóñòü
ýòî S (îïðåäåëåííîå âûøå) è S ′. Â ãðàôå H`+1 äîáàâèëèñü äâå íîâûå
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Ðèñ. 5.9: Øàã ñ ÷àñòüþ A`+1.

âåðøèíû (ýòî âåðøèíû ìíîæåñòâà S ′), ïðè÷åì ïîíÿòíî, ÷òî îäíà èç âåð-
øèí ìíîæåñòâà S ′ ñîåäèíåíà ñ F1, à äðóãàÿ � ñ F2 (ñì. ðèñóíîê 5.9á),
îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå îá èçîìîðôèçìå äå-
ðåâüåâ.

Îïðåäåëåíèå 5.14. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G) íàçîâåì åå óìåíü-
øåííîé ñòåïåíüþ âåëè÷èíó d′G(x) = dG(x)− 2.

Î÷åâèäíî, óìåíüøåííàÿ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç V3(G) íå ìåíåå 1.

Ëåììà 5.21. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ãðàô, s � ñóììà
óìåíüøåííûõ ñòåïåíåé âåðøèí èç V3(G), t � êîëè÷åñòâî êðàéíèõ ÷à-
ñòåé ãðàôà G, à c � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà H. Òîãäà
2t = s+ 2c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì íà ð¼áðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû èç V3(G)
ñ âíóòðåííèìè âåðøèíàìè êðàéíèõ ÷àñòåé ãðàôàG. Ïóñòü èõ êîëè÷åñòâî
ðàâíî q. Äëÿ êàæäîé êðàéíåé ÷àñòè A åå âíóòðåííîñòü Int(A) ñìåæíà
ðîâíî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç V3(G) � ýòî âåðøèíû èç Bound(A). Ïîýòî-
ìó q = 2t.

Ïîñêîëüêó H � îáúåäèíåíèå c äåðåâüåâ, òî e(H) = v(H) − c. Î÷å-
âèäíî, V3(G) ⊆ V (H). Ìíîæåñòâî W = V (H) \ V3(G) ñîñòîèò èç âåðøèí
ìíîæåñòâà V2(G), âõîäÿùèõ â íåêðàéíèå ÷àñòè � òî åñòü, èç âíóòðåí-
íèõ âåðøèí íåêðàéíèõ ÷àñòåé. Ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà W
èìååò ñòåïåíü 2 â ãðàôå H, à çíà÷èò,∑

x∈V3(G)

dH(x) = 2(v3(G)− c).

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì q ñ äðóãîé ñòîðîíû:

q =
∑

x∈V3(G)

(dG(x)− dH(x)) =
∑

x∈V3(G)

dG(x)− 2v3(G) + 2c = s+ 2c.
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Äëÿ ìèíèìàëüíîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà G îïðåäåëèì

f(G) = 3v2(G)− (v(G) + 4) = 2v2(G)− v3(G)− 4.

Òåïåðü äîêàæåì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ìàäåðà, îáñóæäàâøåéñÿ â ðàç-
äåëå 5.4. Âïåðâûå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí íåçàâèñèìî â 1968 ãîäó â
ðàáîòàõ Äèðàêà è Ïëàììåðà (òî÷íåå, îí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå ïîëó÷åííûõ
òàì ðåçóëüòàòîâ).

Ñëåäñòâèå 5.8. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà
v2(G) ≥ v(G)+4

3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f(G) ≥ 0. Òàê
êàê óìåíüøåííàÿ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû èç V3(G) íå ìåíåå 1, ìû èìå-
åì v3(G) ≤ s. Òàê êàê êàæäàÿ êðàéíÿÿ ÷àñòü ãðàôà G ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíó âåðøèíó èç V2(G), ìû èìååì v2(G) ≥ t. Ïîýòîìó èç ëåììû 5.21
ñëåäóåò, ÷òî

f(G) = 2(v2(G)− t) + 2(c− 2) + (s− v3(G)) ≥ 0. (5.4)

Èçó÷èì ñòðóêòóðó ìèíèìàëüíûõ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ
ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 2 � òî åñòü, òàêèõ ìèíè-
ìàëüíûõ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ G, ÷òî v2(G) = v(G)+4

3
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

f(G) = 0). Î÷åâèäíî, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè v(G), äàþùåì îñòàòîê
2 îò äåëåíèÿ íà 3. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ãðàôîâ ñ 3k + 2
âåðøèíàìè ÷åðåç GM(3k + 2).

Îïðåäåëåíèå 5.15. Ïóñòü T � äåðåâî, ∆(T ) ≤ 3. Ïîñòðîèì äâóñâÿç-
íûé ãðàô GT ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì äâå êîïèè T1 è T2 äå-
ðåâà T ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íàáîðàìè âåðøèí è èçîìîðôèçìû äåðå-
âüåâ ϕi : V (T ) → V (Ti). Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå x ∈ V (T ) ñîîòâåòñòâóåò
äâóõâåðøèííîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Rx = {x1, x2} ãðàôà GT , ãäå
xi = ϕ(x) ∈ V (Ti). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (T ) ñòåïåíè dT (x) = 3− k
äîáàâèì k âåðøèí ñòåïåíè 2, ñìåæíûõ ñ x1 è x2 (òî åñòü, ñ âåðøèíà-
ìè Rx).

Ïðèìåð äåðåâà T è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ãðàôà GT èçîáðàæåí íà
ðèñóíêå 5.10.
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Ðèñ. 5.10: Äåðåâî T è ìèíèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ãðàô GT .

Çàìå÷àíèå 5.10. Ïóñòü v(T ) = k.
1) Â ãðàôå GT âñå âåðøèíû äâóõ êîïèé äåðåâà T èìåþò ñòåïåíü 3, à

îñòàëüíûå âåðøèíû � ñòåïåíü 2. Òàêèì îáðàçîì, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
v(GT ) = 3k + 2 è v2(T ) = k + 2.

2) Ãðàô GT äâóñâÿçåí.
3) Èç ïóíêòîâ 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî GT ∈ GM(3k + 2).
4) Åñëè â äåðåâå BT(GT ) óäàëèòü âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû (ñîîòâåò-

ñòâóþùèå êðàéíèì ÷àñòÿì-òðåóãîëüíèêàì) è ñòÿíóòü ïî ðåáðó, èíöè-
äåíòíîìó êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè 2, ñîîòâåòñòâóþùåé íåêðàéíåé ÷àñòè-
÷åòûð¼õóãîëüíèêó, òî ïîëó÷èòñÿ äåðåâî T .

Òåîðåìà 5.17. Ïóñòü k ≥ 1. Òîãäà GM(3k+2) ñîñòîèò èç ãðàôîâ âèäà
GT , ãäå T � äåðåâî ñ v(T ) = k è ∆(T ) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì îáîçíà÷åíèÿ èç ëåììû 5.21 è òåîðåìû 5.16.
Èç ôîðìóëû (5.4) ñëåäóåò, ÷òî

v2(G) = t, c = 2, s = v3(G).

Óñëîâèå v2(G) = t îçíà÷àåò, ÷òî íåêðàéíèå ÷àñòè íå ñîäåðæàò âåðøèí ñòå-
ïåíè 2 (è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü), à êàæäàÿ êðàéíÿÿ
÷àñòü ñîäåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 2 (òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëü-
íèêîì).

Ïî ôîðìóëå 5.3, óñëîâèå c = 2 îçíà÷àåò, ÷òî s(A) = 2 äëÿ ëþáîé
íåêðàéíåé ÷àñòè A ∈ Part(G). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A � íå áëîê (èíà÷å
s(A) = |A| ≥ 4). Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòüA� öèêë è èìååò ñòåïåíü dBT(G)(A) =
2.

Óñëîâèå s = v3(G) îçíà÷àåò, ÷òî âñå âåðøèíû èç V3(G) èìåþò ñòå-
ïåíü 3. Åñëè êàêîå-òî ìíîæåñòâî èìååò ñòåïåíü 4 â BT(G), òî ïî ëåì-
ìå 5.15 åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü õîòÿ áû 4. Çíà÷èò, âñå îäèíî÷íûå
ìíîæåñòâà èìåþò ñòåïåíü 3 â ãðàôå BT(G).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî äâà îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâà S è S ′ ãðàôàG
ïåðåñåêàþòñÿ ïî âåðøèíå v. Ìû çíàåì, ÷òî |Part(S)| = dBT(G)(S) ≥ 3 (ïî
òåîðåìå 5.10 è ëåììå 5.20). Ïóñòü Part(S) = {A1, A2, A}, ïðè÷åì S ′ ⊂ A.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Part(S ′) = {A′1, A′2, A′}, ïðè÷åì S ⊂ A′.
Òîãäà âíóòðåííîñòè Int(A1), Int(A2), Int(A′1), Int(A′2) ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ. Òàê êàê v ∈ S, òî v ñìåæíà õîòÿ áû c îäíîé âåðøèíîé èç Int(A1)
è ñ õîòÿ áû îäíîé âåðøèíîé èç Int(A2). Òàê êàê v ∈ S ′, òî v ñìåæíà õîòÿ
áû c îäíîé âåðøèíîé èç Int(A′1) è ñ õîòÿ áû îäíîé âåðøèíîé èç Int(A′2).
Òàêèì îáðàçîì, dG(v) ≥ 4, ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, íèêàêèå äâà îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâà ãðàôà G íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Âìåñòå ñî ñêàçàííûì âûøå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå íåêðàéíèå ÷à-
ñòè ãðàôà G � ÷åòûð¼õóãîëüíèêè áåç âíóòðåííèõ âåðøèí è èìåþò ñòåïåíü 2
â BT(G). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 5.16 ãðàô H � îáúåäèíåíèå äâóõ èçîìîðô-
íûõ äåðåâüåâ (ïóñòü îäíî èç íèõ T ). Ïîíÿòíî, ÷òî ∆(T ) íå ïðåâîñõîäèò
ñòåïåíè îäèíî÷íûõ ìíîæåñòâ ãðàôà G â BT(G), òî åñòü, 3. Ïîñêîëüêó
âñå êðàéíèå ÷àñòè ãðàôà G � òðåóãîëüíèêè, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
èç V3(G) â ãðàôå G ðàâíà 3, òî èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà GT ñëåäóåò, ÷òî
G = GT . Èç çàìå÷àíèÿ 5.10 òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî v(T ) = k.

Çàìå÷àíèå 5.11. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 5 îïðåäåëèì GM(n) êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ìèíèìàëüíûõ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ, èìåþùèõ ìèíè-
ìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè 2 � òî åñòü, dn+4

3
e. Èñ-

ïîëüçóÿ äåðåâî ðàçáèåíèÿ ìîæíî îïèñàòü âñå òàêèå ãðàôû ñ ïîìîùüþ
ãðàôîâ âèäà GT .

5.5.5 Òåîðåìà î ðàçáèåíèè

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí V . Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå
w ∈ V ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå Vw ìíîæåñòâà V \{w} íà íåñêîëüêî êëàñ-
ñîâ (âîçìîæíî, òàêîé êëàññ âñåãî îäèí). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà w
ðàçäåëÿåò âåðøèíû v1 è v2, åñëè v1 è v2 ëåæàò â ðàçíûõ êëàññàõ Vw.

Íàçîâåì âåðøèíû v1, v2 ∈ V ñîñåäíèìè, åñëè èõ íå ðàçäåëÿåò íèêàêàÿ
îòëè÷íàÿ îò íèõ âåðøèíà ìíîæåñòâà V . Ïîñòðîèì ãèïåðãðàô ðàçáèåíèÿ
Struct(V ) íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà V , ãèïåððåáðà êîòîðîãî � ýòî ìàêñè-
ìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà ïîïàðíî ñîñåäíèõ âåðøèí.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ìíîæåñòâà âåðøèí è ãèïåðãðàôà ðàçáèåíèÿ, ïîêà-
çûâàþùèé, êàêîå îòíîøåíèå èìååò ýòà êîíñòðóêöèÿ ê òåîðèè ñâÿçíîñòè.
Ïóñòü F � ñâÿçíûé ãðàô, à R(F ) � ìíîæåñòâî âñåõ åãî òî÷åê ñî÷ëåíå-
íèÿ. Äëÿ òàêîé âåðøèíû a êëàññû ðàçáèåíèÿ R(F )a áóäóò ñîñòîÿòü èç
òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ, ëåæàùèõ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà F − a.
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Èìåííî êëàññè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ñî÷ëå-
íåíèÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ïîäñêàçûâàåò íàì ðåçóëüòàò òåîðåìû 5.18.

Îïðåäåëåíèå 5.16. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô.
1) Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ âåðøèí a1a2 . . . ak

öèêëîì, åñëè ñóùåñòâóþò ãèïåððåáðà e1, e2, . . . , ek òàêèå, ÷òî ai, ai+1 ∈ ei.
(Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ak+1 = a1.)

2) Áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãðàôH ãèïåðäåðåâîì, åñëè îí ñâÿçåí (òî åñòü
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü ïóòü), íè îäíî åãî ãèïåððåáðî
íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî è äëÿ ëþáîãî öèêëà â ýòîì ãðàôå
ñóùåñòâóåò ãèïåððåáðî, ñîäåðæàùåå âñå åãî âåðøèíû.

Íàçîâåì âåðøèíó v ãèïåðäåðåâà H êðàéíåé, åñëè ãðàô H − v ñâÿçåí.
3) Ïî ãèïåðãðàôó H ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô T (H), âåðøèíû îä-

íîé äîëè êîòîðîãî � âåðøèíû H, à âåðøèíû äðóãîé äîëè � ãèïåððåá-
ðà H. Ãèïåððåáðî R ñîåäèíèì ñî âñåìè âåðøèíàìè, êîòîðûå îíî ñîäåð-
æèò

Êðàéíÿÿ âåðøèíà ãèïåðäåðåâà � ýòî àíàëîã âèñÿ÷åé âåðøèíû îáûê-
íîâåííîãî äåðåâà.

Ëåììà 5.22. Åñëè H � ãèïåðäåðåâî, òî T (H) � äåðåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíîñòü T (H) î÷åâèäíà. Ïóñòü â T (H) åñòü ïðî-
ñòîé öèêë a1R1 . . . anRn (ãäå a1, . . . an � âåðøèíû, à R1, . . . , Rn � ãèïåð-
ðåáðà.) Ïóñòü

R′k = Rk \

(
k−1⋃
i=1

Ri ∪ {a1, . . . , an}

)
.

Âûïèøåì âåðøèíû â òàêîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà âåðøèíû èç R′1, çàòåì a1,
çàòåì âñå âåðøèíû èç R′2, çàòåì a2, . . . , çàòåì âñå âåðøèíû èç R′n è, íàêî-
íåö, an. Ìû ïîëó÷èëè öèêë â ãèïåðäåðåâå H, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû
ãèïåððåáåð R1, . . . , Rn, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãèïåððåáðî R, ñîäåðæàùåå
âñå âåðøèíû ýòîãî öèêëà. Íî òîãäà R ) R1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà 5.18. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ V åñëè a ðàçäåëÿåò b è c, òî
b íå ðàçäåëÿåò a è c. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ãðàô Struct(V ) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðäåðåâîì.
2) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû a ∈ V ãðàô Str(V )−a ðàñïàäàåòñÿ

íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè W1, . . . ,W`. Òîãäà Va = {W1, . . . ,W`}.
3) Ïóñòü a ∈ V , à W � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Str(V ). Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãèïåððåáðî Str(V ), ñîäåðæàùåå a è âåðøèíû
èç W . Ýòî ãèïåððåáðî íå ñîäåðæèò âåðøèí äðóãèõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè Str(V )− a.

4) Íèêàêèå äâà ãèïåððåáðà Struct(V ) íå èìåþò äâóõ îáùèõ âåðøèí.
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Çàìå÷àíèå 5.12. 1) Çäåñü è äàëåå ïîä êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ãèïåð-
ãðàôà ìû ïîäðàçóìåâàåì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî åãî
ïîïàðíî ñâÿçàííûõ âåðøèí.

2) Ïîäðîáíåå îáúÿñíèì, ÷òî òàêîå K(V )− a. Âåðøèíà a óäàëÿåòñÿ èç
ìíîæåñòâà âåðøèí è èç âñåõ ãèïåððåáåð, â êîòîðûõ îíî åñòü. Ïðè ýòîì
ãèïåððåáðî, ñîäåðæàùåå äâå âåðøèíû, îäíà èç êîòîðûõ � a, ïåðåñòàåò
ñóùåñòâîâàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) a. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí, ÷òî
ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû a, b ∈ V , äëÿ êîòîðûõ |Va| = |Vb| = 1. Áàçà
äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî íå áîëåå, ÷åì èç òðåõ âåðøèí, î÷åâèäíà.

Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøè-
íó c ∈ V , ïóñòü V ′ = V \ {c}. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùå-
ñòâóþò òàêèå äâå âåðøèíû a, b ∈ V ′, ÷òî |V ′a| = |V ′b | = 1. Òîãäà |Va| > 1 â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçáèåíèå Va ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ V ′

è {c}.
Ïóñòü |Va| > 1. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå b íå

ìîæåò ðàçäåëÿòü a è c, ñëåäîâàòåëüíî, |Vb| = 1. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû
x ∈ V ′ \ {a}, òàê êàê âåðøèíà a ðàçäåëÿåò c è x, òî c íå ðàçäåëÿåò a è x.
Òàêèì îáðàçîì, |Vc| = 1.

b. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ìíîæåñòâå V ñâÿç-
íîñòü ãðàôà Struct(V ). Áàçà äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî íå áîëåå, ÷åì èç
òðåõ âåðøèí, î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì âåðøèíû a, b ∈ V òàêèå, ÷òî |Va| =
|Vb| = 1. Ïóñòü V ′ = V \ {a}. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ãðàô
Struct(V ′) ñâÿçåí. Òàê êàê |Va| = 1, òî âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà V ′ ñâÿ-
çàíû è â ãðàôå Struct(V ). Ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì, âåðøèíû ìíîæå-
ñòâà V \{b} ñâÿçàíû â Struct(V ), ÷òî îçíà÷àåò ñâÿçíîñòü ãðàôà Struct(V ).

c. Ïóñòü a1a2 . . . ak � ïóòü â ãèïåðãðàôå Struct(V ), à âåðøèíà b íå
ëåæèò íà íåì. Òîãäà b íå ðàçäåëÿåò ïàðû âåðøèí a1 è a2,. . . , ak−1 è ak.
Ñëåäîâàòåëüíî, b íå ðàçäåëÿåò a1 è ak.

Èç ýòîãî ôàêòà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû, âõîäÿ-
ùèå â êàêîé-ëèáî öèêë ãðàôà Struct(V ) íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü íèêàêîé
îòëè÷íîé îò íèõ âåðøèíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåðøèíû öèêëà ïðèíàä-
ëåæàò îäíîìó ãèïåððåáðó. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô Struct(V ) ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïåðäåðåâîì.

2) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Wi. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî a íå
ðàçäåëÿåò íèêàêèå äâå âåðøèíû èç Wi, ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåðøèíû èç
Wi ëåæàò â îäíîì êëàññå ðàçáèåíèÿ Va.

Ðàññìîòðèì äâå ðàçíûõ êîìïîíåíòû Wi è Wj è âûáåðåì â íèõ ñìåæ-
íûå ñ a âåðøèíû wi è wj ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê 5.11a). Íèêàêàÿ
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îòëè÷íàÿ îò wi, wj, a âåðøèíà íå ìîæåò ðàçäåëèòü ïàðû ñìåæíûõ âåð-
øèí wi è a, à òàêæå wj è a. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçäåëèòü âåðøèíû wi è wj
ìîæåò òîëüêî a. Ïîñêîëüêó wi è wj íå ïðèíàäëåæàò îäíîìó ãèïåððåá-
ðó, òî a èõ ðàçäåëÿåò, ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåðøèíû èç Wi ëåæàò â îäíîì
êëàññå Va, à âñå âåðøèíû èç Wj � â äðóãîì.
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Ðèñ. 5.11: Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Struct(V )− a.

3) Òàê êàê Struct(V ) � ñâÿçíûé ãèïåðãðàô, òî ñóùåñòâóåò åãî ãèïåð-
ðåáðî, ñîñòîÿùåå èç a è íåñêîëüêèõ âåðøèí èç W . Ýòî ãèïåððåáðî íå
ìîæåò ñîäåðæàòü âåðøèíû, îòëè÷íûå îò a è âõîäÿùèõ â W (èíà÷å W íå
áûëà áû êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ãèïåðãðàôà Struct(V )− a).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ ãèïåððåáðà, E1 è E2. Ïî ïîñòðîåíèþ
Struct(V ) ïîíÿòíî, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðó-
ãîãî, òî åñòü, ìíîæåñòâà E1 \ E2 è E2 \ E1 íåïóñòû. Òàê êàê èíäóöèðî-
âàííûé ïîäãðàô ãèïåðãðàôà Struct(V ) íà W ñâÿçåí, ñóùåñòâóåò ïóòü P
îò b1 ∈ E1 \E2 äî b2 ∈ E2 \E1, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â W ,
íî íå ëåæàò â E14E2 (îòìåòèì, ÷òî âíóòðåííèå âåðøèíû ïóòè P ìîãóò
ëåæàòü â E1 ∩ E2).

Ïóñòü ïðîñòîé ïóòü Q1 íà÷èíàåòñÿ â a, ïðîõîäèò âñå âåðøèíû èç
E1 \ E2 è çàêàí÷èâàåò â b1, à ïðîñòîé ïóòü Q1 íà÷èíàåòñÿ â b2 è ïðîõî-
äèò âñå âåðøèíû èç E2 \ E1. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé öèêë Z, ïîëó÷åííûé
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì ïóòåé Q1, P , Q2, çàòåì âñåõ âåðøèí
èç E1∩E2, íå âîøåäøèõ â ïóòü P è, íàêîíåö, âîçâðàùàþùèéñÿ â a (ñì. ðè-
ñóíîê 5.11b). Ýòîò öèêë ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ðàçëè÷íûõ ãèïåððåáåð E1

è E2, íî åãî âåðøèíû äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî
ãèïåððåáðà E. Òîãäà E1 ( E, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîñòðîåíèåì Struct(V ).

4) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü îáà ãèïåððåáðà E1 è E2 ñîäåð-
æàò {a, b}. Òîãäà îáà ýòèõ ãèïåððåáðà ñîäåðæàò a è âåðøèíû îäíîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãèïåðãðàôà Struct(V )−a (òîé, ÷òî ñîäåðæèò b), à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 3.

Çàìå÷àíèå 5.13. 1) Èç òåîðåìû 5.18 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
W = {a ∈ V : |Va| = 1} � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ êðàéíèõ âåðøèí ãèïåðäå-
ðåâà K(V ), ïðè÷åì åñëè |V | ≥ 2, òî è |W | ≥ 2.
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2) Èç ïóíêòîâ 2 è 3 òåîðåìû 5.18 ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíü dStruct(V )(w)
ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó êëàññîâ |Vw|. Òàêèì îáðàçîì, êðàéíÿÿ âåðøèíà
âõîäèò ðîâíî â îäíî ãèïåððåáðî ãèïåðäåðåâà Struct(V ).

5.5.6 Êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå G � k-ñâÿçíûé ãðàô, à S ⊂ Rk(G).

Îïðåäåëåíèå 5.17. 1) Ãðàô çàâèñèìîñòè Dep(S) íàáîðàS � ýòî ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì íàáîðà, à äâå âåðøèíû
ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâà çà-
âèñèìû.

2) Áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòîé çàâèñèìîñòè íàáîðà S ëþáîé íà-
áîð T ⊂ S, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì
îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà çàâèñèìîñòè Dep(S).

Ìû èçó÷èì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîìïîíåíò çàâèñèìîcòè íàáîðàS
ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìû î ðàçáèåíèè.

Ïåðåä îñíîâíûìè òåîðåìàìè ðàçäåëà íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü íåñêîëü-
êî ëåìì.

Îïðåäåëåíèå 5.18. Íàçîâåì íàáîðû S,T ⊂ Rk(G) íåçàâèñèìûìè, åñëè
îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëþáûå äâà ìíîæåñòâà S ∈ S è T ∈ T íåçàâèñèìû.

Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáûå äâå êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè íàáîðà S íåçàâè-
ñèìû.

Ëåììà 5.23. Ïóñòü íàáîðû S,T ⊂ Rk(G) íåçàâèñèìû, à ãðàô çàâèñè-
ìîñòè Dep(S) ñâÿçåí. Òîãäà âñå ìíîæåñòâà íàáîðà S ëåæàò â îäíîé
÷àñòè A ∈ Part(T), à íèêàêàÿ äðóãàÿ ÷àñòü èç Part(T) íå ñîäåðæèò íè
îäíîãî ìíîæåñòâà íàáîðà S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî T ∈ T. Òàê êàê
T è ëþáîå ìíîæåñòâî S ∈ S íåçàâèñèìû, òî êàæäîå òàêîå S öåëèêîì ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ÷àñòè èç Part(T ). Ïóñòü ìíîæåñòâà S1, S2 ∈ S ëå-
æàò â ðàçíûõ ÷àñòÿõ A1, A2 ∈ Part(T ), ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê 5.12).
Òîãäà S2∩Int(A1) = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.7 ìíîæåñòâî S2 íå ðàç-
äåëÿåò ÷àñòü A1, à çíà÷èò è ìíîæåñòâî S1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà S1

è S2 íåçàâèñèìû.
Îòñþäà â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôà çàâèñèìîñòè Dep(S) ñëåäóåò, ÷òî âñå

ìíîæåñòâà íàáîðà S ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ÷àñòè èç Part(T ). Òàê êàê ýòî
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà T ∈ T, òî ñóùåñòâóåò ÷àñòü
A ∈ Part(T), ñîäåðæàùàÿ âñå ìíîæåñòâà íàáîðà S.
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A
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S S1 2

1 2

Ðèñ. 5.12: Ìíîæåñòâà S1 è S2 èç ðàçíûõ ÷àñòåé Part(T ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòëè÷íàÿ îò A ÷àñòü B ∈ Part(T), ñîäåðæèò ìíî-
æåñòâî S ∈ S. Òîãäà S ⊂ A ∩ B, íî ïåðåñå÷åíèå A ∩ B ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì îäíîãî èç ìíîæåñòâ íàáîðà T, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 5.24. Ïóñòü íàáîðû S,T ⊂ Rk(G) íåçàâèñèìû. Ïóñòü ÷àñòü
A ∈ Part(T) ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà íàáîðà S, à ÷àñòü B ∈ Part(S)
ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà íàáîðà T. Òîãäà B ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå
âñåõ îòëè÷íûõ îò A ÷àñòåé èç Part(T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòëè÷íóþ îò A ÷àñòü A′ ∈ Part(T). Åñëè
÷àñòü A′ ïóñòà, òî îíà ñîñòîèò èç âåðøèí ìíîæåñòâ íàáîðà T è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñÿ â B. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà
÷àñòü A′ íåïóñòà. Ïî òåîðåìå 5.6 ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

A′ = ∩T∈T AT , ãäå AT ∈ Part(T ).

Ðàññìîòðèì ëþáîå ìíîæåñòâî S ∈ S: îíî îòäåëåíî êàêèì-òî ìíîæå-
ñòâîì T ∈ T îò ÷àñòè A′, ñëåäîâàòåëüíî, S ∩ Int(AT ) = ∅. Ïî ëåììå 5.7
òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü AS ∈ Part(S), ÷òî AS ⊃ AT ⊃ A′ (ñì. ðè-
ñóíîê 5.13). Ìíîæåñòâî âåðøèí M = ∩S∈S AS ñîäåðæèò A. Òàê êàê M
íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü íèêàêèì ìíîæåñòâîì íàáîðà S, òî ñóùåñòâóåò
÷àñòü B′Part(S), ñîäåðæàùàÿ M , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàùàÿ A′.

TS A’

A A
S T

Ðèñ. 5.13: ×àñòè A′, AT è AS.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B′ 6= B. Ãðàíèöà ÷àñòè A′ ∈ Part(T) ñîñòîèò èç
âåðøèí ìíîæåñòâ íàáîðà T è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñÿ â B. Òàêèì
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îáðàçîì, èç B′ 6= B ñëåäóåò

Bound(A′) ⊂ B ∩B′ ⊂ S ∈ S,

îòêóäà â ñèëó íåïóñòîòû ÷àñòè A′ èìååì Bound(A′) = S. Îäíàêî, ïî
óñëîâèþ S ⊂ A, ñëåäîâàòåëüíî,

S ⊂ A ∩ A′ ⊂ T ∈ T,

îòêóäà S ∈ T, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñäåëàííîå âûøå ïðåäïî-
ëîæåíèå íåâîçìîæíî è A′ ⊂ B.

Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S1, . . . ,Sm � âñå êîì-
ïîíåíòû çàâèñèìîñòè íàáîðà S. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè
îáîçíà÷èì ÷åðåç Comp(S).

Îïðåäåëåíèå 5.19. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòü Part(Si) ñîäåðæèò êîì-
ïîíåíòó çàâèñèìîñòè Sj, åñëè îíà ñîäåðæèò âñå âõîäÿùèå â Sj ìíîæå-
ñòâà. Òàêàÿ ÷àñòü ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïî ëåììå 5.23, îáîçíà÷èì åå
÷åðåç Ai⊃j.

Ïåðåôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå ëåììû 5.24 íà ÿçûêå êîìïîíåíò çà-
âèñèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 5.9. ×àñòü Ai⊃j ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå âñåõ ÷àñòåé
Part(Sj), êðîìå Aj⊃i.

Êàæäîé êîìïîíåíòå çàâèñèìîñòè T ∈ Comp(S) ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå ðàçáèåíèå ClassT(Comp(S)) îñòàëüíûõ êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè íà
êëàññû: êàæäûé êëàññ áóäóò îáðàçîâûâàòü êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè, ñî-
äåðæàùèåñÿ â îäíîé èç ÷àñòåé Part(T).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû îïèñàëè ñòðóêòóðó âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ ãèïåðäåðåâà.

Îïðåäåëåíèå 5.20. Ãèïåðãðàô îïèñàííîãî âûøå ðàçáèåíèÿ
Struct(Comp(S)) ìû áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãðàôîì êîìïîíåíò çàâèñèìî-
ñòè íàáîðà S è äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷àòü ÷åðåç Struct(S).

Òåîðåìà 5.19. 1) Ãèïåðãðàô êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè Struct(S) ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðäåðåâîì.

2) Ïóñòü T ∈ Comp(S), à C1, . . . , Cn � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãè-
ïåðãðàôà Struct(S)−T. Òîãäà êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè èç ìíîæåñòâà
Ci ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ÷àñòè Bi ∈ Part(T), ïðè÷åì Bi 6= Bj ïðè i 6= j.

3) Ïóñòü T ∈ Comp(S), à ÷àñòü A ∈ Part(T) ñîäåðæèò õîòÿ áû
îäíî ìíîæåñòâî èç S \ T. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãèïåððåá-
ðî ãèïåðãðàôà Struct(S), âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ T è íåñêîëüêî
(áûòü ìîæåò, îäíà) êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè, ëåæàùèõ â ÷àñòè A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) è 2) Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èç òåîðåìû 5.18
äëÿ îïèñàííîãî âûøå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Comp(S). Ïóñòü êîìïîíåíòà
çàâèñèìîñòè Si ðàçäåëÿåò Sj è S`, òî åñòü, ÷àñòè Ai⊃j è Ai⊃` ðàçëè÷íû.
Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.9 ìû èìååì Aj⊃i ⊃ Ai⊃`, òî åñòü, Sj íå ðàçäåëÿ-
åò Si è S`. Òåïåðü óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 íàñòîÿùåé òåîðåìû ñëåäóþò èç
òåîðåìû 5.18.

3) Êàê ïîêàçàíî âûøå, äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû èç Comp(S) ëèáî
âñå åå ìíîæåñòâà ñîäåðæàòñÿ â A, ëèáî íè îäíî èç íèõ íå ëåæèò â A. Èç
óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî CA ⊂ Comp(S) êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè,
âñå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â A, íåïóñòî. Èç ïóíêòîâ 1 è 2 ñëåäó-
åò, ÷òî êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè èç CA îáðàçóþò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
ãèïåðãðàôà Struct(S) − T. Òåïåðü ïóíêò 3 íàñòîÿùåé òåîðåìû ñëåäóåò
èç ïóíêòà 3 òåîðåìû 5.18.

Äàëåå ìû îïèøåì ÷àñòè P (S) ñ ïîìîùüþ ãèïåððåáåð ãèïåðäåðåâà
Struct(S). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5.10. Ïóñòü T ⊂ Rk(G), ãðàô çàâèñèìîñòè Dep(T) ñâÿçåí,
ìíîæåñòâî T ∈ Rk(G) \T ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ÷àñòè B ∈ Part(T), à âñå
ìíîæåñòâà íàáîðà T ëåæàò â ÷àñòè F ∈ Part(T ). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) ×àñòü B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ ÷àñòåé èç Part(T ).
2) Íèêàêàÿ îòëè÷íàÿ îò B ÷àñòü èç Part(T) íå ñîäåðæèò ìíîæå-

ñòâî T .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Î÷åâèäíî, íàáîðû T è {T} íåçàâèñèìû. Ïî ëåì-
ìå 5.24 ÷àñòü B ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå âñåõ îòëè÷íûõ îò F ÷àñòåé èç
Part(T ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëþáàÿ ÷àñòü èç Part(T) ñ ãðàíèöåé T åñòü îáú-
åäèíåíèå íåñêîëüêèõ ÷àñòåé èç Part(T ), ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ñëåä-
ñòâèÿ.

2) Ïî ëåììå 5.23 íèêàêàÿ îòëè÷íàÿ îò B ÷àñòü èç Part(T) íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ìíîæåñòâî T , à âñå ìíîæåñòâà íàáîðà T ëåæàò â îäíîé ÷àñòè
F ∈ Part(T ).

Ëåììà 5.25. Ïóñòü ãðàôû çàâèñèìîñòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ
T1,T2 ⊂ Rk(G) ñâÿçíû, à ìíîæåñòâî R ∈ Rk(G) \ (T1 ∪ T2) òàêîâî,
÷òî âñå âåðøèíû ìíîæåñòâ èç T1 è T2 ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ÷àñòè
F ∈ Part(R) è ñóùåñòâóåò ÷àñòü A ∈ Part(T1)∩Part(T2) ñ ãðàíèöåé R.
Òîãäà íàáîðû T1 ∈ T1 è T2 ∈ T2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü íàáîðû T1 è T2 íåçà-
âèñèìû. Ïî ñëåäñòâèþ 5.10 ÷àñòü A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ îòëè÷-
íûõ îò F ÷àñòåé èç Part(R). Ïî ëåììå 5.23 âñå ìíîæåñòâà íàáîðà T1
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ëåæàò â îäíîé ÷àñòè B ∈ Part(T2). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî R ⊂ ∪T∈T1 T
òàêæå ëåæèò â B, òî ïî ïóíêòó 2 ñëåäñòâèÿ 5.10 èìååì A = B. Îäíàêî,
âñå ìíîæåñòâà íàáîðà T1 ëåæàò â F , ïðè÷åì F ∩A = R. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò ñ R, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 5.26. Ïóñòü R = {S1, . . .Sn} � ãèïåððåáðî Struct(S). Äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , n} ïóñòü Ai ∈ Part(Si) � ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâà
âñåõ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè èç R. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà
âåðøèí

A = ∩ni=1Ai

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé.
1◦ Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Part(S), ñîäåðæèò õîòÿ áû k

âåðøèí, ïðè÷åì Bound(A) = ∪ni=1Bound(Ai).
2◦ n = 2, Bound(A1) = Bound(A2) = A ∈ S, ïðè÷åì îäíà èç êîìïî-

íåíò çàâèñèìîñòè S1 èëè S2 � ýòî {A}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ êîìïîíåíòó çàâèñèìîñòè S`, íå
âõîäÿùóþ â R (åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò). Ðàññìîòðèì âñå ïóòè â Struct(S)
îò S` äî ãèïåððåáðà R, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðûõ íå âõîäÿò â R è
îòìåòèì ìíîæåñòâî âñåõ èõ êîíöîâ â ãèïåððåáðå R. Ïóñòü ìû îòìåòèëè
õîòÿ áû äâå âåðøèíû (òî åñòü, êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè) èç R. Òîãäà
â Struct(V ) ñóùåñòâóåò öèêë Z, ñîäåðæàùèé äâå îòìå÷åííûå âåðøèíû
è õîòÿ áû îäíó âåðøèíó íå èç R (ñì. ðèñóíîê 5.14a), à ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò è ãèïåððåáðî E, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû Z. Ýòî ãèïåððåáðî
íå ñîâïàäàåò ñ R è |E ∩R| ≥ 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 4 òåîðåìû 5.18.
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Ðèñ. 5.14: Ãèïåðäåðåâî Struct(S) è åãî ãèïåððåáðî R.

Çíà÷èò, êàæäûé ïóòü â Struct(S) îò S` äî ãèïåððåáðà R, âíóòðåííèå
âåðøèíû êîòîðîãî íå âõîäÿò â R, èìååò êîíöîì îäíó è òó æå êîìïîíåí-
òó çàâèñèìîñòè � ïóñòü ýòî Si (ãäå 1 ≤ i ≤ n). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Si

îòäåëÿåò S` îò êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè, âõîäÿùèõ â R è îòëè÷íûõ îò Si

(ñì. ðèñóíîê 5.14b). Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 2 òåîðåìû 5.19 ìû èìååì
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Ai⊃` 6= Ai. Òàêèì îáðàçîì, íè îäíî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S` íå ìîæåò ñî-
äåðæàòüñÿ â Ai, à ñòàëî áûòü, è â A.

Ïî ñëåäñòâèþ 5.9 èç Ai⊃` 6= Ai ñëåäóåò, ÷òî A`⊃i ⊃ Ai ⊃ A. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâà êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè, íå ïðèíàäëåæàùèõ ãèïåð-
ðåáðó R, íå ðàçäåëÿþò A. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.6 ëèáî A ∈ Part(S), ëèáî
A � ïîäìíîæåñòâî îäíîãî èç ìíîæåñòâ íàáîðà S. Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , n}

Ai ⊃ ∪nj=1 Bound(Aj), òî A ⊃ ∪nj=1 Bound(Aj),

îòêóäà |A| ≥ k (äëÿ ëþáîãî j ÷àñòü Aj íåïóñòà, ñëåäîâàòåëüíî,
|Bound(Aj)| ≥ k).

Ïóñòü A ∈ Part(S). Ðàññìîòðèì âåðøèíó x ∈ Bound(A). Ïî òåîðå-
ìå 5.4 ñóùåñòâóåò âåðøèíà y 6∈ A, ñìåæíàÿ ñ x. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ïðåäïîëîæèì, ÷òî y 6∈ Ai. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.4 ìû èìååì x ∈ Bound(Ai).
Êàæäàÿ âåðøèíà èç ∪ni=1 Bound(Ai) ïðèíàäëåæèò ÷àñòè A è êàêîìó-òî
èç ìíîæåñòâ íàáîðà S, ïîýòîìó Bound(A) = ∪ni=1 Bound(Ai).

Ïóñòü A 6∈ Part(S). Òîãäà èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

Bound(A1) = Bound(A2) · · · = Bound(An) = A ∈ S.

Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñîäåðæàùååñÿ â A ìíîæåñòâî èç S
äîëæíî ïðèíàäëåæàòü îäíîé èç êîìïîíåíò çàâèñèìîñòè ãèïåððåáðà R.
Òîãäà íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A ∈ S1.

Òàê êàê A = Bound(A1) � ãðàíèöà ÷àñòè Part(S1), òî A è ëþáîå ìíî-
æåñòâî íàáîðà S1 � íåçàâèñèìû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S1 = {A}. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî n ≥ 3. Ïî ñëåäñòâèþ 5.10 ìíîæåñòâî B, ðàâíîå îáúåäèíåíèþ
âñåõ îòëè÷íûõ îò A1 ÷àñòåé èç Part(A), ïðèíàäëåæèò Part(S2)∩Part(S3).
Òîãäà ïî ëåììå 5.25 ãðàô çàâèñèìîcòè Dep(S2 ∪S3) ñâÿçåí, ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

Îïðåäåëåíèå 5.21. Îïðåäåëåííóþ â ëåììå 5.26 ÷àñòü A ìû íàçîâåì ÷à-
ñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåððåáðó R (äàæå â ñëó÷àå, êîãäà
A /∈ Part(S)).

Òåîðåìà 5.20. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, S ⊂ Rk(G). Òîãäà âûïëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ïóñòü S′ ∈ Comp(S) è ÷àñòü A ∈ Part(S′) òàêîâû, ÷òî A íå
ñîäåðæèò ìíîæåñòâ èç S \S′. Òîãäà A ∈ Part(S).

2) Ïóñòü H ∈ Part(S). Òîãäà ëèáî ÷àñòü H ñîîòâåòñâóåò íåêî-
òîðîìó ãèïåððåáðó R ãèïåðäåðåâà Struct(S), ëèáî cóùåñòâóåò òàêàÿ
êîìïîíåíòà çàâèñèìîñòè S′ ∈ Comp(S), ÷òî H ∈ Part(S′).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê ÷àñòü A íå ñîäåðæèò ìíîæåñòâ èç S \S′,
òî ïî ëåììå 5.24 íè îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ íå ðàçäåëÿåò A. Òîãäà ïî
ñëåäñòâèþ 5.4 ìû èìååì A ∈ Part(S).

2) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó êîìïîíåíò çàâè-
ñèìîñòè â íàáîðå. Áàçà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïîíåíòà çàâèñèìîñòè îäíà,
î÷åâèäíà. Äîêàæåì ïåðåõîä. Ïóñòü T ∈ Comp(S) � êîìïîíåíòà çàâè-
ñèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàéíåé âåðøèíå ãèïåðäåðåâà Struct(S); ýòà
êîìïîíåíòà çàâèñèìîñòè íå ðàçäåëÿåò íèêàêèå äâå äðóãèå è ïî òåîðå-
ìå 5.18 ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ãèïåððåáðó R ãèïåðäåðåâà Struct(S).

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 äëÿ íàáîðà T′ = S \ T óæå äîêàçàíî. Ïóñòü
÷àñòü B ∈ Part(T) ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà íàáîðà T′, à ÷àñòü B′ ∈
Part(T′) ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà íàáîðà T. Ïî òåîðåìå 5.6 äëÿ ëþáîé
÷àñòè H ∈ Part(S) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå H = H1 ∩ H2, ãäå H1 ∈
Part(T) è H2 ∈ Part(T′).

Åñëè H1 = B è H2 = B′, òî A � ÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïåððåá-
ðó R. Ïî ëåììå 5.24 ÷àñòü B ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå âñåõ îòëè÷íûõ îò B′

÷àñòåé èç Part(T′), à ÷àñòü B′ ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå âñåõ îòëè÷íûõ îò
B ÷àñòåé èç Part(T). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.4 îñòàëüíûå ÷àñòè èç Part(S)
� ýòî ëèáî ÷àñòè èç Part(T), ëèáî ÷àñòè èç Part(T′), îòêóäà î÷åâèäíî
ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5.11. Ïóñòü S ⊂ Rk(G), T ∈ Comp(S), A ∈ Part(T).
Òîãäà ëèáî {Bound(A)} ∈ Comp(S), ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü
B ∈ Part(S), ÷òî Bound(B) ⊃ Bound(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÷àñòü A íå ñîäåðæèò ìíîæåñòâ èç S \ T, òî ïî
÷àñòè 3 òåîðåìû 5.20 ìû èìååì A ∈ Part(S).

Ïóñòü ÷àñòü A ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ìíîæåñòâî èç S \ T. Òîãäà
ïî òåîðåìå 5.19 ñóùåñòâóåò òàêîå ãèïåððåáðî ãèïåðäåðåâà Struct(S), ÷òî
îäíîé èç åãî âåðøèí ÿâëÿåòñÿ T, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ýòîãî ãèïåð-
ðåáðà � êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè, ñîäåðæàùèåñÿ â A. Òîãäà ïî ïóíêòó 1
òåîðåìû 5.20 ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(S), ÷òî Bound(B) ⊃
Bound(A), ëèáî {Bound(A)} ∈ Comp(S).

Îïðåäåëåíèå 5.22. Íàçîâåì êîìïîíåíòó çàâèñèìîñòè íàáîðà S êðàé-
íåé, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò âèñÿ÷åé âåðøèíå ãèïåðäåðåâà Struct(S).

Çàìå÷àíèå 5.14. 1) Ó ëþáîãî íàáîðà S ⊂ Rk(G) c íåñâÿçíûì ãðàôîì
çàâèñèìîñòè � õîòÿ áû äâå êðàéíèõ êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè.

2) Èç òåîðåìû 5.19 ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòà çàâèñèìîñòè S′ íàáîðà S
íå ðàçäåëÿåò íèêàêèå äâå êîìïîíåíòû çàâèñèìîñòè ýòîãî íàáîðà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé.
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5.5.7 Ðîìàøêè

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ðîìàøêè � âàæíåéøåãî â íàøåé ðàáîòå ïîíÿ-
òèÿ. Íå óäèâëÿéòåñü, ñíà÷àëà îïðåäåëÿåìûé îáúåêò ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
âàì íåñêîëüêî ñòðàííûì è ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: à çà÷åì èçó÷àòü
ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé. Äàëüøå ìû ïîñòàðàåìñÿ ïîêàçàòü çíà÷åíèå ðî-
ìàøåê. Ñ èõ ïîìîùüþ ìû îïèøåì ñòðóêòóðó âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
òðåõâåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â òðåõñâÿçíîì ãðàôå. Ïåðåéäåì
ê îïðåäåëåíèþ. Íàïîìíèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ k-ñâÿçíûì ãðàôîì G,
ãäå k ≥ 2.

Ïóñòüm ≥ 4, à ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà P,Q1, . . . , Qm ⊂
V (G) òàêîâû, ÷òî

0 ≤ |P | < k, |Qi| =
k − |P |

2

äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}. Ðàññìîòðèì íàáîð F = (P ;Q1, . . . , Qm), â êîòî-
ðîì ìíîæåñòâà Q1, . . . , Qm ñ÷èòàþòñÿ öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûìè. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâ Q1, . . . , Qm íå
ìåíÿåò íàáîðà F . Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Qi,j = Qi ∪Qj ∪ P . Ïóñòü R(F ) �
íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ìíîæåñòâ Qi,j äëÿ âñåõ ïàð ðàçëè÷íûõ íåñîñåäíèõ
â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå èíäåêñîâ i è j.

Îïðåäåëåíèå 5.23. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð S ⊂ (R(F )∩Rk(G)),
÷òî

Part(S) = {G1,2, G2,3, . . . , Gm,1}, ïðè÷åì Bound(Gi,i+1) = Qi,i+1.

Òîãäà íàçîâåì íàáîð F ðîìàøêîé, ìíîæåñòâî P � öåíòðîì, à ìíîæåñòâà
Q1, . . . , Qm � ëåïåñòêàìè ýòîé ðîìàøêè. Åñëè íèêàêèå äâà ëåïåñòêà ðî-
ìàøêè F íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íàçîâåì ýòó ðîìàøêó ïðàâèëüíîé. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð S ïîðîæäàåò ðîìàøêó F .

Îäíó è òó æå ðîìàøêó ìîãóò ïîðîæäàòü ðàçëè÷íûå íàáîðû ðàçäåëÿ-
þùèõ ìíîæåñòâ. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè íàáîðû S è T ïîðîæäàþò
ðîìàøêó F , òî Part(S) = Part(T). Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ðàçáèåíèå
ðàçáèåíèåì ãðàôà G ðîìàøêîé F è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Part(F ).

Òàêæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè F � ðîìàøêà, òî R(F ) ⊂ Rk(G). Ïðè
k ≤ 3 èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå Part(R(F )) = Part(F ), ÷òî íå âñåãäà âåðíî
ïðè k ≥ 4.

Ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ñòàíäàðòíûìè äëÿ ðî-
ìàøêè. Ëåïåñòêè ðîìàøêè âñåãäà áóäåì óêàçûâàòü â öèêëè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå è ðàññìàòðèâàòü èõ èíäåêñû, êàê âû÷åòû ïî ìîäóëþ êîëè÷åñòâà
ëåïåñòêîâ. Ðàñïîëîæèì ëåïåñòêè Q1, Q2, . . . , Qm ïî îêðóæíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî èõ öèêëè÷åñêîìó ïîðÿäêó è ïîìåñòèì â öåíòð îêðóæíîñòè öåíòð
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ðîìàøêè P . Ìåæäó ëåïåñòêàìè Qi è Qi+1 ìû ïîìåñòèì ÷àñòü Gi,i+1. Íà
ðèñóíêå èçîáðàæåíî ðàçáèåíèå ãðàôà ðîìàøêîé ñ âîñåìüþ ëåïåñòêàìè.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Gi,j = ∪j−1

x=i Gx,x+1 (èíäåêñ x ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò i
äî j − 1 â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå). Â òåîðåìå 5.21 ìû äîêàæåì, ÷òî ìíî-
æåñòâî Qi,j îòäåëÿåò Gi,j îò Gj,i òî åñòü, ðàçáèâàåò ãðàô èìåííî òàê, êàê
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ìíîæåñòâó ëîìàíàÿ ðàçáèâàåò êðóã.
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Ðèñ. 5.15: Ðàçáèåíèå ãðàôà ðîìàøêîé ñ âîñåìüþ ëåïåñòêàìè.

Ïîñìîòðèì, êàêèìè ìîãóò áûòü ðîìàøêè ïðè ìàëûõ k. Íåòðóäíî ïî-
íÿòü, ÷òî ó ëþáîé ðîìàøêè â äâóñâÿçíîì ãðàôå öåíòð ïóñò, à êàæäûé
ëåïåñòîê ÿâëÿåòñÿ îäèíî÷íîé âåðøèíîé. Òàêèì îáðàçîì, ðîìàøêà ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ �öèêë�, õîðäû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðàçäåëÿþùèì
ìíîæåñòâàì. Èìåííî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñòàëà îäíîé èç ãëàâíûõ, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ Â.T.Òàòò â 1966 ãîäó îïèñàë ñòðóêòóðó âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ äâóõâåðøèííûõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â äâóñâÿçíîì ãðàôå.
Äàëåå ìû ïðèâåäåì äîñòàòî÷íî ïðîñòîå è íàãëÿäíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû
äâóñâÿçíîãî ãðàôà ñ ïîìîùüþ ðîìàøåê.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ó ëþáîé ðîìàøêè â òðåõñâÿçíîì ãðàôå è öåíòð,
è ëåïåñòêè ÿâëÿþòñÿ îäèíî÷íûìè âåðøèíàìè, òàêàÿ ðîìàøêà íàïîìè-
íàåò �êîëåñî�.

Ïðè áîëüøèõ k ðîìàøêè óñòðîåíû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå: è ëåïåñòêè,
è öåíòð ìîãóò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ âåðøèí. Óæå ïðè k = 4 âîçìîæíû
äâà ðàçíûõ òèïà ðîìàøåê: âî-ïåðâûõ, öåíòð ìîæåò ñîäåðæàòü äâå âåð-
øèíû, à ëåïåñòêè ïî îäíîé âåðøèíå. Âî-âòîðûõ, öåíòð ðîìàøêè ìîæåò
áûòü ïóñòûì, à ëåïåñòêè ìîãóò ñîäåðæàòü ïî äâå âåðøèíû.

Äîêàæåì ðÿä ñâîéñòâ ðîìàøåê ïðè âñåõ k.

Ëåììà 5.27. Ãðàô çàâèñèìîñòè ëþáîãî íàáîðà k-ðàçäåëÿþùèõ ìíî-
æåñòâ, ïîðîæäàþùåãî ðîìàøêó, ñâÿçåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = (P ;Q1, . . . , Qm) è íàáîð S ïîðîæäàåò ðî-
ìàøêó F . Òîãäà Part(S) = {G1,2, G2,3, . . . , Gm,1}, Bound(Gi,i+1) = Qi,i+1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Dep(S) íåñâÿçåí è ðàññìîòðèì ëþáóþ êîìïî-
íåíòó çàâèñèìîñòè S′ íàáîðà S. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Qi,j ∈ S \ S′.
Òàê êàê Qi,j è ëþáîå ìíîæåñòâî íàáîðà S′ íåçàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò
÷àñòü A ∈ Part(S′), ñîäåðæàùàÿ Qi,j.

Ïîíÿòíî, ÷òîA åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ÷àñòåé èç Part(F ). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé Gs−1,s è Gs,s+1 ëåæèò â A, à äðóãàÿ �
íåò. Òàê êàê ìíîæåñòâà íàáîðà S′ íå ðàçäåëÿþò íè Gs−1,s, íè Gs,s+1,
îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ îáÿçàòåëüíî äîëæíî ñîäåðæàòü ëåïåñòîê Qs =
Gs−1,s ∩ Gs,s+1, à ñëåäîâàòåëüíî, Qs ⊂ Bound(A). Íàçîâåì òàêîé ëåïå-
ñòîê Qs ãðàíè÷íûì. Ïîíÿòíî, ÷òî Bound(A) åñòü îáúåäèíåíèå öåíòðà è
íåñêîëüêèõ (õîòÿ áû äâóõ) ãðàíè÷íûõ ëåïåñòêîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûõ ëåïåñòêîâ âñåãî äâà, è îíè ñîñåäíèå.
Òîãäà, òàê êàê ÷àñòü A ñîäåðæèò äâà íåñîñåäíèõ ëåïåñòêà Qi è Qj, ìû
èìååì A = Qx+1,x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ [1..m]. Íî, òàê êàê A ∈ Part(S′), åå
âíóòðåííîñòü íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâàìè íàáîðà S′, à çíà÷èò, âñå ýòè
ìíîæåñòâà ëåæàò â Qx,x+1, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, Bound(A) ñîäåðæèò êàêèå-òî äâà íåñîñåäíèõ ëåïåñòêà Qx è
Qy. Ïî ñëåäñòâèþ 5.11 òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part(S), ÷òî
Bound(B) ⊃ Bound(A) ⊃ Qx∪Qy, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 5.21. Ïóñòü F = (P ;Q1, . . . , Qm) � ðîìàøêà. Òîãäà
R(F ) ⊂ Rk(G), ïðè÷åì Qi,j îòäåëÿåò Gi,j îò Gj,i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàáîð S ïîðîæäàåò ðîìàøêó F , òîãäà

Part(S) = {G1,2, G2,3, . . . , Gm,1}, Bound(Gi,i+1) = Qi,i+1.

Ïóñòü Qi,j ∈ S. Òîãäà ìíîæåñòâî Qi,j íå ðàçäåëÿåò íè îäíó èç ÷àñòåé
Gx,x+1. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ðàçäåëÿåò íè Gi,j, íè Gj,i. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Part(Qi,j) = {Gi,j, Gj,i}.

Íàçîâåì ìíîæåñòâî ëåïåñòêîâ M ðîìàøêè F õîðîøèì, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ëåïåñòêîâ Qi, Qj ∈ M ìíîæåñòâî Qi,j îòäåëÿåò Gi,j

îò Gj,i. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî ïîäíàáîðà T ⊂ S, ÷òî ãðàô Dep(T) ñâÿçåí,
ìû äîêàæåì èíäóêöèåé ïî |T|, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ëåïåñòêîâ, âõîäÿùèõ
â ìíîæåñòâà èç T, õîðîøåå (îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ëåïåñòêîâ ÷åðåç
L(T)).

Áàçà äëÿ ïîäíàáîðà èç îäíîãî ìíîæåñòâà óæå ïðîâåðåíà, äîêàæåì
ïåðåõîä. Â íàáîðå T ⊂ S, ñîäåðæàùåì áîëåå îäíîãî ìíîæåñòâà, åñòü
òàêîå ìíîæåñòâî T , ÷òî äëÿ íàáîðà T′ = T\{T} ãðàô Dep(T′) ñâÿçåí. Ïî
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Ðèñ. 5.16: Ìíîæåñòâî Qi,j.

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ìíîæåñòâî ëåïåñòêîâ L(T′) � õîðîøåå.
Ïóñòü T = Qi,j, òîãäà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëåïåñòêà
Qx ∈ L(T′) ìíîæåñòâî Qi,x îòäåëÿåò Gi,x îò Gx,i. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Qx ⊂ Gi,j, x 6∈ {i, j} (ñì. ðèñóíîê 5.16). Êàê äîêàçàíî âûøå, ìíîæåñòâî
Qi,j îòäåëÿåò Gi,j îò Gj,i. Òàê êàê ãðàô Dep(T) ñâÿçåí, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ìíîæåñòâî R ∈ T′, ÷òî R è Qi,j çàâèñèìû; ñëåäîâàòåëüíî, R ∩
Int(Gj,i) 6= ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R ∩ Int(Gj,i) = Qy, ãäå Qy ∈ L(T′) è y 6∈
{i, j}. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ìíîæåñòâî Qx,y îòäåëÿåò Gx,y

îò Gy,x. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà Qi,j è Qx,y çàâèñèìû è ïî ëåììå 5.8
ìíîæåñòâî Qi,x îòäåëÿåò Gi,j ∩ Gx,y = Gi,x îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà
(òî åñòü, îò Gx,i).

Òàê êàê ïî ëåììå 5.27 ãðàô Dep(S) ñâÿçåí, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.12. Äëÿ ðîìàøêè F = (P ;Q1, . . . , Qm) âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ðàñïîëîæèì èíäåêñû 1, 2, . . . ,m ïî îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî
èõ öèêëè÷åñêîìó ïîðÿäêó è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâó Qi,j

õîðäó ýòîé îêðóæíîñòè, ñîåäèíÿþùóþ i è j. Òîãäà ìíîæåñòâà Qx,y

è Qz,t ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè k-ðàçäåëÿþùèìè ìíîæåñòâàìè â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì õîðäû îêðóæíîñòè ïå-
ðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå.

2) Åñëè ìíîæåñòâà Qx,y è Qz,t ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè ðàçäåëÿþùè-
ìè ìíîæåñòâàìè, òî Qx,y îòäåëÿåò äðóã îò äðóãà ëåïåñòêè Qz è Qt.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 5.21.

Ñëåäñòâèå 5.13. Äëÿ ðîìàøêè F = (P ;Q1, . . . , Qm) âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ïóñòü j 6∈ {i, i+ 1, i+ 2}. Òîãäà Gi,j ∈ Part(Qi,j).
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2) Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé Gi,i+1 èëè Gi+1,i+2 íåïóñòà. Òîãäà
Gi,i+2 ∈ Part(Qi,i+2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Int(Gi,j−1) ñîäåðæèòQi+1

è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòî. Ïî òåîðåìå 5.21 ìíîæåñòâî Gi,j−1 ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ÷àñòåé A1, . . . , A` ∈ Part(Qi,j−1) (âîçìîæíî, ` = 1), ïðè÷åì
ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ýòè ÷àñòè íåïóñòû, à èõ âíóòðåííîñòè íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ ñ Qi,j. Òîãäà Qi,j íå ðàçäåëÿåò íè îäíó èç ÷àñòåé A1, . . . , A`,
à ñëåäîâàòåëüíî, è èõ îáúåäèíåíèå Gi,j−1. Àíàëîãè÷íî, Qi,j íå ðàçäåëÿ-
åò Gi+1,j. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî Qi,j íå ðàçäåëÿåò Gi,j = Gi,j−1 ∪ Gi+1,j

(ñì. ðèñóíîê 5.17). Òàê êàê Qi,j ïî òåîðåìå 5.21 îòäåëÿåò Gi,j îò Gj,i, òî
Gi,j ∈ Part(Qi,j).

PQ

Q

Q

G

i

j

Qi+1 j-1
i+1,j

G i,j-1

Ðèñ. 5.17: ×àñòü Gi,j.

2) Ìíîæåñòâî Qi,i+2 íå ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü íè îäíîé èç ÷àñòåé
Gi,i+1 è Gi+1,i+2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êàêàÿ-òî èç ÷àñòåé Gi,i+1 è Gi+1,i+2

íåïóñòà, òîQi,i+2 íå ðàçáèâàåò ýòó ÷àñòü. Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå ïóíêòà 2.

Ïóñòü èíäåêñû i è j òàêîâû, ÷òî j 6∈ {i − 2, i − 1, i, i + 1, i + 2}. Èç
óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäñòâèÿ 5.13 ïîíÿòíî, ÷òî òîãäà Part(Qi,j) = {Gi,j, Gj,i}.

Ïóñòü k ≤ 3. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â ýòîì ñëó÷àå ëåïåñòêè ëþáîé
ðîìàøêè k-ñâÿçíîãî ãðàôà � îäíîâåðøèííûå ìíîæåñòâà. Òîãäà èç ñëåä-
ñòâèÿ 5.13 äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñîñåäíèõ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå èíäåêñîâ
i, j ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Part(Qi,j) = {Gi,j, Gj,i}.

Òåîðåìà 5.22. Ïóñòü íàáîðû S, T ∈ Rk(G) ïîðîæäàþò ðîìàøêè FS
è FT , ñîîòâåòñòâåííî, ñ îäèíàêîâûì öåíòðîì è îäèíàêîâûìè ìíîæå-
ñòâàìè ëåïåñòêîâ. Òîãäà Part(S) = Part(T) è FS = FT (òî åñòü, öèê-
ëè÷åñêèå ïîðÿäêè ëåïåñòêîâ â ýòèõ ðîìàøêàõ îäèíàêîâû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü FS = (P ;Q1, . . . , Qm), òîãäà

Part(S) = {G1,2, G2,3, . . . , Gm,1}, Bound(Gi,i+1) = Qi,i+1.
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Òàê êàê íàáîðû ëåïåñòêîâ ðîìàøåê FS è FT ñîâïàäàþò, òî ãðàíèöà ëþáîé
÷àñòè èç Part(T) åñòü ìíîæåñòâî âèäà Qx,y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç
÷àñòåé Part(FT ) èìååò ãðàíèöó Qi,j, ãäå èíäåêñû i è j � íåñîñåäíèå â
öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå ðîìàøêè FS ëåïåñòêè.

Ðàññìîòðèì äâå ãðóïïû ëåïåñòêîâ: ëåæàùèå â Gi,j è ëåæàùèå â Gj,i

(ëåïåñòêè Qi è Qj ëåæàò â îáåèõ ãðóïïàõ). Ìíîæåñòâî Qi,j è ëþáîå ìíî-
æåñòâî íàáîðà T ∈ T íåçàâèñèìû, à çíà÷èò, T ïî ñëåäñòâèþ 5.12 ñîäåð-
æèò ëèáî äâà ëåïåñòêà èç ïåðâîé ãðóïïû (òîãäà íàçîâåì åãî ìíîæåñòâîì
ïåðâîãî òèïà), ëèáî äâà ëåïåñòêà èç âòîðîé ãðóïïû (òîãäà íàçîâåì åãî
ìíîæåñòâîì âòîðîãî òèïà). Òàê êàê îáå ãðóïïû ñîäåðæàò îòëè÷íûå îò Qi

è Qj ëåïåñòêè, òî â íàáîðå T åñòü è ìíîæåñòâà ïåðâîãî òèïà, è ìíîæåñòâà
âòîðîãî òèïà. Íî ïî ñëåäñòâèþ 5.12 ìíîæåñòâà ðàçíûõ òèïîâ íåçàâèñè-
ìû, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô Dep(T) íåñâÿçåí, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5.27.

Òàêèì îáðàçîì, öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê â ðîìàøêàõ FS è FT ñîâïàäàåò.
Îòñþäà ïî òåîðåìå 5.21 èìååì Part(S) = Part(T), òî åñòü, FS = FT .

Èç òåîðåìû 5.22 â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âñå íàáîðû, ïîðîæäàþùèå
ðîìàøêó F , ðàçáèâàþò ãðàô îäèíàêîâî. Ýòîò ôàêò ïîêàçûâàåò êîððåêò-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ ãðàôà ðîìàøêîé F .

Òåîðåìà 5.23. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà k-ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ S â k-
ñâÿçíîì ãðàôå G ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1◦ Êàæäàÿ ÷àñòü èç Part(S) ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå k âåðøèí.
2◦ Êàæäàÿ êîìïîíåíòà çàâèñèìîñòè íàáîðà S, ñîñòîÿùàÿ áîëåå ÷åì

èç îäíîãî ìíîæåñòâà, ïîðîæäàåò ðîìàøêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2 ïî òåîðå-
ìå 5.20. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì òàêîé íàáîð S,
÷òî â Part(S) íåò ìàëûõ ÷àñòåé, è åãî êîìïîíåíòó çàâèñèìîñòè S′, ñî-
ñòîÿùóþ áîëåå ÷åì èç îäíîãî ìíîæåñòâà. Ïî òåîðåìå 5.20 â Part(S′) íåò
ìàëûõ ÷àñòåé. Äîêàæåì, ÷òî åñëè T ⊂ S′, |T| ≥ 2 è ãðàô Dep(T) ñâÿçåí,
òî íàáîð T ïîðîæäàåò ïðàâèëüíóþ ðîìàøêó.

1. Ïðîâåðèì áàçó äëÿ íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ çàâèñèìûõ ìíî-
æåñòâ S è T .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòü A ∈ Part({S, T}) � ìàëàÿ. Òîãäà ïî ëåì-
ìå 5.10 ñóùåñòâóþò ñìåæíûå âåðøèíû w ∈ A \S è w′ ∈ A \ T è ýòà ïàðà
âåðøèí ïðèíàäëåæàò ðîâíî îäíîé ÷àñòè Part({S, T}) � ÷àñòè A. Òàê êàê
w è w′ ñìåæíû, ñóùåñòâóåò ÷àñòü B ∈ Part(S′), ñîäåðæàùàÿ w è w′. Ïî
òåîðåìå 5.6 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü A′ ∈ Part(T′), ÷òî w,w′ ∈ B ⊂ A′. Òàê
êàê ÷àñòü A ñîäåðæèò w è w′, òî A′ = A′. Òîãäà |B| < k, íî â Part(S′) íåò
ìàëûõ ÷àñòåé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî â Part({S, T})
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íåò ìàëûõ ÷àñòåé. Òåïåðü èç ïóíêòà 2 ëåììû 5.9 ñëåäóåò, ÷òî S è T
îáðàçóþò ðîìàøêó ñ ÷åòûðüìÿ ëåïåñòêàìè è öåíòðîì S ∩ T .

2. Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.
Ïóñòü íàáîð T ⊂ S′ ïîðîæäàåò ðîìàøêó F = (P ;Q1, . . . , Qm). Ïóñòü

S ∈ S′ \ T è T′ = T ∪ {S} òàêîâû, ÷òî ãðàô Dep(T′) ñâÿçåí. Äîêàæåì,
÷òî íàáîð T′ òàêæå ïîðîæäàåò ðîìàøêó. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p = |S ∩ P |, ai,i+1 = |S ∩ Int(Gi,i+1)|, bi = |S ∩Qi|.

Òîãäà
m∑
x=1

bi +
m∑
x=1

ai,i+1 + p = k. (5.5)

2.1. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî S íå ìîæåò ðàçäåëÿòü ïóñòóþ
÷àñòü Gi,i+1 ∈ Part(F ).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàê êàê |Gi,i+1| = k, òî S ðàçäåëÿåò ýòó ÷àñòü
íà íåñêîëüêî ìàëûõ ÷àñòåé èç Part(T′). Ïî òåîðåìå 5.21 ìû çíàåì, ÷òî
ìíîæåñòâà Qi,i+2, Qi−1,i+1 ∈ Rk(G) çàâèñèìû è Gi,i+1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì íåñêîëüêèõ (âîçìîæíî, îäíîé) ÷àñòåé Part({Qi,i+2, Qi−1,i+1}). Âñå
ýòè ÷àñòè èìåþò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü, ïîýòîìó ïî ëåììå 5.10 ñóùåñòâó-
þò ñìåæíûå âåðøèíû u ∈ Qi, v ∈ Qi+1 (ñì. ðèñóíîê 5.18a).

Òàê êàê u è v ñìåæíû, òî ñóùåñòâóåò ÷àñòü B ∈ Part(S′), ñîäåðæàùàÿ
u è v. Ïî òåîðåìå 5.6 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü A ∈ Part(T′), ÷òî u, v ∈ B ⊂
A. Ïî òåîðåìå 5.6, ÷àñòü A äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â êàêîé-òî ÷àñòè Part(T).
Òàê êàê ÷àñòü A ñîäåðæèò u è v, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä A ⊂ Gi,i+1,
ñëåäîâàòåëüíî, |A| < k. Òîãäà è |B| < k, íî â Part(S′) íåò ìàëûõ ÷àñòåé.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî S íå ìîæåò ðàçäåëÿòü íè îäíó
èç ïóñòûõ ÷àñòåé èç Part(F ).
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Ðèñ. 5.18: Ðàçáèåíèå ÷àñòåé Part(T) ìíîæåñòâîì S.

2.2. Ïóñòü ìíîæåñòâà S è Qi,j ∈ Rk(G) çàâèñèìû.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|S ∩ Int(Gi,j)| ≤ |S ∩ Int(Gj,i)|. (5.6)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Qi,j ∩ S = P ′, Qi,j ∩ Int(Hx) = Tx, Int(Gi,j) ∩ S = S ′,

Fx = Gi,j ∩Hx, Rx = Tx ∪ P ′ ∪ S ′.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî x ìû èìååì |Rx| < k. Ïîñêîëüêó Gi,j åñòü îáú-
åäèíåíèå íåñêîëüêèõ ÷àñòåé èç Part(Qi,j), òî Fx â ñèëó ëåììû 5.8 ÿâ-
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ÷àñòåé èç Part({Qi,j, S}), ïðè÷åì îáú-
åäèíåíèå ãðàíèö ýòèõ ÷àñòåé � ýòî Rx. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè ÷àñòè
ïóñòû è Fx = Rx. Âûáåðåì äâå ñìåæíûå âåðøèíû u ∈ S ′ è v ∈ Tx
(ñì. ðèñóíîê 5.18b). Òàêèå äâå âåðøèíû ïî ëåììå 5.10 åñòü â ëþáîé èç
ïóñòûõ ÷àñòåé Part({Qi,j, S}), ñîñòàâëÿþùèõ â îáúåäèíåíèè Fx. Ïóñòü
ýòà ÷àñòü �F ′. Òîãäà ïî ëåììå 5.10 ìû çíàåì, ÷òî F ′ � åäèícòâåííàÿ
÷àñòü Part({Qi,j, S}), ñîäåðæàùàÿ îáå âåðøèíû u è v.

Òàê êàê u è v ñìåæíû, òî ñóùåñòâóåò ÷àñòü B ∈ Part(S′), ñîäåðæàùàÿ
u è v. Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ìíîæåñòâ F1, . . . , F`, Gj,i ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì ÷àñòåé Part({Qi,j, S}), ðîâíî îäíî èç íèõ ñîäåðæèò {u, v}: ýòî Fx.
Êðîìå òîãî, âñå ïåðå÷èñëåííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè ÷à-
ñòåé Part(T), ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.6 õîòÿ áû îäíî èç íèõ äîëæíî
ñîäåðæàòü B ⊃ {u, v}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B ⊂ Fx, à çíà÷èò, |B| ≤ |Fx| < k,
÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ìû èìååì |Rx| ≥ k. Òîãäà

2k ≤ |R1|+ |R2| = (2|S ′|+ |P ′|) + (|T1|+ |T2|+ |P ′|) ≤ k + k (5.7)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (5.6). Â îáîèõ íåðàâåíñòâàõ â (5.7)
äîëæíî äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî, ÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà
Part(S) = {H1, H2} è

|Qi,j ∩ Int(H1)| = |Qi,j ∩ Int(H2)|, |S ∩ Int(Gi,j)| = |S ∩ Int(Gj,i)|. (5.8)

2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî S íå ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü íè
îäíîé èç ÷àñòåé èç Part(F ). Ó÷èòûâàÿ ïóíêò 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå S íå ðàçäåëÿåò íè îäíó èç ÷àñòåé Part(F ). Òàêîå ìíîæåñòâî ìîæåò
áûòü ðàçäåëÿþùèì òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
äâóõ ëåïåñòêîâ è öåíòðà ðîìàøêè F . Â ýòîì ñëó÷àå ïîíÿòíî, ÷òî íàáîð
T′ òàêæå ïîðîæäàåò ðîìàøêó F .

Òåïåðü íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ai,i+1 6= 0. Â ñèëó
çàâèñèìîñòè S è Qi,i+1 èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ.

1◦ Ñóùåñòâóåò òàêîå j 6= i, ÷òî aj,j+1 > 0.
2◦ Äëÿ âñåõ x 6= i ìû èìååì ax,x+1 = 0, è ñóùåñòâóåò òàêîå

t 6∈ {i− 1, i, i+ 1}, ÷òî bt 6= 0.
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2.3.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1◦. Èç (5.8) èìååì

2ai,i+1 + bi + bi+1 + p = k = 2aj,j+1 + bj + bj+1 + p.

Ó÷èòûâàÿ (5.5), ïîëó÷àåì, ÷òî ax,x+1 = 0 ïðè x 6∈ {i, j} è bx = 0 ïðè
x 6∈ {i, i+ 1, j, j + 1}. Áîëåå òîãî, åñëè bi 6= 0 èëè bj+1 6= 0, òî i = j + 1, à
åñëè bj 6= 0 èëè bi+1 6= 0, òî j = i+ 1. Òàê êàê â ðîìàøêå õîòÿ áû ÷åòûðå
ëåïåñòêà, òî íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî i 6= j + 1 è
bi = bj+1 = 0.

Òîãäà íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî S íå ðàçáèâàåò ÷àñòü Gj+1,i ⊃ Qi ∪ (P \ S)
(ñì. ðèñóíîê 5.19a). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâà S è Qi,j çàâèñèìû è ïî (5.8)
ìíîæåñòâî S äîëæíî äåëèòü Qi,j íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S
íå ðàçäåëÿåò Qi ∪ (P \ S), ïîëó÷àåì, ÷òî S ⊃ P , bj = 0 è S íå ðàçáèâàåò
ëåïåñòîê Qj. Àíàëîãè÷íî, bi+1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî S íå ïåðåñåêàåò ëåïåñòêîâ ðîìàøêè F è
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì öåíòðà P è äâóõ ðàâíûõ ëåïåñòêîâ Q′i = S ∩
Int(Gi,i+1) è Q′j = S ∩ Int(Gj,j+1). Ìíîæåñòâî S íå ðàçáèâàåò îòëè÷íûõ
îò Gi,i+1 è Gj,j+1 ÷àñòåé èç Part(F ), äåëèò ÷àñòü Gi,i+1 íà äâå ÷àñòè ñ
ãðàíèöàìè Qi ∪ Q′i ∪ P è Qi+1 ∪ Q′i ∪ P , à ÷àñòü Gj,j+1 � íà äâå ÷àñòè ñ
ãðàíèöàìè Qj∪Q′j∪P è Qj+1∪Q′j∪P . Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð T′ ïîðîæäàåò
ðîìàøêó F ′, ïîëó÷åííóþ èç F äîáàâëåíèåì ëåïåñòêà Q′i ìåæäó Qi è Qi+1

è ëåïåñòêà Q′j ìåæäó Qj è Qj+1.
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Ðèñ. 5.19: Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S íà ëåïåñòêè.

2.3.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2◦. Èç (5.8) èìååì

2ai,i+1 + bi + bi+1 + p = k = 2bt + bt−1 + bt+1 + p.

Ïîíÿòíî, ÷òî ax,x+1 = 0 ïðè x 6= i. Ó÷èòûâàÿ (5.5), ïîëó÷àåì, ÷òî bx = 0
ïðè x 6∈ {i, i + 1, t − 1, t, t + 1}. Áîëåå òîãî, åñëè bi 6= 0 èëè bt+1 6= 0, òî
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i = t + 1, à åñëè bt 6= 0 èëè bi+1 6= 0, òî t = i + 1. Òàê êàê â ðîìàøêå
õîòÿ áû ÷åòûðå ëåïåñòêà, òî íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
i 6= t+ 1 è bi = bt+1 = 0.

Òîãäà íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî S íå ðàçáèâàåò ÷àñòü Gt+1,i ⊃ Qi ∪ (P \ S)
(ñì. ðèñóíîê 5.19b). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâà S è Qi,t−1 çàâèñèìû è ïî (5.8)
ìíîæåñòâî S äîëæíî äåëèòü Qi,j íà äâå ðàâíûå ÷àñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S
íå ðàçäåëÿåò Qi ∪ (P \ S), ïîëó÷àåì, ÷òî S ⊃ P , bt−1 = 0 è S íå ðàçáèâàåò
ëåïåñòîê Qt−1. Àíàëîãè÷íî, bi+1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî S è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì öåíòðà P ,
ëåïåñòêà Qt è èìåþùåãî òàêîé æå ðàçìåð íîâîãî ëåïåñòêà Q′i = S ∩
Int(Gi,i+1). Ìíîæåñòâî S íå ïåðåñåêàåò äðóãèõ ëåïåñòêîâ ðîìàøêè F , íå
ðàçáèâàåò îòëè÷íûõ îò Gi,i+1 ÷àñòåé èç Part(F ), äåëèò ÷àñòü Gi,i+1 íà
äâå ÷àñòè ñ ãðàíèöàìè Qi ∪Q′i ∪P è Qi+1 ∪Q′i ∪P . Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð
T′ ïîðîæäàåò ðîìàøêó F ′, ïîëó÷åííóþ èç F äîáàâëåíèåì ëåïåñòêà Q′i
ìåæäó Qi è Qi+1.

5.6 Ñòÿãèâàíèå ð¼áåð â k-ñâÿçíîì ãðàôå

Îïðåäåëåíèå 5.24. Íàçîâ¼ì k-ñâÿçíûé ãðàô G ìèíèìàëüíûì ïî ñòÿ-
ãèâàíèþ, åñëè äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G) ãðàô G · e íå ÿâëÿåòñÿ k-
ñâÿçíûì.

Íå ñåêðåò, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî ñòÿíóòü ëþáîå ðåáðî
áåç ïîòåðè ñâÿçíîñòè. Ïðè k ∈ {2, 3} ìû äîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííûì ìè-
íèìàëüíûì ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûì ãðàôîì ÿâëÿåòñÿ Kk+1. Îòìåòèì,
÷òî â ëþáîì k-ñâÿçíîì ãðàôå ïî îïðåäåëåíèþ õîòÿ áû k+1 âåðøèíà, òàê
÷òî Kk+1 âî âñåõ ñìûñëàõ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì k-ñâÿçíûì ãðàôîì.

Ïðè k ≥ 4 ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìèíèìàëüíûå ïî ñòÿãèâàíèþ k-
ñâÿçíûå ãðàôû è ÷åì áîëüøå k, òåì ñëîæíåå èõ ñòðóêòóðà è òåì ìåíüøå
ïðî íèõ èçâåñòíî. Â ñëó÷àå k = 4 ìû îïèøåì ñòðóêòóðó ìèíèìàëüíûõ
ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûõ ãðàôîâ.

5.6.1 Äâóñâÿçíûå è òð¼õñâÿçíûå ãðàôû

Òåîðåìà 5.24. Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò K3. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈ E(G), ÷òî ãðàô G · e äâóñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî. Òàê êàê v(G) ≥ 4,
òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåáðà ab ∈ E(G) ìíîæåñòâî {a, b} ∈ R2(G). Ðàññìîò-
ðèì ìèíèìàëüíûé ôðàãìåíò H, îòäåëÿåìûé ìíîæåñòâîì òàêîãî âèäà,
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ïóñòü ab ∈ E(G), A ∈ Part({a, b}), H = Int(A). Ïî ëåììå 5.1, ñóùåñòâóåò
âåðøèíà c ∈ H, ñìåæíàÿ ñ a. Òîãäà {a, c} ∈ R2(G).

b

b

a

b

bcH H’

Ðèñ. 5.20: Ôðàãìåíòû H è H ′.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâà {a, b} è {a, c} íåçàâèñèìû. Èç c ∈ H = Int(A)
ïî ñëåäñòâèþ 5.3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôðàãìåíò H ′ ( H ñ ãðàíèöåé
{a, c} � ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ H.

Ëåììà 5.28. Ïóñòü G � k-ñâÿçíûé ãðàô, S, T ∈ Rk(G), A ∈ Part(S),
T ⊃ Int(A). Òîãäà ìíîæåñòâà S è T çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S è T íåçàâèñèìû, òîãäà T ⊂ A. Ïóñòü A′ ∈
Part(S), A′ 6= A. Òîãäà T ∩ Int(A′) = ∅ è èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò, ÷òî
T íå ðàçäåëÿåò A′ ⊃ (S \ T ). Òîãäà, ïîñêîëüêó S \ T 6= ∅, òî T íå
ðàçäåëÿåò V (G)\T ⊂ V (G)\ Int(A), òî åñòü, T íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì
ìíîæåñòâîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 5.25. Ïóñòü G � òð¼õñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò K4. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈ E(G), ÷òî ãðàô G · e òð¼õñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî. Òàê êàê v(G) ≥ 5,
òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåáðà ab ∈ E(G) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ta,b ∈ R3(G),
Tab 3 a, b. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ôðàãìåíòH â ãðàôå G, îòäåëÿåìûé
ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì äâå âåðøèíû îäíîãî ðåáðà. Ïóñòü ab ∈ E(G),
Tab = {a, b, c}, A ∈ Part(Tab) è H = Int(A). Ïî ëåììå 5.1, ñóùåñòâóåò
âåðøèíà d ∈ H, ñìåæíàÿ ñ a. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Tad = {a, d, x} ∈
R3(G).

Åñëè Tab è Tad íåçàâèñèìû, òî ïî ñëåäñòâèþ 5.3 ñóùåñòâóåò ôðàãìåíò
H ′ ( H ñ ãðàíèöåé Tad � ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ H. Çíà÷èò,
ýòè äâà ìíîæåñòâà çàâèñèìû, òî åñòü, ðàçáèâàþò äðóã äðóãà. Ïîñêîëüêó
Tab \{a} ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ âåðøèí, òî Tab∩Tad = {a} è Tad îòäåëÿåò
b îò c. Òàê êàê êàæäàÿ ÷àñòü Part(Tad) ïî ëåììå 5.8 äîëæíà ñîäåðæàòü
õîòÿ áû îäíó âåðøèíó èç Tab \ Tad, òî |Part(Tad)| = 2. Ïóñòü Part(Tad) =
{B1, B2}. Òîãäà ïî ëåììå 5.8 ÷àñòü A ðàñïàäàåòñÿ â Part({Tab, Tad}) íà
äâå ÷àñòè F1 = A ∩ B1 è F2 = A ∩ B2 (ñì. ðèñóíîê 5.21a) ñ ãðàíèöàìè
S1 = {a, d, b} è S2 = {a, d, c}. (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Si = Bound(Fi).)
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Ðèñ. 5.21: Ìíîæåñòâà Tab è Tad.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int(F1) 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïóñòîé ôðàã-
ìåíò H1 ⊂ Int(F1) ( H ñ ãðàíèöåé S1, ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ
H. Òàêèì îáðàçîì, Int(F1) = ∅ è, àíàëîãè÷íî, Int(F2) = ∅, à çíà÷èò,
Int(A) = {d}. Ñëåäîâàòåëüíî, NG(d) ⊂ Tab è dG(d) ≤ 3. Òàê êàê â òð¼õ-
ñâÿçíîì ãðàôå íåò âåðøèí ñòåïåíè ìåíåå 3, âåðøèíà d ñìåæíà ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè a, b è c (ñì. ðèñóíîê 5.21b).

Ðàññìîòðèì ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Tcd ⊃ {d} = Int(A). Îòìåòèì,
÷òî Tcd íå ðàçäåëÿåò Tab = {a, b, c}, òàê êàê âåðøèíû a è b ñìåæíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, Tcd è Tab íåçàâèñèìû, íî ýòî íåâîçìîæíî ïî ëåììå 5.28.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî òð¼õñâÿçíûé ãðàô íà áîëåå ÷åì 4 âåðøè-
íàõ íå ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíûì ïî ñòÿãèâàíèþ.

5.6.2 Ìèíèìàëüíûå ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûå ãðàôû

Ñòðóêòóðà ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ìíîãî ñëîæ-
íåå, íî åñòü âîçìîæíîñòü å¼ èçó÷èòü è îïèñàòü, ÷åì ìû è çàéì¼ìñÿ â
ýòîì ðàçäåëå. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîé òàêîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ 4-
ðåãóëÿðíûì è ëþáîå åãî ðåáðî âõîäèò â òðåóãîëüíèê, ïîòîì äàäèì áîëåå
ïîäðîáíîå îïèñàíèå êëàññà ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûõ ãðà-
ôîâ.

Â ñëåäóþùèõ ëåììàõ è òåîðåìå ðå÷ü ïîéä¼ò î ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿ-
ãèâàíèþ 4-ñâÿçíûõ ãðàôàõ. Â òàêîì ãðàôå G ñ v(G) > 5 äëÿ êàæäîãî
ðåáðà ab ∈ E(G) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Tab ∈ R4(G), a, b ∈ Tab. Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ýòî îáîçíà÷åíèå â äîêàçàòåëüñòâàõ.

Ëåììà 5.29. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûé ãðàô,
ìíîæåñòâî S ∈ R4(G) ñîäåðæèò a è ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó, H �
ôðàãìåíò ñ ãðàíèöåé S. Òîãäà a âõîäèò â òðåóãîëüíèê axx′, ãäå x ∈ H,
dG(x) = 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðàôà íà 5 âåðøèíàõ óòâåðæäåíèå ëåììû î÷å-
âèäíî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ
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4-ñâÿçíûé ãðàô G c v(G) > 5. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóê-
öèåé ïî |H|. Áàçó ñîñòàâèò î÷åâèäíûé ñëó÷àé H = {y}. Â ýòîì ñëó÷àå
dG(y) = 4, ïðè÷¼ì y ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà S. Òîãäà
íàì ïîäîéäóò x = y è x′ � ñìåæíàÿ ñ a âåðøèíà ìíîæåñòâà S.

b
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H b
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Ðèñ. 5.22: Ìíîæåñòâî S è ôðàãìåíò H.

Ïóñòü |H| ≥ 2, à äëÿ ìåíüøèõ ôðàãìåíòîâ óòâåðæäåíèå ëåììû óæå
äîêàçàíî. Ïóñòü A,A′ ∈ Part(S), Int(A) = H. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå íåçàâèñèìîå ñ S ìíîæåñòâî T ∈ R4(G), ÷òî
T ∩H 6= ∅ è T ñîäåðæèò a è ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó.

Î÷åâèäíî, T ⊂ A. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.3 ñóùåñòâóåò ôðàãìåíò H ′ ( H
ñ ãðàíèöåé T . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò èñêîìûé
òðåóãîëüíèê ñ x ∈ H ′ ⊂ H.

2. Ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî T ∈ R4(G), ÷òî T ∩ H 6= ∅ è T ñîäåð-
æèò a è ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó, çàâèñèìî ñ S.

Ïî ëåììå 5.1, ñóùåñòâóåò âåðøèíà b ∈ H, ñìåæíàÿ ñ a. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî Tab. Â íàøåì ñëó÷àå Tab è S çàâèñèìû. Ïóñòü Tab = {a, b, c1, c2}.
Òàê êàê Tab ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòè âñåõ ÷àñòåé Part(S), ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî c2 ∈ Int(A′). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

2.1. c1 6∈ Int(A).
Â ýòîì ñëó÷àå Tab ∩ Int(A) = {b}. Òàê êàê |Int(A)| = |H| ≥ 2, ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ÷àñòü B ∈ Part({S, Tab}), ÷òî B ⊂ A, Int(B) 6= ∅. Òî-
ãäà |Bound(B)| ≥ 4. Ïóñòü B = A ∩ F , ãäå F ∈ Part(Ta,b) (ñì. ðèñó-
íîê 5.23a). Îòìåòèì, ÷òî Bound(B) ïî ëåììå 5.8 ñîñòîèò èç âåðøèíû b
è âåðøèí ìíîæåñòâà S, ëåæàùèõ â F , êîòîðûõ íå áîëåå òð¼õ (âåäü S
ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü îòëè÷íîé îò F ÷àñòè Part(Tab)). Âñ¼ ñêàçàííîå
âûøå îçíà÷àåò, ÷òî |Bound(B)| = 4. Òàêèì îáðàçîì, a, b ∈ Bound(B),
Bound(B) ∈ R4(G), ìíîæåñòâà Bound(B) è S íåçàâèñèìû � ýòîò ñëó÷àé
ìû ðàçîáðàëè âûøå.



5.6. ÑÒßÃÈÂÀÍÈÅ Ð�ÁÅÐ Â K-ÑÂßÇÍÎÌ ÃÐÀÔÅ 211

a b

b

ba

b

b

S

b b b

A A’

b c c
1 2 Tab

Bb

F

b

b a

b

b

S

b b

A A’

bc c
1 2 Tab

Fd1

b

0 0

d
d

2

3

Ðèñ. 5.23: Ìíîæåñòâà S è Tab.

2.2. c1 ∈ Int(A).
Â ýòîì ñëó÷àå Tab\A = {c2}. Òàê êàê Tab äîëæíî ïåðåñåêàòü âíóòðåííîñòü
âñåõ ÷àñòåé Part(S), òî èõ òîëüêî äâå: A è A′.

Ïóñòü S = {a, d1, d2, d3}. Îäíà èç âåðøèí d1, d2, d3 ñìåæíà ñ a, íî ìû
íå áóäåì ýòî èñïîëüçîâàòü è äåëàòü ìåæäó íèìè ðàçëè÷èÿ. Â íàøåì ñëó-
÷àå S∩Tab = {a} è ìíîæåñòâî Tab ðàçäåëÿåò S\Tab = {d1, d2, d3}. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷àñòü F ∈ Part(Tab), äëÿ êîòîðîé |F ∩ {d1, d2, d3}| = 1.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì F ∩ {d1, d2, d3} = {d1}, òîãäà B = A∩F ∈
Part({S, Tab}), ïðè÷¼ì Bound(B) = {a, b, c1, d1} (ñì. ðèñóíîê 5.23b).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int(B) 6= ∅. Òîãäà a, b ∈ Bound(B), Bound(B) ∈
R4(G), ìíîæåñòâà Bound(B) è S íåçàâèñèìû � ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí
âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, Int(B) = ∅. Ïóñòü B′ = F ∩A′, òîãäà Bound(B′) =
{a, c2, d1}, îòêóäà î÷åâèäíî, ÷òî Int(B′) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî Int(F ) =
S ∩ Int(F ) = {d1}. Òîãäà dG(d1) = 4, NG(d1) = Tab = {a, b, c1, c2}.

Ïðîàíàëèçèðóåì ðåçóëüòàòû ðàçîáðàííûõ ñëó÷àåâ è çàìåòèì, ÷òî íà
íàñòîÿùèé ìîìåíò ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü ìíîæåñòâî S ∈ R4(G) ñîäåðæèò a è ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó, H �
ôðàãìåíò ñ ãðàíèöåé S. Òîãäà a âõîäèò â òðåóãîëüíèê azz′,
ãäå îäíà èç âåðøèí z è z′ ëåæèò â H.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óòâåðæäåíèå åñòü îñëàáëåííîå óòâåðæäåíåíèå ëåì-
ìû. Â ñëó÷àÿõ 1 è 2.1 ìû îñóùåñòâèëè ñïóñê ê ìåíüøèì ôðàãìåíòàì.
Îñóùåñòâëÿÿ ýòîò ñïóñê, ìû ðàíî èëè ïîçäíî ïðèäåì ê î÷åâèäíîìó ñëó-
÷àþ ôðàãìåíòà èç îäíîé âåðøèíû èëè ê ñëó÷àþ 2.2. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå 2.2 äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òðåóãîëüíèêà abd1.

Ïðèìåíèì äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê ìíîæåñòâó S, âåðøèíå d1 è
ôðàãìåíòó Int(A′). Òàê êàê â Int(A′) ëåæèò ðîâíî îäíà âåðøèíà èç
NG(d1) = {a, b, c1, c2} � âåðøèíà c2 � è îíà íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ
b, c1 /∈ A′, òî ïîëó÷àåì, ÷òî âåðøèíû a è c2 ñìåæíû (ñì. ðèñóíîê 5.24a).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Td1c1 . Ïî ëåììå 5.28, ìíîæåñòâî Td1c1
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äîëæíî áûòü çàâèñèìî ñ Tab = Bound(F ) (òàê êàê Td1c1 ⊃ Int(F ) = {d1}).
Ñëåäîâàòåëüíî, Td1c1 ðàçäåëÿåò Tab\Td1c1 ⊂ {a, b, c2}. Ïîñêîëüêó âåðøèíà
a ñìåæíà è ñ b, è ñ c2, òî ýòî îçíà÷àåò a ∈ Td1c1 . Òîãäà ìíîæåñòâî Td1c1
çàâèñèìî ñ S (èíà÷å â î÷åðåäíîé ðàç âñïîìíèì ïðî ðàçîáðàííûé ñëó÷àé
1). Òàêèì îáðàçîì, Td1c1 = {d1, c1, a, z}, ãäå z ∈ Int(A′).
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Ðèñ. 5.24: Ìíîæåñòâà S, Tab è Td1c1 .

Ìíîæåñòâî Td1c1 äîëæíî ðàçäåëÿòü S \ Td1c1 = {d2, d3}, ïîýòîìó
|Part(Td1c1)| = 2 è Td1c1 äåëèò A íà äâå ÷àñòè ñ ãðàíèöàìè {c1, a, d1, d2}
è {c1, a, d1, d3} (ñì. ðèñóíîê 5.24b). Îäíà èç ýòèõ ÷àñòåé ñîäåðæèò b è
ïîòîìó íåïóñòà, à å¼ ãðàíèöà ñîäåðæèò a è ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó d1,
ëåæèò â A è íåçàâèñèìà c S. Ýòî îïÿòü ðàçîáðàííûé âûøå ñëó÷àé 1.

Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.30. (N.Martinov, 1990.) Ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ 4-
ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ 4-ðåãóëÿðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðàôà íà 5 âåðøèíàõ óòâåðæäåíèå ëåììû î÷å-
âèäíî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ
4-ñâÿçíûé ãðàô G c v(G) > 5. Ïóñòü v ∈ V (G) è dG(v) > 4. Ïî ëåì-
ìå 5.29 ñóùåñòâóåò âåðøèíà u ∈ NG(v), dG(u) = 4 è âåðøèíà u1 ∈ NG(u),
dG(u1) = 4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Tuu1 , ïóñòü A1, A

′
1 ∈ Part(Tuu1). Ïî

ëåììå 5.29 ñóùåñòâóþò âåðøèíû u2, u3 ∈ NG(u), u2 ∈ Int(A1),
u3 ∈ Int(A′1), dG(u2) = dG(u3) = 4 (ñì. ðèñóíîê 5.25a). Îòìåòèì, ÷òî
âåðøèíû u2 è u3 íåñìåæíû. Òàêèì îáðàçîì, NG(u) = {v, u1, u2, u3}.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Tuu2 , ïóñòü A2, A
′
2 ∈ Part(Tuu2). Ïî ëåììå 5.29

ñóùåñòâóþò âåðøèíû ñòåïåíè 4 èç NG(u), îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò â
Int(A2), à äðóãàÿ � â Int(A′2). Ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî âåðøèíû u1 è u3,
ïîòîìó îíè íåñìåæíû (ñì. ðèñóíîê 5.25b). Àíàëîãè÷íî, u1 è u2 íåñìåæ-
íû.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 5.29 êàæäàÿ èç âåðøèí u1, u2 è u3

äîëæíà âõîäèòü â òðåóãîëüíèê âìåñòå ñ âåðøèíîé u. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
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Ðèñ. 5.25: Îêðåñòíîñòü âåðøèíû v.

ýòè òðè âåðøèíû ñìåæíû ñ v. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ âåðøèíà u ∈ NG(v)
ñòåïåíè 4 èìååò òð¼õ ïîïàðíî íåñìåæíûõ ñîñåäåé ñòåïåíè 4, ëåæàùèõ â
NG(v) (ñì. ðèñóíîê 5.25c).

Ïóñòü K � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G(NG(v))−v, ñîäåðæàùàÿ u.
Ïî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ âñå âåðøèíû èç K èìåþò ñòåïåíü 4 â ãðà-
ôå G è ñìåæíû òîëüêî ñ v è äðóãèìè âåðøèíàìè èç K. Âåðøèíà v íå
ìîæåò áûòü òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ â ãðàôå G, ïîýòîìó V (G) = K ∪ {v}.

Òîãäà âåðøèíà v âõîäèò â ëþáîå ìíîæåñòâî èçR4(G). Ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàô G−v ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî ñòÿãèâàíèþ òð¼õñâÿçíûì ãðàôîì,
òî åñòü ïî òåîðåìå 5.25 ýòî K4. Íî òîãäà G � 4-ðåãóëÿðíûé ãðàô íà 5
âåðøèíàõ.

Òåîðåìà 5.26. (N.Martinov, 1990.) Äëÿ 4-ñâÿçíîãî ãðàôà G ñëåäóþ-
ùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1◦ Ãðàô G � ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ.
2◦ Còåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G ðàâíà 4, êàæäîå ðåáðî âõîäèò

â òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2◦ ⇒ 1◦. Åñëè ðåáðî ab âõîäèò â òðåóãîëüíèê abc, òî â
ãðàôå G · ab îêðåñòíîñòü âåðøèíû c áóäåò òð¼õâåðøèííûì ìíîæåñòâîì,
ïîýòîìó ãðàô G · ab íå 4-ñâÿçåí.

1◦ ⇒ 2◦. Ïî ëåììå 5.30, ãðàô G ÿâëÿåòñÿ 4-ðåãóëÿðíûì. Íàéä¼ì òðå-
óãîëüíèê ñ ðåáðîì uv ∈ E(G). Ðàññìîòðèì ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Tuv,
ïóñòü A1, A2 ∈ Part(Tuv). Ïî ëåììå 5.29, ñóùåñòâóþò òðåóãîëüíèêè uu1u

′
1

è uu2u
′
2, ãäå u1 ∈ Int(A1), u2 ∈ Int(A2).

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u′1, u
′
2 � ýòî v, òî ìû íàøëè èñêîìûé

òðåóãîëüíèê. Åñëè æå u′1 6= v è u′2 6= v, òî èç dG(u) = 4 ñëåäóåò, ÷òî
u′1 = u′2 ∈ Tuv. Îáîçíà÷èì ýòó âåðøèíó ÷åðåç u′ (ñì. ðèñóíîê 5.26a).

Òàê êàê dG(u′) = 4, è u ∈ NG(u′) ∩ Tuv, òî îäíî èç ìíîæåñòâ Int(A1)
è Int(A2) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó èç NG(u′). Íå óìàëÿÿ îáùíî-
ñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî Int(A1). Òîãäà u1 � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà èç
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Ðèñ. 5.26: Ìíîæåñòâî Tuv.

Int(A1), ñìåæíàÿ ñ u è åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà èç Int(A1), ñìåæíàÿ ñ u′.
Åñëè Int(A1) 6= {u1}, òî òð¼õýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî (Tuv\{u, u′})∪{u1} îò-
äåëÿåò Int(A1) \ {u1} îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà, ÷òî â ÷åòûð¼õñâÿçíîì
ãðàôå íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, Int(A1) = {u1}, òîãäà NG(u1) = Tuv
(ñì. ðèñóíîê 5.26b) è, â ÷àñòíîñòè, â ãðàôå G åñòü òðåóãîëüíèê uvu1.

Èç òåîðåìû 5.26 ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùèé ôàêò.

Ñëåäñòâèå 5.14. Â ìèíèìàëüíîì ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíîì ãðàôå G
âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 4, à îêðåñòíîñòü êàæäîé âåðøèíû ðàçáè-
âàåòñÿ íà äâå ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âåðøèíû a ýòî íå òàê. Ïóñòü

NG(a) = {b1, b2, b3, b4}, A = {a} ∪ NG(a).

Ïî òåîðåìå 5.26, ðåáðî ab1 âõîäèò â òðåóãîëüíèê, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ïîëîæèì, ÷òî ýòî òðåóãîëüíèê ab1b2. Òîãäà b1b2 ∈ E(G), ñëåäîâàòåëüíî,
b3b4 6∈ E(G). Ðåáðî ab3 òàêæå âõîäèò â òðåóãîëüíèê è ýòî äîëæåí áûòü
òðåóãîëüíèê ab3b1 èëè ab3b2. Èç äâóõ àíàëîãè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàññìîò-
ðèì ïåðâûé. Òàêèì îáðàçîì, b1b3 ∈ E(G), ñëåäîâàòåëüíî, b2b4 6∈ E(G).
Çíà÷èò, ðåáðî ab4 âõîäèò â òðåóãîëüíèê ab1b4, òî åñòü, b1b4 ∈ E(G) (ñì.
ðèñóíîê 5.27).

b

b

b b b

a

bbbb 1
2 3 4

Ðèñ. 5.27: Îêðåñòíîñòü âåðøèíû a.
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Íî òîãäà V (G) = A, òàê êàê èíà÷å òð¼õâåðøèííîå ìíîæåñòâî {b2, b3, b4}
îòäåëÿåò {a, b1} îò V (G) \A, ÷òî â 4-ñâÿçíîì ãðàôå íåâîçìîæíî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, G � ïîëíûé ãðàô íà 5 âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðîãî äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàñò äåòàëüíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ìèíèìàëüíûõ
ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà-
ôà G ÷åðåç G2 îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí V (G), â êîòîðîì
ñîåäèíåíû ð¼áðàìè òå è òîëüêî òå ïàðû âåðøèí, ÷òî íàõîäÿòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè íå áîëåå 2 â ãðàôå G.

Îïðåäåëåíèå 5.25. Íàçîâ¼ì ãðàô G k-öèêëè÷åñêè-ñâÿçíûì, åñëè íè-
êàêîå ìíîæåñòâî ð¼áåð F ⊂ E(G), |F | ≤ k−1, íå ðàçäåëÿåò E(G−F ) (òî
åñòü, âñå ð¼áðà ãðàôà G−F ñîåäèíÿþò âåðøèíû îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà � èçîëèðîâàííûå
âåðøèíû).

Îïðåäåëåíèå 5.26. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G îïðåäåëèì ð¼áåðíûé ãðàô
GE. Ìíîæåñòâî åãî âåðøèí � ýòî ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G (òî åñòü,
V (GE) = E(G)), à äâå âåðøèíû e, f ∈ V (GE) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðà ãðàôà G ñìåæíû, òî åñòü, èìåþò
îáùèé êîíåö.

Òåîðåìà 5.27. (N.Martinov.) Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿ-
ãèâàíèþ 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñîñòîèò èç ãðàôîâ ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ.

1◦ C2
n ïðè n ≥ 5.

2◦ Ð¼áåðíûå ãðàôû HE äëÿ 4-öèêëè÷åñêè ñâÿçíûõ êóáè÷åñêèõ (òî
åñòü, 3-ðåãóëÿðíûõ) ãðàôîâ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ãðàô èç ýòèõ äâóõ ñåðèé
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ãðàôîì ñòåïåíè 4. Òî, ÷òî ãðàô C2

n ÿâëÿåòñÿ 4-
ñâÿçíûì, ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî èç 4-öèêëè-
÷åñêîé ñâÿçíîñòè ãðàôà H ñëåäóåò 4-ñâÿçíîñòè ãðàôà HE. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî êàæäîå ðåáðî ëþáîãî ãðàôà óêàçàííûõ äâóõ ñåðèé âõîäèò â
òðåóãîëüíèê, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 5.27 âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè
ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûìè ãðàôàìè.

Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ 4-ñâÿçíûé ãðàô G. Êàê ìû
çíàåì, äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) å¼ îêðåñòíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà äâå
ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ïîäãðàô G(NG(v)) ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ äâà íåñìåæíûõ ðåáðà, òî åñòü, êàæäîå ðåáðî ãðàôà G
âõîäèò ðîâíî â îäèí òðåóãîëüíèê.
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Äîêàæåì, ÷òî òîãäà G = HE äëÿ íåêîòîðîãî êóáè÷åñêîãî ãðàôà H.
Ïóñòü âåðøèíû H ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíèêàì ãðàôà G, à äâå âåð-
øèíû a, b ∈ V (H) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
òðåóãîëüíèêè èìåþò îáùóþ âåðøèíó. Î÷åâèäíî, ïîëó÷èòñÿ ïðîñòîé êó-
áè÷åñêèé ãðàô H. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî HE = G. Èç 4-ñâÿçíîñòè G ñëåäóåò
4-öèêëè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà H.

2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v ∈ V (G) ïîäãðàô G(NG(v)) ñîäåð-
æèò õîòÿ áû 3 ðåáðà.

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 5.14 ñäåëàåì âûâîä, ÷òî òîãäà G(NG(v)) ñîäåðæèò
ïðîñòîé ïóòü èç òð¼õ ðåáåð, à âñå âåðøèíû èç NG(v) ∪ {v} ìîæíî çàíó-
ìåðîâàòü a1, a2, a3, a4, a5 òàê, ÷òî aiai+1, aiai+2 ∈ E(G). (Åñòåñòâåííî, âñå
èíäåêñû äîëæíû ëåæàòü â [1..5].) Â ýòîé íóìåðàöèè v = a3, ñì. ðèñó-
íîê 5.28a.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 5 â ãðàôå åñòü ðàçëè÷íûå
âåðøèíû a1, . . . , ak ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì: aiai+1, aiai+2 ∈ E(G). (Âñå
èíäåêñû äîëæíû ëåæàòü â [1..k].) Ïóñòü H = G({a1, . . . , ak}). Òîãäà
dH(ai) = 4 ïðè i ∈ [3..k−2], dH(a2) = dH(ak−1) = 3 è dH(a1) = dH(ak) = 2.
Ïîñìîòðèì, ñ ÷åì ìîæåò áûòü ñìåæíà âåðøèíà ak−1. Â ðåçóëüòàòå ìû
ëèáî óáåäèìñÿ, ÷òî íàø ãðàô ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öèêëà, ëèáî ïðîäëèì
öåïî÷êó íà íîâóþ âåðøèíó ak+1, ñìåæíóþ ñ ak−1 è ak, ïîñëå ÷åãî áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñîñåäåé âåðøèíû ak.
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Ðèñ. 5.28: Ãðàô G.

2.1. ak−1a1 ∈ E(G).
Òîãäà H ′ = H+a1ak−1 � ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì ëèøü òðè âåðøèíû
èìåþò ñòåïåíü ìåíåå 4 � ýòî a1, a2 è ak (ñì. ðèñóíîê 5.28b). Ñëåäîâàòåëü-
íî, V (G) = V (H), èíà÷å òð¼õâåðøèííîå ìíîæåñòâî {a1, a2, ak} îòäåëÿåò
{a3, a4, . . . , ak−1} îò V (G)\V (H), ÷òî íåâîçìîæíî â ÷åòûð¼õñâÿçíîì ãðà-
ôå.

Òîãäà îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé ñïîñîá ñäåëàòü ãðàô H ′ 4-ðåãóëÿðíûì
ãðàôîì G: íóæíî äîáàâèòü ð¼áðà a1ak è a2ak, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ,
÷òî G = C2

k (ãðàô G � ýòî êâàäðàò öèêëà a1a2 . . . ak, ñì. ðèñóíîê 5.28c).
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2.2. ak−1a2 ∈ E(G).
Òîãäà H ′ = H + ak−1a2 � ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì ñòåïåíè âåðøèí
a2, a3, . . . , ak−1 ðàâíû 4, à ñòåïåíè âåðøèí a1 è ak ðàâíû 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
V (G) \ V (H ′) 6= ∅. Â ýòîì ñëó÷àå äâóõâåðøèííîå ìíîæåñòâî {a1, ak}
îòäåëÿåò {a2, a3, a4, . . . , ak−1} îò V (G) \ V (H ′) (ñì. ðèñóíîê 5.29a), ÷òî
íåâîçìîæíî â ÷åòûð¼õñâÿçíîì ãðàôå.
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Ðèñ. 5.29: Ãðàô G.

2.3. ak−1 ñìåæíà ñ âåðøèíîé ak+1 6∈ V (H).
Ðåáðî ak−1ak+1 äîëæíî âõîäèòü â òðåóãîëüíèê. Åñëè ýòî òðåóãîëüíèê
ak−1akak+1, òî ìû �ïðîäëèëè� íàøó öåïî÷êó íà îäíó âåðøèíó (ñì. ðèñó-
íîê 5.29b).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåóãîëüíèê � äðóãîé. Ýòîò òðåóãîëüíèê ìîæåò
áûòü ëèáî ak−1ak+1ak−2, ëèáî ak−1ak+1ak−3 (òðåòüÿ âåðøèíà òðåóãîëüíèêà
äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ ak−1, ñì. ðèñóíîê 5.30a). Çíà÷èò, dH(ak−2) < 4
èëè dH(ak−3) < 4, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè k − 2 ≤ 2 èëè k − 3 ≤ 2.
Ïåðâîå ïðîòèâîðå÷èò k ≥ 5, à âòîðîé ñëó÷àé âîçìîæåí ïðè k = 5. Òàêèì
îáðàçîì, åäèíñòâåííûé îñòàâøèéñÿ âàðèàíò � ýòî k = 5 è òðåóãîëüíèê
a2a4a6.
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Ðèñ. 5.30: Ãðàô G.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ãðàô H ′, ïîëó÷åííûé èç H äîáàâëåíèåì
âåðøèíû a6 è ð¼áåð a2a6, a4a6. Ìû èìååì

dH′(a2) = dH′(a3) = dH′(a4) = 4, dH′(a1) = dH′(a5) = dH′(a6) = 2.
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Åñëè V (G)\V (H ′) 6= ∅, òî òð¼õâåðøèííîå ìíîæåñòâî {a1, a5, a6} îòäåëÿåò
{a2, a3, a4} îò V (G)\V (H ′), ÷òî íåâîçìîæíî â ÷åòûð¼õñâÿçíîì ãðàôå (ñì.
ðèñóíîê 5.30b).

Òàêèì îáðàçîì, V (H ′) = V (G). ×òîáû ñäåëàòü ãðàô H ′ 4-ðåãóëÿðíûì
ãðàôîì G íà òåõ æå 6 âåðøèíàõ, íàì íóæíî äîáàâèòü âñå 3 âîçìîæíûõ
ðåáðà a1a5, a1a6, a5a6 (ñì. ðèñóíîê 5.30c). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó-
÷åííûé ãðàô G � ýòî êâàäðàò öèêëà a1a2a3a4a5a6 äëèíû 6.

5.6.3 Òð¼õñâÿçíûå ãðàôû: ïðîèñõîæäåíèå îò êîëåñà

Â ýòîì ðàçäåëå îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ñòàíåò òð¼õ-
ñâÿçíûé ãðàô G è åãî ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ âåðøèííî-ðåáåðíûõ ðàçðåçîâ òðåõñâÿçíîãî
ãðàôà G è èõ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ. Ïîçæå ýòè ðàçðåçû ïîìîãóò íàì äî-
êàçàòü òåîðåìó Òàòòà î ïðîèñõîæäåíèè òð¼õñâÿçíûõ ãðàôîâ îò êîëåñà.

Îïðåäåëåíèå 5.27. 1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(G) ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ i ðåáåð è 3−i âåðøèí ãðàôà G.
Ïóñòü N(G) = ∪3

i=1 Ni(G).
Ìíîæåñòâà èç N(G) ìû áóäåì íàçûâàòü (âåðøèííî-ðåáåðíûìè) ðàç-

ðåçàìè ãðàôà G.
2) Ïóñòü N ∈ N(G). ×àñòü ðàçáèåíèÿ ãðàôà G ðàçðåçîì N � ýòî

ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, íå ðàçäåëÿåìûõ
ðàçðåçîì N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Part(N) ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷àñòåé.

Äëÿ ÷àñòè A ∈ Part(N) îáîçíà÷èì ÷åðåç Bound(N) ìíîæåñòâî âñåõ
âåðøèí èç A, âõîäÿùèõ â N èëè ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè ð¼áåð ðàçðåçà N .
Ïóñòü Int(A) = A \ Bound(A).

Íàçîâ¼ì ÷àñòü A ïóñòîé, åñëè Int(A) = ∅.
Çàìå÷àíèå 5.15. 1) Íèêàêàÿ âåðøèíà ðàçðåçàM ∈ N(G) íå ìîæåò áûòü
èíöèäåíòíà íèêàêîìó ðåáðó èç N .

2) Åñëè äâà ðåáðà ðàçðåçà M ∈ N(G) èìåþò îáùèé êîíåö x, òî x
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà
G − M . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìåíèâ â ðàçðåçå M ýòè
äâà ðåáðà âåðøèíîé x, ìû ïîëó÷èì ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî èç äâóõ
ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåõñâÿçíîñòè G.

3) Ïóñòü ðàçðåç M ∈ N(G) ñîäåðæèò ðåáðî x1x2. Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî òîãäà |Part(M)| = 2, ïðè÷åì îäíà èç ÷àñòåé ñîäåðæèò âåðøèíó x1,
à äðóãàÿ � âåðøèíó x2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ãðàíèöå êàæäîé ÷à-
ñòè Part(M) ðîâíî òðè âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 5.28. Íàçîâåì ðàçðåç M ∈ M(G) íåâûðîæäåííûì, åñëè
Int(GM

1 ) 6= ∅ è Int(GM
2 ) 6= ∅ è âûðîæäåííûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ëåììà 5.31. 1) Ïóñòü M ∈ N(G), A ∈ Part(M) � íåïóñòàÿ ÷àñòü,
T = Bound(A). Òîãäà T ∈ R3(G), ïðè÷åì A � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ
÷àñòåé Part(T ).

2) ÏóñòüM = {u, v, x1x2} ∈ N(G) � âûðîæäåííûé ðàçðåç, à èìåííî,
÷àñòü x1 ∈ A ∈ Part(M) ïóñòà. Òîãäà dG(x1) = 3 è NG(x1) = {x2, u, v}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçðåçà íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî T îòäåëÿåò äðóã îò äðóãà íåïóñòûå ìíîæåñòâà Int(A) è V (G) \A,
îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

2) Âåðøèíà x1 ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç A1, òî åñòü,
ñ x2, u, v. Èç dG(x1) ≥ 3 íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 5.29. Íàçîâåì êîëåñîì ãðàô Wn íà âåðøèíàõ p, q1, . . . , qn
(ãäå n ≥ 3), â êîòîðîì ïðîâåäåíû ð¼áðà pqi è qiqi+1 äëÿ âñåõ i ∈ [1..n]
(íóìåðàöèÿ âåðøèí � öèêëè÷åñêàÿ).

b

b

b

bb

b
b

bb

Ðèñ. 5.31: Êîëåñî W8.

Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîå êîëåñî � òð¼õñâÿçíûé ãðàô. Òàòò äîêàçàë, ÷òî ñ
êàæäûì îòëè÷íûì îò êîëåñ òð¼õñâÿçíûì ãðàôîìG ìîæíî ïðîâåñòè îäíó
èç äâóõ îïåðàöèé, ïåðåâîäÿùèõ åãî â òð¼õñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé
íà îäíî ðåáðî ìåíüøå. Ýòè îïåðàöèè � óäàëåíèå ðåáðà è ñòÿãèâàíèå
ðåáðà, íå âõîäÿùåãî â òðåóãîëüíèê. Äåéñòâóÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ìîæíî
ïîñòðîèòü ñïèñêè âñåõ òð¼õñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ m ≥ 6 ð¼áðàìè. Âñå ýòî
îæèäàåò íàñ â äàííîì ðàçäåëå.

Íà÷íåì ñ ëåììû.

Ëåììà 5.32. Òð¼õñâÿçíûé ãðàô G ìèíèìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîãî åãî ðåáðà e ñóùåñòâóåò ðàçðåç Ne ∈ N1(G), ñîäåðæà-
ùèé e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî: ìèíèìàëüíîñòüG îçíà-
÷àåò, ÷òî ãðàô G − e íåòð¼õñâÿçåí äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G), òî åñòü,
ýòîò ãðàô ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî x, y. À ýòî ðàâíîñèëüíî òî-
ìó, ÷òî {x, y, e} ∈ N1(G).
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Òåîðåìà 5.28. (W.T.Tutte, 1966.) Ïóñòü G � òð¼õñâÿçíûé ãðàô,
îòëè÷íûé îò êîëåñà. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óòâåð-
æäåíèé.

1◦ Cóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈ E(G), ÷òî ãðàô G− e òð¼õñâÿçåí.
2◦ Cóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈ E(G), ÷òî ãðàô G · e òð¼õñâÿçåí è

ðåáðî e íå âõîäèò íè â îäèí òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé òð¼õñâÿçíûé ãðàô G, îò-
ëè÷íûé îò êîëåñà. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ G âûïîëíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå 2◦. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âñïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 5.8 â
ìèíèìàëüíîì òð¼õñâÿçíîì ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 3 è ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x ∈ V (G), ÷òî dG(x) = 3, NG(x) =
{y, t1, t2} è yt1, yt2 /∈ E(G).
Òîãäà ðåáðî xy íå âõîäèò íè â îäèí òðåóãîëüíèê. Òàê êàê óòâåðæäåíèå 2◦

íå âûïîëíåíî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S = {x, y, z} ∈ R3(G). Òîãäà ìíî-
æåñòâî T = NG(x) ∈ R3(G) çàâèñèìî ñ S, à çíà÷èò, Part(S) = {A1, A2}
è ìíîæåñòâî S îòäåëÿåò t1 ∈ Int(A1) îò t2 ∈ Int(A1) (ñì. ðèñóíîê 5.32).
Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî t1t2 /∈ E(G) è ðåáðî xt1 íå âõîäèò íè â îäèí òðå-
óãîëüíèê.

Ïîíÿòíî, ÷òî Part(T ) = {B1, B2}, ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Int(B1) =
{x}. Ðàññìîòðèì ÷àñòü F = A1∩B2 ∈ Part({S, T}). Òàê êàê t1y /∈ E(G) è
dG(t1) ≥ 3, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îòëè÷íàÿ îò t1 âåðøèíà v ∈ Int(A1).
Ïîíÿòíî, ÷òî v ∈ Int(F ), ñòàëî áûòü, F � íåïóñòàÿ ÷àñòü ñ ãðàíè-
öåé Bound(F ) = {y, t1, z}, ïîýòîìó Bound(F ) ∈ R3(G).

b

bb b

b
b

b

S

T

A A

B

1 2

2
F

uv

x

yt t1 2

z

Ðèñ. 5.32: Ñëó÷àé 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ′ = {x, t1, u} ∈ R3(G). Â
ýòîì ñëó÷àå S ′ äîëæíî áûòü çàâèñèìî ñ T è îòäåëÿòü y îò t2. Âñïîìíèì,
÷òî y ∈ A2, t2 ∈ Int(A2), îòêóäà ïîíÿòíî, ÷òî u ∈ Int(A2) (èíà÷å S ′ íå
ðàçäåëÿåò ÷àñòü A2 ∈ Part(S)). Ñëåäîâàòåëüíî, S ′ çàâèñèìî ñ S, òî åñòü,
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îòäåëÿåò y îò z, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S ′ çàâèñèìî ñ Bound(F ). Ïðè ýòîì,
S ′ íå ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü F , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô G · tx1 òð¼õñâÿçåí
è äëÿ ðåáðà tx1 âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 2◦ (î÷åâèäíî, ýòî ðåáðî íå
âõîäèò â òðåóãîëüíèê).

2. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V (G) ñòåïåíè 3 â ãðàôå G(NG(x)) õîòÿ
áû äâà ðåáðà.
Ïóñòü dG(x2) = 3, NG(x2) = {x1, x3, y}, ïðè÷åì x1y, x3y ∈ E(G) (ñì.
ðèñóíîê 5.33a). Ïóñòü dG(y) = 3. Åñëè ïðè ýòîì V (G) 6= {x1, x2, x3, y}, òî
{x1, x3} îòäåëÿåò {y, x2} îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà, ÷òî â òðåõñâÿçíîì
ãðàôå íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, V (G) = {x1, x2, x3, y} è â ýòîì ñëó÷àå G � ýòî
ãðàô K4 (îí æå êîëåñî W3). Ñëåäîâàòåëüíî, dG(y) > 3. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â íàøåì ãðàôå íàøåëñÿ ïðîñòîé ïóòü x1x2 . . . xk, ãäå k ≥ 3, âñå ýòè
âåðøèíû ñìåæíû ñ âåðøèíîé y è

dG(x2) = · · · = dH(xk−1) = 3, dG(y) > 3.
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Ðèñ. 5.33: Ñëó÷àé 2.

Ïî ëåììå 5.32 ðåáðî yxk äîëæíî âõîäèòü â ðàçðåç N ∈ N1. Êàê ìû
çíàåì, ðàçðåçN ðàçäåëÿåò êîíöû y è xk ðåáðà yxk, ïîýòîìó âåðøèíà xk−1,
ñìåæíàÿ è ñ y, è ñ xk, äîëæíà ïðèíàäëåæàòü N (ñì. ðèñóíîê 5.33b).
Ïóñòü N = {yxk, xk−1, z}, Part(N) = {A1, A2}, ãäå y ∈ A1, xk ∈ A2, à Ti =
Bound(Ai). Òàê êàê dG(y) > 3, ÷àñòü A1 íåïóñòà, à T1 = {xk−1, y, z} ∈
Bound3(G).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dG(xk) > 3. Òîãäà Int(A2) 6= ∅, T2 = {xk−1, xk, z} ∈
Bound3(G). Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà xk−1, âõîäÿùàÿ è â T1, è â T2, äîëæ-
íà áûòü ñìåæíà è ñ âåðøèíîé èç Int(A1), è ñ âåðøèíîé èç Int(A2). Êðîìå
òîãî, xk−1 ñìåæíà ñ y è xk, à çíà÷èò, dG(xk) ≥ 4, ÷òî íå òàê. Ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî dG(xk) = 3 è, àíàëîãè÷íî, dG(x1) = 3.

Åñëè x1xk ∈ E(G), òî ãðàô G � ýòî êîëåñî Wk. Ïóñòü x1xk /∈ E(G)
è âåðøèíà xk ñìåæíà ñ âåðøèíîé xk+1 /∈ V (H) (ñì. ðèñóíîê 5.33c). Îò-
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ìåòèì, ÷òî NG(xk) = {xk−1, xk+1, y} è ìåæäó ýòèõ òðåõ âåðøèí äîëæ-
íû áûòü ïðîâåäåíû äâà ðåáðà ãðàôà G. Ìû çíàåì, ÷òî xk−1xk ∈ E(G)
è xk−1xk+1 /∈ E(G), ñëåäîâàòåëüíî, yxk+1 ∈ E(G). Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðîäëèëè íàøó öåïî÷êó åù¼ íà îäíó âåðøèíó.



Ãëàâà 6

Ïëàíàðíûå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî èçîá-
ðàçèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû åãî ð¼áðà íå ïåðåñåêàëèñü âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî îïðåäåëåíèå íåäîñòàòî÷íî: íóæíî ñêàçàòü, êàê æå
ìû èçîáðàæàåì ð¼áðà. Îäíàêî ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè,
âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû òåîðèè ãðàôîâ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ð¼áðà � �õî-
ðîøèå� êðèâûå (èëè ëîìàíûå)...

Êðîìå òîãî, âî âñåì ðàçäåëå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ î÷åâèäíûì ñîâñåì íåî÷å-
âèäíûé ôàêò � òåîðåìàÆîðäàíà � êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì òàê: ëþ-
áàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ õîðîøàÿ êðèâàÿ äåëèò ïëîñêîñòü
íà äâå ÷àñòè.

Ïëîñêèì ãðàôîì ìû áóäåì íàçûâàòü êîíêðåòíîå èçîáðàæåíèå ïëà-
íàðíîãî ãðàôà íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ð¼áåð. Êàæäûé ïëîñêèé
ãðàô äåëèò ïëîñêîñòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü
ãðàíÿìè èëè ñòðàíàìè.

Ðàññìîòðèì ðåáðî e ïëîñêîãî ãðàôà G. Ëèáî e âõîäèò â íåêîòîðûé
öèêë, òîãäà ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò e ðàñïîëîæåíû ðàçíûå ãðàíè (òîãäà
ðåáðî e � ãðàíè÷íîå ðåáðî ýòèõ äâóõ ãðàíåé), ëèáî e ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì
(òî åñòü íå âõîäèò íè â êàêîé öèêë), â ýòîì ñëó÷àå ïî îáå ñòîðîíû îò
e îäíà è òà æå ãðàíü, òîãäà íàçîâåì ðåáðî e âíóòðåííèì ðåáðîì ýòîé
ãðàíè.

Ãðàíè÷íûå âåðøèíû ãðàíè D � ýòî âåðøèíû, îò êîòîðûõ ìîæíî äîé-
òè äî âíóòðåííèõ òî÷åê ýòîé ãðàíè, íå ïåðåñåêàÿ å¼ ãðàíè÷íûõ è âíóò-
ðåííèõ ð¼áåð. Ïîíÿòíî, ÷òî êîíöû âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ð¼áåð ãðàíè
D � ýòî å¼ ãðàíè÷íûå âåðøèíû. Ãðàíèöà ãðàíè D � ýòî ïîäãðàô B(D)
ãðàôà G, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ãðàíè÷íûå âåðøèíû,
à ìíîæåñòâî ð¼áåð � âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå ð¼áðà ãðàíè D. Ðàçìåð

223
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ãðàíèöû ãðàíè D ìû îïðåäåëèì, êàê êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ ð¼áåð ýòîé
ãðàíè ïëþñ óäâîåííîå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ ð¼áåð. Îáîçíà÷àòü ýòó âå-
ëè÷èíó áóäåì ÷åðåç b(D). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëîæèòü ðàçìåðû ãðàíèö
âñåõ ãðàíåé, ïîëó÷èòñÿ óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî ìîæíî èçîáðàçèòü íà ñôåðå áåç ïåðåñå÷åíèÿ ð¼áåð âî âíóòðåííèõ òî÷-
êàõ. Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ïëîñêîñòü è ñôåðà ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà
ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé. (Ïîñòàâèì ñôåðó íà ïëîñêîñòü, òî÷êó êà-
ñàíèÿ íàçîâ¼ì þæíûì ïîëþñîì, ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êó � ñåâåðíûì
ïîëþñîì N . Êàæäàÿ òî÷êà A 6= N ñôåðû ïåðåéä¼ò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè è ëó÷à NA. Ïåðåâîäÿ èçîáðàæåíèå ãðàôà ñî ñôå-
ðû íà ïëîñêîñòü íóæíî ëèøü âûáðàòü ñåâåðíûé ïîëþñ òàê, ÷òîáû îí íå
ñîâïàäàë íè ñ îäíîé èç âåðøèí ãðàôà è íå ïîïàäàë íà ð¼áðà.)

6.1 Ôîðìóëà Ýéëåðà

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ãðàíè åñòü òîëüêî ó ïëîñêîãî èçîáðàæåíèÿ ïëàíàðíîãî
ãðàôà G, à íå ó ïëàíàðíîãî ãðàôà êàê òàêîâîãî. Áîëåå òîãî, â ðàçíûõ
èçîáðàæåíèÿõ ãðàôà G ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå ãðàíè. Îäíàêî, èõ êîëè÷å-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðàôà.

Òåîðåìà 6.1. (L. Euler.) Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô ñ v âåðøèíàìè, e
ð¼áðàìè è f ñòðàíàìè, èìåþùèé k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Òîãäà v−e+
f = 1 + k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ëåãêî äåëàåòñÿ èíäóêöèåé
ïî êîëè÷åñòâó ð¼áåð. Áàçà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàô G � ëåñ, î÷åâèäíà,
èáî â ýòîì ñëó÷àå f = 1, e = v − k.

Ïóñòü äëÿ ãðàôîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí ôîðìóëà Ýéëåðà óæå
äîêàçàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå åñòü öèêë, ïóñòü ðåáðî ` âõîäèò â
öèêë. Òîãäà ïî ðåáðó ` ãðàíè÷àò äâå ðàçíûå ñòðàíû, êîòîðûå îáúåäèíÿ-
þòñÿ â îäíó â ãðàôå G−`. Òàêèì îáðàçîì, â ãðàôå G−` v âåðøèí, e−1
ð¼áåð è f − 1 ñòðàí. Òåïåðü ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ G ñëåäóåò èç ôîðìóëû
Ýéëåðà äëÿ G−`, êîòîðàÿ âåðíà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî âåðøèí, ð¼áåð è ãðàíåé ïëîñ-
êîãî ãðàôà G áóêâàìè v, e è f ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü G � ïëàíàðíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ
ð¼áåð, v ≥ 3. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) e ≤ 3v − 6.
2) Åñëè ãðàô G � äâóäîëüíûé, òî e ≤ 2v − 4.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçìåð ãðàíèöû êàæäîé
ãðàíè ãðàôà G íå ìåíåå 3. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü â ãðàíèöå íåêîòîðîé
ãðàíè íå áîëåå äâóõ ð¼áåð. Òàê êàê êðàòíûõ ð¼áåð íåò, òî ãðàíèöà ýòîé
ãðàíè íå ñîäåðæèò öèêëà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå åå ð¼áðà � âíóòðåííèå,
òîãäà òàêîå ðåáðî âñåãî îäíî, îòêóäà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî â ãðàôå âñåãî
äâå âåðøèíû, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ãðàíè õîòÿ áû
òðè ðåáðà, à ñóììà êîëè÷åñòâ ð¼áåð â ãðàíèöàõ âñåõ ãðàíåé, êàê óæå
çàìå÷åíî âûøå, åñòü 2e. Ñëåäîâàòåëüíî, 2e ≥ 3f èëè f ≤ 2e

3
.

Òîãäà èç ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóåò

v − e

3
= v − e+

2e

3
≥ v − e+ f ≥ 2,

îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
2) Ïîñêîëüêó â äâóäîëüíîì ãðàôå íåò öèêëîâ äëèíû 3, àíàëîãè÷íî

ïåðâîìó ïóíêòó âûâîäèòñÿ, ÷òî ðàçìåð ãðàíèöû êàæäîé ãðàíè ãðàôà G
íå ìåíåå 4, òî åñòü, f ≤ e

2
. Ïîäñòàâèâ ýòî íåðàâåíñòâî â ôîðìóëó Ýéëåðà,

ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü G � ïëàíàðíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ
ð¼áåð. Òîãäà δ(G) ≤ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå v ≤ 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü v ≥ 3
è ïðè ýòîì δ(G) ≥ 6. Òîãäà 6v ≤ 2e, òî åñòü, e ≥ 3v � ïðîòèâîðå÷èå ñî
ñëåäñòâèåì 6.1.

Ñëåäñòâèå 6.3. K5 è K3,3 � íåïëàíàðíûå ãðàôû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü K5 ïëàíàðåí. Äëÿ ýòîãî ãðàôà v = 5, e = 10.
Òîãäà ïî ïóíêòó 1 ñëåäñòâèÿ 6.1 ìû èìååì 10 = e ≤ 3v − 6 = 9, ÷òî,
î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò äåéñòâèòåëüíîñòè.

2) Ïóñòü K3,3 ïëàíàðåí. Äëÿ ýòîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà v = 6, e = 9.
Òîãäà ïî ïóíêòó 2 ñëåäñòâèÿ 6.1 ìû èìååì 9 = e ≤ 2v − 4 = 8, ÷òî,
î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò äåéñòâèòåëüíîñòè.

6.2 Òåîðåìà Êóðàòîâñêîãî

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîäðàçáèåíèÿ ãðàôà, îïðåäåëåííîå âî ââåäå-
íèè (îïðåäåëåíèå 1.7.)

Ëåììà 6.1. Ïóñòü x, y ∈ V (G), xy ∈ E(G). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè G · xy ⊃ K3,3, òî G ⊃ K3,3.
2) Åñëè G · xy ⊃ K5, òî G ⊃ K5 èëè G ⊃ K3,3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w � âåðøèíà ãðàôà G · xy, â êîòîðóþ ñòÿíóòî
ðåáðî xy. ÏóñòüH � ïîäãðàô G·xy, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäðàçáèåíèåìK3,3 èëè
K5. Åñëè w 6∈ V (H) òî, î÷åâèäíî, G ⊃ K3,3 èëè G ⊃ K5 ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà w ∈ V (H). Î÷åâèäíî, â ãðàôå G
ñóùåñòâóåò ïîäãðàô H ′ òàêîé, ÷òî H ′ · xy = H. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà aw ∈
E(H) â ãðàôå H ′ åñòü õîòÿ áû îäíî èç ðåáåð ax è ay. Åñëè ax, ay ∈ E(H ′),
îäíî èç ýòèõ äâóõ ðåáåð ìû óäàëèì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîäãðàô H∗

ãðàôà G.
Ð¼áðà ãðàôà H∗ − xy, èíöèäåíòíûå âåðøèíå x, íàçîâåì êðàñíûìè, à

ð¼áðà ãðàôàH∗−xy, èíöèäåíòíûå âåðøèíå y � ñèíèìè. Òîãäà ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî êðàñíûõ è ñèíèõ ð¼áåð ðàâíî dH(w).

Åñëè â ãðàôå H∗ ðîâíî dH(w) êðàñíûõ ð¼áåð, òî H∗ − y � ïîäãðàô
ãðàôà G, èçîìîðôíûé H. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷å-
íî. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñèíèõ ð¼áåð.

Ïóñòü ay � åäèíñòâåííîå ñèíåå ðåáðî ãðàôà H∗. Òîãäà ðåáðó aw ∈
E(H) ñîîòâåòñòâóåò ïóòü ayx â ãðàôå H∗, òî åñòü, H∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáè-
åíèåì ãðàôà H. Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà äîêàçàíà, àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà åñòü ðîâíî îäíî êðàñíîå ðåáðî.

Ïóñòü òåïåðü è êðàñíûõ, è ñèíèõ ð¼áåð íå ìåíåå, ÷åì ïî äâà. Òîãäà
dH(w) ≥ 4, îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî H ⊃ K5, dH(w) = 4. Ïóñòü
òîãäà z1, z2, z3, z4 � ÷åòûðå îñòàâøèõñÿ âåðøèíû ãðàôà H, ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåðøèíàì K5. Êàæäàÿ ïàðà èç âåðøèí w, z1, z2, z3, z4 ñîåäèíåíà â
H ïóò¼ì � ïîäðàçáèåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà ãðàôà K5. Ðàçíûå
ïóòè íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí. Ýòèì ïóòÿì ñîîòâåòñòâóþò
ïóòè â ãðàôå H∗. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå H∗

åñòü xz1-ïóòü, xz2-ïóòü, yz3-ïóòü è yz4-ïóòü. Òîãäà íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî H∗ ⊃ K3,3: êàæäàÿ èç âåðøèí x, z3, z4 ñîåäèíåíà ïóò¼ì ñ êàæäîé èç
âåðøèí y, z1, z2, ðàçíûå ïóòè íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ.

Òåîðåìà 6.2. (K.Kuratowski, 1930) Ãðàô G (âîçìîæíî, èìåþùèé
êðàòíûå ð¼áðà è ïåòëè) íåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ⊃
K5 èëè G ⊃ K3,3.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Þ.Ìàêàðû÷åâ, 1997.)
⇐ Â ñëåäñòâèè 6.3 ïîêàçàíà íåïëàíàðíîñòü K5 è K3,3, òîãäà è ëþáîå

ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî èç ýòèõ ãðàôîâ íåïëàíàðíî (ãðàô íå ìîæåò ñòàòü
ïëàíàðíûì èç-çà çàìåíû ðåáðà öåïî÷êîé ð¼áåð).
⇒ Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé ïîäðàçáèåíèéK5 èK3,3,

ïëàíàðåí. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé êîíòð-
ïðèìåð G (íåïëàíàðíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé ïîäðàçáèåíèé K5 è K3,3).
Ëþáîé íå ñîäåðæàùèé ïîäðàçáèåíèé K5 è K3,3 ãðàô ñ ìåíüøèì ÷åì G
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÷èñëîì âåðøèí èëè ñ òàêèì æå, êàê ó G ÷èñëîì âåðøèí è ìåíüøèì
÷èñëîì ð¼áåð îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Òîãäà ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
δ(G) ≥ 3. (Äîáàâëåíèå â ãðàô âåðøèí ñòåïåíè 0 è 1 íå äåëàåò åãî íåïëà-
íàðíûì. Î÷åâèäíî, ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð íå ìîæåò áûòü ïîäðàç-
áèåíèåì ãðàôà ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí è ïîòîìó íå ñîäåðæèò âåðøèí
ñòåïåíè 2.)

Òàêæå íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî G íå èìååò ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü e � ïåòëÿ ãðàôà G. Òîãäà ãðàô G − e ïëàíàðåí
è èç åãî ïëàíàðíîñòè ñëåäóåò ïëàíàðíîñòü ãðàôà G (ìîæíî áåç òðóäà
äîðèñîâàòü ïåòëþ ê ïëîñêîìó èçîáðàæåíèþ G−e). Òåïåðü ïóñòü G èìååò
äâà êðàòíûõ ðåáðà e è f . Òîãäà ãðàô G−e ïëàíàðåí è èç åãî ïëàíàðíîñòè
ñëåäóåò ïëàíàðíîñòü ãðàôàG (ìîæíî áåç òðóäà äîðèñîâàòü ðåáðî e âäîëü
ðåáðà f â ïëîñêîì èçîáðàæåíèè G− e.

1. Ïóñòü xy ∈ E(G). Ðàññìîòðèì ãðàô G · xy (ñòÿãèâàíèå ãðàôà G ïî
ðåáðó xy), ïóñòü w � âåðøèíà ýòîãî ãðàôà, îáðàçîâàííàÿ ïðè ñòÿãèâàíèè
ðåáðà xy. Ïî ëåììå 6.1 ìû èìååì G·xy 6⊃ K5, G·xy 6⊃ K3,3, ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàô G · xy ïëàíàðåí. Ïóñòü G′ = G− x− y = G · xy −w (èçîìîðôíîñòü
ýòèõ äâóõ ãðàôîâ î÷åâèäíà). Èçó÷èì ñâîéñòâà ãðàôà G′.

1.1. δ(G′) ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü z ∈ V (G′), dG′(z) ≤ 1.
Åñëè dG′(z) = 0, òî dG(z) ≤ 2, ïðîòèâîðå÷èå ñ äîêàçàííûì âûøå. Ïóñòü
dG′(z) = 1. Òîãäà dG(z) = 3, âåðøèíà z ñìåæíà â ãðàôå G ñ îáåèìè
âåðøèíàìè x è y è åùå îäíîé âåðøèíîé u. Îòìåòèì, ÷òî ãðàô G − xy
ïëàíàðåí, èçîáðàçèì åãî íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèé ð¼áåð. Ðàññìîò-
ðèì âåðøèíó z è òðè âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà zx, zy è zu. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ìû ìîæåì äîðèñîâàòü ðåáðî xy âäîëü ïóòè xzy òàê, ÷òîáû îíî íå
ïåðåñåêàëî zu è îñòàëüíûå ð¼áðà ãðàôà (ñì. ðècóíîê 6.1). Òåì ñàìûì ìû
óñòàíîâèëè ïëàíàðíîñòü G, ïðîòèâîðå÷èå.

b b

b

b

x y

z

u

Ðèñ. 6.1: Ðåáðî xy.

1.2. Ãðàô G′ íå ñîäåðæèò θ-ïîäãðàôà (òî åñòü, ïîäãðàôà èç òð¼õ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, êîòîðûé â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì áóêâû θ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîáðàçèì ïëàíàðíûé ãðàô G · xy íà ïëîñêîñòè áåç
ïåðåñå÷åíèé ð¼áåð. Óäàëèì ñ ýòîãî èçîáðàæåíèÿ âåðøèíó w, ïîëó÷èâ òåì
ñàìûì èçîáðàæåíèå ãðàôà G′. Ïóñòü F � ãðàíü G′ (â ïîëó÷åííîì ïëîñ-
êîì èçîáðàæåíèè), ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó w (ñì. ðècóíîê 6.2a, òîëñòûå
ð¼áðà). Íàçîâåì ð¼áðà ãðàíèöû ãðàíè F ÷¼ðíûìè, ïóñòü H � ãðàô èç
÷¼ðíûõ ð¼áåð. Òàê êàê ãðàô H � ãðàíèöà ãðàíè, òî èç òåîðåìû Æîð-
äàíà ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî H 6⊃ θ (òàê ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îòñóòñòâèå
θ-ïîäãðàôà ó ãðàôà H). Ìû ïîêàæåì, ÷òî G′ = H è òåì ñàìûì çàâåðøèì
äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü G′ 6= H, òîãäà ñóùåñòâóþò ð¼áðà â
ãðàôå G′, íå âõîäÿùèå â ãðàíèöó ãðàíè F . Òàêèå ð¼áðà äîëæíû áûòü
îòäåëåíû îò âåðøèíû w êàêèì-òî ïðîñòûì öèêëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ÷àñòüþ
ãðàíèöû ãðàíè F . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë C â ãðàôåH,
â îäíîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ëåæèò âåðøèíà w (è, ðàçóìååòñÿ,
âñå ð¼áðà èçH−C), è åñòü ð¼áðà ãðàôàG′ â äðóãîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî C.
Íàçîâ¼ì ýòè ð¼áðà êðàñíûìè (ñì. ðècóíîê 6.2a, òîíêèå ð¼áðà). Âîçìîæíî,
íå âñå ð¼áðà ãðàôà G′ ÿâëÿþòñÿ ÷¼ðíûìè èëè êðàñíûìè: â ãðàôå H
òàêîé öèêë C ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì. Âñå îñòàëüíûå ð¼áðà ãðàôà
G′ íàçîâ¼ì ñèíèìè, òîãäà êàæäîå ñèíåå ðåáðî îòäåëåíî îò âåðøèíû w
êàêèì-òî ïðîñòûì öèêëîì C ′ ãðàôà H, ïðè÷åì C ′ 6= C (ñì. ðècóíîê 6.2a,
ïóíêòèðíûå ð¼áðà).

bw
C C’

a

F
b
vU

b

U
v

b b
b b

C C

x y yx
b

Ðèñ. 6.2: Ãðàôû G′ è G∗.

Ðàññìîòðèì ãðàô G∗, ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âñåõ êðàñíûõ ð¼-
áåð. Ýòîò ãðàô î÷åâèäíî ïëàíàðåí, ðàññìîòðèì åãî èçîáðàæåíèå íà ïëîñ-
êîñòè. Î÷åâèäíî, ñìåæíûå âåðøèíû x è y èçîáðàæåíû â îäíîé ÷àñòè îò-
íîñèòåëüíî öèêëà C, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíå öèêëà.
Ìû èñïðàâèì èçîáðàæåíèå ãðàôà G∗ òàê, ÷òîáû âíóòðè öèêëà C íè÷åãî
íå áûëî íàðèñîâàíî. Ðàññìîòðèì ãðàô G∗ − x − y. Âñå åãî ð¼áðà � ýòî
÷åðíûå ð¼áðà èç ãðàôà H − C è ñèíèå ð¼áðà. Êàæäîå ñèíåå ðåáðî îò-
äåëåíî îò öèêëà C êàêèì-òî ïðîñòûì öèêëîì C ′ ãðàôà H − C, òàê ÷òî
äîñòàòî÷íî èçîáðàçèòü âíå C âñå ð¼áðà ãðàôà H−C, ïîñëå ÷åãî îñòàâøè-
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åñÿ ñèíèå ð¼áðà ìîæíî èçîáðàçèòü âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì öèêëîâ
ãðàôà H − C.

Ïóñòü U � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà H − C, H ′ = H(U). Òîãäà
ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû v â öèêëå C, ñìåæíîé ñ âåðøèíàìè
èç H ′, èíà÷å â H áûë áû θ-ïîäãðàô, ÷òî, êàê ìû äîêàçàëè âûøå, íåâîç-
ìîæíî. Åñëè òàêàÿ âåðøèíà v åñòü, òî ìû èçîáðàçèì H ′ âíå öèêëà C â
ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû v òàê, ÷òîáû èçîáðàæåíèå íå ïåðåñåêà-
ëî âûõîäÿùèõ èç v âíe öèêëà C ð¼áåð (ñì. ðècóíîê 6.2b). Åñëè æå òàêîé
âåðøèíû v íåò, èçîáðàçèòü H ′ âíå C åùå ïðîùå. Òàê ïîñòóïèì ñ êàæäîé
êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ãðàôà H − C.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïëîñêîå èçîáðàæåíèå ãðàôà G∗ áåç ïå-
ðåñå÷åíèé ð¼áåð, â êîòîðîì âíóòðè öèêëà C íè÷åãî íåò. Òàì-òî ìû è
èçîáðàçèì êðàñíûå ð¼áðà, îíè ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ìîãóò áûòü èçîá-
ðàæåíû â îäíîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî öèêëà C! Òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèëè
ïëàíàðíîñòü ãðàôà G è ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, G′ = H, îòêóäà
íåìåäëåííî ñëåäóåò G′ 6⊃ θ.

2. Ðàññìîòðèì ëþáîå ðåáðî xy ∈ E(G). Òàê êàê ãðàô G− x − y 6⊃ θ,
ëþáûå äâà öèêëà ãðàôà G − x − y èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé âåðøè-
íû. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô T , âåðøèíû êîòîðîãî áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü öèêëàì ãðàôà G − x − y è âåðøèíàì ãðàôà G − x − y, íå
âõîäÿùèì íè â îäèí öèêë. Äâå âåðøèíû ãðàôà T áóäóò ñìåæíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáúåêòû ñìåæíû â G− x− y
èëè èìåþò îáùóþ âåðøèíó (ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî äëÿ äâóõ öèê-
ëîâ). Èç G− x− y 6⊃ θ ëåãêî âûâåñòè, ÷òî T � ëåñ. Ðàññìîòðèì âèñÿ÷óþ
âåðøèíó T . Èç δ(G − x − y) ≥ 2 ñëåäóåò, ÷òî åé ñîîòâåòñòâóåò öèêë Z
ãðàôà G− x− y.

Òîãäà ó öèêëà Z íå áîëåå îäíîé âåðøèíû èìååò ñòåïåíü áîëåå äâóõ
â ãðàôå G − x − y, îñòàëüíûå æå õîòÿ áû äâå âåðøèíû öèêëà Z èìåþò
ñòåïåíü äâà â ãðàôå G− x− y. Èç δ(G) ≥ 3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ
âåðøèí ñìåæíà â ãðàôå G õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí x è y. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè U = V (Z)∪{x, y}, òî G(U) ⊃ θ. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò,
÷òî G− U � ïóñòîé ãðàô: åñëè vv′ ∈ E(G) è v, v′ 6∈ U , òî G− v − v′ ⊃ θ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 1.2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà v ∈ V (G), v 6∈ U . Òîãäà v
ñìåæíà â ãðàôå G− x− y íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé öèêëà Z è èç
δ(G − x − y) ≥ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà v′ 6∈ U , ñìåæíàÿ ñ v.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ äîêàçàííûì âûøå. Òàêèì îáðàçîì, G − x − y = Z. Òåì
ñàìûì ìû ïîëó÷èëè G = G(U). Çíà÷èò, ëþáàÿ âåðøèíà öèêëà Z ñìåæíà
â ãðàôå G õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí x è y. Ïóñòü Z = a1a2 . . . ak, òîãäà
k ≥ 3. Åñëè âñå âåðøèíû öèêëà Z ñìåæíû è ñ x, è ñ y, òî î÷åâèäíî



230 ÃËÀÂÀ 6. ÏËÀÍÀÐÍÛÅ ÃÐÀÔÛ

G ⊃ K5, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü a1x ∈ E(G), a1y 6∈ E(G). Äîêàæåì, ÷òî a2x 6∈ E(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü a2x ∈ E(G). Èçîáðà-
çèì (î÷åâèäíî, ïëàíàðíûé) ãðàô G − a2x íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèé
ð¼áåð. Òàê êàê èç âåðøèíû a1 âûõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî âíå öèêëà Z
(ýòî ðåáðî a1x), òî ìû áåç òðóäà ñìîæåì äîðèñîâàòü âäîëü ïóòè a2a1x
ðåáðî a2x òàê, ÷òîáû îíî íå ïåðåñåêàëî ð¼áåð ãðàôà G − a2x (ñì. ðèñó-
íîê 6.3). Òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèëè ïëàíàðíîñòü ãðàôà G è ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

b

b

b

b

a

a

1

2

x

y

Ðèñ. 6.3: Ðåáðî a2x.

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé: k ÷åòíî, k ≥ 4, âåðøè-
íû öèêëà Z ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ñìåæíû ñ x, à âåðøèíû öèêëà Z ñ íå÷åò-
íûìè íîìåðàìè ñìåæíû ñ y. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå G ⊃ K3,3.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà
G íå ñóùåñòâóåò è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

6.2.1 ×àñòè ðàçáèåíèÿ è ïëàíàðíîñòü

Ïîíÿòíî, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëàíà-
ðåí ëþáîé åãî áëîê. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé
ïëàíàðíîñòè äëÿ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ � â òåðìèíàõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ
ýòîãî ãðàôà. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ îäèíî÷íîãî ìíî-
æåñòâà è áëîêà äâóñâÿçíîãî ãðàôà (ñì. ðàçäåë 5.5.3).

Òåîðåìà 6.3. (S.MacLane, 1937.) Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ãðàô, à G′

� ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G äîáàâëåíèåì âñåõ ðåáåð âèäà ab, ãäå {a, b} �
îäèíî÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôà G. Òîãäà ãðàô G ïëàíàðåí åñëè è òîëüêî
åñëè äëÿ ëþáîãî áëîêà B ∈ Part(G) ãðàô G′(B) ïëàíàðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐. Òàê êàê öèêë ïëàíàðåí, äëÿ ëþáîé ÷àñòè B ∈
Part(A) ãðàô G′(B) ïëàíàðåí.
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Ïóñòü ãðàô G íåïëàíàðåí. Òîãäà ïî òåîðåìå 6.2 ãðàô G èìååò ïîä-
ãðàô H � ïîäðàçáèåíèå K5 èëè K3,3. Ïîñêîëüêó ãðàôû K5 è K3,3 òð¼õ-
ñâÿçíû, òî ëþáîå äâóõâåðøèííîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà H íå
ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî åãî ãëàâíûõ âåðøèíM . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ
÷àñòü B ∈ Part(G), ÷òî B ⊃M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x ∈ V (H), ÷òî x /∈ B.
Òîãäà ýòà âåðøèíà ëåæèò íà ïóòè Sa,b ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ ãëàâíûìè
âåðøèíàìè a, b ∈ B. Ïóñòü x ∈ A ∈ Part(G). Òàê êàê BT(G) � äåðåâî,
ñóùåñòâóåò ñìåæíîå ñ B â BT(G) (òî åñòü, âõîäÿùåå â ãðàíèöó B) îäè-
íî÷íîå ìíîæåñòâî R = {y, y′}, îòäåëÿþùåå A îò B. Òîãäà åñëè ìû ïîéäåì
ïî ïóòè Sa,b îò x â îáå ñòîðîíû, ìû ïîïàäåì â âåðøèíû ìíîæåñòâà R.
Çàìåíèì ó÷àñòîê ïóòè ìåæäó y è y′ íà ðåáðî yy′. Ïîñëå íåñêîëüêèõ òà-
êèõ îïåðàöèé âåðøèíû âíå ÷àñòè A êîí÷àòñÿ è ìû ïîëó÷èì ãðàô H ′ �
ïîäðàçáèåíèå K5 èëè K3,3 � âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â B. Òàê êàê ìû
ïðîâîäèëè òîëüêî ð¼áðà ìåæäó ïàðàìè âåðøèí, îáðàçóþùèõ îäèíî÷íîå
ìíîæåñòâî, âõîäÿùåå â ãðàíèöó ÷àñòè B, òî H ′ � ýòî ïîäãðàô G′(B).
Çíà÷èò, G′(B) ⊃ K5 èëè G′(B) ⊃ K3,3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïëàíàðíîñòè
G′(B).
⇒. Ïóñòü G′(B) íåïëàíàðåí. Ïî ëåììå 5.19 ñóùåñòâóåò ïîäãðàô H

ãðàôà G, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäðàçáèåíèåì G′(B). Òîãäà, î÷åâèäíî, è ãðàô H
íåïëàíàðåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïëàíàðíîñòè ãðàôà G.

6.3 Äâîéñòâåííûé ãðàô

Ïóñòü G � ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô. Ìû îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé ê íåìó
ãðàô G∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû G∗ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ãðà-
íÿì (ñòðàíàì) ãðàôà G, âíóòðè êàæäîé ãðàíè a ãðàôà G ìû îòìåòèì
ñîîòâåòñòâóþùóþ åé âåðøèíó a∗ ãðàôà G∗. Ïóñòü e ∈ E(G) � ðåáðî, ïî
êîòîðîìó ãðàíè÷àò äâå ãðàíè a è b ãðàôà G. Åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ðåáðî e∗ äâîéñòâåííîãî ãðàôà G∗, ñîåäèíÿþùåå ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðà-
íàì a è b âåðøèíû a∗ è b∗. Åñëè a ñîâïàäàåò ñ b (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
ðåáðî e � ìîñò), òî ðåáðî e∗ îêàçûâàåòñÿ ïåòë¼é. Âåðøèíû a∗, b∗ ∈ V (G∗)
îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû òàêèì êîëè÷åñòâîì ð¼áåð, ñêîëüêî îáùèõ ð¼áåð
èìåþò ãðàíè a è b. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ
ìåæäó ð¼áðàìè G è ð¼áðàìè G∗, î÷åâèäíî, e(G) = e(G∗).

Ãðàô G∗ çàâèñèò íå òîëüêî îò ãðàôà G, íî è îò èçîáðàæåíèÿ ýòî-
ãî ãðàôà íà ïëîñêîñòè, ïîòîìó ìû îïðåäåëÿåì G∗ äëÿ ïëîñêîãî ãðàôà
G. Ïðè ðàçíûõ èçîáðàæåíèÿõ íà ïëîñêîñòè (áåç ïåðåñå÷åíèÿ ð¼áåð) èçî-
ìîðôíûõ ãðàôîâ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ íåèçîìîðôíûå äâîéñòâåííûå ãðàôû.
Ïîýòîìó äâîéñòâåííûé ãðàô G∗ òàêæå áóäåò êîíêðåòíûì èçîáðàæåíè-
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åì íà ïëîñêîñòè: åãî âåðøèíû ìû èçîáðàçèì âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàíåé. Ðåáðî e∗ ∈ E(G∗), ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû a∗, b∗ ∈ V (G∗) ìû ïðî-
âåä¼ì òàê, ÷òîáû îíî ïåðåñåêàëî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåáðî e ∈ E(G).
Íàãëÿäíî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ð¼áðà G∗ íå ïåðå-
ñåêàëèñü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Çàôèêñèðóåì íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà G
ïî òî÷êå, êîòîðóþ íàçîâ¼ì ñåðåäèíîé ýòîãî ðåáðà. Òî÷êó a∗ âíóòðè ãðàíè
a ìîæíî ñîåäèíèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïóòÿìè ñ ñåðåäèíàìè âñåõ âõî-
äÿùèõ â ãðàíèöó ãðàíè a ð¼áåð (à åñëè ðåáðî ea � ìîñò, ñ îáåèõ ñòîðîí
îò êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ãðàíü a, òî ìîæíî ïðîâåñòè è äâà òàêèõ ïóòè,
èç êîòîðûõ ïîëó÷èòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ea ïåòëÿ ãðàôà G∗.

Ðàçóìååòñÿ, äâîéñòâåííûé ãðàô íå çàâèñèò íè îò òîãî, êàêèå òî÷êè
ìû âûáåðåì âíóòðè ãðàíåé èñõîäíîãî ãðàôà G, íè îò òîãî, êàêèå òî÷êè
ìû íàçîâåì ñåðåäèíàìè ð¼áåð: ïîëó÷àòñÿ èçîìîðôíûå ãðàôû, �îäèíà-
êîâî� íàðèñîâàííûå íà ïëîñêîñòè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, íóæíî áûëî áû îïðå-
äåëèòü èçîìîðôèçì ïëîñêèõ èçîáðàæåíèé ãðàôîâ, íî ìû íå áóäåì âäà-
âàòüñÿ â òîïîëîãè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè.

Èòàê, âåðøèíû ãðàôà G∗ ñîîòâåòñòâóþò ãðàíÿì ãðàôà G, à ð¼áðà
ãðàôà G∗ ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì ãðàôà G. Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî ãðàíè G∗ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü âåðøèíàì ãðàôà G. Ýòî
ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì èç íàøåãî ñïîñîáà �ðèñîâàíèÿ� ãðàôà G∗: ðàññìîò-
ðèì âåðøèíó v ∈ V (G) è âñå ãðàíè, â êîòîðûå îíà âõîäèò. Ýòè ãðàíè
ìîæíî ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñîñåäíèå ãðàíè èìå-
þò îáùåå ðåáðî, èíöèäåíòíîå âåðøèíå v, êàæäîìó òàêîìó ðåáðó áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðåáðî äâîéñòâåííîãî ãðàôà G∗, ñîåäèíÿþùåå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíè. Òàêèì îáðàçîì, âûõîäÿùèå èç v ð¼áðà ãðàôà G ïåðåé-
äóò â îïîÿñûâàþùèå âåðøèíó v ð¼áðà ãðàôà G∗, îáðàçóþùèå ãðàíèöó
ãðàíè v∗ ïëîñêîãî ãðàôà G∗.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî (G∗)∗ èçîìîðôåí G. Â ñàìîì äåëå, ýòî ñòàíî-
âèòñÿ ïîíÿòíûì èç ñêàçàííîãî âûøå, òàê êàê ãðàíè G∗ ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíàì G, â êà÷åñòâå òî÷åê íà ãðàíÿõ äâîéñòâåííîãî ãðàôà G∗ ìîæíî
âûáðàòü âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà G.

Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò: âåðøèíû
G � ãðàíè G∗, ãðàíè G � âåðøèíû G∗, ð¼áðà G � ð¼áðà G∗. Â ïîñëåä-
íåì ñîîòâåòñòâèè ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìîñòû G ñîîòâåòñòâóþò ïåòëÿì G∗, è,
íàîáîðîò, ïåòëè G ñîîòâåòñòâóþò ìîñòàì G∗.

Çàäà÷à 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîé ïëîñêèé ãðàôG ñî ñêîëü óãîä-
íî áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí, ÷òî ãðàôû G è G∗ èçîìîðôíû.
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Áåçóñëîâíî, ñàìûì èçâåñòíûì íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ïëàíàðíûõ ãðà-
ôîâ, íî è âîîáùå â òåîðèè ãðàôîâ óòâåðæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà ÷å-
òûð¼õ êðàñîê (4 Color Conjecture), êîòîðóþ òåïåðü ÷àñòî íàçûâàþò 4CT
(4 Color Theorem), ïîñêîëüêó èìååòñÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâî. Çà ïåðâûì äî-
êàçàòåëüñòâîì 1977 ãîäà ïîñëåäîâàëî áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Îä-
íàêî è ñåé÷àñ àêòóàëåí âîïðîñ î äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, íå
íàñòîëüêî îïèðàþùåìñÿ íà èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà.

Ãèïîòåçà ÷åòûð¼õ êðàñîê. (F.Guthrie, 1852.) Ãðàíè ëþáîãî ïëîñ-
êîãî ãðàôà áåç ìîñòîâ ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â 4 öâåòà.

Îòìåòèì, ÷òî ðàñêðàñêà ãðàíåé íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè äâå ãðà-
íè, èìåþùèå îáùåå ðåáðî, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Ñðàçó æå ïîíÿò-
íî, ÷òî â ïëîñêîì ãðàôå, ãðàíè êîòîðîãî ìû ïûòàåìñÿ ïðàâèëüíî ðàñ-
êðàñèòü, íå äîëæíî áûòü ìîñòîâ: ìîñòû â äâîéñòâåííîì ãðàôå ïåðåõî-
äÿò â ïåòëè. Äëÿ ïëîñêîãî ãðàôà G ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç χ∗(G)
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà ãðàíåé ãðàôà G. Áëàãîäàðÿ îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
äâîéñòâåííîñòè î÷åâèäíî, ÷òî χ∗(G) = χ(G∗). Òàêèì îáðàçîì, 4CC ýêâè-
âàëåíòíà óòâåðæäåíèþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïëàíàðíîãî ãðàôà χ(G) ≤ 4.

Ñ 1878 ãîäà, êîãäà 4CC âïåðâûå ïîïàëà ê ìàòåìàòèêàì, è ïî íàøå
âðåìÿ ìíîãèå ïûòàëèñü è ïûòàþòñÿ ãèïîòåçó ñíà÷àëà äîêàçàòü, òåïåðü
� ïðèäóìàòü êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Îäíàêî, ïîêà ýòè ïîïûòêè áåç-
óñïåøíû. Â 1879 ãîäó Êåìïå (F.Kempe) îïóáëèêîâàë ïåðâóþ ïîïûòêó
äîêàçàòü 4CC, îäíàêî íà ñàìîì äåëå äîêàçàë ëèøü ðàñêðàøèâàåìîñòü â
5 öâåòîâ (èëè 5CT).

Â 1880 ãîäó Òýéò (P.G.Tait) îïóáëèêîâàë ñâîé ïîäõîä ê äîêàçàòåëü-
ñòâó 4CC. Ãèïîòåçà Òýéòà î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå â ïëàíàðíîì ãðàôå
îêàçàëàñü îøèáî÷íîé (ìû ïîäðîáíî ðàçáåð¼ì ýòîò âîïðîñ â îäíîì èç
ðàçäåëîâ), à òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêå 4CC îêàçà-
ëàñü î÷åíü ïîëåçíîé: â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðû äîêàçûâàëè íå ñîá-
ñòâåííî 4ÑÑ, à ýêâèâàëåíòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó î ð¼áåðíûõ ðàñêðàñ-
êàõ òðèàíãóëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 6.2. 1) Ïëîñêèé ãðàô íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé, åñëè
ãðàíèöà êàæäîé åãî ãðàíè � òðåóãîëüíèê (öèêë äëèíû 3). Êðàòíûå ð¼áðà
ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ (îäíàêî, îíè íå ìîãóò áûòü ð¼áðàìè îäíîé ãðàíè),
ïåòëè çàïðåùåíû.

2) Òðèàíãóëèðîâàòü ïëîñêèé ãðàô çíà÷èò ïðîâåñòè â í¼ì äîïîëíè-
òåëüíûå ð¼áðà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü òðèàíãóëÿöèÿ.
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Çàìå÷àíèå 6.1. 1) Ïîíÿòíî, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ T � ð¼áåðíî äâóñâÿç-
íûé ãðàô, òàê êàê êàæäîå ðåáðî ãðàôà T , î÷åâèäíî, âõîäèò â öèêë-
òðåóãîëüíèê.

2) Äâîéñòâåííûé ãðàô T ∗ � ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé êóáè÷åñêèé ãðàô
(òî åñòü, ãðàô, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3).

Ëåììà 6.2. 1) Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô áåç ïåòåëü, ïðè÷¼ì â ãðàíèöå
êàæäîé ãðàíè íå ìåíåå òð¼õ âåðøèí. Òîãäà ñóùåñòâóåò òðèàíãóëÿöèÿ
T , îñòîâíûì ïîäãðàôîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ G.

2) Ïóñòü D � ãðàíü G, à t(D) � êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòî-
ðûå îêàçàëàñü ðàçáèòà ãðàíü D â òðèàíãóëÿöèè T . Òîãäà t(D) = b(D)−2
â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà ãðàíè D � ñâÿçíûé ãðàô è t(D) ≥ b(D) åñëè ãðà-
íèöà ãðàíè D íåñâÿçíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � ãðàíü íàøåãî ãðàôà, ãðàíèöà êîòîðîé �
íå òðåóãîëüíèê. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ãðàô B(D) ñâÿçåí è ãðàô B(D)
íåñâÿçåí.

1. Ãðàô B(D) ñâÿçåí.
Ìûñëåííî ðàçäâîèì êàæäîå âíóòðåííåå ðåáðî ãðàíè D, ïðåâðàòèâ B(D)
â öèêë Z, ïðîõîäÿùèé êàæäîå ãðàíè÷íîå ðåáðî ãðàíè D ðîâíî îäèí ðàç
è êàæäîå âíóòðåííåå ðåáðî � ðîâíî äâà ðàçà, ãðàíü D áóäåò âíóòðåí-
íåé îáëàñòüþ öèêëà Z. Ïðè ýòîì, íåêîòîðûå âåðøèíû â öèêëå Z ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ.

Òðèàíãóëèðîâàòü ãðàíüD çíà÷èò òðèàíãóëèðîâàòü âíóòðåííîñòü öèê-
ëà Z. Â öèêëå Z ðîâíî b(d) ð¼áåð, ïîýòîìó ïðè åãî òðèàíãóëÿöèè ïîëó-
÷èòñÿ ðîâíî b(d) − 2 òðåóãîëüíèêà. Åäèíñòâåííîå, çà ÷åì ïðè òðèàíãó-
ëÿöèè íóæíî ïðîñëåäèòü � íîâûå ð¼áðà äîëæíû ñîåäèíÿòü ðàçëè÷íûå
âåðøèíû. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü Z � öèêë, v(Z) ≥ 3, âåðøèíû öèêëà Z ïîêðàøåíû òàê, ÷òî
öâåòîâ õîòÿ áû òðè è ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ïîêðàøåíû â ðàçíûå
öâåòà. Òîãäà ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü âíóòðåííþþ îáëàñòü öèêëà Z
òàê, ÷òî âñå ïðîâåä¼ííûå äèàãîíàëè öèêëà ñîåäèíÿþò âåðøèíû ðàçíûõ
öâåòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí. Áàçà äëÿ öèêëà èç
òð¼õ âåðøèí î÷åâèäíà, äîêàæåì ïåðåõîä. Ïóñòü Z = v1v2 . . . vk (íóìå-
ðàöèÿ âåðøèí � öèêëè÷åñêàÿ), k ≥ 4. Î÷åâèäíî, íàéä¼òñÿ äèàãîíàëü
aiai+2, ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøèíû ðàçíûõ öâåòîâ. Ýòà äèàãîíàëü ðàçðå-
çàåò öèêë Z íà òðåóãîëüíèê aiai+1ai+2 è ìåíüøèé öèêë Z ′. Åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíàÿ ïðîáëåìà � âåðøèíû öèêëà Z ′ ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû â äâà
öâåòà, èíà÷å, ïðèìåíèâ ê öèêëó Z ′ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, ìû
çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïóñòü âåðøèíà ai+1 ïîêðàøåíà â öâåò 3, à âåðøèíû öèêëà Z ′ ïîêðà-
øåíû â öâåòà 1 è 2. Òîãäà öâåòà âåðøèí öèêëà Z ′ ÷åðåäóþòñÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, v(Z ′) ÷¼òíî, òî åñòü, v(Z ′) ≥ 4. Òàêèì îáðàçîì, â èñõîäíîì öèêëå
Z áûëà åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà ai+1 öâåòà 3 è õîòÿ áû ïî äâå âåðøèíû
öâåòîâ 1 è 2. Òîãäà îòðåçàâ òðåóãîëüíèê äèàãîíàëüþ ai+1ai+3 (î÷åâèäíî,
å¼ êîíöû ðàçíîöâåòíûå), ìû ïîëó÷èì ìåíüøèé öèêë Z ′′, ñðåäè âåðøèí
êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû âñå òðè öâåòà. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ, ìû òðèàíãóëèðóåì âíóòðåííîñòü öèêëà Z ′′ è çàâåðøèì äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Ïîêðàñèì b(D) âåðøèí öèêëà Z â
v(B(D)) ≥ 3 öâåòîâ òàê, ÷òîáû â îäèí öâåò áûëè ïîêðàøåíû îäèíàêîâûå
âåðøèíû. Òîãäà ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ðàçíîöâåòíû. Ïî äîêà-
çàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ, ìû ìîæåì òðèàíãóëèðîâàòü âíóòðåííîñòü
öèêëà Z òàê, ÷òîáû ïðîâåä¼ííûå ð¼áðà èìåëè ðàçíîöâåòíûå êîíöû, òî
åñòü, íå áûëè ïåòëÿìè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2. Ãðàô B(D) íåñâÿçåí.
Ïóñòü òåïåðü ãðàô B(D) íåñâÿçåí, à x è y � äâå âåðøèíû èç ðàçíûõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà B(D). Ïðîâåä¼ì ðåáðî xy âíóòðè ãðàíè D.
Ýòî ðåáðî áóäåò âíóòðåííèì äëÿ ãðàíè D, ïîýòîìó b(D) óâåëè÷èòñÿ íà 2.
Áóäåì äåéñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì, ïîêà ãðàíèöà ãðàíè íå îêàæåòñÿ ñâÿç-
íîé. Ïðè ýòîì, ìû ïðîâåëè õîòÿ áû îäíî ðåáðî è ïîëó÷èëè ðàçìåð ãðàíè
D â íîâîì ãðàôå b′(D) ≥ b(D) + 2. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, â ðåçóëüòàòå
òðèàíãóëÿöèè ãðàíè ïîëó÷èòñÿ õîòÿ áû b′(D)− 2 ≥ b(D) òðåóãîëüíèêîâ.
Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå t(D) ≥ b(D).

Çàìå÷àíèå 6.2. Åñëè â ïëîñêîì ãðàôå G íåò ïåòåëü, v(G) ≥ 3 è íèêàêàÿ
ãðàíü íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì èç äâóõ êðàòíûõ ð¼áåð, òî â ãðàíèöå êàæäîé
ãðàíè õîòÿ áû òðè âåðøèíû è ìû ìîæåì òðèàíãóëèðîâàòü ýòîò ãðàô,
âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 6.2.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü T � òðèàíãóëÿöèÿ. Íàçîâ¼ì Òýéòîâîé ðàñ-
êðàñêîé òðèàíãóëÿöèè T òàêóþ ðàñêðàñêó ð¼áåð T â òðè öâåòà, ÷òî âñå
ð¼áðà êàæäîé ãðàíè ðàçíîöâåòíû.

Íà âñÿêèé ñëó÷àé ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû áåç
ïåòåëü, èíà÷å âîïðîñû î ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå âåðøèí áåññìûñëåííû.

Òåîðåìà 6.4. (P.G.Tait, 1880.) Ñëåäóþùèå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ ðàâ-
íîñèëüíû.

1◦ Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ χ(G) ≤ 4.
2◦ Äëÿ ëþáîãî ð¼áåðíî äâóñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ

χ∗(G) ≤ 4.
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3◦ Äëÿ ëþáîãî ð¼áåðíî äâóñâÿçíîãî ïëîñêîãî êóáè÷åñêîãî ãðàôà G âû-
ïîëíÿåòñÿ χ′(G) = 3.

4◦ Äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè T ñóùåñòâóåò Òýéòîâà ðàñêðàñêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦ ⇒ 2◦. Ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé ãðàô G íå èìååò ìî-
ñòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, åãî äâîéñòâåííûé ãðàô G∗ íå èìååò ïåòåëü. Òîãäà
χ∗(G) = χ(G∗) ≤ 4.

2◦ ⇒ 3◦. Ïóñòü G � ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé êóáè÷åñêèé ãðàô. Ó íåãî
åñòü ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ∗ ãðàíåé â 4 öâåòà. Ïîñêîëüêó âñ¼ ðàâíî,
êàê íóìåðîâàòü öâåòà, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ∗ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} (çäåñü Z2 � ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ 2).

Òàê êàê G � ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé ãðàô, êàæäîå ðåáðî e ∈ E(G) ðàçäå-
ëÿåò äâå ðàçíûå ãðàíè a è b. Ìû ïîëîæèì ρ′(e) = ρ∗(a)+ρ∗(b) (ñëîæåíèå
ïî ìîäóëþ 2 ïî êàæäîé êîîðäèíàòå). Òàê êàê a 6= b, òî ρ∗(a) 6= ρ∗(b),
ñëåäîâàòåëüíî, ρ′(e) 6= (0, 0). Òàêèì îáðàçîì, ρ′ � ðàñêðàñêà ð¼áåð ãðàôà
G â òðè öâåòà.

Äîêàæåì, ÷òî ðàñêðàñêà ρ′ � ïðàâèëüíàÿ. Ïóñòü v � âåðøèíà ãðàôà
G, à a, b, c � òðè ñîäåðæàùèå å¼ ãðàíè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå ýòè
ãðàíè ðàçëè÷íû, ëþáûå äâå èç íèõ èìåþò îáùåå ðåáðî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ρ∗(a), ρ∗(b) è ρ∗(c) � òðè ðàçíûõ öâåòà, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî âñå
òðè öâåòà èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v ð¼áåð

ρ∗(a) + ρ∗(b), ρ∗(a) + ρ∗(c), ρ∗(b) + ρ∗(c)

òàêæå ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ρ′ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð G â
3 öâåòà, ñëåäîâàòåëüíî, χ′(G) = 3 (òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî χ′(G) ≥ 3).

3◦ ⇒ 1◦. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñâÿçíûé ãðàô G ñ v(G) ≥ 3. Ïî ëåì-
ìå 6.2, ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì òðèàíãóëÿöèè H. Ðàññìîòðèì ð¼áåð-
íî äâóñâÿçíûé êóáè÷åñêèé ãðàô H∗. Êàê ìû çíàåì, ñóùåñòâóåò ïðàâèëü-
íàÿ ðàñêðàñêà ρ′ ð¼áåð ýòîãî ãðàôà â 3 öâåòà. Ïóñòü H∗i,j � ïîäãðàô H∗

íà ð¼áðàõ öâåòîâ i, j ∈ {1, 2, 3} â ðàñêðàñêå ρ′. Òîãäà dH∗i,j(v) = 2 äëÿ ëþ-
áîé âåðøèíû v ∈ V (H∗), ñëåäîâàòåëüíî, H∗i,j � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ
öèêëîâ. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ∗i,j
ãðàíåé H∗i,j â äâà öâåòà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãðàíü a ãðàôà H∗. Ïóñòü a12 � ãðàíü H∗12,
÷àñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ a, à a13 � ãðàíü H∗13, ÷àñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåò-
ñÿ a (ïîíÿòíî, ÷òî a12 è a13 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî). Ïîëîæèì ρ∗(a) =
(ρ∗1,2(a1,2), ρ∗1,3(a1,3)). Ìû ïîëó÷èëè ðàñêðàñêó ãðàíåé ãðàôà H∗ â ÷åòûðå
öâåòà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ðàññìîòðèì èìåþùèå îáùåå ðåáðî e ãðàíè a è b ãðàôà H∗, ïóñòü
a = a1,2 ∩ a1,3, b = b1,2 ∩ b1,3 � îïðåäåë¼ííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå
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ïåðåñå÷åíèé ãðàíåé. Åñëè ρ′(e) ∈ {1, 2}, òî a1,2 6= b1,2, ïðè÷¼ì ýòè ãðàíè
ãðàôà H∗1,2 ãðàíè÷àò ïî ðåáðó e, ñëåäîâàòåëüíî, ρ∗1,2(a1,2) 6= ρ∗1,2(b1,2), à
òîãäà è ρ∗(a) 6= ρ∗(b). Åñëè ρ′(e) = 3, àíàëîãè÷íî ρ∗1,3(a1,3) 6= ρ∗1,3(b1,3) è
ρ∗(a) 6= ρ∗(b).

Òàêèì îáðàçîì, χ(G) ≤ χ(H) = χ∗(H∗) ≤ 4, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

3◦ ⇒ 4◦. Î÷åâèäíî, äâîéñòâåííûé ãðàô T ∗ òðèàíãóëÿöèè T ÿâëÿåò-
ñÿ ð¼áåðíî äâóñâÿçíûì, à ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà åãî ð¼áåð â 3 öâåòà�
Òýéòîâîé ðàñêðàñêîé ð¼áåð T .

4◦ ⇒ 3◦. Ïóñòü G � êóáè÷åñêèé ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô.
Î÷åâèäíî, äâîéñòâåííûé ãðàô G∗ � òðèàíãóëÿöèÿ, à Òýéòîâà ðàñêðàñêà
òðèàíãóëÿöèè G∗ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé ð¼áåð G â òðè öâåòà.

Óñïåøíûå ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà 4CT ñîñòîÿò ïðèìåðíî â ñëåäóþ-
ùåì. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå Òýéòîâîé ðàñêðàñêè ð¼áåð ëþáîé òðè-
àíãóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîòèâíîå è ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé
êîíòðïðèìåð. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàê íàçûâà-
åìûõ íåèçáåæíûõ êîíôèãóðàöèé è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé òðèàí-
ãóëÿöèè îáÿçàòåëüíî åñòü îäíà èç íèõ (è, â ÷àñòíîñòè, â ìèíèìàëüíîì
êîíòðïðèìåðå T ). Íà âòîðîì ýòàïå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîïðîñ î ðàñêðàñ-
êå ð¼áåð òðèàíãóëÿöèè T ìîæíî ñâåñòè ê âîïðîñó î ðàñêðàñêå ìåíüøåé
òðèàíãóëÿöèè (÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà). Ýòî
äåëàåòñÿ îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àÿ êàæäîé íåèçáåæíîé êîíôèãóðàöèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà. Îñòà¼òñÿ ëèøü äîáàâèòü, ÷òî â ïåðâîì äî-
êàçàòåëüñòâå áûëî îêîëî 2000 íåèçáåæíûõ êîíôèãóðàöèé, à âî âòîðîì
äîêàçàòåëüñòâå � îêîëî 700. Ïîíÿòíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå �íåèçáåæíî-
ñòè� ýòèõ êîíôèãóðàöèé òàêæå íå îáõîäèòñÿ áåç ïåðåáîðà. Âñ¼ ýòî äåëàåò
îòêðûòûì âîïðîñ î êîðîòêîì (èëè õîòÿ áû íå íàñòîëüêî ïåðåáîðíîì) äî-
êàçàòåëüñòâå 4CC.

Îäíàêî, ñðåäè íåèçáåæíûõ êîíôèãóðàöèé åñòü òàêèå, â ñëó÷àå íàëè-
÷èÿ êîòîðûõ ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ðàñêðàøèâàåìîñòü ãðàôà. Ìû ðàçáåð¼ì
ñëó÷àé òðèàíãóëÿöèè ñôåðû, ñîäåðæàùåé âåðøèíó ñòåïåíè íå áîëåå 4.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ Òýéòîâîé ðàñêðàñ-
êè.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô.
1) Íàçîâ¼ì Òýéòîâîé ðàñêðàñêîé ãðàôà G ðàñêðàñêó ð¼áåð ýòîãî ãðà-

ôà â òðè öâåòà, â êîòîðîé òðè ðåáðà ëþáîé ãðàíè-òðåóãîëüíèêà ïîêðà-
øåíû â ðàçíûå öâåòà. Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ð¼áðà âñåãäà
êðàñÿòñÿ â öâåòà 1, 2 è 3.
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2) Ïóñòü òðåóãîëüíûé ãðàô GT ïëîñêîãî ãðàôà G � ýòî ãðàô, âåð-
øèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì G, è äâå âåðøèíû ñìåæíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðà ÿâëÿþòñÿ ð¼áðàìè îäíîé
òðåóãîëüíîé ãðàíè.

Ìû ñ÷èòàåì ãðàô GT ïëîñêèì: ïóñòü åãî âåðøèíû èçîáðàæåíû êàê
ñåðåäèíû ð¼áåð ãðàôà G, à ð¼áðà � êàê �ñðåäíèå ëèíèè� ãðàíåé.

3) Ïóñòü D � òðåóãîëüíàÿ ãðàíü ãðàôà G. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî
ãðàôà GT � íà ãðàíè D, åñëè îíî èçîáðàæåíî êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ýòîé
ãðàíè.

Çàìå÷àíèå 6.3. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî Òýéòîâà ðàñêðàñêà ïëîñêîãî ãðà-
ôà G � ýòî ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà åãî òðåóãîëüíîãî ãðàôà GT .

Îïðåäåëåíèå 6.5. 1) Ïóñòü ρ� Òýéòîâà ðàñêðàñêà ãðàôàG. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Gi,j(ρ) ïîäãðàô ãðàôà GT íà âåðøèíàõ öâåòîâ i è j.

2) Ïîäãðàô H ãðàôà GT íàçîâ¼ì äâóöâåòíûì ãðàôîì â G, åñëè H
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Gi,j(ρ) äëÿ íåêîòîðîé Òýéòîâîé ðàñêðàñêè ρ ãðà-
ôà G è ïàðû öâåòîâ i, j.

Ñëåäóþùåå òðèâèàëüíîå çàìå÷àíèå áóäåò âàæíûì èíñòðóìåíòîì â
íàøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ.

Çàìå÷àíèå 6.4. 1) Ð¼áðà ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì íåíó-
ëåâîé ñòåïåíè â ãðàôå Gi,j(ρ), ïîêðàøåíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì â äâà
öâåòà: i è j. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ãðàô Gi,j(ρ) îäíîçíà÷íî çàäàåò ðàñêðàñ-
êó ρ: â òðåòèé öâåò íóæíî ïîêðàñèòü âñå ð¼áðà ãðàôà G, ïî êîòîðûì íå
ïðîõîäèò Gi,j(ρ).

2) Ïóñòü H � äâóöâåòíûé ãðàô â G. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà íà-
çâàíèå, åãî âåðøèíû íå ïîêðàøåíû â äâà öâåòà (ðàçóìååòñÿ, ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, ïðè÷åì, êàê ïðàâèëî, íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì). Äâóöâåòíûé
ãðàô ñîäåðæèò ïî îäíîìó ðåáðó íà êàæäîé òðåóãîëüíîé ãðàíè G. Êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè H � ïóòü èëè ÷åòíûé öèêë.

Äâóöâåòíûé ãðàô H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå Gi,j(ρ) ðàçíûìè
ñïîñîáàìè: ýòî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ äëÿ ðàçíûõ Òýéòîâûõ ðàñêðàñîê ρ è
ïàð öâåòîâ.Ìû ñïåöèàëüíî íå ôèêñèðóåì öâåòà âåðøèí äâóöâåòíîãî ãðàôà!
Êàæäàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí H â äâà öâåòà çàäàåò åãî ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå Gi,j(ρ) è, ñëåäîâàòåëüíî, Òýéòîâó ðàñêðàñêó ρ.

Ëåììà 6.3. Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô, âñå ãðàíè êîòîðîãî,
êðîìå îäíîé ãðàíè D � òðåóãîëüíèêè. Ïóñòü k � ýòî êîëè÷åñòâî ð¼áåð
ãðàíè D. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî äâóöâåòíîãî ãðàôà H â GT êîíöû âñåõ åãî ïóòåé ëå-
æàò íà ð¼áðàõ ãðàíè D, à ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ýòèõ ïóòÿõ
èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è k.
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2) Ïóñòü ρ � Òýéòîâà ðàñêðàñêà G, à ki � ýòî êîëè÷åñòâî ð¼áåð
ãðàíè D, ïîêðàøåííûõ â öâåò i. Òîãäà ÷èñëà k, k1, k2 è k3 èìåþò îäè-
íàêîâóþ ÷åòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê êàæäîå ðåáðî âõîäèò ðîâíî â äâå ãðàíè, è
òîëüêî ãðàíü D � íå òðåóãîëüíèê, òî âñå âåðøèíû H, ñîîòâåòñòâóþùèå
ð¼áðàì ãðàíè D èìåþò ñòåïåíü 1, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû � ñòåïåíü 2.
Çíà÷èò, ãðàô H åñòü îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ öèêëîâ è íåñêîëüêèõ ïó-
òåé ñ êîíöàìè íà ãðàíè÷íûõ ð¼áðàõ D. Ïîñêîëüêó ãðàô H äâóäîëåí, òî
âñå öèêëû ÷åòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòåé èìååò òó æå
÷åòíîñòü, ÷òî è ÷èñëî ãðàíåé-òðåóãîëüíèêîâ â G, êîòîðîå, ÷òî íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è êîëè÷åñòâî ð¼áåð â D (òî åñòü k).

2) Êîëè÷åñòâî êîíöîâ ïóòåé â äâóöâåòíîì ãðàôå Gi,j(ρ), î÷åâèäíî,
÷åòíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî êîëè÷åñòâî åñòü ki + kj, îòêóäà î÷åâèäíî
ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü òðèàíãóëÿöèÿ G íå èìååò Òýéòîâîé ðàñêðàñêè, à
ëþáàÿ ìåíüøàÿ òðèàíãóëÿöèÿ èìååò Òýéòîâó ðàñêðàñêó. Òîãäà âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) G íå èìååò êðàòíûõ ð¼áåð.
2) Ëþáîé òðåóãîëüíèê â G � ãðàíèöà ãðàíè.
3) Ëþáîé öèêë äëèíû 4 â G îòäåëÿåò äâå ãðàíè îò îñòàëüíûõ, òî

åñòü, â îäíîé èç îáëàñòåé, íà êîòîðûå ýòîò öèêë äåëèò ïëîñêîñòü,
íåò âåðøèí G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî v(G) > 3.
1) Ïóñòü G èìååò äâà êðàòíûõ ðåáðà e è e′, ñîåäèíÿþùèõ x è y,

è ýòè äâà ðåáðà îáðàçóþò öèêë C. Ïóñòü V1 � ìíîæåñòâî èç x, y è
âñåõ âåðøèí G âíóòðè öèêëà C, à V2 � èç x, y è âñåõ âåðøèí âíå C.
Ïóñòü Gi = G(Vi). Âñå ãðàíè ãðàôà Gi ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè, êðîìå
îäíîé ãðàíè, ãðàíèöà êîòîðîé � öèêë C èç ð¼áåð e è e′. Òîãäà Hi = Gi−e′
� òðèàíãóëÿöèÿ, ïðè÷åì ìåíüøàÿ, ÷åì G.

Îáå òðèàíãóëÿöèè H1 è H2 èìåþò Òýéòîâû ðàñêðàñêè, ïóñòü ýòî ρ1

è ρ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ðàñêðàñêè ñîãëàñîâàíû íà
îáùåì ðåáðå: ρ1(e) = ρ2(e). Ïîëîæèì ρ(e′) = ρ(e) = ρ1(e). Ëþáîå èç
îñòàëüíûõ ð¼áåð òðèàíãóëÿöèè T âõîäèò ðîâíî â îäíó èç òðèàíãóëÿ-
öèé H1 è H2. Äëÿ f ∈ E(H1) ìû ïîëîæèì ρ(f) = ρ1(f), à äëÿ f ∈ E(H2)
ïîëîæèì ρ(f) = ρ2(f). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ρ � Òýéòîâà ðàñêðàñêà
òðèàíãóëÿöèè G. Ïðîòèâîðå÷èå.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G èìååò öèêë xyz, íå ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé
ãðàíè. Ïóñòü V1 � ìíîæåñòâî èç x, y, z è âñåõ âåðøèí G âíóòðè öèê-
ëà C, à V2 � èç x, y, z è âñåõ âåðøèí âíå C. Ïîíÿòíî, ÷òî Hi = G(Vi) �
òðèàíãóëÿöèÿ, ïðè÷åì ìåíüøàÿ, ÷åì G.
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Îáå òðèàíãóëÿöèè H1 è H2 èìåþò Òýéòîâû ðàñêðàñêè, ïóñòü ýòî ρ1

è ρ2 ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ èç ðàñêðàñîê ρ1 è ρ2 êðàñèò ð¼áðà xy, xz
è yz â ðàçíûå öâåòà, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñêðàñêè ñîâïàäàþò íà
ýòèõ ð¼áðàõ. Äàëåå àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1 ìû ïîñòðîèì Òýéòîâó ðàñêðàñêó
òðèàíãóëÿöèè G è ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

3) Íà÷íåì êàê â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ. Ïóñòü C = x1x2x3x4 � öèêë
äëèíû 4 â G, ïðè÷åì è âíóòðè C, è âíå C åñòü õîòÿ áû ïî îäíîé âåð-
øèíå. Ïóñòü V1 � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, ëåæàùèõ âíóòðè öèêëà C èëè
íà öèêëå, V2 � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, ëåæàùèõ âíå öèêëà C èëè íà
öèêëå, Gi = G(Vi).

Ðàññìîòðèì ãðàôG2. Â ýòîì ãðàôå ðîâíî îäíà ãðàíü-÷åòûð¼õóãîëüíèê
(ãðàíèöà ýòîé ãðàíè � öèêë C), âñå îñòàëüíûå ãðàíè � òðåóãîëüíèêè.
Ïóñòü ïëîñêèé ãðàô H2 ïîëó÷åí èç G2 äîáàâëåíèåì ðåáðà x1x3, ïðîâå-
ä¼ííîãî âíóòðè öèêëà C, à ïëîñêèé ãðàô F2 ïîëó÷åí èç G2 äîáàâëåíèåì
ðåáðà x2x4, ïðîâåä¼ííîãî âíóòðè öèêëà C (ñì. ðèñóíîê 6.4). Ïîíÿòíî,
÷òî H2 è F2 � òðèàíãóëÿöèè, ïðè÷¼ì ìåíüøèå, ÷åì G. Òîãäà ó ýòèõ äâóõ
ãðàôîâ (à çíà÷èò, è ó G2) åñòü Òýéòîâû ðàñêðàñêè,
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Ðèñ. 6.4: Ãðàôû G, H2 è F2.

Ïî ëåììå 6.3 â Òýéòîâîé ðàñêðàñêå ãðàôà G2 êîëè÷åñòâî ð¼áåð êàæ-
äîãî öâåòà íà öèêëå C äîëæíî áûòü ÷åòíûì. Òîãäà ð¼áåð êàêîãî-òî öâåòà
â öèêëå C íåò. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî âñå ð¼áðà öèêëà C ïî-
êðàøåíû â öâåòà 1 è 2.

Ïóñòü y12, y23, y34, y41 � ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð öèêëà C.
Ðàññìîòðèì ãðàô Q = G1,2

2 (ρ). Ýòî äâóöâåòíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé äâà
ïóòè ñ êîíöàìè íà ð¼áðàõ C, è ýòè ïóòè èìåþò äëèíû îäèíàêîâîé ÷åòíî-
ñòè. Òàê êàê ãðàô Q � ïëîñêèé, äâà åãî ïóòè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò,
îíè ñîåäèíÿþò ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð öèêëà C: ëèáî ýòî y12y23-ïóòü è
y34y41-ïóòü (ñì. ðèñóíîê 6.5à, â ýòîì ñëó÷àå íàçîâ¼ì Q äâóöâåòíûì ãðà-
ôîì òèïà 1, åñëè ïóòè íå÷åòíûå è òèïà 2, åñëè ïóòè ÷åòíûå), ëèáî �
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y23y34-ïóòü è y41y12-ïóòü (ñì. ðèñóíîê 6.5b, íàçîâ¼ì Q äâóöâåòíûì ãðà-
ôîì òèïà 3, åñëè ïóòè íå÷åòíûå è òèïà 4, åñëè ïóòè ÷åòíûå). Ïóñòü p(i)
� êîëè÷åñòâî äâóöâåòíûõ ïîäãðàôîâ ãðàôà GT , èìåþùèõ òèï i.
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Ðèñ. 6.5: Òèïû 1, 2, 3 è 4.

Îáå òðèàíãóëÿöèè H2 è F2 èìåþò Òýéòîâû ðàñêðàñêè, â êîòîðûõ ð¼á-
ðà öèêëà C ïîêðàøåíû â öâåòà 1 è 2 (íàçîâ¼ì òàêèå ðàñêðàñêè õîðîøè-
ìè). Ðàñêðàñêà ρ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî õîðîøåé Òýéòîâîé ðàñêðàñ-
êè òðèàíãóëÿöèè H2 åñëè è òîëüêî åñëè äîáàâèâ ê G12

2 (ρ) ð¼áðà y12y23

è y34y41 ìû íå ïîëó÷èì íå÷¼òíûõ öèêëîâ (ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ïîä-
ãðàô ãðàôà HT

2 íà âåðøèíàõ öâåòîâ 1 è 2), òî åñòü, åñëè è òîëüêî åñëè
ãðàô G12

2 (ρ) èìååò òèï 1, 3 èëè 4. Àíàëîãè÷íî, ïðîäîëæèòü ρ äî õîðî-
øåé Òýéòîâîé ðàñêðàñêè òðèàíãóëÿöèè F2 ìîæíî åñëè è òîëüêî åñëè
ãðàô G12

2 (ρ) èìååò òèï 1, 2 èëè 3.
Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: p(1) 6= 0, p(3) 6= 0, èëè îäíî-

âðåìåííî p(2) 6= 0 è p(4) 6= 0. Ðàçáåð¼ì ýòè ñëó÷àè.

1. p(1) 6= 0.
Ïóñòü Q � äâóöâåòíûé ãðàô òèïà 1. Ïîêðàñèì â öâåò 3 ð¼áðà G, íå âõî-
äÿùèå â Q. Íåòðóäíî ïîêðàñèòü âõîäÿùèå â Q ð¼áðà òðèàíãóëÿöèè G â
öâåòà 1 è 2, òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ðàñêðàñêà ρ′ ñ ρ′(x1x2) = ρ′(x3x4) = 1,
ρ′(x2x3) = ρ′(x4x1) = 2 (òèï A, ñì. ðèñóíîê 6.6a), à òàêæå ðàñêðàñêà ρ∗

ñ ρ∗(x1x2) = ρ∗(x4x1) = 1, ρ∗(x2x3) = ρ∗(x3x4) = 2 (òèï B, ñì. ðèñó-
íîê 6.6b).

2. p(3) 6= 0.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëèáî ðàñ-
êðàñêó òèïàA (ñì. ðèñóíîê 6.6ñ), ëèáî ðàñêðàñêó ρ′′ ñ ρ′′(x1x2) = ρ′′(x2x3) =
1 è ρ′′(x4x1) = ρ′′(x3x4) = 2 (òèï C, ñì. ðèñóíîê 6.6d).

3. p(2) 6= 0 è p(4) 6= 0.
Ïóñòü Q � äâóöâåòíûé ãðàô òèïà 2. Â íåì åñòü ÷åòíûå y12y23-ïóòü è
y34y41-ïóòü, ïîýòîìó íåòðóäíî ïîëó÷èòü Òýéòîâó ðàñêðàñêó òèïà C (ñì.
ðèñóíîê 6.7a). Àíàëîãè÷íî, èç äâóöâåòíîãî ãðàôà òèïà 4 ìîæíî ïîëó÷èòü
Òýéòîâó ðàñêðàñêó òèïà B (ñì. ðèñóíîê 6.7b).
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Ðèñ. 6.6: Ðàñêðàñêè äâóöâåòíîãî ãðàôà ñ äâóìÿ íå÷åòíûìè ïóòÿìè.
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Ðèñ. 6.7: Ðàñêðàñêè äâóöâåòíîãî ãðàôà ñ äâóìÿ ÷åòíûìè ïóòÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò Òýéòîâû ðàñêðàñêè ãðàôà G2 õîòÿ áû
äâóõ òèïîâ èç A, B è C. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ Òýéòî-
âûõ ðàñêðàñîê ãðàôà G1. Òàêèì îáðàçîì, ó ãðàôîâ G1 è G2 ñóùåñòâóþò
Òýéòîâû ðàñêðàñêè îäíîãî òèïà (èç A, B è C), òî åñòü, ñîâïàäàþùèå íà
îáùèõ ð¼áðàõ ãðàôîâ G1 è G2 � ð¼áðàõ öèêëà C. Îáúåäèíèâ ýòè äâå
ðàñêðàñêè, ìû ïîëó÷èì Òýéòîâó ðàñêðàñêó òðèàíãóëÿöèè G. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 6.4. Ïóñòü òðèàíãóëÿöèÿ G íå èìååò Òýéòîâîé ðàñêðàñ-
êè, à ëþáàÿ ìåíüøàÿ òðèàíãóëÿöèÿ èìååò Òýéòîâó ðàñêðàñêó. Òîãäà
δ(G) ≥ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, òðèàíãóëÿöèÿ íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïå-
íè 1. Ïóñòü x ∈ V (G), dG(x) = 2. Òàê êàê G � íå òðåóãîëüíèê, òî ñó-
ùåñòâóåò äâà êðàòíûõ ðåáðà, ñîåäèíÿþùèõ äâå âåðøèíû èç NG(x) (ïî
îäíîìó ðåáðó â êàæäîé èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ x). Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 1 òåîðåìû 6.5.

Ïóñòü x ∈ V (G), 3 ≤ dG(x) ≤ 4. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v(G) ≥ 6, èíà÷å
ëåãêî ïîñòðîèòü Òýéòîâó èðàñêðàñêó G. Òîãäà âåðøèíû èç îêðåñòíîñòè x
îáðàçóþò â G öèêë èç 3 èëè 4 âåðøèí, ïî îáå ñòîðîíû îò êîòîðîãî åñòü
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äðóãèå âåðøèíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòàì 2 è 3 òåîðåìû 6.5.

6.5 Ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè (list colorings) ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ. Ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 4.8. Äëÿ ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ ìû ïðèâåä¼ì ñïèñî÷íûå âåðñèè èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì:
òåîðåìû î ïÿòè êðàñêàõ è òåîðåìû Ãð¼öøà. Âî âòîðîì ñëó÷àå äîêàçà-
òåëüñòâî ìíîãî ïðîùå èñõîäíîãî äîêàçàòåëüñòâà êëàññè÷åñêîé âåðñèè.
Âñå ðåçóëüòàòû ðàçäåëà îòíîñèòåëüíî íîâûå è ïðèíàäëåæàò Òîìàññåíó
(C.Thomassen).

Òåîðåìà 6.6. (C.Thomassen, 1994.) Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà G âû-
ïîëíÿåòñÿ ch(G) ≤ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 6.2, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà G � òðèàíãóëÿöèÿ. Ìû ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó òàê,
÷òîáû îíà óäîáíåå äîêàçûâàëàñü ïî èíäóêöèè. Âíåøíÿÿ ãðàíü ëþáîãî
ïëîñêîãî ãðàôà � ýòî åäèíñòâåííàÿ åãî íåîãðàíè÷åííàÿ ãðàíü, âíåøíèé
öèêë � å¼ ãðàíèöà. Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå v ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê öâå-
òîâ L(v), ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå `(v) = |L(v)|.

Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, âñå ãðàíè êîòîðîãî, êðîìå âíåøíåé �
òðåóãîëüíèêè. Ïóñòü öèêë C = v1v2 . . . vk � ãðàíèöà âíåøíåé ãðàíè.
Ïóñòü âåðøèíû v1 è v2 óæå ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà, `(vi) ≥ 3
äëÿ i ∈ [3..k] è `(u) = 5 äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V (G) \ V (C). Òî-
ãäà ðàñêðàñêà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âñåãî
ãðàôà G ñ äàííûìè ñïèñêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G ïî
äàííûì ñïèñêàì, êîòîðóþ ìû ñòðîèì. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. G = C. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

2. Öèêë C èìååò õîðäó vivj.
Â ýòîì ñëó÷àå õîðäà äåëèò öèêë C íà äâå ÷àñòè C1 è C2, ïóñòü ðåáðî
v1v2 ëåæèò â öèêëå C1. Êðîìå òîãî, õîðäà ðàçáèâàåò íà äâå ÷àñòè ãðàô
G: ýòî ãðàô G1 ñ âíåøíèì öèêëîì C1 è ãðàô G2 ñ âíåøíåì öèêëîì C2.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñíà÷àëà ìû ìîæåì ïîêðàñèòü G1,
ïîòîì ïåðåéä¼ì ê ïîêðàñêå G2. Íà âíåøíåì öèêëå C2 ïîêðàøåíî ðîâíî
äâå ñîñåäíèå âåðøèíû: ýòî vi è vj, èõ öâåòà î÷åâèäíî ðàçëè÷íû. Ïîíÿòíî,
÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà äëèíû ñïèñêîâ ñîáëþäàþòñÿ è ìû ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ìîæåì ïîêðàñèòü G2, ïîñòðîèâ òåì ñàìûì ðàñêðàñêó
âåðøèí ãðàôà G ñ äàííûìè ñïèñêàìè.
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3. Öèêë íå èìååò õîðä, G 6= C.
Ðàññìîòðèì â ýòîì ñëó÷àå îêðåñòíîñòü âåðøèíû vk. Ïóñòü â ïîðÿäêå ñëå-
äîâàíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â íàøåì èçîáðàæåíèè ãðàôà ýòî v1, u1, . . . , um,
vk−1. Òàê êàê âñå âíóòðåííèå ãðàíè G � òðåóãîëüíèêè, v1u1 . . . umvk−1 �
ïóòü â ãðàôå G. Âûáåðåì äâà îòëè÷íûõ îò ρ(v1) öâåòà i, j ∈ L(vk) è
óäàëèì èõ èç L(u1),. . . , L(um). Ïîêðàñèì ìåíüøèé ãðàô G′ = G − vk
(ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ: âíåøíþþ ãðàíü
îãðàíè÷èâàåò öèêë C ′ = v1v2 . . . vk−1umum−1 . . . u1, íà êîòîðîì ïîêðàøå-
íû äâå âåðøèíû v1 è v2, ñïèñêè îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàíè÷íîãî öèêëà
èìåþò íå ìåíåå òð¼õ öâåòîâ, ñïèñêè âåðøèí èç G′ − C ′ � ïî 5 öâåòîâ).
Ïîñëå ýòîãî âûáåðåì èç öâåòîâ i, j îòëè÷íûé îò ρ(vk−1) ïîëîæèì ρ(vk)
ðàâíûì ýòîìó öâåòó. Î÷åâèäíî, ïîëó÷èëàñü ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà G ïî
äàííûì ñïèñêàì.

Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè G � äîñòà-
òî÷íî ëèøü ïîêðàñèòü äâå âåðøèíû öèêëà-ãðàíèöû âíåøíåé ãðàíè â äâà
ðàçíûõ öâåòà, êîòîðûå â èõ ñïèñêàõ, áåçóñëîâíî, åñòü.

Ñëåäñòâèå 6.5. Äëÿ ëþáîãî ïëàíàðíîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ χ(G) ≤ 5.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîñêèé ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî ch(G) = 5,
ïîýòîìó ðåçóëüòàò Òîìàññåíà � íàèëó÷øèé âîçìîæíûé.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïóñòü C � ïðîñòîé öèêë. Ïðîñòîé ïóòü L íàçûâàåòñÿ
òðàíñâåðñàëüþ öèêëà C, åñëè êîíöû ïóòè L � ðàçëè÷íûå âåðøèíû C,
à âíóòðåííèå âåðøèíû íå ïðèíàäëåæàò öèêëó C. Äëèíîé òðàíñâåðñàëè
íàçîâ¼ì äëèíó ïóòè L, òî åñòü, êîëè÷åñòâî åãî ð¼áåð.

Çàìå÷àíèå 6.5. Îòìåòèì, ÷òî õîðäà öèêëà � ýòî òðàíñâåðñàëü äëèíû 1.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Äëÿ ïóòè N ÷åðåç Int(N) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî åãî
âíóòðåííèõ (îòëè÷íûõ îò êîíöîâ) âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû îñíîâàíî íà òåõ æå ïðèíöèïàõ,
íî òåõíè÷åñêè ãîðàçäî ñëîæíåå. Îäíàêî, òðóäíîñòè âîçíèêàþò íå íà ïó-
ñòîì ìåñòå. Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêîé (íå ñïè-
ñî÷íîé) âåðñèè ýòîé òåîðåìû ìíîãî äëèííåå.

Òåîðåìà 6.7. (C.Thomassen, 1995.) Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, ïðè-
÷¼ì g(G) ≥ 5. Òîãäà ch(G) ≤ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå v ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê öâå-
òîâ L(v), ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå `(v) = |L(v)|. Ïóñòü ρ � ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà âåðøèí ïî çàäàííûì ñïèñêàì, êîòîðóþ ìû ñòðîèì. Áóäåì íàçû-
âàòü âåðøèíó v ïîêðàøåííîé, åñëè å¼ öâåò ρ(v) óæå çàäàí, â ýòîì ñëó÷àå
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`(v) = 1. Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó v îïàñíîé, åñëè `(v) = 2. Ìû èçìåíèì
óòâåðæäåíèå òàê, ÷òîáû åãî áûëî óäîáíåå äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, g(G) ≥ 5, à C � ãðàíèöà âíåøíåé
ãðàíè ãðàôà G. Ïóñòü íåêîòîðûå âåðøèíû ãðàôà ïîêðàøåíû áåç íàðóøå-
íèÿ ïðàâèëüíîñòè, ïðè÷¼ì îíè îáðàçóþò ïðîñòîé ïóòü èëè öèêë P =
v1v2 . . . vq (q ≤ 6), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì C.

Ïóñòü âñå îïàñíûå âåðøèíû ëåæàò íà C, íèêàêèå äâå îïàñíûå âåð-
øèíû íå ñìåæíû, êàæäàÿ îïàñíàÿ âåðøèíà ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ
îäíîé ïîêðàøåííîé è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ òð¼õ óñëîâèé:

(P1) v(P ) ≤ 6, ïðè÷¼ì åñëè P � ïóòü, òî îïàñíûå âåðøèíû íå
ñìåæíû ñ êîíöàìè P .

(P2) v(P ) ≤ 5, ïðè÷¼ì åñëè P � ïóòü, òî õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ
ïóòè P íå ñìåæåí ñ îïàñíûìè âåðøèíàìè.

(P3) v(P ) ≤ 4.
Òîãäà ðàñêðàñêà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè

âñåãî ãðàôà G ñ äàííûìè ñïèñêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåíüøåãî ÷åì G ãðà-
ôà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ, óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ðàçáèâàòü ãðàô íà ÷àñòè è ïî î÷åðå-
äè ïðèìåíÿòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê ýòèì ÷àñòÿì áåç ïðåäâà-
ðèòåëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí. Ïðè òàêîì àëãîðèòìå äåéñòâèé íå áóäåò
ïîÿâëÿòüñÿ íîâûõ îïàñíûõ âåðøèí.

Âî ðÿäå ñëó÷àåâ ìû áóäåì êðàñèòü íåêîòîðûå âåðøèíû ãðàôà è óäà-
ëÿòü ýòè âåðøèíû èç ãðàôà, à èõ öâåòà � èç ñïèñêîâ èõ ñîñåäåé. Ïðè
òàêîì àëãîðèòìå äåéñòâèé ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå îïàñíûå âåðøèíû.

Â êàæäîì ñëó÷àå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ íè îäíîãî èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àåâ.

Çàìå÷àíèå 6.6. Ïóñòü H � ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì ïîêðàøåííûå
âåðøèíû îáðàçóþò ïðîñòîé ïóòü èëè öèêë PH (ïîäãðàô P ). Ëåãêî ïî-
íÿòü, ÷òî ïóòü PH ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàíèöû âíåøíåé ãðàíè ãðàôà H
è ïîýòîìó ê ãðàôó H ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå.

1. Ãðàô G íåäâóñâÿçåí.
Åñëè ãðàô G íåñâÿçåí, òî ìîæíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå îòäåëüíî äëÿ
êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ïóñòü ãðàô G ñâÿçåí. Íàì ïîòðåáóþòñÿ
îïðåäåëåíèå áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ è ôàêòû, êîòîðûå ìîæíî íàéòè
â ðàçäåëå 1.8.2. Êàê èçâåñòíî, â íåäâóñâÿçíîì ãðàôå G íå ìåíåå äâóõ
êðàéíèõ áëîêîâ. Ïóñòü B � òîò èç êðàéíèõ áëîêîâ, êîòîðûé ñîäåðæèò
ìåíüøå âåðøèí ïóòè P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç a åäèíñòâåííóþ âõîäÿùóþ â B
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òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ (ñì. ðèñóíîê 6.8a). Ïîíÿòíî, ÷òî áëîê B ñîäåðæèò íå
áîëåå òð¼õ âåðøèí èç P .

Ïóñòü G1 = G − Int(B). Î÷åâèäíî, ê ãðàôó G1 ìîæíî ïðèìåíèòü
èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Â ðåçóëüòàòå â ãðàôå B îêàæåòñÿ ïîêðà-
øåííîé òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ a è âõîäÿùèå â áëîê B âåðøèíû ïóòè P . Â
ñëó÷àå Int(B)∩V (P ) 6= ∅ â áëîêå B ïîêðàøåíà òîëüêî âåðøèíà a, òîãäà
ïîëîæèì P ′ = {a}.

Ïóñòü Int(B)∩V (P ) 6= ∅. Òàê êàê âíóòðåííèå âåðøèíû ðàçíûõ áëîêîâ
íåñìåæíû, â ýòîì ñëó÷àå P � ïóòü, áëîê B ñîäåðæèò ó÷àñòîê P ′ ýòîãî
ïóòè îò òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ a äî îäíîãî èç êîíöîâ.

Òàê êàê ãðàô B äâóñâÿçåí, òî ãðàíèöåé åãî âíåøíåé ãðàíè áóäåò
öèêë Z, ñîäåðæàùèé a. Ïîñêîëüêó íîâûõ îïàñíûõ âåðøèí íå äîáàâèëîñü,
òî âñå îïàñíûå âåðøèíû ãðàôà B ëåæàò íà âíåøíåì öèêëå Z è ââèäó
g(G2) ≥ 5 è v(P ′) ≤ 3 íè îäíà èç íèõ íå ñìåæíà ñ äâóìÿ ïîêðàøåííûìè
âåðøèíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ê ãðàôó B ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ðàñêðàñêó âåðøèí
âñåãî ãðàôà G.

b

b

b

a
B

P’

Z

G1

a

C
L

C’

2G

b

WU

Ðèñ. 6.8: Ñëó÷àè 1 è 3.

Äàëåå âî âñåõ ñëó÷àÿõ ãðàô G äâóñâÿçåí. Ïîýòîìó ãðàíèöà åãî âíåø-
íåé ãðàíè � öèêë C. Çàíóìåðóåì åãî âåðøèíû òàê, ÷òîáû âåðøèíû P
íà÷èíàëèñü ñ ïåðâîé: C = v1 . . . vq . . . vk.

2. Cðåäè âåðøèí vk è vq+1 åñòü îïàñíûå.

Åñëè `(vk) = 2, òî âåðøèíà vk ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé ïîêðà-
øåííîé è ìû ïîêðàñèì vk, íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè. Åñëè
`(vq+1) = 2, òî ïîêðàñèì vq+1, íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè. Îò-
ìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå vk 6= vq+1 Ìû äîïîëíèòåëüíî ïîêðàñèëè íå
áîëåå, ÷åì äâå âåðøèíû ïóòè (vk è vq+1), òåïåðü ïîêðàøåíî íå áîëåå øå-
ñòè âåðøèí. Òàê êàê èñõîäíî îïàñíûå âåðøèíû íå áûëè ñìåæíû äðóã
ñ äðóãîì, äîïîëíèòåëüíî ïîêðàøåííûå âåðøèíû íå ñìåæíû ñ îïàñíû-
ìè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè èçìåíèì q è ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû òàê, ÷òîáû
ïîêðàøåííûå âåðøèíû ñíîâà îáðàçîâûâàëè ïóòü v1 . . . vq.
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Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî è ïîñëå ïðîèçâåä¼ííûõ äåéñòâèé ãðàô óäîâëåòâî-
ðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (P1)− (P3). Êðîìå òîãî, òåïåðü âåðøèíû vk è
vq+1 � íå îïàñíûå.

3. Ïóñòü òðàíñâåðñàëü L îòðåçàåò îò C öèêë C ′ èç 5 èëè 6 âåðøèí,
ïðè÷¼ì âî âíóòðåííåé îáëàñòè öèêëà C ′ ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà âåð-
øèíà ãðàôà G.

Ïóñòü V = V (C ′), W � âåðøèíû, ëåæàùèå âî âíåøíåé îáëàñòè C ′, à
U � âåðøèíû, ëåæàùèå âî âíóòðåííåé îáëàñòè C ′ (ñì. ðèñóíîê 6.8b).
Ïóñòü G1 = G(V ∪W ), G2 = G(V ∪ U). Ïîíÿòíî, ÷òî W 6= ∅ è U 6= ∅.
Ïðèìåíèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê ãðàôó G1 (ýòîò ãðàô ìåíüøå
G, öèêë C � ãðàíèöà åãî âíåøíåé ãðàíè) è ïîêðàñèì âñå åãî âåðøèíû, â
÷àñòíîñòè, âñå âåðøèíû öèêëà C ′. Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ãðàô G2: öåëè-
êîì ïîêðàøåí åãî âíåøíèé öèêë C ′ èç 5 èëè 6 âåðøèí, âñå âíóòðåííèå
âåðøèíû èìåþò ñïèñîê èç 3 öâåòîâ. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
ìîæíî äîêðàñèòü âåðøèíû G2, çàâåðøèâ òåì ñàìûì ïîêðàñêó âåðøèí G
ïî äàííûì ñïèñêàì.

4. (a). Ó öèêëà C åcòü õîðäà.

(á). Ó öèêëà C åñòü òðàíñâåðñàëü vsuvt, ïðè÷åì â ñëó÷àå q ≥ 5
òðàíñâåðñàëü L îòëè÷íà îò vq−2uvq+1 è v3uvk.

(â). Ó öèêëà C åcòü òðàíñâåðñàëü vsuwvt, ãäå vs, vt 6∈ Int(P ) è õîòÿ
áû îäíà èç âåðøèí vs è vt � îïàñíàÿ èëè êîíåö ïóòè P .

Íàçîâ¼ì òðàíñâåðñàëè èç óñëîâèé (a), (á) è (â) ïëîõèìè è ïðåäïîëîæèì,
÷òî õîòÿ áû îäíà ïëîõàÿ òðàíñâåðñàëü L ñ êîíöàìè vs, vt ó öèêëà C åñòü.
Îíà äåëèò öèêë C íà äâå äóãè (òî åñòü, ïóòè) N2 = vsvs+1 . . . vt è N1 =
vtvt+1 . . . vs. Ïóñòü ni = |Int(Ni)∩ V (P )|. Âûáåðåì íóìåðàöèþ òàê, ÷òîáû
n2 ≤ n1, òîãäà n2 ≤ 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû èç P , ëåæàùèå íà
N1 îáðàçóþò ïóòü � ïîäãðàô P : èíà÷å vs, vt ∈ Int(P ), v1, vq ∈ Int(N1) è
Int(N2) ⊂ V (P ) (ñì. ðèñóíîê 6.9a). Òîãäà óñëîâèå (â) íå ìîæåò áûòü âû-
ïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî, v(L) ≤ 3 è èç g(G) ≥ 5 ñëåäóåò, ÷òî n2 = n1 = 2.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïåðåèìåíóåì äóãè.

Çàìå÷àíèå 6.7. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïëîõîé òðàíñâåðñàëè,
îòðåçàþùåé îò öèêëà C äóãó, ëåæàùóþ ñòðîãî â N2, èíà÷å ìû ðàññìîò-
ðèì ýòè òðàíñâåðñàëü è äóãó âìåñòî L è N2.

Ïóñòü öèêë C1 îáðàçîâàí äóãîé N1 è òðàíñâåðñàëüþ L, à öèêë C2

� äóãîé N2 è òðàíñâåðñàëüþ L, Vi � ìíîæåñòâî èç âñåõ âåðøèí öèê-
ëà Ci è âåðøèí, ëåæàùèõ âíóòðè ýòîãî öèêëà, Hi = G(Vi). Îòìåòèì,
÷òî V1 ∪ V2 = V (G), V1 ∩ V2 = V (L). Ïî ïîñòðîåíèþ, ê ãðàôó H1 ìîæ-
íî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ïîêðàñèòü åãî âåðøèíû
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ïî äàííûì ñïèñêàì. Â ðåçóëüòàòå ïîêðàøåííûìè â ãðàôå H2 îêàæóòñÿ
âåðøèíû òðàíñâåðñàëè L è ëåæàùèå â Int(N2) âåðøèíû ïóòè P .

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü óñëîâèå è ïðèìåíèòü ê ãðàôó H2 èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå. Îòìåòèì, ÷òî îïàñíàÿ âåðøèíà v ãðàôà H2 � ýòî îïàñ-
íàÿ âåðøèíà ãðàôà G, ïðè÷¼ì v ∈ Int(N2). Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå H2

íåò ïàð ñìåæíûõ îïàñíûõ âåðøèí.
Äîêàæåì, ÷òî îïàñíàÿ âåðøèíà v ∈ Int(N2) íå ìîæåò áûòü ñìåæ-

íà ñ êîíöîì ïóòè P , ëåæàùèì íà äóãå N2.
Ïóñòü v ∈ Int(N2) � îïàñíàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ, íàïðèìåð, ñ vq ∈ V (P )∩
V (N2). Ââèäó îòñóòñòâèÿ õîðäû, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíó äóãè N2 ñ âåð-
øèíîé èç Int(N2), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v = vq+1, íî òàêîé ñëó÷àé ðàññìîòðåí
â ïóíêòå 2.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ð¼áðàìè, ñîåäèíÿþùèå îïàñíûå âåðøèíû ñ
ïîêðàøåííûìè è ïîêðàøåííûå âåðøèíû äðóã ñ äðóãîì. Â ãðàôå H2 ïî-
ÿâèëèñü íîâûå ïîêðàøåííûå âåðøèíû � âåðøèíû òðàíñâåðñàëè L.
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Ðèñ. 6.9: Ñëó÷àé 4.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (â), ïóñòü L = vsuwvt, ïðè÷¼ì vs, vt 6∈ Int(P ).
Òîãäà Int(N2)∩V (P ) = ∅ è ïîêðàøåííûå âåðøèíû ãðàôà H2 � ýòî ðîâíî
÷åòûðå âåðøèíû L, ÷òî ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå (P3) (ñì. ðèñóíîê 6.9b).
Íèêàêèå äâå âåðøèíû L íå ñìåæíû ââèäó g(G) ≥ 5. Ïóñòü v ∈ Int(N2)
� îïàñíàÿ âåðøèíà. Åñëè îíà ñìåæíà ñ äâóìÿ ïîêðàøåííûìè, òî èç
g(G) ≥ 5 ñëåäóåò, ÷òî v ñìåæíà ñ vs è vt. Îäíàêî, ïî óñëîâèþ (â) îäíà
èç âåðøèí vs è vt � îïàñíàÿ èëè êîíåö ïóòè P è íå ìîæåò áûòü ñìåæíà
ñ îïàñíîé âåðøèíîé v, ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè (a) è (á), ïóñòü L = vsvt èëè L = vsuvt.
Òîãäà ïîêðàøåííûå âåðøèíû îáðàçóþò ïóòü P ′ � ïîäãðàô C2, ñîäåðæà-
ùèé L è ëåæàùèå â Int(N2) âåðøèíû ïóòè P , êîòîðûõ n2 ≤ 2. Òàêèì
îáðàçîì, v(P ′) ≤ 5. Ââèäó g(G) ≥ 5 íèêàêèå äâå âåðøèíû ïóòè P ′ íå
ñìåæíû, êðîìå, âîçìîæíî, êîíöîâ ïóòè P ′.

Ïóñòü êîíöû ïóòè P ′ ñìåæíû. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè v(P ′) = 5,
a ñëåäîâàòåëüíî, L = vsuvt. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå n2 = 2, à çíà-
÷èò n1 ≥ 2 è q ≥ 5.



6.5. ÑÏÈÑÎ×ÍÛÅ ÐÀÑÊÐÀÑÊÈ ÏËÀÍÀÐÍÛÕ ÃÐÀÔÎÂ 249

Òàê êàê âåðøèíû ïóòè P áûëè ïîêðàøåíû áåç íàðóøåíèÿ ïðàâèëü-
íîñòè, îäèí èç êîíöîâ òðàíñâåðñàëè L (ïóñòü ýòî vt) íå ïðèíàäëåæèò ïó-
òè P . Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 6.7, ïîëó÷àåì P ′ = vtuvsvs+1vs+2 è vt = vs+3

(ñì. ðèñóíîê 6.9c). Çíà÷èò, q ≥ 5, vs+2 = vq � êîíåö P , s = q − 2 è
t = q+1 � ïîëó÷àåì èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé, îïèñàííûé â óñëîâèè (á).
Ðàññìàòðèâàÿ âàðèàíò vs 6∈ V (P ), ìû àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì âòîðîé èñ-
êëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé èç óñëîâèÿ (á). Èòàê, êîíöû ïóòè P íåñìåæíû, à
çíà÷èò, è ïîêðàøåííûå âåðøèíû îäèíàêîâîãî öâåòà íåñìåæíû.

Ïóñòü v ∈ Int(N2) � îïàñíàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ äâóìÿ ïîêðàøåí-
íûìè âåðøèíàìè. Èç g(G) ≥ 5 ñëåäóåò, ÷òî òîãäà v(P ′) ≥ 4 è ñëåäîâà-
òåëüíî Int(N2) ∩ V (P ) 6= ∅. Îòìåòèì, ÷òî Int(N2) 6⊂ V (P ) (èíà÷å äâà
êîíöà ïóòè P ′ ñìåæíû, à ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí âûøå). Òîãäà õîòÿ áû
îäèí èç êîíöîâ P ′ ÿâëÿåòñÿ êîíöîì P è íå ìîæåò áûòü ñìåæåí ñ v. Â
ñèëó g(G) ≥ 5 îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: v(P ′) = 5, âòîðîé
êîíåö ïóòè P ′ íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì P è ýòîò êîíåö ñìåæåí ñ v. Òàêèì
îáðàçîì, îäèí èç êîíöîâ òðàíñâåðñàëè L (ïóñòü ýòî vt) íå ïðèíàäëåæèò
ïóòè P , P ′ = vtuvsvs+1vs+2, (ãäå âåðøèíà vs+2 = vq íå ìîæåò áûòü ñìåæíà
ñ v). Èç g(G) ≥ 5 cëåäóåò, ÷òî òîãäà âåðøèíà v ñìåæíà ñ vt è vs+1 (ñì.
ðèñóíîê 6.9d). Îäíàêî, âñïîìíèì, ÷òî v ∈ Int(N2) è ïî çàìå÷àíèþ 6.7 íå
ñóùåñòâóåò õîðäû vvs+1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, íèêàêàÿ îïàñíàÿ âåðøèíà ãðàôà H2 íå ñìåæíà ñ äâó-
ìÿ ïîêðàøåííûìè. Ïðè v(P ′) = 5 îäèí èç êîíöîâ ïóòè P ′ (òîò, ÷òî ñîâ-
ïàäàåò ñ êîíöîì P ) íåñìåæåí ñ îïàñíûìè âåðøèíàìè, êàê òðåáóåò óñëî-
âèå (P2). Ñëåäîâàòåëüíî, ê ãðàôó H2 ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê H2 è ïî-
êðàñèì åãî âåðøèíû, òåì ñàìûì çàâåðøèâ ïîêðàñêó âåðøèí èñõîäíîãî
ãðàôà G ïî çàäàííûì ñïèñêàì.

Çàìå÷àíèå 6.8. Â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àÿõ ãðàô G è öèêë C
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1) Ó öèêëà C íåò õîðä. Ó÷èòûâàÿ ïóíêò 2 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
îïàñíûå âåðøèíû íåñìåæíû ñ êîíöàìè ïóòè P . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (P1).

2) Åñëè ó öèêëà C åñòü òðàíñâåðñàëü T äëèíû 2, òî q ≥ 5 è ëè-
áî T = vq−2uvq+1, ëèáî T = v3uvk. Â ÷àñòíîñòè, îäèí êîíåö òðàíñâåðñà-
ëè T ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïîêðàøåííûõ âåðøèí v3 è vq−2, à äðóãîé êîíåö �
íåïîêðàøåííîé âåðøèíîé.

3) Ó öèêëà C íå ìîæåò áûòü òðàíñâåðñàëè äëèíû 3, îäèí èç êîíöîâ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïàñíîé âåðøèíîé èëè êîíöîì ïóòè P , à äðóãîé �
íåïîêðàøåííîé âåðøèíîé.



250 ÃËÀÂÀ 6. ÏËÀÍÀÐÍÛÅ ÃÐÀÔÛ

5. Ïóñòü ãðàô G íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðàçîáðàííûõ ðàíåå ñëó-
÷àåâ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû âûáåðåì ìíîæåñòâîW èç íåñêîëüêèõ âåðøèí öèêëà C.

(1). Åñëè vq+2 � íåîïàñíàÿ, òî W = {vq}.
(2). Åñëè vq+2 � îïàñíàÿ, à vq+4 � íåîïàñíàÿ è vq+4 6= v1, òî W =

{vq+1, vq+2}.
(3). Åñëè vq+2 � îïàñíàÿ, à vq+4 � îïàñíàÿ èëè vq+4 = v1, òî W =

{vq+1, vq+2, vq+3}.
Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíà vq+1 � íåîïàñíàÿ ââèäó óñëîâèÿ (P1). Â ñëó-

÷àå, êîãäà vq+2 � îïàñíàÿ, ìû çíàåì, ÷òî âåðøèíà vq+3 � íåîïàñíàÿ
è vq+3 6= v1. Ïîýòîìó îïèñàííûå âûøå òðè âàðèàíòà ïîêðûâàþò âñå âîç-
ìîæíîñòè.

Ïóñòü G′ = G−W . Ìû ïîêðàñèì âåðøèíû ìíîæåñòâà W â öâåòà èç
èõ ñïèñêîâ òàê, ÷òîáû ðàñêðàñêà áûëà ïðàâèëüíîé. äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû u ∈ V (G′) ìû îïðåäåëèì ñïèñîê öâåòîâ L′(u), êîòîðûé ïîëó÷åí èç
L(u) óäàëåíèåì öâåòîâ âñåõ ñîñåäåé âåðøèíû u èç ìíîæåñòâà W . Ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèå `′(u) = |L′(u)|. Èç g(G) ≥ 5 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà u íå ìîæåò
áûòü ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ìíîæåñòâàW , ïîýòîìó `′(u) ≥ `(u)−1.

Ïîêðàñêà âåðøèí ìíîæåñòâà W .

Ðàçáåð¼ì ñëó÷àè. Â ñëó÷àå (1) íè÷åãî êðàñèòü íå íóæíî.
Â ñëó÷àå (3) ìû èìååì `(vq+3) = `(vq+1) = 3. Ïóñòü vq+4 6= v1. Òîãäà,

òàê êàê ó öèêëà C íåò õîðä, òî vq+3 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ïóòè
P è ìû ìîæåì ïîêðàñèòü å¼ â öâåò ρ(vq+3) 6∈ L(vq+4). Åñëè vq+4 = v1,
òî vq+3 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ïóòè P , êðîìå v1 è ìû ìîæåì
ïîêðàñèòü å¼ â öâåò ρ(vq+3) 6= ρ(v1). Ïîñëå ýòîãî íåñëîæíî äîêðàñèòü vq+2

áåç íàðóøåíèÿ ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè, à çàòåì, òàê êàê `(vq+1) = 3,
äîêðàñèì è ýòó âåðøèíó. Â ðåçóëüòàòå íîâûõ îïàñíûõ âåðøèí íà öèêëå
C íå ïîÿâèëîñü.

Â ñëó÷àå (2) ñíà÷àëà êðàñèì vq+2, à çàòåì vq+1 (ýòî âîçìîæíî, òàê
êàê `(vq+1) = 3). Åäèíñòâåííîé íîâîé îïàñíîé âåðøèíîé íà öèêëå C â
ðåçóëüòàòå ìîãëà ñòàòü vq+3, îäíàêî ââèäó óñëîâèé è îòñóòñâèÿ õîðä
ó öèêëà C âåðøèíà vq+3 íåñìåæíà ñî ñòàðûìè îïàñíûìè âåðøèíàìè,
êîòîðûå åùå íå ïîêðàøåíû.

Ïóñòü v ∈ V (C) � îïàñíàÿ âåðøèíà ãðàôà G è `′(v) = 1.

Òîãäà v äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé ìíîæåñòâà W . Òàê êàê ó öèê-
ëà C íåò õîðä, òî ìû èìååì äåëî ñî ñëó÷àåì (3) è v = vq+4 6= v1. Íî
ïðè ïîêðàñêå ìíîæåñòâà W ìû ïîçàáîòèëèñü î òîì, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü `′(vq+4) = 2. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîé îïàñíîé
âåðøèíû v ìû èìååì `′(v) = 2.
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Â ãðàôå G′ ïîêðàøåííûå âåðøèíû îáðàçóþò ïóòü P ′ (P ′ = P â ñëó÷à-
ÿõ (2) è (3), P ′ = v1v2 . . . vq−1 â ñëó÷àå (1)) � ïîäãðàô ãðàíèöû âíåøíåé
ãðàíè.

Ðàññìîòðèìíîâóþ îïàñíóþ âåðøèíó v ãðàôà G′. Ýòà âåðøèíà ñìåæíà
ñ îäíîé èç óäàëåííûõ âåðøèí ìíîæåñòâà W , ëåæàùèõ íà ãðàíèöå âíåø-
íåé ãðàíè ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, v ëåæèò íà ãðàíèöå âíåøíåé ãðàíè
ãðàôà G′.

Ïî çàìå÷àíèþ 6.8 êàæäàÿ íîâàÿ îïàñíàÿ âåðøèíà ñìåæíà íå áîëåå,
÷åì ñ îäíîé ïîêðàøåííîé âåðøèíîé, ïðè÷¼ì îòëè÷íîé îò êîíöîâ ïóòè
P ′, ïîýòîìó íè îäíî èç ð¼áåð âíåøíåé ãðàíè íå ñîåäèíÿåò êîíöû ïóòè P ′

ñ îïàñíûìè âåðøèíàìè, òî åñòü, âûïîëíåíî óñëîâèå (P1). Åäèíñòâåííîå,
÷òî ìîæåò ïîìåøàòü ïðèìåíèòü ê ãðàôó G′ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæå-
íèå � ýòî ñëó÷àé, êîãäà äâå îïàñíûå âåðøèíû ñìåæíû (ýòîò ñëó÷àé ìû
ðàçáåð¼ì ïîçæå). Åñëè æå òàêîé ïðîáëåìû íå âîçíèêëî, òî ìû ïðèìå-
íèì ê ãðàôó G′ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
èñêîìóþ ðàñêðàñêó âåðøèí âñåãî ãðàôà G ïî çàäàííûì ñïèñêàì.

Ëåììà 6.5. Ïóñòü äâå îïàñíûå âåðøèíû u è w ãðàôà G′ ñìåæíû. Òîãäà
u,w 6∈ V (C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ, íîâûå îïàñíûå âåðøèíû íà öèêëå C
ïîÿâëÿëèñü òîëüêî â ñëó÷àå (2), ïðè÷¼ì íå áûëè ñìåæíû ñî ñòàðûìè
îïàñíûìè âåðøèíàìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w 6∈ V (C) è w ñìåæ-
íà ñ âåðøèíîé vt ∈ W . Ïóñòü u = vi ëåæèò íà öèêëå C. Òîãäà ó öèêëà C
åñòü òðàíñâåðñàëü vtuvi, ãäå îáå âåðøèíû vt, vi 6∈ V (P ) � ïðîòèâîðå÷èå ñ
çàìå÷àíèåì 6.8.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôåG′ åñòü äâå ñìåæíûå îïàñíûå
âåðøèíû u,w 6∈ V (C). Ïî ëåììå 6.5 êàæäàÿ èç âåðøèí u è w äîëæíà
áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé ìíîæåñòâà W .

Ïóñòü â ãðàôåG âåðøèíà u ñìåæíà ñ vs, à w ñìåæíà ñ vt, ãäå vs, vt ∈ W ,
s < t. Òîãäà ó öèêëà C åñòü òðàíñâåðñàëü L = vsuwvt. Ïîñêîëüêó g(G′) = 5,
òî t ≥ s + 2. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå (3) ïðè s = q + 1, t = q + 3
(ñì. ðèñóíîê 6.10a). Òðàíñâåðñàëü L îòðåçàåò îò öèêëà C öèêë C ′ äëè-
íû 5. Ïîñêîëüêó ãðàô íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëó÷àÿ 2, òî âíóòðè
öèêëà C ′ íåò âåðøèí.

Ëåììà 6.6. 1) Ó öèêëà C íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íîé îò L òðàíñâåðñà-
ëè T c v(T ) ≤ 5, ñîåäèíÿþùåé vq+1 è vq+3.

2) Â ãðàôå G′ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ñìåæíûõ îïàñíûõ âåð-
øèí � ýòî âåðøèíû u è w.
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Ðèñ. 6.10: Ñìåæíûå îïàñíûå âåðøèíû u è v.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü òðàíñâåðñàëü T îòäåëÿåò îò C öèêë Z (ñî-
äåðæàùèé vq+2). Ïîñêîëüêó v(T ) ≤ 5, òî v(Z) ≤ 6. Ïîñêîëüêó g(G) ≥ 5,
òî õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u è w íå ëåæèò íà T . Òàê êàê ãðàô G′ �
ïëîñêèé, à âíóòðè öèêëà C ′ íåò âåðøèí, òî ýòà âåðøèíà ëåæèò âíóò-
ðè öèêëà Z (ñì. ðèñóíîê 6.10b). Òîãäà ãðàô G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïóíêòà 3, ïðîòèâîðå÷èå.

2) Åñëè â ãðàôå G′ eñòü åùå îäíà ïàðà ñìåæíûõ îïàñíûõ âåðøèí,
òî ñóùåñòâóåò îòëè÷íàÿ îò L òðàíñâåðñàëü äëèíû 4, ñîåäèíÿþùàÿ vq+1

è vq+3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 1.

Ìû õîòèì ïîêðàñèòü âåðøèíû u è w, íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòè
ðàñêðàñêè.
Ïóñòü w ñìåæíà ñ ïîêðàøåííîé âåðøèíîé (òî åñòü, âåðøèíîé ïóòè P ).
Òîãäà ó öèêëà C ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëü Nw = vq+3wvi, ãäå vi ∈ V (P ).
Ïî çàìå÷àíèþ 6.8 òîãäà q ≥ 5 è ëèáî Nw = vkwv3, ëèáî Nw = vq+1wvq−2.
Âòîðîé âàðèàíò î÷åâèäíî íåâîçìîæåí, à çíà÷èò, âåðøèíà w â ýòîì ñëó÷àå
ñìåæíà ñ v3 (ñì. ðèñóíîê 6.10c).

Ïóñòü u ñìåæíà ñ ïîêðàøåííîé âåðøèíîé. Òîãäà ó öèêëà C ñóùå-
ñòâóåò òðàíñâåðñàëü Nu = vq+1uvi, ãäå vi ∈ V (P ). Ïî çàìå÷àíèþ 6.8 òîãäà
q ≥ 5 è Nu = vq+1uvq−2 (ñì. ðèñóíîê 6.10c). Ïðè ýòîì, q − 2 ∈ {3, 4}, à
çíà÷èò, åñëè êàæäàÿ èç âåðøèí u è w ñìåæíà ñ ïîêðàøåííîé, òî â ãðà-
ôå G åñòü öèêë äëèíû íå áîëåå 4 (ýòî wuv3 ïðè q = 5 è wuv4v3 ïðè q = 6,
ñì. ðèñóíîê 6.10c). Ïðîòèâîðå÷èå ñ g(G) ≥ 5.

Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u è w íå ñìåæíà ñ ïîêðàøåííûìè
âåðøèíàìè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî ýòî w. Òàê êàê `′(u) =
`′(w) = 2, ìîæíî ñíà÷àëà ïîêðàñèòü u, çàòåì w.

Ðàññìîòðèì ãðàô H = G′ − u− w.
Óäàëèì öâåòà âåðøèí u è w èç ñïèñêîâ èõ ñîñåäåé, â ðåçóëüòàòå äëÿ
êàæäîé âåðøèíû z ∈ V (H) ïîëó÷èòñÿ ñïèñîê öâåòîâ L∗(z), ïóñòü `∗(z) =
|L∗(z)|. Íèêàêàÿ âåðøèíà z ∈ V (H) íå ñìåæíà îäíîâðåìåííî ñ u è w, òàê
êàê g(G′) ≥ 5. Ñëåäîâàòåëüíî, `∗(u) ≥ `(u) − 1. Ïî ëåììå 6.6, íèêàêàÿ
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îòëè÷íàÿ îò u, w îïàñíàÿ âåðøèíà ãðàôà G′ íå ñìåæíà íè ñ u, íè ñ w,
ïîýòîìó `∗(z) ≥ 2 äëÿ êàæäîé íåïîêðàøåííîé âåðøèíû z ∈ V (H).

Ëåììà 6.7. Ïóñòü âåðøèíà vi ∈ V (C) òàêîâà, ÷òî `∗(vi) = 2. Òîãäà
`(vi) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî vi /∈ V (P ). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå (3) ïðè óäàëåíèè âåðøèí ìíîæåñòâàW íå ïîÿâëÿëîñü íîâûõ îïàñíûõ
âåðøèí íà öèêëå C, ïîýòîìó `′(vi) = `(vi). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî `′(vi) = 3.
Òîãäà vi ñìåæíà ñ u èëè w, ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G ó öèêëà C åñòü
òðàíñâåðñàëü viuvq+1 èëè viwvq+3, îáà êîíöà êîòîðîé íå ïîêðàøåíû. Ýòî
íåâîçìîæíî ïî çàìå÷àíèþ 6.8.

Òàê êàê âíóòðåííîñòü öèêëà C ′ ïóñòà, â ãðàôå G ñ âåðøèíîé vq+2

ñìåæíû òîëüêî vq+1 è vq+3. Îïàñíûå âåðøèíû ãðàôà H, íå ëåæàùèå íà
C, î÷åâèäíî, ñìåæíû ñ vq+1, vq+3, u èëè w, ïîýòîìó ëåæàò íà ãðàíèöå
âíåøíåé ãðàíè ãðàôà H.

Ëåììà 6.8. Îïàñíàÿ âåðøèíà ãðàôà H íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ v1,
íè ñ vq, òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (P1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � îïàñíàÿ âåðøèíà ãðàôà H, ñìåæíàÿ ñ v1

èëè vq. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v ∈ V (C). Ââèäó ëåììû 6.7 òîãäà v � îïàñíàÿ
âåðøèíà ãðàôà G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (P1).

Çíà÷èò, âåðøèíà v ñìåæíà â ãðàôå G ñ îäíîé èç âåðøèí vq+1, vq+3, u,
w. Åñëè v ñìåæíà ñ vq+1 èëè vq+3, òî ó öèêëà C ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëü
äëèíû 2 ñ êîíöîì v1 èëè vq, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìå÷àíèþ 6.8.

Åñëè v ñìåæíà ñ w, òî ó öèêëà C ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëü vqvwvq+3

èëè v1vwvq+3. Îäèí êîíåö òàêîé òðàíñâåðñàëè ñîâïàäàåò ñ êîíöîì ïó-
òè P , à äðóãîé � íåïîêðàøåííàÿ âåðøèíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàìå÷à-
íèþ 6.8. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà v ñìåæíà ñ u.

Ëåììà 6.9. Íèêàêèå äâå îïàñíûå âåðøèíû ãðàôà H íå ñìåæíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå îïàñíûå âåðøèíû x è y ãðà-
ôà H ñìåæíû. Òîãäà ââèäó ëåììû 6.6 õîòÿ áû äëÿ îäíà èç íèõ (ïóñòü
ýòî x) íå ÿâëÿåòñÿ îïàñíîé â ãðàôå G′, òî åñòü, x ñìåæíà ñ u èëè w è
`∗(x) = `(x)− 1 = 2. Ïóñòü âåðøèíà x ñìåæíà ñ w.

Åñëè y ñìåæíà ñ u, w èëè vq+3, òî g(G) < 5, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè y
ñìåæíà ñ vq+1, òî ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëü vq+1yxwvq+3 6= L (ñì. ðèñó-
íîê 6.11a), ïðîòèâîð÷èå ñ ëåììîé 6.6.

Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà y = vi ëåæèò íà öèêëå C. Òîãäà `∗(vi) =
`(vi) = 2 ïî ëåììå 6.7 è ó öèêëà C ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëü vq+3wxvi,
îäèí èç êîíöîâ êîòîðîé � îïàñíàÿ âåðøèíà vi ãðàôà G, à äðóãîé �
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Ðèñ. 6.11: Ñìåæíûå îïàñíûå âåðøèíû x è y.

íåïîêðàøåííàÿ â èñõîäíîé ðàñêðàñêå âåðøèíà vq+3 (ñì. ðèñóíîê 6.11b).
Ïðîòèâîðå÷èå ñ çàìå÷àíèåì 6.8. Âñå âàðèàíòû äëÿ âåðøèíû y ðàçîáðàíû.

Ñëó÷àé, êîãäà x ñìåæíà â ãðàôå G ñ âåðøèíîé u àíàëîãè÷åí.

Òàêèì îáðàçîì, ê ãðàôó H ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïî-
ëîæåíèå è ðàñêðàñèòü åãî âåðøèíû â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñïèñêàìè. Òåì
ñàìûì, ìû ïîêðàñèì âñå âåðøèíû ãðàôà G è çàêîí÷èì ðàçáîð ïîñëåä-
íåãî ñëó÷àÿ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ ëåì-
ìû 6.4.

Òåîðåìà 6.8. (H.Gr�otzsch, 1958) Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, ïðè÷¼ì
g(G) ≥ 4. Òîãäà χ(G) ≤ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èçìåíèì óòâåðæäåíèå òàê, ÷òîáû åãî áûëî óäîá-
íåå äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè.

Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, g(G) ≥ 4, C � ãðàíèöà âíåøíåé ãðàíè.
Òîãäà χ(G) ≤ 3. Áîëåå òîãî, åñëè C � öèêë èç 4 èëè 5 âåðøèí, òî ëþáàÿ
ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà öèêëà C â 3 öâåòà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî
ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âñåãî ãðàôà â 3 öâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåíüøåãî ÷åì G ãðà-
ôà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ, óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Åñëè â ãðà-
ôå G íåò öèêëîâ äëèíû 4, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 6.4. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî åäèíñòâåííûì öèêëîì äëèíû 4 ÿâëÿåòñÿ âíåøíèé öèêë C.
Åñëè åãî âåðøèíû íå áûëè ïîêðàøåíû, òî ìû ëåãêî ìîæåì ïîêðàñèòü
èõ ïðàâèëüíûì îáðàçîì â 3 öâåòà. Äîáàâèì íà îäíîì èç ð¼áåð öèêëà C
íîâóþ âåðøèíó ñòåïåíè 2, ïîêðàñèì å¼ íå íàðóøàÿ ïðàâèëüíîñòè ðàñ-
êðàñêè è îïÿòü æå âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì ëåììû 6.4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò öèêë Z äëèíû 4, îòëè÷íûé
îò C. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G âíóòðè öèêëà Z, à W �
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ìíîæåñòâî âåðøèí âíå öèêëà Z (ñì. ðèñóíîê 6.12a). Î÷åâèäíî, W 6= ∅.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü U 6= ∅.
Ðàçðåæåì ãðàô G ïî öèêëó Z: ïóñòü G1 = G(W ∪ V (Z)), G2 = G(U ∪
V (Z)). Îòìåòèì, ÷òî âíåøíèì öèêëîì G1 ÿâëÿåòñÿ C. Î÷åâèäíî, ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ê ãðàôó G1 èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ïîêðàñèòü âñå
åãî âåðøèíû â 3 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì. Â ãðàôå G2 â ðåçóëüòàòå
áóäóò ïîêðàøåíû òîëüêî âåðøèíû âíåøíåãî öèêëà Z è ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû ìîæåì äîêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà G2, ïîëó÷èâ
ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G â òðè öâåòà.
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Ðèñ. 6.12: Öèêë a1a2a3a4.

2. Ïóñòü U = ∅.
Òîãäà Z = a1a2a3a4 � ãðàíü ãðàôà G. Î÷åâèäíî, a1a3, a2a4 6∈ E(G). Còÿ-
íåì âåðøèíû a1 è a3: ïóñòü G1 = (G+a1a3)·a1a3 (ñì. ðèñóíîê 6.12b). Åñëè
g(G1) ≥ 4, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà ρ âåðøèí ãðàôà G1 â 3 öâåòà. Ïóñòü b � âåðøèíà G1, îáðà-
çîâàííàÿ ïðè ñòÿãèâàíèè a1 è a3. Òîãäà ïîëîæèì ρ′(a1) = ρ′(a3) = ρ(b)
è ρ′(v) = ρ(v) äëÿ v ∈ V (G) \ {a1, a3}. Òàê êàê a1a3 6∈ E(G), ïîëó÷åííàÿ
ðàñêðàñêà ρ′ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â ÷åòûðå öâåòà.

Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà g(G1) = 3. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ãðàô
G2 = (G+ a2a4) · a2a4 è ïîëó÷èì, ÷òî g(G2) = 3. ×òî æå îòñþäà ñëåäóåò?
Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëè S1 = a1xya3 è S2 = a2uwa4

öèêëà Z, êîòîðûå ïðîõîäÿò âî âíåøíåé îáëàñòè öèêëà Z (âíóòðè ãðàíè
íå ìîæåò ïðîõîäèòü òðàíñâåðñàëü). Çíà÷èò, S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ. Òàê
êàê ãðàô G � ïëîñêèé, ïóòè S1 è S2 èìåþò îáùóþ âåðøèíó. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ïóñòü x = u (ñì. ðèñóíîê 6.12c). Â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå G åñòü
òðåóãîëüíèê a1xa2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ g(G) ≥ 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå χ(G) = 3.

Îñòà¼òñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì äîêàçàííîãî.
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6.6 Ïóòè è öèêëû â ïëàíàðíîì ãðàôå

Â 1880 ãîäó Òýéò (P.G.Tait) â îäíîé èç ïîïûòîê äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû
÷åòûð¼õ êðàñîê ïðåäïîëîæèë, ÷òî ëþáîé 3-ðåãóëÿðíûé òð¼õñâÿçíûé ïëà-
íàðíûé ãðàô èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ãèïîòåçà Òýéòà îêàçàëàñü ñîâñåì
íåî÷åâèäíîé. Ëèøü â 1946 ãîäó å¼ îïðîâåðã Òàòò (W.T.Tutte), ïîñòðîèâ
êîíòðïðèìåð. Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ïðèìåðå
Òàòòà äåëàåòñÿ òîëüêî ïåðåáîðîì. Ýòîò êîíòðïðèìåð äîëãîå âðåìÿ îñòà-
âàëñÿ åäèíñòâåííûì èçâåñòíûì, ëèøü â 1968 ãîäó E.ß.Ãðèíáåðã ïðèäó-
ìàë êðèòåðèé íåãàìèëüòîíîâîñòè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.

Âî âñåì ðàçäåëå ïîä ãðàôîì ìû áóäåì ïîíèìàòü ñâÿçíûé ïëîñêèé
ãðàô, òî åñòü, êîíêðåòíîå èçîáðàæåíèå ïëàíàðíîãî ãðàôà íà ïëîñêîñòè
(èëè ñôåðå) áåç ïåðåñå÷åíèÿ ð¼áåð âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ.

.

6.6.1 Íåãàìèëüòîíîâû ïëàíàðíûå ãðàôû

Òåîðåìà 6.9. (Å.ß. Ãðèíáåðã, 1968.) Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô áåç
ïåòåëü ñ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì C, êîòîðûé äåëèò ïëîñêîñòè íà äâå
îáëàñòè R è R′. Ïóñòü ki è k

′
i � êîëè÷åñòâà ãðàíåé ðàçìåðà i â R è R′

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

v(G)∑
i=1

(i− 2)(ki − k′i) = 0. (6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â ãàìèëüòîíîâîì ãðàôå G, î÷åâèäíî,
íåò ìîñòîâ è ãðàíèöà ëþáîé ãðàíè � ïðîñòîé öèêë. Ïîýòîìó ðàçìåð
ãðàíèöû êàæäîé åãî ãðàíè íå áîëåå v(G). Ïóñòü ε è ε′ � êîëè÷åñòâà ð¼áåð
ãðàôà G, ëåæàùèõ âíóòðè îáëàñòåé R è R′ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê C
� ãàìèëüòîíîâ öèêë ãðàôà G, òî îáëàñòü R ðàçáèòà íà ε + 1 ãðàíåé, à
îáëàñòü R′ � íà ε′ + 1 ãðàíåé. Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

v(G)∑
i=1

ki = ε+ 1,

v(G)∑
i=1

k′i = ε′ + 1. (6.2)

Êàæäîå âíóòðåííåå ðåáðî îáëàñòè R âõîäèò â ãðàíèöû äâóõ âíóò-
ðåííèõ ãðàíåé îáëàñòè R, à êàæäîå ðåáðî öèêëà C � â ãðàíèöó îäíîé
âíóòðåííåé ãðàíè ýòîé îáëàñòè. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âåðíî è äëÿ
R′. Ñëåäîâàòåëüíî,

v(G)∑
i=1

i · ki = 2ε+ e(C),

v(G)∑
i=1

i · k′i = 2ε′ + e(C). (6.3)
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Èç ôîðìóë (6.2) è (6.3) ïîëó÷àåì

v(G)∑
i=1

i · (ki − k′i) = 2(ε− ε′) =

v(G)∑
i=1

2(ki − k′i),

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (6.1) ëåãêî ìîæíî ïîñòðîèòü íåãàìèëüòîíîâ
ïëàíàðíûé ãðàô. Òàê, Ãðèíáåðã ïîñòðîèë òð¼õñâÿçíûé êóáè÷åñêèé ïëîñ-
êèé ãðàô, â êîòîðîì ðîâíî îäíà ãðàíü èìååò 9 ð¼áåð, à âñå îñòàëüíûå �
ïî 5 èëè 8 ð¼áåð (ñì. ðèñóíîê 6.13). Ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6.1) â
òàêîì ãðàôå, î÷åâèäíî, íå äåëèòñÿ íà 3, òàê êàê ñðàâíèìà ïî ìîäóëþ 3
ñ (9− 2)(k9 − k′9) = ±7.
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Ðèñ. 6.13: Ãðàô Ãðèíáåðãà.

6.6.2 Òåîðåìà Òîìàññåíà î ïóòè â ïëàíàðíîì ãðàôå

Â 1956 ãîäó Òàòò äîêàçàë, ÷òî ëþáîé ÷åòûð¼õñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô �
ãàìèëüòîíîâ. Íà ñàìîì äåëå, Òàòò äîêàçàë áîëåå ñèëüíóþ òåîðåìó 6.12.
Â 1975 ãîäó Ïëàììåð (M.Plummer) ïðåäïîëîæèë, ÷òî ëþáîé 4-ñâÿçíûé
ïëàíàðíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ Ãàìèëüòîíîâî-ñâÿçíûì, à èìåííî, äëÿ ëþáûõ
äâóõ âåðøèí u, v ∈ V (G) ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü ñ êîíöàìè u è v.
Âñå ýòè è íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû ìû ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé
èç òåîðåìû Òîìàññåíà.
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Îïðåäåëåíèå 6.8. 1) Ïóñòü H ïîäãðàô ïëîñêîãî ãðàôà G. Íàçîâ¼ì H-
êîìïîíåíòîé ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ãðàôà G−H.

2) Íàçîâ¼ì âåðøèíó x ∈ V (H) êîíòàêòîì H-êîìïîíåíòû U , åñëè
îíà ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí U . ×åðåç W (U) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ êîíòàêòîâ U , ïóñòü w(U) = |W (U)|.

Òåîðåìà 6.10. (C.Thomassen, 1983.) Ïóñòü G � äâóñâÿçíûé ïëîñ-
êèé ãðàô, öèêë C � ãðàíèöà åãî âíåøíåé ãðàíè, v ∈ V (C), e ∈ E(C),
u 6= v � âåðøèíà ãðàôà G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü P ñ êîíöàìè v è u,
ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó e è óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1◦ w(U) ≤ 3 äëÿ ëþáîé P -êîìïîíåíòû U ;
2◦ w(U) = 2 äëÿ ëþáîé P -êîìïîíåíòû U , ñîäåðæàùåé õîòÿ áû îäíó

âåðøèíó öèêëà C.

Çàìå÷àíèå 6.9. Èç òåîðåìû 6.10 ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì íàéòè vu-ïóòü,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦, à òàêæå vu-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w ∈ V (C) è óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì æå óñëîâèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî v(G). Áàçà äëÿ v(G) =
3 î÷åâèäíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà e = vu, ïóòü P = vu íàì î÷åâèäíî ïîäõîäèò. Ïîýòîìó
äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì e (åñëè u èíöèäåíòíî e,
à v � íåò, òî u ∈ V (C) è ìû ìîæåì ïîìåíÿòü ìåñòàìè âåðøèíû v è u).

Áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì òàêèå âåðøèíû x è y öèêëà C, ÷òî {x, y}
ðàçäåëÿåò G íà äâà ïîäãðàôà G1 è G2 (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûõ), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

V (G1) ∩ V (G2) = {x, y}, v ∈ V (G1), e ∈ E(G2),

V (G1) \ {x, y, v} 6= ∅, V (G2) \ {x, y} 6= ∅.

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé v ∈ {x, y}.
Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
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1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå.

Ñðåäè âñåõ ðàçáèåíèé âûáåðåì ïàðó âåðøèí x, y òàê, ÷òî v(G2) ìèíè-
ìàëüíî. Ïóñòü G′1 = G1 +xy, åñëè xy 6∈ E(G) è G′1 = G1, åñëè xy ∈ E(G).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðàô G′2. Ïóñòü G

∗
2 � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç

G′2 − xy äîáàâëåíèåì íîâîé âåðøèíû v′, ñìåæíîé ñ x è y (ñì. ðèñó-
íîê 6.14). Î÷åâèäíî, ãðàôû G′1, G

′
2 è G∗2 äâóñâÿçíû. Ãðàíèöà âíåøíåé

ãðàíè ãðàôà G′1 (öèêë C1) � ýòî ÷àñòü öèêëà C è ðåáðî xy. Ãðàíèöà
âíåøíåé ãðàíè ãðàôà G′2 (öèêë C2) � ýòî ÷àñòü öèêëà C è ðåáðî xy, ãðà-
íèöà âíåøíåé ãðàíèG∗2 � öèêë C∗2 , ïîëó÷àþùèéñÿ èç C2−xy äîáàâëåíèåì
âåðøèíû v′ è ð¼áåð xv′ è v′y. Òîãäà v ∈ V (C1), e ∈ E(C2) è e ∈ E(C∗2).
Îòìåòèì, ÷òî v(G′2) < v(G) è v(G′1) < v(G), ïîýòîìó ê ãðàôàì G′1 è G

′
2

ìîæíî ïðèìåíÿòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
ñëó÷àåâ.

1.1. u ∈ V (G1).
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû íàéä¼ì vu-ïóòü P1 â ãðàôå G′1,
ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó xy è xy-ïóòü P2 â ãðàôå G′2, ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó
e, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1◦ è 2◦ (ñì. ðèñóíîê 6.15a). Ïóñòü P � vu-
ïóòü, ïîëó÷åííûé èç P1 çàìåíîé ðåáðà xy íà ïóòü P2. Òîãäà P ñîäåðæèò
ðåáðî e. Òàê êàê V (P ) ⊃ {x, y} = V (G1) ∩ V (G2), ëþáàÿ P -êîìïîíåíòà
åñòü ëèáî P1-êîìïîíåíòà ãðàôà G′1, ëèáî P2-êîìïîíåíòà ãðàôà G′2, ñëå-
äîâàòåëüíî, P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.
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Ðèñ. 6.15: Ïîñòðîåíèå ïóòè: cëó÷àè 1.1 è 1.2.1.

1.2. u ∈ V (G2), v ∈ {x, y}.
Ïóñòü v = x. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû íàéä¼ì vu-ïóòü P2

â ãðàôå G′2, ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó e è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1.2.1. xy 6∈ E(P2).
Ìû äîêàæåì, ÷òî ïóòü P2 ïîäõîäèò è äëÿ ãðàôà G. Åñëè x, y ∈ V (P2),
òî ãðàô G′1 ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî P2-êîìïîíåíò ñ êîíòàêòàìè x è
y, à îñòàëüíûå P2-êîìïîíåíòû ãðàôà G � ýòî P2-êîìïîíåíòû ãðàôà G2.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ 1◦ è 2◦ äëÿ ãðàôà G âûïîëíåíû.
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Ïóñòü y 6∈ V (P2). Òîãäà x = v ∈ V (P2). Ðàññìîòðèì P2-êîìïîíåíòó
Y 3 y ãðàôà G′2. Ïî óñëîâèþ 2◦, w(Y ) = 2 (îäíèì èç êîíòàêòîâ êîì-
ïîíåíòû U ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x = v, ñì. ðèñóíîê 6.15b). Ïîíÿòíî, ÷òî
Y ′ = V (G1) ∪ Y áóäåò P2-êîìïîíåíòîé ãðàôà G, W (Y ′) = W (Y ). Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèÿ 1◦ è 2◦ äëÿ ãðàôà G â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû.

1.2.2. xy ∈ E(P2).
Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà xy ∈ E(G2). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïî èí-
äóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ íàéä¼ì xy-ïóòü P1 â ãðàôå G′1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦ è ïðîõîäÿùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ðåáðó f 6= xy.
Òîãäà xy 6∈ P1 è àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1.1, ïóòü P , ïîëó÷åííûé èç P2 çàìå-
íîé ðåáðà xy íà ïóòü P1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦ äëÿ ãðàôà G.
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Ðèñ. 6.16: Ïîñòðîåíèå ïóòè: cëó÷àé 1.3.

1.3. u ∈ V (G2), v 6∈ {x, y}.
Â ýòîì ñëó÷àå äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû âõîäÿò â V (G) \ V (G∗2), ïîýòîìó
v(G∗2) < v(G) è ê ãðàôó G∗2 ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïî-
ëîæåíèå: íàéä¼ì â ýòîì ãðàôå v′u-ïóòü P2, ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó e è
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì,
÷òî P2 ïðîõîäèò ïî ðåáðó v′y. Íàéä¼ì òàêæå vx-ïóòü P1 â ãðàôå G′1,
ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó xy è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ V (P2) (ñì. ðèñóíîê 6.16a). Òîãäà àíàëîãè÷íî
ïóíêòó 1.1 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïóòü P = (P1 − x) + (P2 − v′) � ýòî vu-ïóòü
â ãðàôå G, ñîäåðæàùèé ðåáðî e è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ïóñòü x 6∈ V (P2). Òoãäà ðàñìîòðèì P2-êîìïîíåíòó X 3 x ãðàôà G∗2.
Ïî óñëîâèþ 2◦, w(X) = 2. Ïîíÿòíî, ÷òî W (X) 3 v′, ïóñòü W (X) =
{v′, z} (ñì. ðèñóíîê 6.16b). Òàê êàê âõîäÿùåå â P2 ðåáðî e ëåæèò íà
âíåøíåì öèêëå C2 ãðàôà G2, òî âòîðîé êîíòàêò z äîëæåí òàêæå ëåæàòü
íà öèêëå C∗2 . Òîãäà z � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G2, îòäåëÿþùàÿ X îò
u, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {y, z} îòäåëÿåò X îò u â ãðàôå G.

Ïóñòü H2 = G2 −X. Îòìåòèì, ÷òî V (H2) ñîäåðæèò õîòÿ áû òðè âåð-
øèíû: ýòî u è êîíöû ðåáðà e. Ïîýòîìó {y, z} ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì, ïðè-
÷¼ì ðîëü ãðàôà G2 â ýòîì ñëó÷àå äîñòàíåòñÿ ìåíüøåìó ãðàôó H2 ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè v(G2).



6.6. ÏÓÒÈ È ÖÈÊËÛ Â ÏËÀÍÀÐÍÎÌ ÃÐÀÔÅ 261

2. Ïóñòü ðàçáèåíèé íåò.

2.1. Î ñòðóêòóðå ãðàôà.
Äàëåå ïóñòü P1 � äóãà öèêëà C îò v äî îäíîãî èç êîíöîâ ðåáðà e, íå
ñîäåðæàùàÿ e è u. (Åñëè v èíöèäåíòíà e, òî P1 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
âåðøèíû v.) Ïóñòü H = G − V (P1), P2 = C − V (P1). Ïóñòü v1 � îáùèé
êîíåö ðåáðà e è ïóòè P2, à v2 � âòîðîé êîíåö ïóòè P2 (âîçìîæíî, v2 = v1).
Ðàññìîòðèì îòëè÷íóþ îò C ãðàíü D ãðàôà G, ñîäåðæàùóþ ðåáðî e. Â
ýòîé ãðàíè ïóñòü e1 � âòîðîå ðåáðî, èíöèäåíòíîå v1.

Ïóñòü B � áëîê ãðàôà H, ñîäåðæàùèé ðåáðî e1, öèêë C ′ � ãðàíèöà
âíåøíåé ãðàíè B, à e′1 = v1v

′
1 � âòîðîå ðåáðî C ′, èíöèäåíòíîå v1. (Âîç-

ìîæíî, E(B) = e1, òîãäà C ′ � ýòî íå öèêë, à ðåáðî e1 è, ñîîòâåòñòâåííî,
e′1 = e1.) Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî B ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ïóòè P2.
Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

2.1.1. Ïóñòü e′1 íå ëåæèò íà öèêëå C.
Â ýòîì ñëó÷àå áëîê B è ïóòü P2 èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó �
v1. Ñëåäîâàòåëüíî, v′1 /∈ V (C). Ðàññìîòðèì C-êîìïîíåíòó K 3 v′1 ãðàôà
G. Î÷åâèäíî, K ⊃ V (B) \ v1. Èç äâóñâÿçíîñòè G ñëåäóåò, ÷òî K èìååò
îòëè÷íûé îò v1 êîíòàêò z ∈ V (C).

Ïîñêîëüêó v1 îòäåëÿåò V (P2) îò B, òî z /∈ V (P2). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
êîíòàêòû êîìïîíåíòû K ëåæàò íà ïóòè P1. Òîãäà âûáåðåì â êà÷åñòâå z
èç ýòèõ êîíòàêòîâ áëèæíèé ê âåðøèíå v ïî ïóòè P1 (ñì. ðèñóíîê 6.17a,
âîçìîæíî, z = v). Åñëè v2 6= v1, òî {z, v1} îòäåëÿåò B îò v2 â ãðàôå G,
à ñëåäîâàòåëüíî, {z, v1} � ðàçáèåíèå (ãðàô G1 â ýòîì ñëó÷àå ñîäåðæèò
âåðøèíó v2 /∈ {v, v1, z}, à ãðàôG2 � âåðøèíó v′1 /∈ {v1, z}). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, v1 = v2, òî åñòü, áëîê B ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåð-
øèíó ïóòè P2.
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Ðèñ. 6.17: Áëîê B.

2.1.2. Ïóñòü e′1 ëåæèò íà öèêëå C.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V (B) 6⊃ V (P2). Â ýòîì ñëó÷àå v2 6= v1 è ñóùåñòâóåò
âõîäÿùàÿ â áëîê B òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ w ∈ V (P2), êîòîðàÿ îòäåëÿåò îò B
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îò v2 â ãðàôå H. Ïîñêîëüêó e′1 ëåæèò íà öèêëå C, òî w 6= v1 è áëîê B
ñîäåðæèò ó÷àñòîê ïóòè P2 îò v1 äî w (ñì. ðèñóíîê 6.17b). Òàê êàê ãðàô
G äâóñâÿçåí, ñóùåñòâóþò âåðøèíû èç V (P1), äî êîòîðûõ ìîæíî äîéòè
îò v2, íå ïðîõîäÿ ÷åðåç w è âåðøèíû ïóòè P1 (íàïðèìåð, v � òàêàÿ
âåðøèíà). Ïóñòü z � ñàìàÿ äàëüíÿÿ èç ýòèõ âåðøèí ïî ïóòè P1 îò v
(âîçìîæíî, z = v). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òîãäà z è w � ðàçáèåíèå (â ýòîì
ñëó÷àå ãðàô G1 ñîäåðæèò âåðøèíó v2 /∈ {v, z, w}, à ãðàô G2 ñîäåðæèò
âåðøèíó v1 /∈ {z, w}). Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, V (B) ⊃ V (P2).

2.2. Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ãðàôà G.

Ðàññìîòðèì P1-êîìïîíåíòó U 3 u è C-êîìïîíåíòó U ′ 3 u. Åñëè U 6⊃
V (B), òî U ′ íå èìååò êîíòàêòà íà P2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìåíÿåì ïóòè ìå-
ñòàìè: çàìåíèì P1 íà äóãó P ′1 öèêëà C îò v äî v1, íå ñîäåðæàùóþ e
� ýòî ðåáðî vv2 ïëþñ ïóòü P2. Â òàêîì ñëó÷àå ðîëü ïóòè P2 äîñòàíåò-
ñÿ P ′2 = P1 − v, à ýòîò ïóòü ñîäåðæèòñÿ â òîé æå P ′1-êîìïîíåíòå, ÷òî è
âåðøèíà u.

Èòàê, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà P1-êîìïîíåíòà U ñî-
äåðæèò è âåðøèíó u, è áëîê B, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ñîäåðæèò
ïóòü P2.

2.3. Ïîñòðîåíèå ïóòè.

Åñëè u ∈ V (B), ïîëîæèì u′ = u, åñëè æå u ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì áëîêå
ãðàôà G(U), ïóñòü u′ ∈ V (B) � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, îòäåëÿþùàÿ u îò B.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â äâóñâÿçíîì ãðàôå B ñóùåñòâó-
åò v1u

′-ïóòü T ′, ñîäåðæàùèé v2. Ïîëîæèì T = P1 + e + T ′ � vu′-ïóòü,
ñîäåðæàùèé ðåáðî e è âåðøèíó v2. Íà îñíîâå ïóòè T ìû áóäåì êîíñòðó-
èðîâàòü èñêîìûé ïóòü S. Èçíà÷àëüíî ïîëîæèì S = T .

Ïóñòü D = G(V (B) ∪ V (C)). Ïî äîêàçàííîìó âûøå, âíåøíèé öèêë
áëîêà B ñîäåðæèò ïóòü P2. Ïóñòü v1v2-ïóòü Q � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîãî
öèêëà. Ïîíÿòíî, ÷òî êîíòàêòû D-êîìïîíåíò â áëîêå B ìîãóò ëåæàòü
òîëüêî íà ïóòè Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ T ′-êîìïîíåíòà ãðàôà B, íå
ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ Q, íå ñìåæíà ñ D-êîìïîíåíòàìè è ïóò¼ì P1, ïîýòîìó
îíà îñòàíåòñÿ S-êîìïîíåíòîé ãðàôà G ñ òåì æå ìíîæåñòâîì êîíòàêòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî áóäåò ðàññìîòðåòü âñå T ′-êîìïîíåíòû ãðàôà
B, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ V (Q), è âñåD-êîìïîíåíòû ãðàôàG è èçìåíèòü ïóòü
S âíóòðè ýòèõ êîìïîíåíò òàê, ÷òîáû êîíòàêòû êàæäîé S-êîìïîíåíòû
óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ðàññìîòðèì D-êîìïîíåíòó J è å¼ êîíòàêòû. Òàê êàê B � áëîê (òî
åñòü, ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ äâóñâÿçíûé ïîäãðàô) ãðàôà H =
G−P1, òî J èìååò íå áîëåå îäíîãî êîíòàêòà â V (B). Åñëè òàêîé êîíòàêò
åñòü, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç bJ . Èç äâóñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî J
èìååò õîòÿ áû îäèí êîíòàêò íà ïóòè P1. Ïóñòü xJ è yJ � äâà êðàéíèõ
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êîíòàêòà èç W (J) íà P1 (ñàìûé áëèçêèé ê v è ñàìûé äàë¼êèé îò v ïî
ïóòè P1 ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíî, xJ = yJ). Ïóñòü LJ � ó÷àñòîê îò xJ
äî yJ ïóòè P1 (ñì. ðèñóíîê 6.18a).

Íàçîâ¼ì D-êîìïîíåíòó J îñîáîé, åñëè u ∈ V (J) è íåîñîáîé â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Ïîíÿòíî, ÷òî îñîáàÿ êîìïîíåíòà íå áîëåå, ÷åì îäíà.
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Ðèñ. 6.18: D-êîìïîíåíòà è åå êîíòàêòû.

2.3.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò D-êîìïîíåíòà J , äëÿ êîòîðîé W (J) ⊂
V (P1).
Òîãäà J � îòëè÷íàÿ îò U êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà H = G− P1, ñëå-
äîâàòåëüíî, u 6∈ J . Èç äâóñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî xJ 6= yJ . Ïóñòü
L′J � ýòî ïðîèçâîëüíûé xJyJ -ïóòü ïî âåðøèíàì êîìïîíåíòû J . Òîãäà
LJ ∪L′J � ýòî öèêë, âî âíóòðåííåé îáëàñòè êîòîðîãî, âîçìîæíî, ðàñïîëà-
ãàþòñÿ íåêîòîðûå D-êîìïîíåíòû, êîòîðûå ìû íàçîâ¼ì J-âíóòðåííèìè.
Èç ïëàíàðíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî âñå êîíòàêòû ëþáîé J-âíóòðåííåé
êîìïîíåíòû ðàñïîëîæåíû íà LJ . Ïóñòü M � îáúåäèíåíèå âåðøèí J è
âñåõ J-âíóòðåííèõ êîìïîíåíò, åñëè îíè åñòü (ñì. ðèñóíîê 6.18b).

Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô F = G(M ∪ LJ) � äâóñâÿçíûé. Ïóñòü G′ � ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç G−M çàìåíîé ïóòè LJ íà íîâîå ðåáðî xJyJ (èçîáðàæåí-
íîå âäîëü ïóòè LJ). Ýòîò ãðàô òàêæå ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì, åãî âíåø-
íèé öèêë C ′ ïîëó÷àåòñÿ èç C çàìåíîé LJ íà ðåáðî xJyJ . Ïîíÿòíî, ÷òî
v ∈ V (C ′), u ∈ V (G′), e ∈ E(C ′).

Ïðèìåíèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ê ãðàôó G′ è íàéäåì óäîâëå-
òâîðÿþùèé 1◦ è 2◦ vu-ïóòü P ′, ñîäåðæàùèé e. Åñëè ïóòü P ′ íå ïðîõîäèò
ïî íîâîìó ðåáðó xJyJ , òî ïóòü P ′, ïîäõîäèò è äëÿ ãðàôà G (ýòî äîêà-
çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.2.1). Ïóñòü P ′ ïðîõîäèò ïî xJyJ . Òîãäà
ïî èíäóêöèîíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû ïîñòðîèì xJyJ -ïóòü PF â ãðàôå F ,
óäîâëåòâîðÿþùèé 1◦ è 2◦. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.1, vu-ïóòü P , ïîëó÷åí-
íûé èç P ′ çàìåíîé ðåáðà xJyJ íà ïóòü PF , ïîäîéä¼ò äëÿ ãðàôà G.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòàêò bJ ñóùåñòâóåò
äëÿ êàæäîé D-êîìïîíåíòû J . Òîãäà èç ïëàíàðíîñòè ãðàôà G äëÿ ëþáîé
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D-êîìïîíåíòû J ′ 6= J ñëåäóåò, ÷òî W (J ′) íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ
âåðøèí ïóòè LJ .

Ñíà÷àëà ìû ïî î÷åðåäè ðàññìîòðèì âñå íåîñîáûå êîìïîíåíòû J , äëÿ
êîòîðûõ êîíòàêò bJ ∈ T ′. Ðàññìàòðèâàÿ î÷åðåäíóþ D-êîìïîíåíòó J , ìû
áóäåì ìåíÿòü òîëüêî ó÷àñòîê LJ ïóòè S, ïîýòîìó èçìåíåííûé ïóòü S áó-
äåò ïî-ïðåæíåìó ñîäåðæàòü ðåáðî e, ó÷àñòîê T ′ è ó÷àñòîê LJ ′ äëÿ ëþáîé
åùå íå ðàññìîòðåííîé D-êîìïîíåíòû J ′. Â èçìåíåíèÿõ áóäóò ó÷àñòâî-
âàòü òîëüêî âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïîíåíò è ïóòè P1.
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Ðèñ. 6.19: Èçìåíåíèå ïóòè: ñëó÷àé bJ ∈ V (T ′).

2.3.2. Ïóñòü J � íåîñîáàÿ D-êîìïîíåíòà, bJ ∈ V (T ′).
Ïóñòü xJ 6= yJ (ñì. ðèñóíîê 6.19a). Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô F = G(J∪V (LJ)∪
{bJ}) + yJbJ (ñì. ðèñóíîê 6.19b) � äâóñâÿçíûé (îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öåïî÷êó èç áëîêîâ, â êîòîðîé ïåðâûé (ñîäåðæàùèé LJ) è ïîñëåäíèé (ñî-
äåðæàùèé bJ) çàìêíóëè ðåáðîì yJbJ). Ïî èíäóêöèîíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ìû ïîñòðîèì xJbJ -ïóòü PJ â ãðàôå F , ñîäåðæàùèé ðåáðî yJbJ è óäîâëå-
òâîðÿþùèé 1◦ è 2◦. Çàìåíèì ó÷àñòîê LJ ïóòè S íà xJyJ -ïóòü PJ − bJ �
î÷åâèäíî, ïîëó÷èòñÿ ïðîñòîé ïóòü. Íîâûé ïóòü S ñîäåðæèò xJ , yJ è bJ ,
ïîýòîìó ëþáàÿ S-êîìïîíåíòà X ãðàôà G, äëÿ êîòîðîé X ∩ V (F ) 6= ∅,
ÿâëÿåòñÿ PJ -êîìïîíåíòîé ãðàôà F è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Åñëè æå xJ = yJ , òî J � ýòî S-êîìïîíåíòà ñ äâóìÿ êîíòàêòàìè, â
ýòîì ñëó÷àå íå áóäåì ìåíÿòü ïóòü S, îí èòàê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦

è 2◦.

2.3.3. Ïóñòü J � íåîñîáàÿ D-êîìïîíåíòà, bJ 6∈ V (T ′).
Êàê ìû çíàåì, bJ ∈ V (Q). Òàêèì îáðàçîì, bJ ïðèíàäëåæèò T ′-êîìïîíåíòå
Y ãðàôà B, ïåðåñåêàþùåé ïóòü Q. Ïðè ðàññìîòðåíèè T ′-êîìïîíåíòû Y
ìû îáÿçàòåëüíî ïîçàáîòèìñÿ è î âñåõ D-êîìïîíåíòàõ, èìåþùèõ êîíòàêò
â Y .

2.3.4. Ïóñòü Y � T ′-êîìïîíåíòà ãðàôà B, Y ∩ V (Q) 6= ∅.
Ïî ñâîéñòâó 2◦, w(Y ) = 2. Ïîñêîëüêó êîíöû ïóòè Q âåðøèíû v1, v2 ∈
V (T ′), òî ó êîìïîíåíòû Y åñòü äâà êîíòàêòà íà Q � ïóñòü ýòî p (ïåðâûé
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ïî ïóòè Q îò v1) è r. Çíà÷èò, W (Y ) = {p, r}. Ïóñòü N � ýòî äóãà ïóòè Q
ñ êîíöàìè p è r, èìåííî íà íåé ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ âåðøèíû, ñìåæíûå
ñ D-êîìïîíåíòàìè (òî åñòü, èõ êîíòàêòû) è âåðøèíû, ñìåæíûå ñ ïóò¼ì
P1 � ïóñòü âñå ýòè âåðøèíû îáðàçóþò ìíîæåñòâî WN .

Åñëè WN = ∅, òî Y � ýòî S-êîìïîíåíòà ñ òåì æå ìíîæåñòâîì êîí-
òàêòîâ W (Y ), â ýòîì ñëó÷àå ìû íå áóäåì ìåíÿòü ïóòü S, òàê êàê Y
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.
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Ðèñ. 6.20: Êîìïîíåíòà Y , ìíîæåñòâî êîìïîíåíò K è èõ êîíòàêòû.

Ïóñòü WN 6= ∅, îáîçíà÷èì ÷åðåç p′ áëèæàéøóþ ê p âåðøèíó èç WN ,
à ÷åðåç r′ � áëèæàéøóþ ê r (âîçìîæíî, p′ = r′), ïóñòü N ′ � ýòî p′r′-
ó÷àñòîê äóãè N . Ïóñòü K � îáúåäèíåíèå âñåõ D-êîìïîíåíò, êîíòàêòû
êîòîðûõ ëåæàò â ìíîæåñòâå WN (òî åñòü íà äóãå N ′). Òîãäà K ∪Y � ýòî
S-êîìïîíåíòà ãðàôà G.

Îòìåòèì íà ïóòè P1 âñå êîíòàêòû K ∪ Y (òî åñòü, âñå êîíòàêòû D-
êîìïîíåíò, ñîñòàâëÿþùèõ K è âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ WN). Ïóñòü x
� áëèæàéøàÿ ê v, à y � áëèæàéøàÿ ê v1 îòìå÷åííàÿ òî÷êà (âîçìîæíî,
x = y).

Åñëè x = y, òî K ∪ Y � ýòî S-êîìïîíåíòà, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ
âíåøíèì öèêëîì C è èìåþùàÿ òðè êîíòàêòà: W (K ∪ Y ) = W (Y ) ∪ {x}.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû íå áóäåì ìåíÿòü ïóòü S, òàê êàê Y óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé x 6= y, îáîçíà÷èì xy-ó÷àñòîê ïóòè P1 ÷åðåç L. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû èçìåíèì ïóòü S âíóòðè K ∪Y ∪V (L), ñîõðàíèâ â í¼ì
âåðøèíû x, y, p è r. Ïîýòîìó S-êîìïîíåíòû, îòëè÷íûå îò K ∪ Y , íå
èçìåíÿòñÿ. Ìû ïðîâåðèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèé K ∪ Y ðàñïà-
ä¼òñÿ íà S-êîìïîíåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ïóñòü F = G(K ∪ Y ∪ V (L)). Åñëè ãðàô F íå äâóñâÿçåí, òî íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî âñå âåðøèíû èç V (L) ëåæàò â îäíîì áëîêå ãðàôà F � íàçî-
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â¼ì ýòîò áëîê F ′. Åñëè ãðàô F äâóñâÿçåí, òî ïîëîæèì F ′ = F . Ââåäåííûå
âûøå îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêå 6.20.

2.3.4.1. Ïóñòü V (F ′) ∩ V (B) = ∅.
Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ãðàô F íåäâóñâÿçåí (òàê êàê V (F ) ∩ V (B) =
Y 6= ∅), òî åñòü F ′ 6= F . Â ñëó÷àå, êîãäà p′ 6= r′ íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
ïóòü N ′ ëåæèò â áëîêå F ′, òî åñòü, V (F ′) ∩ V (B) 6= ∅, ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, p′ = r′, òî åñòü, íà äóãå N ðàñïîëîæåí ðîâíî îäèí êîíòàêò D-
êîìïîíåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô F −F ′ ñâÿçåí è îòäåëÿåòñÿ îò F ′ îäíîé
òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ t ∈ V (F ′) (ñì. ðèñóíîê 6.21).
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Ðèñ. 6.21: Ñëó÷àé V (F ′) ∩ V (B) = ∅.

Ïî èíäóêöèîíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû ïîñòðîèì â äâóñâÿçíîì ãðàôå
F ′ xy-ïóòü PF , óäîâëåòâîðÿþùèé 1◦ è 2◦ è ñîäåðæàùèé âåðøèíó t. Çà-
ìåíèì xy-ó÷àñòîê L ïóòè S íà ïóòü PF . Íîâûé ïóòü S ñîäåðæèò x, y, t,
p è r. Ïîýòîìó V (F ) \ V (S) ðàçáèâàåòñÿ íà S-êîìïîíåíòû.

Îäíà èç ýòèõ S-êîìïîíåíò � ýòî V (F − F ′), ó íå¼ òðè êîíòàêòà: p, r
è t. Ýòà êîìïîíåíòà, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ âíåøíèì öèêëîì C è,
ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Îñòàëüíûå S-êîìïîíåíòû, ëåæàùèå â V (F ) � ýòî PF -êîìïîíåíòû
ãðàôà F ′. Ïóñòü H � îäíà èç íèõ. Òîãäà H ∩ V (B) = ∅, ñëåäîâàòåëüíî,
H îòäåëåíà òî÷êîé ñî÷ëåíåèÿ t îò p è r, à çíà÷èò, êîíòàêòû H, êàê S-
êîìïîíåíòû ãðàôà G è êàê PF -êîìïîíåíòû ãðàôà F ′ � îäíè è òå æå, òî
åñòü, êîìïîíåíòà H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

2.3.4.2. Ïóñòü V (F ′) ∩ V (B) 6= ∅.
Ïóñòü Z � âíåøíèé öèêë ãðàôà F ′. Â ýòîì ñëó÷àå öèêë Z äîëæåí ïåðåñå-
êàòü äóãóQ âíåøíåãî öèêëà ãðàôà B, ïðè÷åì ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âåðøèíû
p′ è r′ áóäóò ëåæàòü â V (Z)∩ V (Q). Ïóñòü Z ′ � ýòî ïåðåñåêàþùàÿ V (B)
äóãà öèêëà Z ñ êîíöàìè p′ è r′.
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Åñëè ãðàô F íå äâóñâÿçåí, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà
F − F ′ îòäåëÿåòñÿ îò F ′ îäíîé òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ. Òàê êàê V (F − F ′) ⊂
V (B), âñå ýòè òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ëåæàò íà äóãå Z ′. Äëÿ êàæäîé òî÷êè
z ∈ V (Z ′) îáîçíà÷èì ÷åðåç Fz ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç z è âåðøèí âñåõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà F − F ′, îòäåëÿåìûõ âåðøèíîé z îò F ′.

Âåðøèíû èç V (F ), ñìåæíûå ñ p èëè r, ìîãóò ëåæàòü íà äóãå Z ′ èëè íà
ãðàíèöàõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà F −F ′. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
∪z∈V (Z′)Fz ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà F , ñìåæíûå ñ p èëè r. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Wp ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí z ∈ V (Z ′), äëÿ êîòîðûõ Fz ñîäåðæèò
âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ p, à ÷åðåç Wr � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí z ∈ V (Z ′),
äëÿ êîòîðûõ Fz ñîäåðæèò âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ r. Ïóñòü wp � ñàìàÿ
äàëüíÿÿ îò p′ ïî ïóòè Z ′ âåðøèíà èçWp (åñëèWp = ∅, ïîëîæèì wp = p′),
à wr � ñàìàÿ áëèæíÿÿ ê p′ âåðøèíà èç Wr (åñëè Wr = ∅, ïîëîæèì
wr = r′). Âîçìîæíî, wp = wr.
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Ðèñ. 6.22: Ñëó÷àé V (F ′) ∩ V (B) 6= ∅.

Äîêàæåì, ÷òî íà äóãå Z ′ óêàçàííûå âåðøèíû ñëåäóþò â ïîðÿäêå
p′, wp, wr, r

′. Åñëè wp = p′ èëè wr = r′, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü
wp 6= p′ è wr 6= r′. Òîãäà ñóùåñòâóåò pwp-ïóòü, âñå âíóòðåííèå âåðøè-
íû êîòîðîãî ëåæàò â Fwp è rwr-ïóòü, âñå âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî
ëåæàò â Fwr . Òàê êàê ãðàô G � ïëîñêèé, òî óêàçàííûå ïóòè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû p′, wp, wr, r

′ ðàñïîëîæåíû
íà äóãå Z ′ â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû ìíîæåñòâà Fz
ìîãóò áûòü ñìåæíû è ñ p, è ñ r â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå: z = wp = wr.

Ïóñòü t � ëþáàÿ èç âåðøèí, ëåæàùóþ íà äóãå Z ′ ìåæäó wp è wr
(ïðè wp = wr îáÿçàòåëüíî t = wr). Òîãäà ïðè z 6= t âåðøèíû èç Fz
ñìåæíû íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé èç âåðøèí p è r.
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Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû ïîñòðîèì â äâóñâÿçíîì ãðà-
ôå F ′ xy-ïóòü PF , óäîâëåòâîðÿþùèé 1◦ è 2◦ è ñîäåðæàùèé âåðøèíó t.
Çàìåíèì xy-ó÷àñòîê L ïóòè S íà ïóòü PF . Íîâûé ïóòü S ñîäåðæèò x, y,
t, p è r, ïîýòîìó V (F ) \ V (S) ðàçáèâàåòñÿ íà S-êîìïîíåíòû.

Ïóñòü S-êîìïîíåíòà X íå ïåðåñåêàåò V (F ′). Òîãäà X ⊂ Fz äëÿ íåêî-
òîðîé âåðøèíû z ∈ V (Z ′) ∩ V (PF ), à çíà÷èò, X èìååò íå áîëåå òð¼õ
êîíòàêòîâ: z, p è r. Î÷åâèäíî, X íå ìîæåò ïåðåñåêàòü V (C) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ïóñòü S-êîìïîíåíòà X ïåðåñåêàåò V (F ′). Òîãäà X � ýòî îáúåäèíå-
íèå PF -êîìïîíåíòû X ′ ãðàôà F ′ è ìíîæåñòâ Fz äëÿ âñåõ âåðøèí z ∈
X ′ ∩ V (Z ′). Åñëè X ′ ∩ V (Z ′) = ∅, òî X íå ñìåæíà íè ñ p, íè ñ r è
X = X ′. Â ýòîì ñëó÷àå êîíòàêòû X, êàê S-êîìïîíåíòû ãðàôà G è êàê
PF -êîìïîíåíòû ãðàôà F ′ � îäíè è òå æå, òî åñòü, êîìïîíåíòà X óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ïóñòü X ′∩V (Z ′) 6= ∅. Òàê êàê PF -êîìïîíåíòà X ′ ãðàôà F ′ ïåðåñåêàåò
âíåøíèé öèêë Z ãðàôà F ′, òî |W (X ′)| = 2. Ïóñòü Z ′p � ýòî p′t-ó÷àñòîê
äóãè Z ′, à Z ′r � ýòî r′t-ó÷àñòîê äóãè Z ′. Îòìåòèì, ÷òî ïóòü PF ñîäåðæèò
ó÷àñòîê îò x äî t è ó÷àñòîê îò t äî y, è òåì ñàìûì îòäåëÿåò Z ′p îò Z

′
r è îáà

ýòè ó÷àñòêà öèêëà Z îò ïóòè L. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòà X ′ ìîæåò
ïåðåñåêàòü ëèøü îäíî èç ìíîæåñòâ V (Z ′p) è V (Z ′r) è íå ìîæåò ïåðåñåêàòü
L, à çíà÷èò, X ′ íå ïåðåñåêàåò âíåøíèé öèêë C. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè
ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ′ ∩ V (Z ′p) 6= ∅ è X ′ ∩ V (Z ′r) = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå X
íå ñìåæíà ñ r, ïîýòîìó W (X) ⊂ W (X ′) ∪ {p}, òî åñòü, ó S-êîìïîíåíòû
X íå áîëåå òð¼õ êîíòàêòîâ è îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Åñëè âñå D-êîìïîíåíòû ãðàôà G � íåîñîáûå, òî u = u′ è ïîñòðîåí-
íûé vu′-ïóòü S óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåìû.

2.3.5. Ïóñòü J � îñîáàÿ êîìïîíåíòà. Ïîíÿòíî, ÷òî òîãäà bJ = u′ ∈
V (S).

Ðàññìîòðèì ãðàô F = G(J ∪V (LJ)∪{u′}) + yJu
′. Âûøå (ïóíêò 2.2.1, ñì.

ðècóíîê 6.19b) óæå îáúÿñíÿëîñü, ÷òî ýòîò ãðàô äâóñâÿçåí. Íàéä¼ì â í¼ì
xJu-ïóòü N , ñîäåðæàùèé ðåáðî yJu′ è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è
2◦. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè ïóòüN ïðîõîäèò ðåáðî xJu â íàïðàâëåíèè îò xJ ê u, òî ïîñòðîèì
èñêîìûé vu-ïóòü P òàê: íà÷í¼ì ñ vxJ -ó÷àñòêà ïóòè S (ñì. ðècóíîê 6.23a,
ó÷àñòîê 1), äàëåå xJyJ -ó÷àñòîê ïóòè N (ñì. ðècóíîê 6.23a, ó÷àñòîê 2),
çàòåì, âìåñòî ðåáðà yju′ ïóòèN � yJu

′-ó÷àñòîê ïóòè S (ñì. ðècóíîê 6.23a:
ó÷àñòîê 3, çàòåì ðåáðî e è ó÷àñòîê 4), è, íàêîíåö, u′u-ó÷àñòîê ïóòè S (ñì.
ðècóíîê 6.23a: ó÷àñòîê 5).

Åñëè ïóòüN ïðîõîäèò ðåáðî xJu â íàïðàâëåíèè îò u ê xJ , òî ïîñòðîèì
èñêîìûé vu-ïóòü P òàê: íà÷í¼ì ñ vxJ -ó÷àñòêà ïóòè S (ñì. ðècóíîê 6.23b,
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Ðèñ. 6.23: Îñîáàÿ êîìïîíåíòà.

ó÷àñòîê 1), äàëåå xJu′-ó÷àñòîê ïóòè N (ñì. ðècóíîê 6.23b, ó÷àñòîê 2), çà-
òåì, âìåñòî ðåáðà u′yJ ïóòè N � u′yJ -ó÷àñòîê ïóòè S (ñì. ðècóíîê 6.23b:
ó÷àñòîê 3, çàòåì ðåáðî e è ó÷àñòîê 4), è, íàêîíåö, yJu-ó÷àñòîê ïóòè S
(ñì. ðècóíîê 6.23b: ó÷àñòîê 5).

Â ðåçóëüòàòå ìû âêëþ÷èëè â ýòîò ïóòü âåñü ïóòü N , êðîìå ðåáðà yJu′

è âåñü ïóòü S, êðîìå xJyJ -ó÷àñòêà (ýòîò ó÷àñòîê � LJ). Ïîýòîìó ïóòü P
ñîäåðæèò ðåáðî e. Ïî ïîñòðîåíèþ ïóòè P , êàæäàÿ P -êîìïîíåíòà ãðàôà
G ÿâëÿåòñÿ ëèáî N -êîìïîíåíòîé ãðàôà F , ëèáî S-êîìïîíåíòîé ãðàôà
G − J − LJ , ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ è 2◦, òî
åñòü ñîîòâåòñòâóåò âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåìû.

Íàïðÿìóþ èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ãèïîòåçà Ïëàììåðà.

Òåîðåìà 6.11. Ïóñòü G � ÷åòûð¼õñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô, v(G) ≥ 5,
v, u ∈ V (G). Òîãäà ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü ñ êîíöàìè v è u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì vu-ïóòü P , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦

è 2◦ òåîðåìû 6.10 è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàêîå-ëèáî ðåáðî e, ëåæàùåå â
îäíîé ãðàíè D ñ v. Ïîêà âûáåðåì ýòî ðåáðî ïðîèçâîëüíî ñ åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì: ÷òîáû îíî íå áûëî èíöèäåíòíî v. Ïîçæå ïðè íåîáõîäèìîñòè
ìû êîíêðåòèçèðóåì âûáîð.

Ïóñòü ïóòü P � íå ãàìèëüòîíîâ, òîãäà ñóùåñòâóåò P -êîìïîíåíòà U ñ
w(U) ≤ 3. Òàê êàê ãðàô G � ÷åòûð¼õñâÿçíûé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V (P ) =
W (U). Èç âûáîðà ðåáðà e ñëåäóåò, ÷òî v(P ) ≥ 3, ïîýòîìó w(U) ≥ 3. Ïî
óñëîâèþ 2◦ òåîðåìû 6.10 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî U íå ïåðåñåêàåò öèêë D, òî
åñòü, âñå âåðøèíû ýòîãî öèêëà ñîäåðæàòñÿ â P . Òàêèì îáðàçîì, v(P ) =
v(D) = 3, òî åñòü, u ∈ V (D) � îäèí èç êîíöîâ ðåáðà e è îäíîâðåìåííî
âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ v.
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Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàíü, ãðàíèöà êîòîðîé D′ ñîäåðæèò v, íî íå ñî-
äåðæèò u. Òàê êàê dG(v) ≥ 4, òàêàÿ ãðàíü î÷åâèäíî åñòü (âåðøèíà v
âõîäèò õîòÿ áû â ÷åòûðå ãðàíè, è ãðàíèöû ëèøü äâóõ èç íèõ ñîäåðæàò
ðåáðî uv). Âûáðàâ e êàê íåèíöèäåíòíîå v ðåáðî ãðàíè D′, ìû ïîëó÷èì
ïî òåîðåìå 6.10 óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦ vu-ïóòü P ′, äëÿ êî-
òîðîãî îïèñàííàÿ âûøå ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà, è ïîýòîìó P ′-êîìïîíåíò
íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàéä¼ì ãàìèëüòîíîâ vu-ïóòü â ãðàôå G.

Ñëåäñòâèå 6.6. Ïóñòü G � âåðøèííî ÷åòûð¼õñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô,
v(G) ≥ 5. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G) â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ãà-
ìèëüòîíîâ öèêë, ñîäåðæàùèé e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e = uv ∈ E(G). Ïî òåîðåìå 6.11 â ãðàôå åñòü
ãàìèëüòîíîâ vu-ïóòü P . Ïîíÿòíî, ÷òî uv 6∈ E(P ). Òîãäà P+uv � ãàìèëü-
òîíîâ öèêë â ãðàôå G, ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó e.

6.6.3 Òåîðåìà Òàòòà î öèêëå â ïëàíàðíîì ãðàôå

Äðóãèì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Òîìàññåíà áóäåò êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Òàò-
òà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îí äîêàçûâàë ñóùåñòâîâàíèå ãàìèëüòîíîâà öèêëà
â 4-ñâÿçíîì ïëàíàðíîì ãðàôå.

Òåîðåìà 6.12. (W.T.Tutte, 1956.) Ïóñòü G � ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô,
ðåáðî e ∈ E(G) � íå ìîñò, öèêëû C è C ′ � ãðàíèöû ñîäåðæàùèõ e
ãðàíåé, à e′ � îòëè÷íîå îò e ðåáðî öèêëà C. Òîãäà ñóùåñòâóåò öèêë Z,
ñîäåðæàùèé ð¼áðà e è e′ è óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1◦ w(U) ≤ 3 äëÿ ëþáîé Z-êîìïîíåíòû U ;
2◦ w(U) = 2 äëÿ ëþáîé Z-êîìïîíåíòû U , ñîäåðæàùåé õîòÿ áû îäíó

âåðøèíó V (C) ∪ V (C ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e = vu. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî v(G).
Áàçó ñîñòàâèò ñëó÷àé, êîãäà ãðàô G− e äâóñâÿçåí. Ïðèìåíèì òåîðå-

ìó 6.10 ê ãðàôó G − e, èçîáðàæåííîìó òàê, ÷òî C = C ∪ C ′ − e � åãî
âíåøíÿÿ ãðàíü è íàéä¼ì vu-ïóòü P , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦

è ñîäåðæàùèé e′. Äîáàâèâ ðåáðî e, çàìêí¼ì ýòîò ïóòü â èñêîìûé öèêë Z.
Ïóñòü ãðàô G íå äâóñâÿçåí, B � áëîê, ñîäåðæàùèé e è e′. Òîãäà

ïîñòðîèì èñêîìûé öèêë Z äëÿ áëîêà B, âåðøèíû îñòàëüíûõ áëîêîâ ëè-
áî äîáàâÿòñÿ â Z-êîìïîíåíòû B, íå óâåëè÷èâ ÷èñëî èõ êîíòàêòîâ, ëèáî
ðàçîáüþòñÿ íà íîâûå Z-êîìïîíåíòû ñ îäíèì êîíòàêòîì � îòäåëÿþùåé
èõ îò B òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ.

Ïóñòü G äâóñâÿçåí, íî G − e íåäâóñâÿçåí. Òîãäà ãðàô G − e èìååò
òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ z, ðàçáèâàþùóþ åãî íà äâà ãðàôà G1 è G2, ãäå

V (G1) ∩ V (G2) = {z}, V (G1) 3 u, V (G2) 3 v.
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Ïóñòü G′1 = G1 + uz, G′2 = G2 + vz. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî e′ ∈ E(G′1). Ïîñêîëüêó e � îáùåå ðåáðî öèêëîâ C è C ′, à âåðøèíà z
ðàçäåëÿåò â G − e êîíöû ðåáðà e, òî z � òàêæå îáùàÿ âåðøèíà öèêëîâ
C è C ′.

Â ãðàôå G−e ãðàíè C è C ′ ñêëåèâàþòñÿ â îäíó ãðàíü K = C+C ′−e.
Òîãäà ð¼áðà uz è vz ìû íàðèñóåì, êàê äèàãîíàëè ãðàíè K. Â ðåçóëüòàòå
â ãðàôå G′1 ïîëó÷àòñÿ äâå ãðàíè C1 è C ′1 ñ îáùèì ðåáðîì uz, à â ãðàôå G′2
� ãðàíè C2 è C ′2 ñ îáùèì ðåáðîì vz, îáúåäèíåíèå ýòèõ ÷åòûð¼õ ãðàíåé
ñîäåðæèò ãðàíü K, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåáðî e′ (ñì. ðèñóíîê 6.24).

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóþò óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì 1◦ è 2◦ öèêë Z1 â ãðàôå G′1, ïðîõîäÿùèé ïî uz è e′ è öèêë
Z2 â ãðàôå G′2, ïðîõîäÿùèé ïî vz. Ïîñòðîèì Z, êàê (Z1− uz) + e+ (Z2−
vz). Ýòîò öèêë ñîäåðæèò ðåáðî e è âåðøèíû u, v, z è ïîýòîìó ëþáàÿ Z-
êîìïîíåíòà U ñîäåðæèòñÿ ëèáî â V (G1), ëèáî â V (G2). Ìû ðàññìîòðèì
ïåðâûé ñëó÷àé, âòîðîé àíàëîãè÷åí. Òîãäà ìíîæåñòâî êîíòàêòîâ U , êàê
Z-êîìïîíåíòû ãðàôà G è êàê Z1-êîìïîíåíòû ãðàôà G′1 � îäíî è òî æå.
Ñëåäîâàòåëüíî, w(U) ≤ 3. Åñëè U ñîäåðæèò âåðøèíó îäíîãî èç öèêëîâ
C èëè C ′, òî îíà ñîäåðæèò âåðøèíó îäíîãî èç öèêëîâ C1 èëè C ′1 è ñëå-
äîâàòåëüíî, w(U) = 2.

Èç òåîðåìû Òàòòà ñëåäóåò áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå î ãàìèëüòî-
íîâûõ öèêëàõ â 4-ñâÿçíîì ïëàíàðíîì ãðàôå, ÷åì ñëåäñòâèå 6.6. Äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû î÷åíü ïîõîæå íà âûâîä ãèïîòåçû Ïëàììåðà
èç òåîðåìû Òîìàññåíà.

Òåîðåìà 6.13. (W.T.Tutte, 1956.) Ïóñòü G � âåðøèííî ÷åòûð¼õ-
ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô áåç êðàòíûõ ð¼áåð, v(G) ≥ 5. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
äâóõ ð¼áåð e è e′, âõîäÿùèõ â ãðàíèöó îäíîé ãðàíè, ñóùåñòâóåò ãàìèëü-
òîíîâ öèêë, ñîäåðæàùèé e è e′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öèêë K1 � ãðàíèöà ãðàíè, ñîäåðæàùåé îáà ðåá-
ðà e è e′, à öèêë K2 � ãðàíèöà âòîðîé ãðàíè, ñîäåðæàùåé e. Ïî òåîðå-
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Ðèñ. 6.24: Ñëó÷àé, êîãäà ãðàô G− e íåäâóñâÿçåí.
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ìå 6.12, ñóùåñòóåò öèêë Z, ïðîõîäÿùèé ïî ð¼áðàì e è e′, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë Z � íå ãàìèëüòîíîâ, òîãäà ñóùåñòâóåò Z-
êîìïîíåíòà U . Ïî òåîðåìå 6.12 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå w(U) ≤ 3. Îäíà-
êî, èç ÷åòûð¼õñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî W (U) íå ìîæåò áûòü
ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, V (Z) = W (U) è
Z-êîìïîíåíòà U � åäèíñòâåííàÿ, òî åñòü, ñîäåðæèò âñå íå âõîäÿùèå
â öèêë Z âåðøèíû ãðàôà. Ïîñêîëüêó öèêëîâ èç äâóõ âåðøèí â ãðà-
ôå G íåò, òî v(Z) = w(U) = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ 2◦ òåîðå-
ìû 6.12 ìû èìååì V (Z) ⊃ (V (K1) ∪ V (K2)). Òîãäà v(K1) = v(K2) = 3 è
V (K1) = V (K2) = V (Z), òî åñòü, âñå òðè öèêëà ñîâïàäàþò. Òàê êàê ãðà-
íèöû äâóõ ñîäåðæàùèõ e ãðàíåé ñîâïàäàþò, òî î÷åâèäíî G = Z è ãðàô
G ãàìèëüòîíîâ.

À ÷òî æå ìîæíî ñêàçàòü î öèêëàõ â ðåãóëÿðíûõ ïëàíàðíûõ ãðàôàõ
ñòåïåíè 3? Ïóñòü íå ãàìèëüòîíîâûõ (ãèïîòåçà Òýéòà âûøå óæå îïðîâåðã-
íóòà), íî õîòÿ áû äîñòàòî÷íî äëèííûõ?

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëè÷åñêè-ñâÿçíûì, åñëè íèêà-
êîå ìíîæåñòâî ð¼áåð F ⊂ E(G), |F | ≤ 3, íå ðàçäåëÿåò E(G−F ), òî åñòü,
âñå ð¼áðà ãðàôà G − F ñîåäèíÿþò âåðøèíû îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà � èçîëèðîâàííûå
âåðøèíû.

Òåîðåìà 6.14. Ïóñòü G � âåðøèííî òð¼õñâÿçíûé, 4-öèêëè÷åñêè-ñâÿç-
íûé 3-ðåãóëÿðíûé ïëîñêèé ãðàô, v(G) ≥ 3. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ð¼áåð e
è e′, âõîäÿùèõ â ãðàíèöó îäíîé ãðàíè, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë äëèíû
íå ìåíåå 3

4
· v(G), ñîäåðæàùèé e è e′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öèêë K1 � ãðàíèöà ãðàíè, ñîäåðæàùåé îáà ðåá-
ðà e è e′, à öèêë K2 � ãðàíèöà âòîðîé ãðàíè, ñîäåðæàùåé e. Ïî òåîðå-
ìå 6.12 ñóùåñòâóåò öèêë Z, ïðîõîäÿùèé ïî ð¼áðàì e è e′, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì 1◦ è 2◦. Î÷åâèäíî, v(Z) ≥ 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë Z � íå ãàìèëüòîíîâ, òîãäà ñóùåñòâóåò Z-
êîìïîíåíòà U . Ïî òåîðåìå 6.12 ìû èìååì w(U) ≤ 3. Îäíàêî, èç òð¼õ-
ñâÿçíîñòè ãðàôà G è óñëîâèÿ v(Z) ≥ 3 ñëåäóåò, ÷òî w(U) = 3. Ïóñòü
W (U) = {w1, w2, w3}. Òàê êàê dG(wi) = 3, òî ó êàæäîé âåðøèíû wi ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî îäíî ðåáðî fi, íå âõîäÿùåå â öèêë Z (i ∈ [1..3]). Îòìåòèì,
÷òî ìíîæåñòâî ð¼áåð F = {f1, f2, f3} îòäåëÿåò U îò V (Z) è òàê êàê ãðàô
G ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëè÷åñêè-ñâÿçíûì à v(G) ≥ 3, îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü: |U | = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G−Z � èçîëèðîâàí-
íûå âåðøèíû. Êàæäàÿ èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà u ãðàôà G−Z ñìåæíà ñ
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òðåìÿ âåðøèíàìè öèêëà Z, à êàæäàÿ âåðøèíà öèêëà Z ñìåæíà íå áîëåå,
÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé, íå âõîäÿùåé â Z. Ïîýòîìó â öèêëå Z íå ìåíåå,
÷åì 3v(G)

4
âåðøèí.

6.7 Ïî÷òè ïëàíàðíûå ãðàôû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ãðàôû, êîòîðûå ìîãóò áûòü èçîáðàæåíû
íà ïëîñêîñòè ñ îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé êàæäîãî ðåáðà
ñ äðóãèìè.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ãðàô G íàçîâ¼ì k-ïî÷òè ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî
èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû êàæäîå ðåáðî ïåðåñåêàëî íå áîëåå,
÷åì k äðóãèõ.

Êàê èçâåñòíî, â ïëàíàðíîì ãðàôå G áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,
e(G) ≤ 3(v(G)− 2), ïðè÷¼ì îöåíêà òî÷íàÿ è äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáîé òðè-
àíãóëÿöèè. Äëÿ k ≤ 4 è k-ïî÷òè ïëàíàðíîãî ãðàôà G ìû äîêàæåì îöåíêó
e(G) ≤ (k+ 3)(v(G)− 2). Ñåðèè ïðèìåðîâ ïîêàæóò, ÷òî îöåíêà äëÿ k = 1
è k = 2 òî÷íàÿ.

Òåîðåìà 6.15. (J. Pach, G.Toth, 1997.) Ïóñòü k ≤ 4. Òîãäà äëÿ k-
ïî÷òè ïëàíàðíîãî ãðàôà G áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð âûïîëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî e(G) ≤ (k + 3)(v(G)− 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü k-ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô G
êàê åãî èçîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåñå÷åíèé
ð¼áåð.

Íàçîâ¼ì äâà êðàòíûõ ðåáðà ãðàôà ïàðàëëåëüíûìè, åñëè õîòÿ â îä-
íîé èç îáëàñòåé îòíîñèòåëüíî îáðàçîâàííîãî ýòèìè ð¼áðàìè öèêëà íåò
âåðøèí ãðàôà.

Äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà ìû ðàçðåøèì â ãðàôå G êðàòíûå ð¼áðà,
íî çàïðåòèì ïàðàëëåëüíûå ð¼áðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî è ðàññìîòðèì êîíòð-
ïðèìåð ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ð¼áåð � ïóñòü
ýòî k-ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô G.

Çàôèêñèðóåì ìàêñèìàëüíûé ïî êîëè÷åñòâó ð¼áåð îñòîâíûé ïëîñêèé
ïîäãðàô M ãðàôà G. Òàê êàê v(M) ≥ 3, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ãðàíèöå
êàæäîé ãðàíè ãðàôà M õîòÿ áû òðè âåðøèíû.

Âñå ð¼áðà èç F = E(G)\E(M) ïåðåñåêàþò ð¼áðà ãðàôàM . Ïóñòü f ∈
F . Íàçîâ¼ì ïîëóðåáðîì ÷àñòü ðåáðà f îò âåðøèíû äî áëèæàéøåé òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåáðîì èç M . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåáðî ìíîæåñòâà
F èìååò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóðåáðà. Äëÿ ëþáîé ãðàíè D ãðàôà
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M îáîçíà÷èì ÷åðåç h(D) êîëè÷åñòâî ïîëóð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí
ãðàíè D âîâíóòðü ãðàíè D (áóäåì íàçûâàòü èõ ïîëóð¼áðàìè ãðàíè D).

Íà÷í¼ì ñ íåñêîëüêèõ ëåìì. Íàïîìíèì, ÷òî âî âñåì äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû k ∈ [0..4].

Ëåììà 6.10. Ïóñòü D � ãðàíü ãðàôà M ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé. Ïóñòü
ó÷àñòîê ðåáðà f ∈ F ëåæèò âíóòðè ãðàíè D. Òîãäà êîíöû ýòîãî ó÷àñò-
êà íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó ðåáðó ãðàíèöû D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íàçîâ¼ì çàöåïëåíèåì ðåá-
ðà f ∈ F çà ðåáðî e ∈ B(D) ó÷àñòîê ðåáðà f , ëåæàùèé âíóòðè ãðàíè D,
ñ êîíöàìè íà e. Ïóñòü X1Y1, . . . , XnYn � âñå çàöåïëåíèÿ çà ðåáðî e = xy,
ïðè÷åì Xi � êîíåö, áëèæíèé ê x, à Yi � êîíåö, áëèæíèé ê y. Ðàññìîòðèì
ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ çàöåïëåíèå XjYj. Ïóñòü îíî îáðàçîâàíî ðåá-
ðîì f ∈ F . Çàìåíèì ó÷àñòîê Fj ðåáðà f ñ êîíöàìè Xj è Yj íà ó÷àñòîê Sj
ðåáðà e.

X Y
b b

b

b b

b

S j

jj

D

Ðèñ. 6.25: Çàöåïëåíèå.

Ïóñòü ðåáðî f ′ ïåðåñåêàåò Sj. Åñëè ïðè ýòîì f ′ íå ïåðåñåêàåò Fj,
òî f ′ äâàæäû ïåðåñåêàåò ðåáðî e ìåæäó Xj è Yj è îáðàçóåò çàöåïëåíèå,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè XjYj. Òàêèì îáðàçîì, ëèøíèõ ïåðå-
ñå÷åíèé ñ ðåáðàìè èç F íå ïîÿâèëîñü. Òåïåðü íàðèñóåì ïóòü Sj âäîëü
ðåáðà e (î÷åíü áëèçêî ê ýòîìó ðåáðó) âíå ãðàíè D (ñì. ðèñóíîê 6.25).
Â ðåçóëüòàòå íîâûõ ïåðåñå÷åíèé íå ïðèáàâèëîñü, íî èñ÷åçëè 2 ïåðåñå÷å-
íèÿ ðåáåð f è e. Ìû ïîëó÷èëè èçîáðàæåíèå ãðàôà G ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
ïåðåñå÷åíèé, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 6.7. Ïóñòü D � ãðàíü ãðàôà M ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé, à ðåá-
ðî f ∈ F ñîäåðæèò ïîëóðåáðî ãðàíè D. Òîãäà f íå ìîæåò ïåðåñåêàòü
ðåáðî ãðàíè D, èìåþùåå ñ f îáùóþ âåðøèíó.

Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóò èç ëåììû 6.10.

Ëåììà 6.11. Ïóñòü D � ãðàíü ãðàôà M ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé B(D),
ïðè÷¼ì b(D) ≥ 3. Òîãäà h(D) ≤ (b(D)− 2)(k + 1)− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî b(D). Íà÷í¼ì ñ
áàçû äëÿ b(D) = 3. Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî B(D) � òðåóãîëüíèê
íà ðàçëè÷íûõ âåðøèíàõ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b è c. Ïóñòü èç
ýòèõ âåðøèí âûõîäèò ha, hb è hc ïîëóð¼áåð â ãðàíè D ñîîòâåòñòâåííî.
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî h(D) = ha + hb + hc ≤ k.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ñëåäñòâèþ 6.7 ëþáîå ïîëóðåáðî ãðàíè D, âûõîäÿ-
ùåå èç âåðøèíû a, ïåðåñåêàåò ðåáðî bc. Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ
âåðøèí. Ïîýòîìó ha ≤ k, hb ≤ k è hc ≤ k.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâà ïîëóðåáðà ãðàíè D, âû-
õîäÿùèå èç ðàçíûõ âåðøèí, ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ha + hb ≥ k
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì hc = 0 (ïîëóðåáðî ãðàíè D, âûõîäÿùåå èç c, â
ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷¼ò k âûõîäÿùèõ èç a è b ïîëóð¼áåð è ðåáðî ab, ÷òî
íåâîçìîæíî). Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé k = 1 ìîæíî ñ÷èòàòü ðàññìîòðåí-
íûì, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îãðàíè÷èì ïåðåáîð óñëîâèÿìè ha < k, hb < k
è hc < k.

Ïóñòü ha+hb+hc ≥ k+1, ha ≥ hb ≥ hc. Åñëè hc ≥ 2, òî ha+hb ≥ 4 ≥ k
è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî hc = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, hc ≤ 1, îòêóäà îïÿòü
æå ha+hb ≥ k è hc = 0. Òàêèì îáðàçîì, ha+hb ≥ k+1. Òàê êàê ha, hb < k,
ìû èìååì ha ≥ hb ≥ 2, ñëåäîâàòåëüíî, k ≥ 3.

Îòìåòèì, ÷òî ha ≥ k+1
2
, ÷òî ïðè k ≤ 4 îçíà÷àåò ha ≥ k − 1. Òîãäà

ðàññìîòðèì äâà ïîëóðåáðà, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû b, ïóñòü e è e′ �
ñîäåðæàùèå èõ ð¼áðà. Îáà ðåáðà e è e′ ïåðåñåêàþò ðåáðî ac è k − 1
ïîëóðåáåð, âûõîäÿùèõ èç a. Ïîýòîìó e è e′ íå ïåðåñåêàþò ð¼áåð ãðàôà
M − ac è äðóã äðóãà, à ñëåäîâàòåëüíî, M ′ = (M − ac) + e+ e′ � ïëîñêèé
ïîäãðàô ãðàôà G è e(M ′) = e(M) + 1. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ
M .

Òàêèì îáðàçîì, áàçà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü b(D) = s ≥ 4 è äëÿ ãðàíåé ñ ìåíüøèì ðàçìåðîì ãðàíèöû
óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Êàê è â ëåììå 6.2, ìûñëåííî ðàçäâîèì êàæ-
äîå âíóòðåííåå ðåáðî ãðàíè D, ïðåâðàòèâ B(D) â öèêë Z, ïðîõîäÿùèé
êàæäîå ãðàíè÷íîå ðåáðî ãðàíè D ðîâíî îäèí ðàç è êàæäîå âíóòðåííåå
ðåáðî � ðîâíî äâà ðàçà, ãðàíü D áóäåò âíóòðåííåé îáëàñòüþ öèêëà Z.
Â öèêëå Z, êàê íàì èçâåñòíî, ðîâíî s ð¼áåð, ïóñòü Z = a1a2 . . . as (ñðå-
äè ýòèõ âåðøèí, âîçìîæíî, åñòü ñîâïàäàþùèå, íî ëþáûå äâå ñîñåäíèå
âåðøèíû îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1.Ïóñòü ïîëóðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû aj ïåðåñåêàåò ðåáðî aiai+1

â òî÷êå P è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1◦ íà ó÷àñòêå ðåáðà îò ai äî P íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è aj 6= ai−1;

2◦ íà ó÷àñòêå ðåáðà îò ai+1 äî P íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è aj 6= ai+2.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü e
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Ðèñ. 6.26: Ð¼áðà e è f .

� ðåáðî, âûõîäÿùåå èç aj è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó P . Òîãäà ðàññìîòðèì
ãðàô G′ = G− e+ f , â êîòîðîì ðåáðî f = ajai ïðîâåäåíî ñíà÷àëà âäîëü
ðåáðà e (ïî÷òè äî òî÷êè P ), ïîòîì âäîëü ðåáðà aiai+1 â ãðàíè D (ñì.
ðèñ. 6.26). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû íîâîå ðåáðî f ïåðåñåêëî ëèøü
òå ð¼áðà, ÷òî ïåðåñåêàþò ïîëóðåáðî ðåáðà e îò aj äî P , òî åñòü, íå áîëåå
k ð¼áåð. Ïîýòîìó ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ k-ïî÷òè ïëàíàðíûì. Íîâîå ðåáðî
äåëèò ãðàíü ãðàôà M íà äâå ãðàíè D1 è D2, â êàæäîé èç êîòîðûõ íå
ìåíåå òð¼õ âåðøèí (ïî ñëåäñòâèþ 6.7 ìû èìååì aj 6= ai è aj 6= ai+1),
ïîýòîìó â ãðàôå G′ íåò ðåáðà, ïàðàëëåëüíîãî f .

Íîâîå ðåáðî f ïåðåñåêàåò ëèøü òå ð¼áðà, ÷òî ïåðåñåêàåò óäàëåííîå
ðåáðî e, íî íå âñå: f íå ïåðåñåêàåò aiai+1. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé â
èçîáðàæåíèè G′ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì â G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó G.

2. Íåò ïîëóðåáðà ãðàíè D, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 1◦ èëè óñëî-
âèþ 2◦.

Íàçîâ¼ì ðåáðî öèêëà Z ïóñòûì, åñëè îíî íå ïåðåñåêàåò ïîëóð¼áåð ãðàíè
D è íåïóñòûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êàæäîå ïîëóðåáðî ãðàíè D ïåðåñå-
êàåò îäíî èç s ð¼áåð öèêëà Z. Ïîýòîìó, åñëè õîòÿ áû äâà èç s ðåáåð Z
� ïóñòûå, òî h(D) ≤ (s − 2)k < (s − 2)(k + 1) − 1. Çíà÷èò, íå áîëåå ÷åì
îäíî èç ð¼áåð öèêëà Z � ïóñòîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò s − 1 ≥ 3
íåïóñòûõ ðåáðà öèêëà Z ïîäðÿä.

Ïóñòü aiai+1 � íåïóñòîå ðåáðî. Òîãäà áëèæàéøàÿ ê ai òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ � ñ ïîëóðåáðîì e+

i−1, âûõîäÿùèì èç âåðøèíû ai−1, à áëèæàéøàÿ
ê ai+1 òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ � ñ ïîëóðåáðîì e−i+2, âûõîäÿùèì èç âåðøè-
íû ai+2. Òàê êàê ð¼áðà ñ îáùèì êîíöîì ïî ñëåäñòâèþ 6.7 íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, èç ÷åòûðåõ âåðøèí ai−1, ai, ai+1 è ai+2 ìîãóò ñîâïàäàòü òîëüêî ai−1

è ai+2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà ai−1 ñîâïàäàåò ñ ai+2, à âåðøèíà ai ñîâ-

ïàäàåò ñ ai+3. Ðàñêëåèì ïàðû ñîâïàäàþùèõ âåðøèí ai−1, ai+2 è ai, ai+3 íà
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ðàçëè÷íûå êîïèè. Âíå ãðàíèD äîëæíî áûòü ìîæíî ïðîâåñòè íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ð¼áðà ai−1ai+2 è aiai+3 (òàê êàê ãðàíü D ñâÿçíà). Ýòî, î÷åâèäíî,
íåâîçìîæíî, ÷òî ïîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî ñîâïàäåíèÿ
äâóõ óêàçàííûõ ïàð âåðøèí.

Ïóñòü ai−1ai, aiai+1 è ai+1ai+2 � òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåïóñòûõ ðåá-
ðà ãðàíè D. Íàì õî÷åòñÿ, ÷òîáû âåðøèíû ai−1 è ai+2 íå ñîâïàäàëè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ïðîòèâíîå, ïóñòü âåðøèíû ai−1 è ai+2 ñîâïàäàþò. Òàê êàê ñî-
ñåäíèå âåðøèíû ãðàíè ñîâïàäàòü íå ìîãóò, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî s ≥ 5, à
ðåáðà ai−2ai−1 è ai+1ai+2 ðàçëè÷íû. Ïîíÿòíî, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ �
íåïóñòîå. Ïóñòü ýòî ðåáðî ai+1ai+2. Êàê ñêàçàíî âûøå, òîãäà âåðøèíû ai
è ai+3 íå ñîâïàäàþò.

b

b

b

b

b

a1

a

a a

a
2

3 4

5

b

a6

e

e

e

e

e
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2 3
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+
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+

+
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Ðèñ. 6.27: Ð¼áðà e+
2 è e−5 .

Èòàê, òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ð¼áðà a1a2, a2a3 è a3a4 � íåïóñòûå, à
âñå âåðøèíû a1, a2, a3, a4 � ðàçëè÷íû, ñì. ðèñóíîê 6.27. Òîãäà ïîëóðåáðî
e+

2 ïåðåñåêàåò a3a4, e
+
1 , e

+
3 è e−4 (ýòî 4 ðàçëè÷íûõ ðåáðà, òàê êàê âåðøèíû

a1, a2, a3, a4 ðàçëè÷íû), à ïîëóðåáðî e−5 ïåðåñåêàåò a3a4, e
−
6 , e

−
4 è e+

3

(îïÿòü æå, ýòî 4 ðàçëè÷íûõ ðåáðà). Òàêîå âîçìîæíî ëèøü ïðè k = 4
è â ýòîì ñëó÷àå ð¼áðà f2 è f5 ãðàôà G, ñîäåðæàùèå ïîëóð¼áðà e+

2 è
e−5 ñîîòâåòñòâåííî, íå ïåðåñåêàþò ð¼áåð ãðàôà G âíå ãðàíè D è äðóã
äðóãà. Òîãäà M ′ = (M − a3a4) + f2 + f5 � ïëîñêèé ïîäãðàô ãðàôà G è
e(M ′) > e(M), ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà 6.12. Ïóñòü D � ãðàíü ãðàôàM , ïðè÷¼ì t(D) ≥ 1. Òîãäà h(D) ≤
(k + 1) · t(D)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðàíèöà ãðàíè íåñâÿçíà, òî t(D) ≥ b(D) ïî ëåì-
ìå 6.2. Òàê êàê êàæäîå ðåáðî ãðàíèöû ïåðåñåêàåò íå áîëåå, ÷åì k ïîëó-
ð¼áåð ãðàíè D, ìû èìååì

h(D) ≤ k · b(D) ≤ k · t(D) ≤ (k + 1) · t(D)− 1.
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Ïóñòü B(D) � ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà t(D) = b(D) − 2 ïî ëåììå 6.2 è
ïî ëåììå 6.11 ìû èìååì

h(D) ≤ (b(D)− 2)(k + 1)− 1 = (k + 1)t(D)− 1.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü D1, . . . , Dn � âñå
ãðàíèM . Ïî ïîñòðîåíèþ, â ãðàíèöå êàæäîé ãðàíè õîòÿ áû òðè âåðøèíû,
ñëåäîâàòåëüíî t(Di) ≥ 1 äëÿ âñåõ i ∈ [1..n]. Òðèàíãóëèðóåì ãðàô M , â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ T c e(T ) = 3v(M)− 6 = 3v(G)− 6.
Ãðàíü Di â ðåçóëüòàòå ðàçáèâàåòñÿ íà t(Di) òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ ÷åãî
íóæíî ïðîâåñòè íå ìåíåå, ÷åì t(Di) − 1 ð¼áåð (íà ñàìîì äåëå, t(Di) − 2
ïëþñ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà B(Di).) Îòìåòèì, ÷òî â ñè-
ëó ôîðìóëû Ýéëåðà îáùåå êîëè÷åñòâî ãðàíåé òðèàíãóëÿöèè, î÷åâèäíî,
ðàâíî 2v(G)− 4:

n∑
i=1

t(Di) = 2v(G)− 4. (6.4)

Â ñèëó ëåììû 6.2 ìû èìååì

e(M) ≤ 3v(G)− 6−
n∑
i=1

(t(Di)− 1). (6.5)

Êàæäîå ðåáðî èç E(G)\E(M) ñîäåðæèò äâà ïîëóðåáðà, ïîýòîìó ïî ëåì-
ìå 6.12

e(G)− e(M) =
1

2

n∑
i=1

h(Di) ≤
1

2

n∑
i=1

((k + 1) · t(Di)− 1). (6.6)

Òàê êàê t(Di) ≥ 1, èç ôîðìóë (6.4)−(6.6) ñëåäóåò

e(G) ≤ 3v(G)− 6 +
1

2

n∑
i=1

((k − 1) · t(Di) + 1)) ≤

≤ 3(v(G)− 2) +
k

2

n∑
i=1

t(Di) = (k + 3)(v(G)− 2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

×òî èíòåðåñíî, îöåíêà èç òåîðåìû 6.15 äëÿ k = 1 è k = 2 òî÷íà.
Áîëåå òîãî, ñåðèè ïðèìåðîâ ãðàôîâ, ïîäòâåðæäàþùèå å¼ òî÷íîñòü, èìå-
þò ìíîãî îáùåãî ñ òðèàíãóëÿöèÿìè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
êîëè÷åñòâà ð¼áåð â ïëàíàðíûõ ãðàôàõ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð.
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Äëÿ k = 1 ïóñòü G′n � ïëîñêèé ãðàô íà n âåðøèíàõ, âñå ãðàíè êî-
òîðîãî � ÷åòûð¼õóãîëüíèêè. Íåñëîæíî ïîñòðîèòü òàêèå ãðàôû äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Êîëè÷åñòâî ð¼áåð e(G′n) òàêîãî ãðàôà ðàâíî óäâî-
åííîìó êîëè÷åñòâó ãðàíåé f(G′n), îòêóäà ïî ôîðìóëå Ýéëåðà ïîëó÷à-
åì f(G′n) = n − 2, e(G′n) = 2n − 4. Ïðîâåä¼ì â êàæäîé ãðàíè ãðàôà
G′n äâå äèàãîíàëè è ïîëó÷èì ñåðèþ 1-ïî÷òè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Gn c
e(Gn) = 2n − 4 + 2(n − 2) = 4(n − 2), ïîäòâåðäèâ òåì ñàìûì òî÷íîñòü
îöåíêè.

Äëÿ k = 2 ìû ïîñòðîèì ñåðèþ ïëîñêèõ ãðàôîâ H ′n íà n âåðøèíàõ,
âñå ãðàíè êîòîðûõ � ïÿòèóãîëüíèêè (òàêèå ãðàôû ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n = 3m + 2). Òîãäà f(H ′n) = 2(n−2)

3
= 2m, e(H ′n) =

5(n−2)
3

= 5m. Ïîëó÷èì 2-ïî÷òè ïëàíàðíûé ãðàô Hn, ïðîâåäÿ â H ′n âñå
5 äèàãîíàëåé êàæäîé ãðàíè. Òàêèì îáðàçîì, e(Hn) = e(H ′n) + 5f(H ′n) =
5(n− 2) è òî÷íîñòü îöåíêè èç òåîðåìû 6.15 äîêàçàíà.

Äëÿ áîëüøèõ k ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî ð¼áåð â k-ïî÷òè ïëà-
íàðíîì ãðàôå G íà n âåðøèíàõ èìååò ïîðÿäîê c ·

√
k · n.

Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð,
èçîáðàæåííûé íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî êàæäðå åãî ðåáðî ïåðåñåêàåò íå
áîëåå, ÷åì îäíî äðóãîå è v(G) = n ≥ 3.

a) Äîêàæèòå, ÷òî e ≤ 3v − 8.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðèìåðîâ ãðàôîâ,

äëÿ êîòîðûõ îöåíêà èç ïóíêòà a) äîñòèãàåòñÿ.
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Ãëàâà 7

Öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

ãðàôà

Â ýòîé ãëàâå íàì ïîíàäîáèòñÿ çíàíèå î òîì, ÷òî òàêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F2 =
{0, 1}.

Ïóñòü n = v(G), m = e(G), E(G) = {e1, . . . , em}.
Îïðåäåëåíèå 7.1. Îïðåäåëèì ð¼áåðíîå ïðîñòðàíñòâî E(G) ãðàôà G �
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F2. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
áóäóò ïîäìíîæåñòâà E(G), à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ E1, E2 ∈ E(G) � èõ
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü E14E2 (òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð, âõî-
äÿùèõ ðîâíî â îäíî èç ìíîæåñòâ E1 è E2).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî E(G) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F2, à {e1}, . . . ,
{en} � áàçèñ E(G). Òîãäà dim E(G) = m.

Îïðåäåëåíèå 7.2. 1) Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈E,E ′〉 ýëå-
ìåíòîâ E,E ′ ∈ E(G), êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 2 êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ
â E ∩ E ′.

2) Îïðåäåëèì îðòîãàíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà F ð¼áåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà E(G) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

F⊥ = {E ∈ E(G) | 〈E,F 〉 = 0 äëÿ âñåõ F ∈ F}.

Çàìå÷àíèå 7.1. 1) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò F ∈ E(G) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå F =

∑m
i=1 λiei, ãäå êîýôôèöèåíò λi ∈ F2 ðàâåí 1 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ei ∈ F .
2) Òîãäà åñëè E =

∑m
i=1 λiei, à E

′ =
∑m

i=1 λ
′
iei, òî 〈E,E ′〉 =

∑m
i=1 λiλ

′
i,

òî åñòü, îïðåäåë¼ííîå âûøå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå ýòîãî òåðìèíà.

3) Íàïîìíèì, ÷òî F⊥⊥ = F .

281
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Îïðåäåëåíèå 7.3. 1) Îïðåäåëèì öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C(G) ãðà-
ôà G, êàê ïîäïðîñòðàíñòâî E(G), ïîðîæäåííîå ð¼áåðíûìè ìíîæåñòâàìè
ïðîñòûõ öèêëîâ.

2)Èíäóöèðîâàííûé öèêë ãðàôàG� ýòî ïðîñòîé öèêë âG, ÿâëÿþùèé-
ñÿ èíäóöèðîâàííûì ïîäãðàôîì (òî åñòü, íå ñîäåðæàùèé äèàãîíàëåé).

Èìåííî â öèêëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è åãî ñâîéñòâàõ çàêëþ÷åíî ìíîãî
èíôîðìàöèè î ãðàôå.

Ëåììà 7.1. Äëÿ ìíîæåñòâà F ∈ E(G) ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû.

1◦ F ∈ C(G).

2◦ Â ãðàôå G(F ) ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû.

3◦ F ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ð¼áåðíûõ ìíîæåñòâ íåñêîëüêèõ ïðî-
ñòûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ð¼áåð âñå òðè óñëîâèÿ âûïîë-
íÿþòñÿ. Äàëåå ïóñòü F 6= ∅.

1◦ ⇒ 2◦. Âñïîìíèì, ÷òî C(G) ïîðîæäåíî ðåáåðíûìè ìíîæåñòâàìè
öèêëîâ, à ó êàæäîãî öèêëà ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû 2. Âçÿòèå ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò ÷åòíîñòü ñòåïåíåé.

2◦ ⇒ 3◦. Åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà G(F ) ÷åòíû, òî îí ñîäåð-
æèò ïðîñòîé öèêë. Óäàëèì ð¼áðà ýòîãî öèêëà è ïðîäîëæèì àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî ð¼áåð.

3◦ ⇒ 1◦ î÷åâèäíî.

Ëåììà 7.2. Ð¼áåðíûå ìíîæåñòâà èíäóöèðîâàííûõ öèêëîâ ãðàôà G ïî-
ðîæäàþò öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî C(G) ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè
ð¼áåð ïðîñòûõ öèêëîâ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ð¼áåð ïðî-
ñòîãî öèêëà C ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè ð¼áåð èíäóöèðîâàííûõ öèêëîâ.
Ýòî íåñëîæíî ñäåëàòü èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ð¼áåð.

Ïóñòü C � íå èíäóöèðîâàííûé öèêë è èìååò äèàãîíàëü xy, êîòîðàÿ
ðàçáèâàåò åãî íà äâà ìåíüøèõ öèêëà C1 è C2. Òîãäà E(C) = E(C1)4E(C2),
à äëÿ C1 è C2 óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî.

7.1 Ñâÿçü öèêëîâ è ðàçðåçîâ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå (ð¼áåðíîãî) ðàçðåçà.
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Îïðåäåëåíèå 7.4. 1) Ðàçðåçîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ð¼áåð E(V1, V2)
(âñå ð¼áðà ìåæäó V1 è V2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ V (G) íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà âåðøèí V1 è V2.

2) Ïðîñòðàíñòâî ðàçðåçîâ C∗(G) �ïîäïðîñòðàíñòâî E(G), ïîðîæäåí-
íîå âñåìè ðàçðåçàìè.

3) Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G) îïðåäåëèì E(v) = E(v, V (G−v)) �
ðàçðåç èç âñåõ ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ v.

Ëåììà 7.3. 1) C∗(G) ñîñòîèò èç âñåõ ðàçðåçîâ ãðàôà G è ïóñòîãî ìíî-
æåñòâà.

2) Ðàçðåçû âèäà E(v) ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî ðàçðåçîâ.
3) C(G) = C∗(G)⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàçðåçîâ
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. Ïóñòü D1 =
E(V1, V2), D1 = E(W1,W2) � äâà ðàçðåçà. Òîãäà D14D2 åñòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ ð¼áåð, ïåðåñåêàþùèõ ðîâíî îäèí èç äâóõ ðàçðåçîâ (òî åñòü,
êîíöû ýòèõ ð¼áåð íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðîâíî îäíîãî èç äâóõ ðàç-
áèåíèé V (G)). Òàêèì îáðàçîì,

D14D2 = E((V1 ∩W1) ∪ (V2 ∩W2), (V1 ∩W2) ∪ (W1 ∩ V2))

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåçîì.
2) Ïóñòü D = E(V1, V2) � ïðîèçâîëüíûé ðàçðåç. Òîãäà D åñòü ñóììà

âñåõ ðàçðåçîâ âèäà E(w) äëÿ w ∈ V1 (íàïîìíèì, ÷òî ñóììà ó íàñ � ýòî
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü, ïîýòîìó ïðè ñëîæåíèè óêàçàííûõ ðàçðåçîâ
âñå ð¼áðà ìåæäó âåðøèíàìè V1 ñîêðàòÿòñÿ, è îñòàíóòñÿ â òî÷íîñòè ð¼áðà
ðàçðåçà D).

3) Ïóñòü E ∈ E(G). Èç ïóíêòà 2 ëåììû ñëåäóåò, ÷òîE ∈ C∗(G)⊥ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈E,E(w)〉 = 0 äëÿ ëþáîé âåðøèíû w, òî åñòü,
ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ãðàôà G(E) ÷åòíà. À ýòî ïî ëåììå 7.1 îçíà÷àåò,
÷òî E ∈ C(G).

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, à T � åãî îñòîâíîå äåðåâî.
1) Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E(T ) ãðàô T − e èìååò ðîâíî äâå êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè � ïóñòü ýòî We è Ue. Íàçîâ¼ì T -ðàçðåçàìè âñå ðàçðåçû
âèäà De = E(We, Ue).

2) Äëÿ êàæäîãî ðåáðà f ∈ E(G) \ E(T ) ãðàô T + f ñîäåðæèò ðîâíî
îäèí öèêë Cf . Íàçîâ¼ì T -öèêëàìè âñå öèêëû âèäà Cf .

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, T � åãî îñòîâíîå äåðåâî. Òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) T -öèêëû îáðàçóþò áàçèñ öèêëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C(G).
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2) T -ðàçðåçû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðàçðåçîâ C∗(G).
3)

dim C(G) = e(G)− v(G) + 1, dim C∗(G) = v(G)− 1. (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ðåáðî f ∈ E(T ) âõîäèò ðîâíî â îäèí T -
ðàçðåç De. Ïîýòîìó âñå T -ðàçðåçû ëèíåéíî íåçàâèñèìû â C∗(G), ñëåäî-
âàòåëüíî, dim C∗(G) ≥ v(G)− 1.

Êàæäîå ðåáðî e ∈ E(G)\E(T ) âõîäèò ðîâíî â îäèí T -öèêë Cf . Ïîýòî-
ìó âñå T -öèêëû ëèíåéíî íåçàâèñèìû â C(G), ñëåäîâàòåëüíî, dim C(G) ≥
e(G)− v(G) + 1.

Èç ïóíêòà 3 ëåììû 7.3, ÷òî C(G) = (C∗(G))⊥. Ïî ñâîéñòâàì îðòîãî-
íàëüíîãî äîïîëíåíèÿ òîãäà

e(G) = dim E(G) = dim C(G) + dim C∗(G),

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóþò ðàâåíñòâà (7.1). Òåïåðü èç ðàâåíñòâà ðàç-
ìåðíîñòåé âèäíî, ÷òî T -ðàçðåçû ïîðîæäàþò C∗(G), à T -öèêëû ïîðîæäà-
þò C(G).

7.2 Öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òð¼õñâÿçíîãî

ãðàôà

Îïðåäåëåíèå 7.6. Öèêë C ãðàôà G íàçîâ¼ì íåðàçäåëÿþùèì, åñëè ìíî-
æåñòâî åãî âåðøèí íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì, òî åñòü, ãðàô G − V (C)
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Òåîðåìà 7.2. (W.T.Tutte, 1963.) Öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òð¼õ-
ñâÿçíîãî ãðàôà ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè ð¼áåð åãî íåðàçäåëÿþùèõ èí-
äóöèðîâàííûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó ãðàôà. Áàçà äëÿ K4 î÷åâèäíà:
ìíîæåñòâà ð¼áåð ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíûõ öèêëîâ ýòîãî ãðàôà, î÷åâèäíî,
ïîðîæäàþò C(K4). Âìåñòå ñ òåì, ýòè òðåóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ íåðàçäåëÿ-
þùèìè èíäóöèðîâàííûìè öèêëàìè.

Ïóñòü v(G) ≥ 5 è äëÿ ëþáîãî ìåíüøåãî ÷åì G òð¼õñâÿçíîãî ãðàôà
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïî òåîðåìå 5.25 ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e = xy ∈
E(G), ÷òî ãðàô G′ = G · e òð¼õñâÿçåí. Ïóñòü w ∈ V (G′) � âåðøèíà,
îáðàçîâàííàÿ èç x è y â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ.

Ïóñòü âåðøèíà u ∈ V (G) ñìåæíà è ñ x, è c y. Íàçîâ¼ì öèêë uxy ôóí-
äàìåíòàëüíûì òðåóãîëüíèêîì. Î÷åâèäíî, ôóíäàìåíòàëüíûé òðåóãîëü-
íèê � íåðàçäåëÿþùèé öèêë. (Åñëè {x, y, u} � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî
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â G, òî {w, u} � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôå G′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
äâóñâÿçíîñòè G′.) Î÷åâèäíî, ëþáîé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàí-
íûì öèêëîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôóíäàìåòàëüíûå
òðåóãîëüíèêè â ïîðîæäåíèè C(G).

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâà ð¼áåð E1, E2 ∈ E(G) ïîõîæèìè, åñëè
E14E2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ìíîæåñòâ ð¼áåð íåñêîëüêèõ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è, âîçìîæíî, ðåáðà e. Î÷åâèäíî, îòíîøå-
íèå ïîõîæåñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ââèäó ëåììû 7.2 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ð¼áåð ëþ-
áîãî èíäóöèðîâàííîãî öèêëà C ãðàôà G åñòü ñóììà ð¼áåðíûõ ìíîæåñòâ
íåñêîëüêèõ èíäóöèðîâàííûõ íåðàçäåëÿþùèõ öèêëîâ ãðàôà G.

Îïðåäåëèì öèêë C ′ ãðàôà G′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè e ∈ E(C),
òî C ′ = C · e. Ïóñòü e /∈ E(C). Òàê êàê öèêë C � èíäóöèðîâàííûé,
îí íå ñîäåðæèò õîðä, à çíà÷èò, V (C) ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì îäíó èç
âåðøèí x è y. Åñëè öèêë C ñîäåðæèò îäíó èç ýòèõ âåðøèí (íàïðèìåð, x),
òî C ′ ïîëó÷àåòñÿ èç C çàìåíîé x íà w. Íàêîíåö, åñëè x, y /∈ V (C), òî
ïîëîæèì C ′ = C.

Íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî öèêëà Z ′ ãðàôà G′ ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâî
ð¼áåð E∗(Z ′) ⊂ E(G) òàê: âñå íåèíöèäåíòíûå w ð¼áðà Z ′ åñòü è â E∗(Z ′),
à âìåñòî êàæäîãî èç ð¼áåð âèäà wu â E∗(Z ′) åñòü ðîâíî îäíî èç ð¼áåð xu
è yu (íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêîå èìåííî). Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç
ýòèõ ð¼áåð îáÿçàòåëüíî åñòü â E(G).

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì, òî åñòü, ðåçóëü-
òàòîì òåîðåìû äëÿ ãðàôà G′. Ïîëó÷èì, ÷òî

E(C ′) = E(C ′1)4E(C ′2)4 . . .4E(C ′k),

ãäå âñå öèêëû èç ïðàâîé ÷àñòè � èíäóöèðîâàííûå è íåðàçäåëÿþùèå â
ãðàôå G′. Äëÿ êàæäîãî öèêëà C ′i ìû ïîñòðîèì òàêîé èíäóöèðîâàííûé
íåðàçäåëÿþùèé öèêë Ci â ãðàôå G, ÷òî E(Ci) ïîõîæå íà E∗(C ′i).

Åñëè w /∈ V (C ′i), òî, î÷åâèäíî, íàì ïîäîéä¼ò Ci = C ′i. Ïóñòü w ∈ V (C ′i),
ïðè÷åì C ′i = Puwv, ãäå P � íåêîòîðûé ïóòü. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. E(G) ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå ðåáðà xu, xv, yu, yv.
Ðàññìîòðèì â ãðàôå G öèêëû Cx

i = Puxv è Cy
i = Puyv (ñì. ðèñó-

íîê 7.1a). Î÷åâèäíî, îáà öèêëà ÿâëÿþòñÿ èíäóöèðîâàííûìè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî V (Cx

i ) � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôå G. Òàê êàê V (C ′i) �
íå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôåG′, òî V (Cx

i ) îòäåëÿåò y îò îñòàëüíûõ
âåðøèí ãðàôà G. Àíàëîãè÷íî, åñëè V (Cy

i ) � ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â
ãðàôå G, òî îíî îòäåëÿåò x îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà G.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáà ìíîæåñòâà V (Cx
i ) è V (Cy

i ) � ðàçäåëÿþùèå
â ãðàôå G, òî âåðøèíû x è y ìîãóò áûòü ñìåæíû â ãðàôå G òîëüêî
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ñ u, v, âåðøèíàìè ïóòè P è äðóã ñ äðóãîì. Íî ââèäó îòñóòñòâèÿ õîðä
ó öèêëîâ Cx è Cy, î÷åâèäíî, x è y íå ñìåæíû ñ âåðøèíàìè ïóòè P ,
òî åñòü, NG({x, y}) = {x, y, u, v}. Òàêèì îáðàçîì, {u, v} îòäåëÿåò {x, y}
îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òð¼õñâÿçíîñòè ýòîãî
ãðàôà.

Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí èç öèêëîâ Cx
i è C

y
i ÿâëÿåòñÿ íåðàçäåëÿþùèì �

ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî Cx
i . Î÷åâèäíî, E(Cx

i ) ïîõîæå íà E∗(C ′i) è ìû ìîæåì
ïîëîæèòü Ci = Cx

i .

b b

b

b

x

y

u v

P

b b

b

b

x

y

u v

P

b b

b

b

x

y

u v

P
a b c

Ðèñ. 7.1: Ïîñòðîåíèå öèêëà Ci.

2. E(G) ñîäåðæèò íå âñå ÷åòûðå ðåáðà xu, xv, yu, yv.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xu /∈ E(G). Òîãäà yu ∈ E(G).
Åñëè yv ∈ E(G), òî ïîëîæèì Ci = Puyv (ñì. ðèñóíîê 7.1b). Êàê è â ïåð-
âîì ïóíêòå, Ci = Puyv � èíäóöèðîâàííûé öèêë ãðàôà G è åñëè V (Ci) �
ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â G, òî îíî îòäåëÿåò x îò îñòàëüíûõ âåðøèí
ãðàôà. Íî òîãäà NG(x) = {y, v}, ÷òî íåâîçìîæíî â òð¼õñâÿçíîì ãðàôå.

Ïóñòü yv /∈ E(G). Òîãäà xv ∈ E(G) è ìû ïîëîæèì Ci = Puyxv (ñì.
ðèñóíîê 7.1c). Òàê êàê xu, yv /∈ E(G), öèêë Ci � èíäóöèðîâàííûé. Íà
ýòîò ðàç î÷åâèäíî, ÷òî öèêë Ci � íåðàçäåëÿþùèé.

Îñòàåòñÿ ëèøü äîáàâèòü, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî çàìå-
òèòü, E(Ci) ïîõîæå íà E∗(C ′i).

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî i ìû çíàåì, ÷òî E(Ci) ïîõîæå íà E∗(C ′i), òî
E(C1)4 . . .4E(Ck) ïîõîæå íàE∗(C ′1)4 . . .4E∗(C ′k), à çíà÷èò, è íàE

∗(C ′),
êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîõîæå íà E(C). Ñëåäîâàòåëüíî, E(C) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â C(G) â âèäå ñóììû E(C1), . . . , E(Ck), ìíîæåñòâ ð¼áåð íåñêîëü-
êèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è, âîçìîæíî, ðåáðà e. Äëÿ çàâåð-
øåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ðåáðà e â ýòîé
ñóììå áûòü íå ìîæåò: åñëè áû îíî òàì áûëî, òî e ∈ C(G), ÷òî íå òàê.
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7.3 Öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïëàíàðíîãî ãðà-

ôà

Îïðåäåëåíèå 7.7. Ìíîæåñòâî F ⊂ E(G) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè
êàæäîå ðåáðî e ∈ E(G) ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì äâóì ïîäìíîæåñòâàì
èç F .

Çàìå÷àíèå 7.2. Ñàìûé åñòåñòâåííûé ïðèìåð ïðîñòîãî ìíîæåñòâà � ýòî
{E(v)}v∈V (G) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðàçðåçîâ C∗(G) (ñì. ëåììó 7.3). Òàêèì
îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ðàçðåçîâ ãðàôà âñåãäà èìååò ïðîñòîé áàçèñ.

À âîò ïðîñòîé áàçèñ öèêëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò äàëåêî
íå ó êàæäîãî ãðàôà.

Ëåììà 7.4. Ïóñòü e ∈ E(G), ãðàô G − e ñâÿçåí è öèêëè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî C(G) èìååò ïðîñòîé áàçèñ. Òîãäà öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî C(G− e) òàêæå èìååò ïðîñòîé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C1, . . . , Ck � ïðîñòîé áàçèñ C(G). Èç òåîðå-
ìû 7.1 ÿñíî, ÷òî

dim C(G− e) = dim C(G)− 1. (7.2)

1. Ïóñòü e ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ C1, . . . , Ck.
Íàïðèìåð, ïóñòü e ∈ Ck. Òîãäà ìíîæåñòâà C1, . . . , Ck−1 ∈ C(G−e) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è ââèäó (7.2) îáðàçóþò ïðîñòîé áàçèñ C(G− e).

2. Ïóñòü e ïðèíàäëåæèò äâóì èç ìíîæåñòâ C1, . . . , Ck.
Íàïðèìåð, ïóñòü e ∈ Ck−1 è e ∈ Ck. Òîãäà ìíîæåñòâà C1, . . . , Ck−2,
Ck−14Ck ∈ C(G−e) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ââèäó (7.2) îáðàçóþò ïðîñòîé
áàçèñ C(G− e).

Òåîðåìà 7.3. (S. MacLane, 1937.) Ãðàô G ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C(G) èìååò ïðîñòîé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v(G) ≥ 3, èíà÷å óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî
ãðàôà ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü G íå äâóñâÿçåí.
Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ïîäãðàôà G1 è G2 ãðàôà G, ÷òî

V (G1) ∪ V (G2) = V (G), |V (G1) ∩ V (G2)| ≤ 1, E(G1) ∪ E(G2) = E(G).

Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô G ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ãðàôà G1

è G2 ïëàíàðíû.
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Êàæäûé öèêë ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â îäíîì èç ãðàôîâ G1 è G2,
ïîýòîìó C(G) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé C(G1) è C(G2). Ñëåäîâàòåëüíî, C(G)
èìååò ïðîñòîé áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà öèêëè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâà C(G1) è C(G2) èìåþò ïðîñòîé áàçèñ.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå óâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ãðàôà G ñëå-
äóåò èç óòâåðæäåíèé äëÿ ìåíüøèõ ãðàôîâ G1 è G2.

2. Ïóñòü G äâóñâÿçåí.
⇒. Â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå íåò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ è ìîñòîâ, ïîýòîìó ãðàíè-
öà ëþáîé ãðàíè ãðàôà G � ïðîñòîé öèêë. Êàæäîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò
ãðàíèöå ðîâíî äâóõ ãðàíåé, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ãðàíèö âñåõ ãðàíåé �
ïðîñòîå.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà ð¼áåð ãðàíèö ãðàíåé ïîðîæäàþò C(G). Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îíè ïîðîæäàþò ëþáîé öèêë C. Öèêë C
äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè � âíóòðåííþþ è âíåøíþþ. ÏóñòüD1,. . . ,
Dk � ãðàíèöû âñåõ ãðàíåé âíóòðåííåé îáëàñòè öèêëà C. Íåòðóäíî ïî-
íÿòü, ÷òî E(C) = E(D1)4 . . .4E(Dk) (ëþáîå ðåáðî, ïðîâåäåííîå âíóò-
ðè C âõîäèò â ãðàíèöû ðîâíî äâóõ âíóòðåííèõ ãðàíåé è ïîòîìó ñîêðà-
òèòñÿ, îñòàíóòñÿ â òî÷íîñòè ð¼áðà öèêëà C).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ïîëó÷åí-
íîé ïðîñòîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ìîæíî âûáðàòü ïðîñòîé áàçèñ C(G).

⇐. Äîêàæåì, ÷òî G íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäðàçáèåíèÿ K5 èëè K3,3

(ñì. îïðåäåëåíèå 1.7). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ïîäãðàô H ãðà-
ôà G ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì K5 èëè K3,3. Èç ëåììû 7.4 ñëåäóåò, ÷òî
C(H) èìååò ïðîñòîé áàçèñ. Î÷åâèäíî, åñëè H � ïîäðàçáèåíèå ãðàôà K,
òî C(H) = C(K).

Äîêàæåì, ÷òî ãðàôû K5 è K3,3 íå èìåþò ïðîñòûõ áàçèñîâ.
Ïî òåîðåìå 7.1 ìû èìååì dim C(K5) = e(K5)− v(K5) + 1 = 6. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî C(K5) èìååò ïðîñòîé áàçèñ C1, . . . , C6. Ïóñòü

C0 = C14C24 . . .4C6.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå ðåáðî e ∈ E(K5) âõîäèò ðîâíî â äâà èç ìíîæåñòâ
C0, C1, . . . , C6. (Ðåáðî e âõîäèò íå áîëåå ÷åì â äâà èç ìíîæåñòâ C1, . . . , C6.
Åñëè òàêîå ìíîæåñòâî îäíî, òî e ∈ C0, à åñëè äâà, òî e /∈ C0).

Òàê êàê â ãðàôå K5 íåò êðàòíûõ ð¼áåð, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
â ãðàôå G(Ci) ÷åòíà, òî e(Ci) ≥ 3 (äëÿ âñåõ i ∈ [0..6]). Òàêèì îáðàçîì,
21 ≤ |C0|+ · · ·+ |C6| = 2e(K5) = 20, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, K5 íå èìååò
ïðîñòîãî áàçèñà.

Ïî òåîðåìå 7.1 ìû èìååì dim C(K3,3) = e(K3,3) − v(K3,3) + 1 = 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C(K3,3) èìååò ïðîñòîé áàçèñ C1, . . . , C4. Ïóñòü C0 =
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C14C24C34C4. Êàê è âûøå, êàæäîå ðåáðî e ∈ E(K3,3) âõîäèò ðîâíî
â äâà èç ìíîæåñòâ C0, C1, . . . , C4.

Òàê êàê â ãðàôå K3,3 íåò êðàòíûõ ð¼áåð è íå÷åòíûõ öèêëîâ, à ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû â ãðàôå G(Ci) ÷åòíà, òî e(Ci) ≥ 4 (äëÿ âñåõ i ∈ [0..4]).
Òàêèì îáðàçîì, 20 ≤ |C0| + · · · + |C4| = 2e(K3,3) = 18, ÷òî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, K3,3 íå èìååò ïðîñòîãî áàçèñà.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò íè ïîäðàçáèåíèÿK5,
íè ïîäðàçáèåíèÿK3,3 è ïîòîìó ââèäó òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî (6.2) ãðàôG
ïëàíàðåí.

Ëåììà 7.5. Ïóñòü G � òð¼õñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî ãðàíèö åãî ãðàíåé åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî åãî íåðàçäåëÿþùèõ
èíäóöèðîâàííûõ öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � íåðàçäåëÿþùèé öèêë â G (äàæå íå îáÿçà-
òåëüíî èíäóöèðîâàííûé). Òîãäà â îäíîé èç ÷àñòåé, íà êîòîðûå C äåëèò
ïëîñêîñòü, íåò âåðøèí ãðàôà G, òî åñòü, C � ãðàíèöà îäíîé èç ãðàíåé
ãðàôà G.

Íàîáîðîò, ïóñòü öèêë C � ãðàíèöà ãðàíè D ãðàôà G. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî C ñîäåðæèò õîðäó xy. Âåðøèíû x è y äåëÿò öèêë C íà äâå äó-
ãè C1 è C2. Ãðàô G − x − y äîëæåí áûòü ñâÿçåí ââèäó òð¼õñâÿçíîñòè
ãðàôà G, ïîýòîìó ó öèêëà C äîëæíà áûòü òðàíñâåðñàëü P , êîíöû êî-
òîðîé � âíóòðåííèå âåðøèíû äóã C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî
è äèàãîíàëü xy, è òðàíñâåðñàëü P äîëæíû ïðîõîäèòü âíå ãðàíè D, íî
òîãäà îíè ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî íåâîçìîæíî.

Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G − V (C) ñâÿçåí. Ïóñòü u, v ∈ V (G) \ V (C). Ïî
òåîðåìå Óèòíè (5.2), â òð¼õñâÿçíîì ãðàôå G ñóùåñòâóþò òðè âåðøèííî
íåïåðåñåêàþùèåñÿ uv-ïóòè P1, P2 è P3, êîòîðûå äåëÿò ïëîñêîñòü íà òðè
÷àñòè. Ãðàíü D ëåæèò â îäíîé èç ýòèõ ÷àñòåé, ïóñòü ýòî ÷àñòü, ãðàíèöà
êîòîðîé îáðàçîâàíà ïóòÿìè P2 è P3. Òîãäà ïóòü P1 íå ïåðåñåêàåòcÿ ñ
ãðàíèöåé ãðàíè D � öèêëîì C, à çíà÷èò, âåðøèíû u è v ñâÿçàíû â G−
V (C).

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ãðàíè ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûì
íåðàçäåëÿþùèì öèêëîì.

Òåîðåìà 7.4. (A.Kelmans, 1978.) Òð¼õñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïëà-
íàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî ðåáðî ëåæèò íå áîëåå,
÷åì íà äâóõ íåðàçäåëÿþùèõ èíäóöèðîâàííûõ öèêëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü G � òð¼õñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô. Òîãäà
êàæäîå åãî ðåáðî ïðèíàäëåæèò ãðàíèöàì ðîâíî äâóõ ãðàíåé, à ãðàíèöû
ãðàíåé ãðàôà G â òî÷íîñòè åñòü âñå åãî íåðàçäåëÿþùèå èíäóöèðîâàííûå
öèêëû ïî ëåììå 7.5.
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⇐. Ïóñòü G � òð¼õñâÿçíûé ãðàô, ó êîòîðîãî êàæäîå ðåáðî ïðèíàä-
ëåæèò íå áîëåå, ÷åì äâóì íåðàçäåëÿþùèì èíäóöèðîâàííûì öèêëàì. Ïî
òåîðåìå 7.2 ó öèêëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C(G) ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ð¼-
áåðíûõ ìíîæåñòâ íåðàçäåëÿþùèõ èíäóöèðîâàííûõ öèêëîâ, è òàêîé áà-
çèñ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Òîãäà ïî òåîðåìå 7.3 ãðàô G ïëàíà-
ðåí.

Íåïîñðåäñòâåííî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.4 ñëåäóåò åùå îäíî
óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 7.3. Ïóñòü G � òð¼õñâÿçíûé ãðàô, ïðè÷åì êàæäîå åãî ðåá-
ðî ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì äâóì íåðàçäåëÿþùèì èíäóöèðîâàííûì
öèêëàì. Òîãäà êàæäîå ðåáðî ãðàôà G ïðèíàäëåæèò ðîâíî äâóì íåðàç-
äåëÿþùèì èíäóöèðîâàííûì öèêëàì.



Ãëàâà 8

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Îñíîâíûì ïðåäìåòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ áóäåò îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G.

8.1 Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü

8.1.1 Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè

Îïðåäåëåíèå 8.1. Âåðøèíû a è b îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íàçîâåì
ñâÿçàííûìè, åñëè â ãðàôå G ñóùåñòâóþò ïóòè èç a â b è èç b â a.

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå
äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìíî-
æåñòâî âåðøèí V (G) îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòî íà êëàññû ïîïàðíî ñâÿçàííûõ
âåðøèí, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
Î÷åâèäíà àíàëîãèÿ ñ îïðåäåëåíèåì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íåîðèåíòèðî-
âàííûõ ãðàôîâ.

Ïîñòðîèì äëÿ íàøåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ãðàô êîìïîíåíò
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè C(G), âåðøèíû êîòîðîãî � êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿç-
íîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G. Ïðîâåäåì â ãðàôå C(G) ñòðåëêó
Vi → Vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G åñòü õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà,
íàïðàâëåííàÿ îò Vi ê Vj.

Ëåììà 8.1. Äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Â îðãðàôå C(G) íåò öèêëîâ.
2) Äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè Vi èíäóöèðîâàííûé

ïîäãðàô G(Vi) ñèëüíî ñâÿçåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü â C(G) åñòü öèêë
V1 → V2 → · · · → Vk → V1. Òîãäà â ãðàôå G âñå âåðøèíû èç ∪ki=1 Vi
ïîïàðíî ñâÿçàíû è, ñëåäîâàòåëüíî, âõîäÿò â îäíó êîìïîíåíòó ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè. Ïðîòèâîðå÷èå.

2) Ïóñòü w1, w2 ∈ Vi. Òîãäà ñóùåñòâóåò w1w2-ïóòü S è w2w1-ïóòü T
â ãðàôå G. Ïîíÿòíî, ÷òî âñå âåðøèíû èç V (S) ∪ V (T ) 3 w1, w2 ñâÿçàíû
â ãðàôå G, ñëåäîâàòåëüíî, V (S) ∪ V (T ) ⊂ Vi, òî åñòü, âåðøèíû w1 è w2

ñâÿçàíû â G(Vi). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G(Vi) ñèëüíî ñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïóñòü Vi � êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòè-
ðîâàííîãî ãðàôà G. Íàçîâåì ýòó êîìïîíåíòó ïðîìåæóòî÷íîé, åñëè â
ãðàôå C(G) ñóùåñòâóåò ñòðåëêà, âõîäÿùàÿ â Vi, è ñóùåñòâóåò ñòðåëêà,
âûõîäÿùàÿ èç Vi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì êîìïîíåíòó Vi êðàéíåé.

Òàê êàê â C(G) íåò öèêëîâ, òî ëþáîé ïóòü â ýòîì ãðàôå íà÷èíàåòñÿ â
âåðøèíå, èç êîòîðîé âñå ðåáðà âûõîäÿò, è çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå, â êî-
òîðóþ âñå ðåáðà âõîäÿò. Òàêèå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò êðàéíèì êîìïî-
íåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ êîì-
ïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ëåæèò â C(G) íà
ïóòè ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ êðàéíèìè êîìïîíåíòàìè.

Èòàê, ìû îïèñàëè ñòðóêòóðó êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòè-
ðîâàííîãî ãðàôà.

Çàäà÷à 8.1. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 200 âåðøèí, èç êàæäîé âåðøèíû
âûõîäèò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà è â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò õîòÿ áû îäíà
ñòðåëêà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü íå áîëåå 100 íîâûõ ñòðåëîê
òàê, ÷òîáû ýòîò îðãðàô ñòàë ñèëüíî ñâÿçíûì. (Ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè
ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ñòðåëîê.)

8.1.2 Ìèíèìàëüíûå ñèëüíî ñâÿçíûå ãðàôû

Êàê ìû çíàåì, èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G ìîæíî âûäåëèòü îñòîâíîå
äåðåâî (ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà G).
Òàê êàê â äåðåâå íà n âåðøèíàõ ðîâíî n− 1 ðåáðî, òî äëÿ �îáåñïå÷åíèÿ
ñâÿçíîñòè� n-âåðøèííîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G äîñòàòî÷íî îñòàâèòü n − 1
ðåáðî, à âîò íèêàêèõ n− 2 ðåáåð, ïîíÿòíîå äåëî, íå õâàòèò.

À êàê îáñòîèò äåëî ñ àíàëîãè÷íûì âîïðîñîì äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà?

Ëåììà 8.2. Äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íà n âåð-
øèíàõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòî-
ðîì íå áîëåå 2n− 2 ñòðåëîê.
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2) Åñëè â ãðàôå G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâåäåíî íå
áîëåå îäíîé ñòðåëêè, òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô
ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 3 ñòðåëîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âûáåðåì ëþáóþ âåðøèíó v ãðàôà G. Ïîñòðîèì
èñõîäÿùåå äåðåâî âåðøèíû v. Êîðíåì ýòîãî äåðåâà áóäåò ñàìà âåðøèíà v,
â ïåðâûé óðîâåíü âîéäóò âåðøèíû, â êîòîðûå âûõîäÿò ñòðåëêè èç v, è òàê
äàëåå: â k-é óðîâåíü âîéäóò íå âîøåäøèå â ïðåäûäóùèå óðîâíè âåðøèíû,
â êîòîðûå âûõîäÿò ñòðåëêè èç âåðøèí (k − 1)-ãî óðîâíÿ. Èç ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè ãðàôà G ñëåäóåò, ÷òî â ýòè óðîâíè âîéäóò âñå âåðøèíû ãðàôà.
Êàæäàÿ îòëè÷íàÿ îò v âåðøèíà ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê äåðåâó ñ ïîìîùüþ
îäíîé ñòðåëêè, âûõîäÿùåé ê íåé èç ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ. Àíàëîãè÷íî
ïîñòðîèì âõîäÿùåå äåðåâî âåðøèíû v. Ïîíÿòíî, ÷òî îñòîâíûé ïîäãðàô
ãðàôà G, ïîëó÷åííûé îáúåäèíåíèåì ýòèõ äâóõ äåðåâüåâ, áóäåò ñèëüíî
ñâÿçíûì è ñîäåðæèò íå áîëåå 2n− 2 ñòðåëîê.

2) Î÷åâèäíî, â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå åñòü öèêë Z.
Ïóñòü â íåì k âåðøèí. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî k > 2. Ïîñòðîèì íîâûé
ãðàô G′, îáúåäèíèâ âñå âåðøèíû öèêëà Z â îäíó âåðøèíó z. (Âñå ñòðåë-
êè, ñîåäèíÿþùèå îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà G ñ âåðøèíàìè öèêëà Z, â
íîâîì ãðàôå áóäóò ñîåäèíÿòü ýòè æå âåðøèíû ñ z. Âîçìîæíî, â ãðàôå G′

ïîÿâÿòñÿ êðàòíûå ñòðåëêè.) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô G′ íà n− k + 1 âåð-
øèíàõ òàêæå áóäåò ñèëüíî ñâÿçíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó 1 â íåì
ìîæíî îñòàâèòü 2(n− k) ñòðåëîê, îáåñïå÷èâàþùèõ åãî ñâÿçíîñòü. Â ãðà-
ôå G ê ýòèì ñòðåëêàì ìû äîáàâèì k ñòðåëîê öèêëà Z è ïîëó÷èì ñèëüíî
ñâÿçíûé îñòîâ, â êîòîðîì 2(n− k) + k ≤ 2n− 3 ñòðåëîê.

Çàäà÷à 8.2. Äëÿ âñåõ v ≥ 3 ïîñòðîéòå ïðèìåðû îðãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ
îöåíêè èç ôàêòà 8.2 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Çàäà÷à 8.3. Äàí îðãðàô G ñ n ≥ 4 âåðøèíàìè, â êîòîðîì èç êàæäîé
âåðøèíû âûõîäèò õîòÿ áû äâå ñòðåëêè è ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû
íå áîëåå, ÷åì îäíîé ñòðåëêîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðåëêà
e ∈ A(G), ÷òî îðãðàô G− e ñèëüíî ñâÿçåí.

8.2 Ñèëüíàÿ k-ñâÿçíîñòü

Ìû îïðåäåëèì ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå, êàê
â îáû÷íîì. Â ýòîì ðàçäåëå D � îðãðàô.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïóñòü D � îðãðàô, X, Y ⊂ V (D), R ⊂ V (D)∪A(D).
1) Íàçîâåì ìíîæåñòâîR ðàçäåëÿþùèì, åñëè îðãðàôD−R íå ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî ñâÿçíûì.
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2) Îðãðàô D íàçûâàåòñÿ ñèëüíî k-ñâÿçíûì, åñëè îí íå èìååò ðàçäå-
ëÿþùåãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ìåíåå ÷åì k âåðøèí.

3) Ïóñòü X 6⊂ R, Y 6⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî R îòäåëÿåò ìíî-
æåñòâà X îò ìíîæåñòâà Y , åñëè â îðãðàôå D − R íè äëÿ êàêèõ âåð-
øèí vx ∈ X è vy ∈ Y íåò vxvy-ïóòè.

Çàìå÷àíèå 8.1. Ãëàâíîå îòëè÷èå ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ â îðèåíòèðî-
âàííîì ãðàôå îò íåîðèåíòèðîâàííîãî ñëó÷àÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî R
ìîæåò îòäåëÿòü X îò Y , íî íå îòäåëÿòü Y îò X.

Äëÿ ñèëüíî k-ñâÿçíîãî ãðàôà âûïîëíÿþòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ìåíãåðà
(ñì. ðàçäåë 5.1). Áîëåå òîãî, ó ñëåäóþùèõ òåîðåì äîêàçàòåëüñòâà ïîõîæè
íà äîêàçàòåëüñòâà èõ íåîðèåíòèðîâàííûõ àíàëîãîâ.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü X, Y ⊂ V (D), |X| ≥ k, |Y | ≥ k è ëþáîå ìíîæåñòâî
R ⊂ V (G), îòäåëÿþùåå X îò Y , ñîäåðæèò õîòÿ áû k âåðøèí. Òîãäà â
îðãðàôå D ñóùåñòâóþò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ XY -ïyòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.1. Èíäóêöèÿ
ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â îðãðàôå. Äîêàçûâàÿ óòâåðæäåíèå äëÿ îðãðàôà
D è ïàðû ìíîæåñòâ X, Y ìû áóäåì ñ÷èòàòü óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàí-
íûì äëÿ âñåõ ìåíüøèõ ãðàôîâ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî R èç k âåðøèí, îòäåëÿþùåå X îò Y .
Òîãäà X \R 6= ∅ è Y \R 6= ∅. Îòìåòèì, ÷òî íèêàêîé XR-ïóòü íå ñîäåð-
æèò âåðøèíû èç Y \R (èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû XY -ïóòü, íå ñîäåðæàùèé
íè îäíîé âåðøèíû ìíîæåñòâà R). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ìíîæåñòâî S,
îòäåëÿþùåå X îò R â îðãðàôå Dx = D − (Y \ R), îòäåëÿåò X îò R è â
D. Íî òîãäà S îòäåëÿåò X îò Y â îðãðàôå D, cëåäîâàòåëüíî, |S| ≥ k.

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò k íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ XR-ïóòåé â ãðàôå Dy, à ñëåäîâàòåëüíî, è â îðãðàôå D.
Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ RY -ïóòåé â îððàôå D. Îò-
ìåòèì, ÷òî íèêàêîé XR-ïóòü íå ïåðåñåêàåò íèêàêîé RY -ïóòü (èíà÷å ñó-
ùåñòâîâàë áû XY -ïóòü, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîé âåðøèíû ìíîæåñòâà
R). Òàê êàê |R| = k, òî ìû ìîæåì ñîñòûêîâàòü XR-ïóòè è RY -ïóòè ïî
âåðøèíàì ìíîæåñòâà R, ïîëó÷èâ k íåïåðåñåêàþùèõñÿ XY -ïóòåé â D.

2. Íåò ìíîæåñòâà èç k âåðøèí, ðàçäåëÿþùåãî X è Y . Ñëó÷àé, êî-
ãäà â D íåò ñòðåëîê, î÷åâèäåí. Ïóñòü A(D) 6= ∅. Òîãäà óäàëèì èç ãðàôà
ïðîèçâîëüíóþ ñòðåëêó xy. Åñëè óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ â ìåíü-
øåì îðãðàôå D−xy, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âûïîëíÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ D − xy, à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ îðãðàôà D.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî T ⊂ V (G),
|T | ≤ k−1, îòäåëÿþùååX îò Y âD−xy. ÏóñòüX ′ = X\T , Y ′ = Y \T , ýòè
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ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, íåïóñòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü Tx = T ∪ {x},
Ty = T∪{y} Ëþáîé ïóòü èçX ′ â Y ′ â îðãðàôåD ïðîõîäèò ïî ðåáðó xy èëè
ïî âåðøèíå ìíîæåñòâà T . Ïóñòü x 6∈ Y ′. Åñëè X ′ 6= {x}, òî ëþáîé ïóòü èç
X ′\{x} â Y ′ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç âåðøèí ìíîæåñòâà Tx, ñëåäîâàòåëüíî,
Tx îòäåëÿåò X îò Y â D, ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (ìíîæåñòâî Tx ñîñòîèò
íå áîëåå ÷åì èç k−1 âåðøèíû). Çíà÷èò, X ′ = {x}. Àíàëîãè÷íî, Y ′ = {y}.

Òàêèì îáðàçîì, T ⊃ X \ {x} è T ⊃ Y \ {y}. Ó÷èòûâàÿ |T | ≤ k − 1,
|X| ≥ k è |Y | ≥ k, ìû ïîëó÷àåì

X \ {x} = Y \ {y} = T è |T | = k − 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî óâèäåòü èñêîìûå ïóòè � ýòî ñòðåëêà xy è k − 1
îáùàÿ âåðøèíà èç T = X ∩ Y .

Ñëåäñòâèå 8.1. 1) Ïóñòü âåðøèíû x, y ∈ V (D), xy /∈ A(D) è ëþáîå
ìíîæåñòâî R ⊂ V (D), îòäåëÿþùåå x îò y, ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì k
âåðøèí. Òîãäà â D ñóùåñòâóåò k ïóòåé èç x â y, íå èìåþùèõ îáùèõ
âíóòðåííèõ âåðøèí.

2) Ïóñòü x ∈ V (D), Y ⊂ V (D), |Y | ≥ k è ëþáîå ìíîæåñòâî R ⊂
V (D), îòäåëÿþùåå x îò Y , ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì k âåðøèí. Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò x äî ðàçëè÷íûõ âåðøèí ìíî-
æåñòâà Y .

3) Ïóñòü X ⊂ V (D), y ∈ V (D), |X| ≥ k è ëþáîå ìíîæåñòâî R ⊂
V (D), îòäåëÿþùåå X îò y, ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì k âåðøèí. Òîãäà
ñóùåñòâóþò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò ðàçëè÷íûõ âåðøèí ìíîæå-
ñòâà X äî y.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ëþáîé ïðîñòîé xy-ïóòü âD èä¼ò èç x â x1 ∈ N+
D(x),

äàëåå â y1 ∈ N−D(y) è çàòåì â y (âîçìîæíî, âåðøèíû x1 è y1 ñîâïàäàþò).
Òîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî âåðøèí R, îòäåëÿþùåå N+

D(x) îò N−D(y), îòäå-
ëÿåò âåðøèíó x îò âåðøèíû y. Ñëåäîâàòåëüíî, |R| ≥ k. Ïîíÿòíî, ÷òî
|N+

D(x)| ≥ k è |N−D(y)| ≥ k. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.1 ñóùåñòâóåò k íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ N+

D(x)N−D(y)-ïóòåé. Òåïåðü ëåãêî íàéòè è k íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì xy-ïóòåé.

2) Î÷åâèäíî, |N+
D(x)| ≥ k. Òàê êàê x 6∈ Y , ëþáîå ìíîæåñòâî âåðøèí

R, îòäåëÿþùåå N+
D(x) îò Y , îòäåëÿåò âåðøèíó x îò ìíîæåñòâà Y . Ñëåäî-

âàòåëüíî, |R| ≥ k. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.1 ñóùåñòâóåò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ
N+
D(x)Y -ïóòåé â îðãðàôå D, à ñëåäîâàòåëüíî, è k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïó-

òåé îò x äî ðàçëè÷íûõ âåðøèí ìíîæåñòâà Y .
3) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2.

Ñëåäñòâèå 8.2. Ïóñòü D � ñèëüíî k-ñâÿçíûé îðãðàô. Òîãäà âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x, y ∈ V (D) ñóùåñòâóåò k ïóòåé èç x â
y, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

2) Ïóñòü x ∈ V (D), Y ⊂ V (D), |Y | ≥ k. Òîãäà ñóùåñòâóþò k íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò x äî ðàçëè÷íûõ âåðøèí ìíîæåñòâà Y .

3) Ïóñòü X ⊂ V (D), y ∈ V (D), |X| ≥ k. Òîãäà ñóùåñòâóþò k íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé îò ðàçëè÷íûõ âåðøèí ìíîæåñòâà X äî y.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èíäóêöèÿ ïî k, áàçà äëÿ k = 1 î÷åâèäíà. Äîêàæåì
óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñèëüíî k-ñâÿçíîãî îðãðàôà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíî äîêàçàíî
äëÿ îðãðàôîâ ìåíüøåé ñâÿçíîñòè.

Åñëè âåðøèíû x è y íåñìåæíû, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñëåä-
ñòâèÿ 8.1. Ïóñòü âåðøèíû x è y ñìåæíû. Åñëè â D−xy íåëüçÿ îòäåëèòü x
îò y ìíîæåñòâîì èç k− 2 âåðøèí, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ñóùåñòâóåò k − 1 íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âíóòðåííèì âåðøèíàì xy-ïóòåé
â D − xy, à åùå îäèí ïóòü � ýòî ñòðåëêà xy.

Ïóñòü T ⊂ V (D) îòäåëÿåò x îò y â D − xy è |T | ≤ k − 2. Íî T
íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì â D. Ñëåäîâàòåëüíî, â îðãðàôå
D−T−xy ãðàô êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè � ïðîñòîé ïóòü ñ êðàéíèìè
êîìïîíåíòàìè Ux 3 x (èç íåå íåò èñõîäÿùèõ ñòðåëîê) è Uy 3 y. Åñëè
Ux 6= {x}, òî ìíîæåñòâî T ∪ {x} ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì â îðãðàôå D
(îòäåëÿåò Ux \ {x} îò Uy). Íî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ìåíåå ÷åì k
âåðøèí, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Ux = {x}. Íî òîãäà d+

D(x) ≤ k−1
(ñòðåëêè èç x ìîãóò âûõîäèòü òîëüêî â T ∪ {y}), ïðîòèâîðå÷èå.

2) Äîáàâèì íîâóþ âåðøèíó y c N+
D(y) = N−D(y) = Y . Ëåãêî ïîíÿòü,

÷òî ïîëó÷åííûé îðãðàô D′ ñèëüíî k-ñâÿçåí. Ïî ïóíêòó 1 â íåì åñòü k
ïóòåé áåç îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí èç x â y. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåä y âñå
ýòè ïóòè ïðîõîäÿò ÷åðåç Y , ïðè÷åì â ðàçíûõ òî÷êàõ.

3) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2.

8.3 Òóðíèðû

Îïðåäåëåíèå 8.4. Òóðíèðîì, èëè ïîëíûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì
íàçîâåì îðãðàô, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíîé
ñòðåëêîé.

Ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû íàçûâàþò òóðíèðàìè, òàê êàê ñ èõ
ïîìîùüþ óäîáíî èçîáðàæàòü îäíîêðóãîâûå òóðíèðû áåç íè÷üèõ.

Ëåììà 8.3. 1) Â òóðíèðå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

2) Â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñóùåñòâîâàíèå ãàìèëüòîíîâà ïóòè â ëþáîì òóð-
íèðå íåñëîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí.

2) Ðàññìîòðèì â íàøåì òóðíèðå ìàêñèìàëüíûé íåñàìîïåðåñåêàþùèé-
ñÿ îðèåíòèðîâàííûé öèêë a1a2 . . . ak. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåãî âîøëè íå
âñå âåðøèíû ãðàôà, ïóñòü âåðøèíà b íå âîøëà â ýòîò öèêë. Ïóñòü íå
âñå ñòðåëêè îò b ê íàøåìó öèêëó îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî, òîãäà ñó-
ùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû öèêëà ai è ai+1 òàêèå, ÷òî ñòðåëêè
îðèåíòèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ai → b è b→ ai+1 (ñì. ðèñóíîê 8.1a).
Òîãäà íåñëîæíî óäëèíèòü íàø ìàêñèìàëüíûé öèêë, âñòàâèâ âåðøèíó b
ìåæäó ai è ai+1, ïðîòèâîðå÷èå.

b

b

b

a

b

i

ai+1

b

b

b

a

b

i

ai+1

a b

Ðèñ. 8.1: Ãàìèëüòîíîâ öèêë â òóðíèðå.

Ïóñòü èç âñåõ âåðøèí öèêëà ñòðåëêè âõîäÿò â b. Ïî ñèëüíîé ñâÿç-
íîñòè ãðàôà ñóùåñòâóåò ïóòü S îò b äî öèêëà, ïóñòü ýòîò ïóòü âïåðâûå
ïåðåñåêàåò íàø öèêë â âåðøèíå ai+1 (ñì. ðèñóíîê 8.1b). Òîãäà, îïÿòü æå,
íåñëîæíî óäëèíèòü íàø ìàêñèìàëüíûé öèêë, çàìåíèâ ñòðåëêó ai → ai+1

íà ñòðåëêó ai → b è ó÷àñòîê ïóòè S îò b äî ai+1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé,
êîãäà èç b âûõîäÿò ðåáðà êî âñåì âåðøèíàì öèêëà, àíàëîãè÷åí.

Êàê ìû çíàåì, â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå G ñóùåñòâóåò âåðøèíà, óäà-
ëåíèå êîòîðîé íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà (â êà÷åñòâå òàêîé âåð-
øèíû ïîäîéäåò ëþáàÿ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà ïðîèçâîëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà
ãðàôà G). Àíàëîãè÷íûé ôàêò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
ôà íåâåðåí, ìû äîêàæåì åãî äëÿ òóðíèðîâ.

Òåîðåìà 8.2. Â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå G ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå âåðøè-
íàìè ñóùåñòâóþò äâå òàêèå âåðøèíû a, b ∈ V (G), ÷òî òóðíèðû G− a
è G− b � ñèëüíî ñâÿçíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â íàøåì ãðàôå ãàìèëüòîíîâ öèêë
a1a2 . . . ak (îí ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 8.3, íóìåðàöèÿ âåðøèí � öèêëè÷å-
ñêàÿ). Åñëè äëÿ êàêîãî-òî i ñóùåñòâóåò ðåáðî ai → ai+2, òî íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî ãðàô G− ai+1 ñèëüíî ñâÿçåí. Åñëè òàêèõ ðåáåð õîòÿ áû äâà,
òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì îäíî ðåáðî âèäà
ai → ai+2. Òîãäà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ai+2 → ai ∈ A(G) ïðè i 6= k,
à îðèåíòàöèÿ ðåáðà akak+2 = aka2 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.
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a b
b

b b

b

b b

b

k
1

a

a2

a3

b a

b

b

b

b

b

b

k
1

a

a2

a3

Ðèñ. 8.2: Óäàëåíèå âåðøèíû ak ñ ñîõðàíåíèåì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

Äîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå îðãðàô G−ak ñèëüíî ñâÿçåí. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü èç ak−1 â a1. Ýòî íåñëîæíî:
ïî ñòðåëêàì-äèàãîíàëÿì ãàìèëüòîíîâà öèêëà ñóùåñòâóåò ïóòü

ak−1 → ak−3 → . . . ,

ïðèõîäÿùèé, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k−1, â a1 (ñì. ðèñóíîê 8.2a) èëè
â a2 (ñì. ðèñóíîê 8.2b). Âî âòîðîì ñëó÷àå äîïîëíèì ýòîò ïóòü ó÷àñòêîì
a2 → a3 → a1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïóòü èç ak−1 â a1, òî åñòü, ãðàô
G − ak ñèëüíî ñâÿçåí. Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ïîëüçîâàëèñü ïðè ýòîì ð¼á-
ðàìè aka2 è akak−2, èõ îðèåíòàöèÿ íå èìååò äëÿ íàñ çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó
àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàô G− ak−2 ñèëüíî ñâÿçåí.

Çàäà÷à 8.4. a) Ïóñòü G � òóðíèð ñ n âåðøèíàìè (n 6= 3, n 6= 5). Òîãäà
â íåì ñóùåñòâóåò òàêîé ãàìèëüòîíîâ ïóòü a1 → a2 → · · · → an, ÷òî åãî
êîíöû ñîåäèíåíû ñòðåëêîé a1 → an.

á) Íàéäèòå âñå òóðíèðû íà 3 è 5 âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðûõ òàêîãî ãà-
ìèëüòîíîâà ïóòè íå ñóùåñòâóåò.

Îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè ëåììû 8.1 è òîãî, ÷òî ëþáûå äâå âåð-
øèíû òóðíèðà ñîåäèíåíû ñòðåëêîé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòðóêòó-
ðà êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè òóðíèðíîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öåïü V1V2 . . . Vm, â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò Vi è Vj,
ãäå i < j, âñå ðåáðà ãðàôà îðèåíòèðîâàíû îò Vi ê Vj.

Çàäà÷à 8.5. Äàí òóðíèð G ñ n ≥ 7 âåðøèíàìè.
a) Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì òóðíèðå ìîæíî âûáðàòü âåðøèíó v è ïî-

ìåíÿòü íàïðàâëåíèå âñåõ ñòðåëîê ñ êîíöàìè â v òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ
ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèð.

á) Íàéäèòå âñå òóðíèðû ìåíåå, ÷åì ñ 7 âåðøèíàìè, äëÿ êîòîðûõ òàêîé
âåðøèíû íåò.
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8.3.1 Öèêëû â ñèëüíî ñâÿçíûõ òóðíèðàõ

Òåîðåìà 8.3. (J.W.Moon, 1966.) Äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî òóðíèðà G
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ïóñòü v ∈ V (G), 3 ≤ k ≤ v(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë
äëèíû k, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v.

2) Äëÿ ëþáîãî k ∈ N, 3 ≤ k ≤ v(G), â îðãðàôå G ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû v(G) + 1− k ïðîñòûõ öèêëîâ äëèíû k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì k è áóäåì äîêàçûâàòü îáà óòâåðæäåíèÿ
èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí ãðàôà G. Ïðè v(G) = k îáà óòâåðæäå-
íèÿ ñëåäóþò èç ïóíêòà 2 ëåììû 8.3: â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå G åñòü
ãàìèëüòîíîâ öèêë.

1) Ïóñòü v(G) > k. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà
w 6= v, ÷òî ãðàô G− w � ñèëüíî ñâÿçíûé. Òàê êàê

3 ≤ k ≤ v(G)− 1 = v(G− w),

ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â òóðíèðå G − w åñòü ïðîñòîé öèêë
äëèíû k, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v. Ýòîò æå öèêë åñòü è â ãðàôå G.

2) Ïóñòü v(G) > k. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà w,
÷òî ãðàô G− w � ñèëüíî ñâÿçíûé. Â ãðàôå G− w ñóùåñòâóåò íå ìåíåå
v(G − w) + 1 − k = v(G) − k ïðîñòûõ öèêëîâ äëèíû k. Ïî ïóíêòó 1 â
ãðàôå G ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë äëèíû k, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó
w, ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G íå ìåíåå, ÷åì v(G)− k + 1 ïðîñòûõ öèêëîâ
äëèíû k.

×òî èíòåðåñíî, îöåíêà èç ïóíêòà 2 òåîðåìû 8.3 òî÷íà è, áîëåå òî-
ãî, äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèð, íà êîòîðîì äî-
ñòèãàåòñÿ ìèíèìóì êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ öèêëîâ äëèíû k äëÿ êàæäîãî
k ∈ [3..v(G)], à çíà÷èò, è ìèíèìóì ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà öèêëîâ. Ýòîò
òóðíèð Gn òàêîâ: ïóñòü V (Gn) = {v1, . . . , vn}, â ãðàôå åñòü îðèåíòèðî-
âàííûé ïóòü P = a1 → a2 → · · · → an, à äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ i, j,
ãäå j ≥ i + 2, ñòðåëêà aj → ai ∈ A(G) (òî åñòü, âñå îñòàëüíûå ñòðåëêè
îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïóòè P ). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
äëÿ ýòîãî òóðíèðà íåðàâåíñòâà èç òåîðåìû 8.3 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ k
îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î ìàêñèìóìå êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ öèêëîâ äëè-
íû k > 3 â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå ñ ÷èñëîì âåðøèí áîëåå k îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.
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8.3.2 Ãàìèëüòîíîâû ïóòè â òóðíèðíîì ãðàôå

Îïðåäåëåíèå 8.5. Êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â îðãðàôåG áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç h(G).

Òåîðåìà 8.4. (L.Redei, 1934.) Êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â
òóðíèðå íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí ãðàôà. Áàçà äëÿ
òóðíèðà íà äâóõ âåðøèíàõ î÷åâèäíà, äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé
â òóðíèðå G:

h(G, ab) � ýòî êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ðåáðî
ab (â òîì íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì îíî åñòü â òóðíèðíîì ãðàôå G);

h(G, abc) � ýòî êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ó÷à-
ñòîê a→ b→ c;

h(G, |a) è h(G, a|)� ýòî êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé ãðàôà G,
íà÷èíàþùèõñÿ è êîí÷àþùèõñÿ â a ñîîòâåòñòâåííî;

h(G, |ab) � êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â a è
ïðîõîäÿùèõ ïî ñòðåëêå a→ b;

h(G, ab|) � êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ïî ñòðåëêå
a→ b è êîí÷àþùèõñÿ â b.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. ×åòíîñòü êîëè÷åñòâà ãàìèëüòî-
íîâûõ ïóòåé â òóðíèðå íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü íàïðàâëåíèå îä-
íîé ñòðåëêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òóðíèðûG èG′ îòëè÷àþòñÿ åäèíñòâåííîé ñòðåë-
êîé: ab ∈ A(G), ba ∈ A(G′) (ñì. ðèñóíîê 8.3a). Îòìåòèì, ÷òî

h(G)− h(G′) = h(G, ab)− h(G′, ab) (8.1)

è ïîòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷åòíîñòü h(G, ab)− h(G′, ab).

a b
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b b
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Ðèñ. 8.3: Ãðàôû G, G′, Hx, H ′x.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó x ∈ V (G)\{a, b}. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ (ñì. ðèñóíîê 8.3b)
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Hx � ýòî ãðàô G − b, â êîòîðîì, âîçìîæíî, èçìåíåíî íàïðàâëåíèå
ñòðåëêè ìåæäó a è x : ax ∈ A(Hx);

H ′x � ýòî ãðàô G − b, â êîòîðîì, âîçìîæíî, èçìåíåíî íàïðàâëåíèå
ñòðåëêè ìåæäó a è x : xa ∈ A(Hx).

Êàê ìû çíàåì èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ,

h(Hx) ≡ h(H ′x) ≡ h(G− b) (mod 2).

Ãðàôû Hx è H ′x îòëè÷àþòñÿ îðèåíòàöèåé îäíîãî ðåáðà ax, ãðàô G − b
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ãðàôîâ Hx è H ′x. Ñëåäîâàòåëüíî,

h(G− b)− h(Hx) = h(G− b, ax)− h(Hx, ax) è

h(G− b)− h(H ′x) = h(G− b, ax)− h(H ′x, ax),

îòêóäà
h(G− b, ax) ≡ h(Hx, ax) ≡ h(H ′x, ax) (mod 2).

Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü âûâîä

h(G, ab) = h(G, ab|) +
∑

x∈N+
G(b)

h(G, abx) = h(G− b, a|) +
∑

x∈N+
G(b)

h(Hx, ax) ≡

≡ h(G− b, a|) +
∑

x∈N+
G(b)

h(G− b, ax) (mod 2). (8.2)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

h(G′, ab) = h(G′, |ba)+
∑

y∈N−
G′ (b)

h(G′, yba) = h(G−b, |a)+
∑

y∈N−
G′ (b)

h(H ′y, ya) ≡

≡ h(G− b, |a) +
∑

y∈N−
G′ (b)

h(G− b, ay) (mod 2). (8.3)

Ñëîæèâ ñðàâíåíèÿ (8.2) è (8.3) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

N+G(b) ∪N−G′(b) = V (G) \ {a, b}

(ñì. ðèñóíîê 8.3a), ïîëó÷èì

h(G, ab)+h(G′, ab) ≡ h(G−b, a|)+h(G−b, |a)+
∑

y∈V (G)\{a,b}

h(G−b, ay) (mod 2).

(8.4)
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Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü ãðàôà G− b ëèáî ïðîõîäèò ÷å-
ðåç âåðøèíó a è â ýòîì ñëó÷àå ñîäåðæèò äâå èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a
ñòðåëêè, ëèáî íà÷èíàåòñÿ èëè êîí÷àåòñÿ â âåðøèíå a è â ýòîì ñëó÷àå
ñîäåðæèò îäíó èíöèäåíòíóþ âåðøèíå a ñòðåëêó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ
÷àñòü ñðàâíåíèÿ (8.4) ðàâíà 2 · h(G − b), è ïîòîìó ÷åòíà. Ââèäó ðàâåí-
ñòâà (8.1) óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ïðîñòî ïîìåíÿåì âñå ðåáðà òàê ÷òîáû îñòàëñÿ òîëüêî îäèí
ãàìèëüòîíîâ ïóòü è ïîëó÷èì, ÷òî â èñõîäíîì òóðíèðå êîëè÷åñòâî ãè-
ìèëüòîíîâûõ ïóòåé áûëî íå÷åòíûì.

Îïðåäåëåíèå 8.6. 1) Íàçîâ¼ì òóðíèð T íà n âåðøèíàõ òðàíçèòèâíûì,
åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü v1, . . . , vn òàê, ÷òî vivj ∈ A(T )
ïðè i < j.

2) Íàçîâ¼ì òóðíèð T íà n ≥ 3 âåðøèíàõ ïî÷òè òðàíçèòèâíûì, åñëè
åãî âåðøèíû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü v1, . . . , vn òàê, ÷òî vnv1 ∈ A(T ) è
vivj ∈ A(T ) ïðè i < j, (i, j) 6= (1, n).

Îòìåòèì, ÷òî ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèð, êîòîðûé ìîæíî ñäåëàòü òðàí-
çèòèâíûì, ïîìåíÿâ íàïðàâëåíèå ðîâíî îäíîé ñòðåëêè � ýòî ïî÷òè òðàí-
çèòèâíûé òóðíèð.

Èòàê, â ëþáîì òóðíèðå åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
â òðàíçèòèâíîì òóðíèðå ãàìèëüòîíîâ ïóòü åäèíñòâåíåí. Êàçàëîñü áû,
âîò îí, ìèíèìóì ÷èñëà ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â òóðíèðàõ! Íî ïîñìîòðèì
ãëóáæå: ïóñòü òóðíèð T íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, V1 → · · · → Vk �
åãî êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, Ti = T (Vi). Òîãäà, î÷åâèäíî, ëþáîé
ãàìèëüòîíîâ ïóòü òóðíèðà T äîëæåí ïðîõîäèòü ñíà÷àëà âñå âåðøèíû
èç V1, çàòåì � âåðøèíû èç V2, è òàê äàëåå, çàêàí÷èâàòüñÿ ïóòü áóäåò
âåðøèíàìè êîìïîíåíòû Vk. Ïîýòîìó h(T ) = h(T1) . . . h(Tk). Òåì ñàìûì,
èíòåðåñíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè ìèíèìóì êîëè÷åñòâà ãàìèëüòîíî-
âûõ ïóòåé â ñèëüíî ñâÿçíûõ òóðíèðàõ íà n âåðøèíàõ (åñòåñòâåííî, ïðè
n ≥ 3). Îáîçíà÷èì ýòîò ìèíèìóì ÷åðåç h(n). Ýòà çàäà÷à èìååò äîñòàòî÷-
íî èçÿùíîå ðåøåíèå, êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî ëèøü â 2005 ãîäó Áóøåì.
Îòìåòèì, ÷òî íà÷àë ýòè èññëåäîâàíèÿ Ìóí â 1972 ãîäó, ïîñòðîèâ ñåðèþ
ïðèìåðîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà èç òåîðåìû 8.5.

Òåîðåìà 8.5. (A.H.Busch, 2005.) Ïóñòü n ≥ 3, β = 3
√

5.

h(n) =


βn−1 ïðè n ≡ 1 (mod 3),
3 · βn−3 ≈ 1.026 · βn−1 ïðè n ≡ 0 (mod 3),
9 · βn−5 ≈ 1.053 · βn−1 ïðè n ≡ 2 (mod 3).

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì. Ïåðâàÿ èç íèõ î÷åâèäíà.
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Ëåììà 8.4. Â íåòðàíçèòèâíîì òóðíèðå T åñòü òðåóãîëüíèê (òî åñòü,
îðèåíòèðîâàííûé öèêë èç òð¼õ âåðøèí).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåòðàíçèòèâíîì òóðíèðå åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë,
ïóñòü C � ìèíèìàëüíûé öèêë òóðíèðà T . Òîãäà ýòîò öèêë ÿâëÿåòñÿ
òðåóãîëüíèêîì, èíà÷å, ðàññìîòðåâ ëþáóþ åãî äèàãîíàëü, ìîæíî íàéòè
ìåíüøèé öèêë.

Ëåììà 8.5. Ïóñòü T � ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèð. Òîãäà ëèáî T � ïî÷òè
òðàíçèòèâíûé, ëèáî ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà A,B ⊂ V (T ), ÷òî
|A|, |B| ≥ 3, A ∪ B = V (T ), A ∩ B = {w}, à òóðíèðû T (A) è T (B) �
ñèëüíî ñâÿçíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 8.3, â òóðíèðå T åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë
Z = a1a2 . . . an. Íóìåðàöèÿ âåðøèí � öèêëè÷åñêàÿ, òî åñòü ai+n = ai.
Âñå íå âõîäÿùèå â íåãî ñòðåëêè ìû íàçîâ¼ì äèàãîíàëÿìè, ïóñòü äëèíà
äèàãîíàëè aiaj � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n ÷èñëà j − i. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

1. Äëÿ êàæäîãî i âûïîëíÿåòñÿ aiai+2 ∈ A(T ).
Òîãäà ïóñòü A ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, B � èç a1

è âñåõ âåðøèí ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A∩B = {a1},
à èíäóöèðîâàííûå òóðíèðû T (A) è T (B) � ñèëüíî ñâÿçíûå.

2. Ñóùåñòâóåò äèàãîíàëü ai+2ai ∈ A(T ).
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1an−1 ∈ A(T ). Äîêàæåì, ÷òî
ïðè 1 ≤ i < j ≤ n − 1 äèàãîíàëü aiaj ∈ A(T ). Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà
âûáåðåì äèàãîíàëü axay ∈ A(T ), ãäå x > y è x − y � ìàêñèìàëüíî. Ïî-
íÿòíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé x 6= n−1 è y 6= 1. Ïóñòü
x 6= n−1 (âòîðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí). Òîãäà ayax+1 ∈ A(T ), ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ìíîæåñòâ A = {ay, ay+1, . . . , ax} è B = {ax+1, . . . , an, a1, . . . , ay}
èíäóöèðîâàííûå òóðíèðû T (A) è T (B) ñèëüíî ñâÿçíû, A∩B = {ay} (ñì.
ðèñóíîê 8.4a).

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ, êàê íàïðàâëåíû ñòðåëêè, èíöèäåíòíûå an. Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ [2..n− 2], ÷òî aian, anai+1 ∈ A(T ), òî ìíîæåñòâà

A = {an, a1, . . . , ai}, è B = {ai+1, ai+2, . . . , an}

òàêîâû, ÷òî òóðíèðû T (A) è T (B) ñèëüíî ñâÿçíû è A ∩ B = {an} (ñì.
ðèñóíîê 8.4b).

Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ [1..n−2] ñòðåëêè â íàøåì
ãðàôå ñòðåëêè îðèåíòèðîâàíû òàêèì îáðàçîì:

ana1, . . . , anak ∈ A(T ), ak+1an, . . . , an−1an ∈ A(T ).
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Ïðè k = n− 2 òóðíèð T ïî÷òè òðàíçèòèâåí (ñ ïîðÿäêîì an, a1, . . . , an−1).
Ïðè k = 1 òóðíèð T ïî÷òè òðàíçèòèâåí (ñ ïîðÿäêîì a1, . . . , an−1, an).
Åñëè æå k ∈ [2..n − 3], òî ak−1ak+2 ∈ A(T ). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà
A = {ak, ak+1, an} è B = V (T )\{ak, ak+1} òàêîâû, ÷òî T (A) è T (B) ñèëüíî
ñâÿçíû è A ∩B = {an} (ñì. ðèñóíîê 8.4c).

Ëåììà 8.6. Ïóñòü Tn � ïî÷òè òðàíçèòèâíûé òóðíèð íà n âåðøèíàõ.
Òîãäà h(Tn) = 2n−2 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V (Tn) = {v1, . . . , vn}, ïðè÷¼ì vnv1 ∈ A(T ) è
vivj ∈ A(T ) ïðè i < j, (i, j) 6= (1, n). Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí
ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðàôå Tn, íå ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó vnv1.

Ðàñìîòðèì ãàìèëüòîíîâ ïóòü P , ïðîõîäÿùèé ïî vnv1. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî âåðøèí U = {v2, . . . , vn−1} ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà UP
è U ′P òàê, ÷òî ñíà÷àëà ïóòü P îáõîäèò âåðøèíû èç UP â ïîðÿäêå âîçðàñ-
òàíèÿ íîìåðîâ, çàòåì èä¼ò â âåðøèíó vn, ïîòîì â v1 è, íàêîíåö, îáõîäèò
âåðøèíû èç U ′P â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùå-
ñòâóåò áèåêöèÿ P → UP ìåæäó ãàìèëüòîíîâûìè ïóòÿìè òóðíèðà Tn,
ïðîõîäÿùèìè ïî ðåáðó vnv1 è ïîäìíîæåñòâàìè U , à çíà÷èò, êîëè÷åñòâî
òàêèõ ïóòåé ðàâíî 2n−2.

Ëåììà 8.7. Ïóñòü P è Q � äâà íåïåðåñåêàùèõñÿ ïóòè â òóðíèðå T .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü R íà âåðøèíàõ V (P ) ∪ V (Q), â êîòîðîì âñå
âåðøèíû èç V (P ) ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè P , à âñå âåðøèíû èç V (Q)
ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = u1 . . . un, Q = v1 . . . vm. Äîêàæåì ëåììó
èíäóêöèåé ïî m � äëèíå ïóòè Q. Â ñëó÷àå, êîãäà m = 0, óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Â ñëó÷àå m = 1 òîæå íåñëîæíî: åñëè èç u1 âûõîäÿò ñòðåëêè âî
âñå âåðøèíû ïóòè P , òî äîáàâèì v1 â íà÷àëî ïóòè. Èíà÷å íàéä¼ì òàêîå
íàèáîëüøåå ÷èñëî k, ÷òî ukv1 ∈ A(G) è âñòàâèì âåðøèíó v1 ïîñëå uk.
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Ðèñ. 8.4: Ìíîæåñòâà âåðøèí A è B.
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Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïóòè ìåíüøåé äëèíû, âîñïîëüçóåì-
ñÿ èì äëÿ ïóòè P è Q′ = v1 . . . vm−1 è ïîñòðîèì ïóòü R′. Åñëè âåðøèíà
vm−1 � êîíåö ïóòè R′, òî ïîñòàâèì vm ïîñëå vm−1. Ïóñòü âåðøèíà vm−1

âñòàâëåíà â ïóòü R′ ïåðåä âåðøèíîé ut. Òîãäà âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäå-
íèåì áàçû äëÿ ïóòåé P ′ = ut . . . un è âåðøèíû vm è ïîñòàâèì ïîëó÷åííûé
ïóòü S ïîñëå âåðøèíû vm−1 (î÷åâèäíî, ýòî âîçìîæíî). Â ðåçóëüòàòå âåð-
øèíà vm áóäåò âñòàâëåíà â îáúåäèí¼ííûé ïóòü ïîñëå âåðøèíû vm−1.

Ëåììà 8.8. Ïóñòü T � òóðíèð íà n âåðøèíàõ, A,B ⊂ V (T ), A ∪ B =
V (T ), A ∩ B = {w}, |A| = k ≥ 3, |B| = m ≥ 3. Òîãäà h(T ) ≥ h(T (A)) ·
h(T (B)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáûå ãàìèëüòîíîâû ïóòè P ãðàôà T (A)
èQ ãðàôà T (B). Ýòè ïóòè, î÷åâèäíî, èìåþò âèä P = P1wP2 èQ = Q1wQ2

(âîçìîæíî, êàêèå-òî èç ó÷àñòêîâ P1, P2, Q1 è Q2 � ïóñòûå). Ïî ëåììå 8.7
ñóùåñòâóåò ïóòü R1 íà âåðøèíàõ V (P1)∪ V (Q1), â êîòîðîì âñå âåðøèíû
èç V (P1) ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè P1, à âñå âåðøèíû èç V (Q1) ñëåäóþò
â ïîðÿäêå ïóòè Q1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè V (R1) 6= ∅, òî ïóòü R1 êîí÷à-
åòñÿ ëèáî ïîñëåäíåé âåðøèíîé ïóòè P1, ëèáî ïîñëåäíåé âåðøèíîé ïóòè
Q1. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî V (R1) = ∅, ëèáî èç ïîñëåäíåé âåðøèíû ïóòè R1

âûõîäèò ñòðåëêà â w.

b

A B

P
Q

P Q

1

2

1

2

w

Ðèñ. 8.5: Ïóòè P1, P2, Q1 è Q2.

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ïóòü R2 íà âåðøèíàõ V (P2)∪ V (Q2), â êîòî-
ðîì âñå âåðøèíû èç V (P2) ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè P2, à âñå âåðøèíû
èç V (Q2) ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè Q2. Åñëè V (R2) 6= ∅, òî ýòîò ïóòü
íà÷èíàåòñÿ ëèáî ïåðâîé âåðøèíîé ïóòè P2, ëèáî ïåðâîé âåðøèíîé ïóòè
Q2. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî V (R2) = ∅, ëèáî èç w âûõîäèò ñòðåëêà â ïåðâóþ
âåðøèíó ïóòè R2.

Òîãäà R = R1wR2 � ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðàôå T , â êîòîðîì âåðøèíû
ïîäãðàôà T (A) ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè P , à âåðøèíû ïîäãðàôà T (B)
ñëåäóþò â ïîðÿäêå ïóòè Q. Êàæäîé ïàðå ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé (P,Q)
î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ïóòüR. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî ïóíêòà
1 äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.5. Ïóñòü

cn =


1 ïðè n ≡ 1 (mod 3),
3
β2 ≈ 1.026 ïðè n ≡ 0 (mod 3),
9
β4 ≈ 1.053 ïðè n ≡ 2 (mod 3),

ãäå, íàïîìíèì, β = 3
√

5. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî h(n) = cnβ
n−1.

≥ . Äîêàæåì, ÷òî h(n) ≥ cnβ
n−1 èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí.

Áàçó ñîñòàâèò ñëó÷àè n = 3, n = 4 è n = 5. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
â ýòèõ ñëó÷àÿõ h(n) = h(Tn) = 2n−2 + 1, òî åñòü, h(3) = 3, h(4) = 5 è
h(5) = 9, êàê òîãî òðåáóåò òåîðåìà.

Ïóñòü n ≥ 6 è T � ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèð íà n âåðøèíàõ. Ïóñòü T
� òóðíèð, äëÿ êîòîðîãî h(T ) = h(n). Åñëè T = Tn � ïî÷òè òðàíçèòèâ-
íûé òóðíèð � òî h(Tn) = 2n−2 + 1, ÷òî, êàê íåñëîæíî ïðâåðèòü, áîëüøå
óêàçàííûõ â òåîðåìå çíà÷åíèé. Ïîýòîìó òóðíèð T íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
òðàíçèòèâíûì.

Òîãäà ïî ëåììå 8.5 ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà A,B ⊂ V (G), ÷òî
A ∪B = V (T ), A ∩B = {w}, |A| = k ≥ 3, |B| = n+ 1− k ≥ 3, à òóðíèðû
T (A) è T (B) � ñèëüíî ñâÿçíûå. Ïî ëåììå 8.8 ìû èìååì

h(T ) ≥ h(T (A)) · h(T (B)) ≥ h(k) · h(n+ 1− k) ≥ ckcn+1−kβ
n−1 ≥ cnβ

n−1.

Â íåðàâåíñòâå ck · cn+1−k ≥ cn íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïåðåáèðàÿ ðàçëè÷íûå
îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 3 ÷èñëà k.

≤ . Ïóñòü T1, T2, . . . , Tm � ïî÷òè òðàíçèòèâíûå òóðíèðû íà (ïîêà ÷òî)
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ âåðøèí. Äëÿ êàæäîãî i ∈ [1..m − 1] ìû
îòîæäåñòâèì ïîñëåäíþþ âåðøèíó òóðíèðà Ti è ïåðâóþ âåðøèíó òóð-
íèðà Ti+1 (âåðøèíû ïî÷òè òðàíçèòèâíîãî òóðíèðà íóìåðóþòñÿ, êàê â
îïðåäåëåíèè 8.6), íàçîâ¼ì ýòó âåðøèíó wi. Ïóñòü w0 � ýòî ïåðâàÿ âåð-
øèíà òóðíèðà T1, à wn � ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà òóðíèðà Tn. Âñå ñòðåëêè, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ð¼áðàìè ñêëååííûõ òóðíèðîâ ìû îðèåíòèðóåì îò òóðíèðà
ñ ìåíüøèì íîìåðîì ê òóðíèðó ñ áîëüøèì íîìåðîì. Îáîçíà÷èì ïîëó-
÷åííûé ãðàô çà T , áóäåì íàçûâàòü åãî öåïî÷êîé ïî÷òè òðàíçèòèâíûõ
òóðíèðîâ T1, . . . , Tm. Âåðøèíó w0 íàçîâ¼ì íà÷àëîì, à âåðøèíó wn � êîí-
öîì öåïî÷êè T .

Ëåììà 8.9. Ïóñòü T � òóðíèð íà n âåðøèíàõ, A,B ⊂ V (G),
A ∪ B = V (T ), A ∩ B = {w}. Ïóñòü T (A), T (B) è T � öåïî÷êè ïî-
÷òè òðàíçèòèâíûõ òóðíèðîâ. Òîãäà h(T ) = h(T (A)) · h(T (B)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî w � êîíåö öåïî÷êè T (A) è íà÷àëî öå-
ïî÷êè T (B). Îáîçíà÷èì ÷åðåç TA ïî÷òè òðàíçèòèâíûé òóðíèð � ïîñëåä-
íåå çâåíî öåïî÷êè T (A). Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà TA � ýòî w,
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Ðèñ. 8.6: Öåïî÷êà ïî÷òè òðàíçèòèâíûõ òóðíèðîâ.

îáîçíà÷èì ïåðâóþ âåðøèíó TA çà a. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü ïî÷òè òðàíçè-
òèâíûé òóðíèð TB � ïåðâîå çâåíî öåïî÷êè T (B), ïóñòü b � ïîñëåäíÿÿ
âåðøèíà TB (ïåðâîé âåðøèíîé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ w). Òîãäà a � åäèí-
ñòâåííàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà A, â êîòîðóþ âûõîäèò ñòðåëêà èç w, à b
� åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà B, èç êîòîðîé âûõîäèò ñòðåëêà â w
(ñì. ðèñóíîê 8.7).

b

wb b

a b
A B

T TA B

Ðèñ. 8.7: Âåðøèíû w, a è b.

Ïóñòü R = R1wR2 � ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðàôå T . Ðàññìîòðèì ïóòü
R1. Îí íå ïðîõîäèò ïî âåðøèíå w, ïîýòîìó ñíà÷àëà â ýòîì ïóòè èäóò
âåðøèíû ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷èì ýòîò ó÷àñòîê ïóòè çà P1) , à ïîòîì �
âåðøèíû ìíîæåñòâà B (îáîçíà÷èì ýòîò ó÷àñòîê ïóòè çà Q1). Àíàëîãè÷-
íî, â ïóòèR2 ñíà÷àëà â ýòîì ïóòè èäóò âåðøèíû ìíîæåñòâàA (îáîçíà÷èì
ýòîò ó÷àñòîê ïóòè çà P2) , à ïîòîì � âåðøèíû ìíîæåñòâà B (îáîçíà÷èì
ýòîò ó÷àñòîê ïóòè çà Q2). Âîçìîæíî, êàêèå-òî èç ïóòåé P1, P2, Q1, Q2 �
ïóñòûå. Îòìåòèì, ÷òî V (P1)∪V (P2) = A\{w}, V (Q1)∪V (Q2) = B \{w}.

Èòàê, R = P1Q1wP2Q2. Òîãäà ëèáî V (P2) = ∅, ëèáî ïåðâàÿ âåðøè-
íà ïóòè P2 � ýòà åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà A, â êîòîðóþ âûõîäèò
ñòðåëêà èç w � âåðøèíà a. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî P1wP2 � ïóòü, òî-
ãäà îí áóäåò ãàìèëüòîíîâûì ïóò¼ì â T (A). Äëÿ ýòîãî îñòà¼òñÿ äîêàçàòü,
÷òî ïóòü P1 êîí÷àåòñÿ âåðøèíîé, èç êîòîðîé âûõîäèò ñòðåëêà â w, òî
åñòü, ÷òî P1 íå êîí÷àåòñÿ â a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ïîñëåä-
íÿÿ âåðøèíà ïóòè P1 � ýòî a. Òîãäà èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî
V (P2) = ∅. Òîãäà P1 � ãàìèëüòîíîâ ïóòü â T (A)\{w}, çàêàí÷èâàþùèéñÿ
â a. Íî TA − w � òðàíçèòèâíûé òóðíèð, ïîýòîìó èç âåðøèí íåïóñòîãî
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ìíîæåñòâà V (TA)\{a, w}, êóäà ãàìèëüòîíîâ ïóòü P1 îáÿçàòåëüíî äîëæåí
çàéòè, îí íå ñìîæåò ïîïàñòü â ñâîé êîíåö a. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî P = P1wP2 � ãàìèëüòîíîâ ïóòü â T (A). Àíàëîãè÷íî,
Q = Q1wQ2 � ãàìèëüòîíîâ ïóòü â T (B).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ãàìèëüòîíîâó ïóòèR ãðàôà T ñîîòâåòñòâóåò
ïàðà ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé (P,Q) ãðàôîâ T (A) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì
íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå � áèåêöèÿ: îïèñàííàÿ â ëåììå 8.8
îïåðàöèÿ, íàîáîðîò, ïîñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïàðå ïóòåé (P,Q) ïóòü R.
Òåì ñàìûì, ëåììà äîêàçàíà.

Âåðí¼ìñÿ ê íàøåé öåïî÷êå T ïî÷òè òðàíçèòèâíûõ òóðíèðîâ T1,. . . ,
Tm. Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ê ñêëåéêàì òóðíèðîâ-çâåíüåâ öåïî÷êè â
âåðøèíàõ w1, . . . , wm−1 ëåììó 8.9, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî h(T ) = h(T1) ·
· · · · h(Tm).

Òåïåðü îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ ïîñòðîåíèÿ
òóðíèðà íà n âåðøèíàõ T , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî h(T ) =
h(n). Ïóñòü ñíà÷àëà n = 3k + 1. Òîãäà ïóñòü T � öåïî÷êà èç k ïî÷òè
òðàíçèòèâíûõ òóðíèðîâ íà 4 âåðøèíàõ. Ïîíÿòíî, ÷òî v(T ) = 3k+ 1 = n,
h(T ) = h(4)k = βn−1.

Äëÿ n = 3k ïóñòü T � öåïî÷êà èç k−1 ïî÷òè òðàíçèòèâíûõ òóðíèðîâ
íà 4 âåðøèíàõ è îäíîãî òóðíèðà íà 3 âåðøèíàõ. Òîãäà v(T ) = 3k = n,
h(T ) = h(3) · h(4)k−1 = cnβ

n−1.

Äëÿ n = 3k + 2 ïóñòü T � öåïî÷êà èç k − 1 ïî÷òè òðàíçèòèâíûõ
òóðíèðîâ íà 4 âåðøèíàõ è îäíîãî òóðíèðà íà 5 âåðøèíàõ. Òîãäà v(T ) =
3k + 2 = n, h(T ) = h(5) · h(4)k−1 = cnβ

n−1.

8.4 Íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà âåðøèí â îðãðà-

ôå

Ïóñòü G � îðãðàô. Êàê è â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå, α(G) � êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí â ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà G
(òî åñòü, ìàêñèìàëüíîì ìíîæåñòâå âåðøèí, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå
ñîåäèíåíû ñòðåëêîé). Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì äâå òåîðåìû, ñâÿçàí-
íûå ñ íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè â îðãðàôå.

8.4.1 Òåîðåìà Õâàòàëà-Ëîâàñà

Òåîðåìà 8.6. (V.Chvatal, L. Lovasz, 1974.) Â ëþáîì îðãðàôå G ñó-
ùåñòâóåò òàêîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî S ⊂ V (G), ÷òî äëÿ ëþáîé
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âåðøèíû v ∈ V (G) \ S ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû íå áîëåå 2 ñ íà÷àëîì â
S è êîíöîì v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåð-
øèí â îðãðàôå. Áàçà ïðè v(G) = 1 î÷åâèäíà, äîêàæåì èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V (G). Åñëè V (G) =
{v} ∪ N+

G(v), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî, íàì ïîäõîäèò S = {v}.

a b

NG( )+

G’ b
vS’ b

w

v NG( )+

G’
b
vS’ b

w

v

S

Ðèñ. 8.8: Ìíîæåñòâà S ′ è S.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ îðãðàôà G′ = G(V (G) \ ({v} ∪N+
G(v)) óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî, âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ãðàôó íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî S ′. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà w ∈ S ′, ÷òî v ∈ N+

G (w),
òî ìíîæåñòâî S ′ ïîäõîäèò è äëÿ ãðàôà G (ñì. ðèñóíîê 8.8a). Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ïîëîæèì S = S ′ ∪ {v}. Òàê êàê S ′ ∩ N+

G(v) = ∅, â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî S íåçàâèñèìî, è, î÷åâèäíî, ëþáàÿ âåðøè-
íà x ∈ V (G) \ S äîñòèæèìà èç S ïî ïóòè äëèíû íå áîëåå 2 (ñì. ðèñó-
íîê 8.8b).

Ñëåäñòâèå 8.3. Â ëþáîì òóðíèðíîì ãðàôå G ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåð-
øèíà v, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû w ∈ V (G) ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû íå
áîëåå 2 ñ íà÷àëîì â v è êîíöîì w.

Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 8.6 ââèäó òîãî,
÷òî â ïîëíîì ãðàôå íå ìîæåò áûòü íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà áîëåå ÷åì
èç îäíîé âåðøèíû.

8.4.2 Ïîêðûòèå âåðøèí ïóòÿìè

Òåîðåìà 8.7. (T.Gallai, A.Milgram, 1960.) Âåðøèíû îðãðàôà G ìîæ-
íî ïîêðûòü íå áîëåå, ÷åì α(G) ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïóòÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðîñòûå ïóòè (òî åñòü, íå
èìåþùèå ñàìîïåðåñå÷åíèé). Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ïóòè P îáîçíà÷èì
åãî êîíåö ÷åðåç t(P ).
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Áóäåì íàçûâàòü ïîêðûòèåì îðãðàôà G ìíîæåñòâî èç íåñêîëüêèõ ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ ïóòåé ãðàôà G, ïîêðûâàþùèõ âñå åãî
âåðøèíû. Äëÿ êàæäîãî ïîêðûòèÿ P îáîçíà÷èì ÷åðåç T (P) ìíîæåñòâî
êîíöîâ âñåõ ïóòåé èç P .

Íà ìíîæåñòâå ïîêðûòèé îðãðàôà G ìû ââåä¼ì îòíîøåíèå ïîðÿäêà:
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P1 < P2, åñëè |P1| < |P2| è T (P1) ⊆ T (P2).

Ïóñòü P � ìèíèìàëüíîå ïî ââåä¼ííîìó îòíîøåíèþ ïîðÿäêà ïîêðû-
òèå îðãðàôà G. Òîãäà íà êàæäîì ïóòè èç P ìîæíî âûáðàòü ïî âåðøèíå
òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî âûáðàííûõ âåðøèí áûëî íåçàâèñèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè-
÷åñòâó âåðøèí â îðãðàôå G. Ïóñòü P = {P1, . . . , Pn}, ui = t(Pi). Åñëè
ìíîæåñòâî {u1, . . . , un} � íåçàâèñèìîå, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñòðåëêà uiuj ∈ A(G). Ïóñòü ïóòü Qi ïîëó÷åí èç Pi äîáàâ-
ëåíèåì ðåáðà uiuj. Åñëè V (Pj) = {uj}, òî çàìåíîé Pi è Pj íà Qi ïîëó÷àåì
ñòðîãî ìåíüøåå â íàøåì ïîðÿäêå, ÷åì P , ïîêðûòèå, ÷òî íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, V (Pj) 6= {uj}. Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô G′ = G − uj è åãî
ïîêðûòèå P ′, ïîëó÷åííîå çàìåíîé ïóòè Pj íà P ′j = Pj − uj. Äîêàæåì,
÷òî P ′ � ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå ãðàôà G′. Åñëè ýòî íå òàê, ðàññìîòðèì
ñòðîãî ìåíüøåå â íàøåì ïîðÿäêå ïîêðûòèåQ′ ãðàôàG′. Ïóñòü u′j = t(P ′j),
ÿñíî, ÷òî u′juj ∈ A(G). Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, êîòîðàÿ
ìîæåò âõîäèòü â T (Q′) è íå âõîäèò â T (P) � ýòî u′j. Ðàññìîòðèì òðè
ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ïóòü Q′ ∈ Q′ ñ êîíöîì â u′j.
Ïóñòü ïóòü Q ïîëó÷åí èç Q′ äîáàâëåíèåì ðåáðà u′juj, òîãäà t(Q) = uj.
Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå Q ãðàôà G, ïîëó÷åííîå èç Q′ çàìåíîé ïóòè Q′ íà
Q. Î÷åâèäíî Q < P : ìû èìååì T (Q) ⊂ T (P) è |Q| = |Q′| < |P ′| = |P|.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì P .

2. Â ïîêðûòèè Q′ íåò ïóòè ñ êîíöîì â u′j, íî ñóùåñòâóåò ïóòü
Q′ ∈ Q′ ñ êîíöîì â ui.
Ïóñòü ïóòü Q ïîëó÷åí èç Q′ äîáàâëåíèåì ðåáðà uiuj, òîãäà t(Q) = uj.
Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå Q ãðàôà G, ïîëó÷åííîå èç Q′ çàìåíîé ïóòè Q′ íà
Q. Î÷åâèäíî Q < P : ìû èìååì T (Q) ⊂ T (P) è |Q| = |Q′| < |P ′| = |P|.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì P .

3. Â ïîêðûòèè Q′ íåò íè ïóòè ñ êîíöîì â u′j, íè ïóòè ñ êîíöîì â
ui.
Òîãäà |T (Q)′| ≤ |T (P)|−2, ñëåäîâàòåëüíî, |Q′| ≤ |P|−2. Òîãäà äîïîëíèì
Q′ äî ïîêðûòèÿ Q ãðàôà G, äîáàâèâ ïóòü {uj}. È íà ýòîò ðàç îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî Q < P , ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, P ′ îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì ãðàôà G′.
Òàê êàê v(G′) < v(G), ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ íà ïóòÿõ ïî-
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êðûòèÿ P ′ ìîæíî âûáðàòü ïî âåðøèíå òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî âûáðàííûõ
âåðøèí áûëî íåçàâèñèìûì. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîêðûòèÿ P ′, âûáðàííûå âåð-
øèíû ïîäõîäÿò è äëÿ ïîêðûòèÿ P ãðàôà G.

Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ëþáîå ìèíèìàëüíîå ïî-
êðûòèå P ãðàôà G. Íà åãî ïóòÿõ ìîæíî âûáðàòü ïî âåðøèíå òàê, ÷òî-
áû ýòè âåðøèíû îáðàçîâûâàëè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî,
|P| ≤ α(G).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 8.7 ìû ïðåäñòàâèì êëàññè÷åñêóþ
òåîðåìó Äèëâîðñà.

Îïðåäåëåíèå 8.7. Ïóñòü V � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ
ïîðÿäêîì <. Ïîäìíîæåñòâî U ⊂ V � öåïü, åñëè ëþáûå äâà åãî ýëåìåíòà
ñðàâíèìû è àíòèöåïü, åñëè íèêàêèå äâà åãî ýëåìåíòà íåñðàâíèìû.

Ñëåäñòâèå 8.4. (R. P.Dilworth, 1950.) Ïóñòü V � êîíå÷íîå ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåïåé,
ïîêðûâàþùèõ V , ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïè
ìíîæåñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îðãðàô G íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà V , êàê
íà âåðøèíàõ: äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V ìû ïîëîæèì xy ∈ A(G) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x < y. Î÷åâèäíî, α(G) ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ìàêñè-
ìàëüíîé àíòèöåïè ìíîæåñòâà V , à ïóòü â îðãðàôå G ïðîõîäèò ïî âåð-
øèíàì öåïè ìíîæåñòâà V . Ïî òåîðåìå 8.7 âåðøèíû îðãðàôà G ìîæíî
ïîêðûòü íå áîëåå, ÷åì α(G) ïóòÿìè, òî åñòü, ìíîæåñòâî V ìîæíî ïî-
êðûòü íå áîëåå, ÷åì α(G) öåïÿìè. Îñòà¼òñÿ ëèøü äîáàâèòü, ÷òî äâå âåð-
øèíû àíòèöåïè íå ìîãóò îêàçàòüñÿ â îäíîé öåïè, ïîýòîìó ïîêðûâàþùèõ
ìíîæåñòâî V öåïåé áóäåò ðîâíî α(G).

8.5 Îðèåíòàöèè ãðàôà è åãî ðàñêðàñêè

Îïðåäåëåíèå 8.8. Ïóñòü G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Íàçîâåì îð-
ãðàô ~G îðèåíòàöèåé ãðàôà G, åñëè äëÿ ëþáîé ñòðåëêè ab ∈ A(~G) ñóùå-
ñòâóåò ðåáðî ab ∈ E(G) è, íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî ðåáðà ab ∈ E(G) ëèáî
ab ∈ A(~G), ëèáî ba ∈ A(~G).

Ïðîùå ãîâîðÿ, îðèåíòàöèÿ ãðàôà � îðãðàô, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî
èñõîäíîãî ãðàôà îðèåíòèðîâàëè.
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8.5.1 Òåîðåìà Ðîÿ-Ãàëëàè

Òåîðåìà 8.8. (B.Roy, 1967; T.Gallai, 1968) Ïóñòü G � íåîðèåí-

òèðîâàííûé ãðàô, ~G � åãî îðèåíòàöèÿ. Òîãäà ãðàô ~G ñîäåðæèò ïóòü
äëèíû íå ìåíåå χ(G)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂ A(~G) � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ òàêîå
ìíîæåñòâî ñòðåëîê, ÷òî îðãðàô G′ = ~G−A � àöèêëè÷åñêèé. Äëÿ ëþáîãî
v ∈ V (G) ïîëîæèì ρ(v) ðàâíûì äëèíå íàèáîëüøåãî ïðîñòîãî ïóòè â
ãðàôå G′ ñ íà÷àëîì â v. Ïîêàæåì, ÷òî ρ � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí
ãðàôà G.

Ïóñòü âåðøèíû a, b ∈ V (G) ñîåäèíåíû ïðîñòûì ïóò¼ì P â îðãðàôå
G′. Ðàññìîòðèì ïóòü Pb äëèíû ρ(b) â îðãðàôå G′. Òàê êàê G′ � àöèê-
ëè÷åñêèé, òî ëþáîé ïóòü â ãðàôå G′ � ïðîñòîé, â ÷àñòíîñòè, ðàâíûé
îáúåäèíåíèþ P è Pb ïóòü Pa ñ íà÷àëîì â a. Òàê êàê |Pa| > |Pb|, òî
ρ(a) > ρ(b).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ êîíöîâ a è b ëþáîãî ïðîñòîãî
ïóòè â îðãðàôå G′ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ρ(a) 6= ρ(b). Ïóñòü x, y ∈ V (G),
xy ∈ A(G), òîãäà íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëîæèòü xy ∈ A(G). Åñëè
xy ∈ A(G′), òî, êàê äîêàçàíî âûøå, ρ(x) 6= ρ(y).

Ïóñòü xy 6∈ A(G′), òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xy ∈ A. Èç ìèíèìàëüíî-
ñòè A ñëåäóåò, ÷òî â îðãðàôå G′ + xy åñòü öèêë, íî òîãäà â îðãðàôå G′

åñòü ïóòü ñ íà÷àëîì y è êîíöîì x, à ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x) 6= ρ(y).
Ìû äîêàçàëè ïðàâèëüíîñòü ðàñêðàñêè ρ. Ïóñòü k � íîìåð íàèáîëü-

øåãî öâåòà â ρ. Òîãäà â îðãðàôå G′ (à çíà÷èò, è â ~G) åñòü ïðîñòîé ïóòü
äëèíû k. Ïîñêîëüêó ðàñêðàñêà ρ êðàñèò âåðøèíû â öâåòà 0,1,. . . ,k, òî
χ(G) ≤ k + 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îöåíêà èç òåîðåìû 8.8, î÷åâèäíî, îïòèìàëüíà: ìîæíî âçÿòü ïðàâèëü-
íóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G â χ(G) öâåòîâ è îðèåíòèðîâàòü ëþáîå ðåáðî ãðà-
ôà îò âåðøèíû ñ ìåíüøèì öâåòîì ê âåðøèíå ñ áîëüøèì öâåòîì. Î÷åâèä-
íî, äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè â ïîëó÷åííîé îðèåíòàöèè ~G áóäåò χ(G)−1,
òàê êàê íîìåðà öâåòîâ âåðøèí íà ëþáîì ïóòè ñòðîãî âîçðàñòàþò.

Çàáàâíûé ôàêò: èç òåîðåìû Ðîÿ-Ãàëëàè ñëåäóåò íàëè÷èå ãàìèëüòîíî-
âà ïóòè â ëþáîì òóðíèðíîì ãðàôå, òàê êàê õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ïîëíîãî
ãðàôà ðàâíî êîëè÷åñòâó åãî âåðøèí.

8.5.2 ßäðî îðãðàôà è ñïèñî÷íûå ðàñêðàñêè ð¼áåð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñ ïîìîùüþ îðèåíòàöèé ãðàôà äâóäîëüíûé
ñëó÷àé ãèïîòåçû î ñïèñî÷íûõ ðàñêðàñêàõ (ñì. ðàçäåë 4.8).
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Îïðåäåëåíèå 8.9. Ïóñòü H � îðãðàô. Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí
U ⊂ V (H) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (H) \ U
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà vu ∈ A(H), ãäå u ∈ U .

Ëåììà 8.10. Ïóñòü H � îðãðàô, êàæäîé âåðøèíå v ∈ V (H) ñîîò-
âåòñòâóåò ñïèñîê öâåòîâ L(v), ïðè÷¼ì d+

H(v) < |L(v)|. Ïóñòü êàæäûé
èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà H èìååò ÿäðî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðà-
âèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí H â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ñïèñêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî v(H), áàçà äëÿ ïóñòîãî ãðàôà î÷åâèäíà.
Ïóñòü i � öâåò, ïðèñóòñòâóþùèé â ñïèñêàõ, Vi ⊂ V (H) � ìíîæåñòâî
èç âñåõ âåðøèí, ÷üè ñïèñêè ñîäåðæàò öâåò i, Hi = H(Vi). Ïî óñëîâèþ,
ãðàô Hi ñîäåðæèò ÿäðî Ui, ïîêðàñèì âñå âåðøèíû èç Ui â öâåò i (ýòî íå
íàðóøèò ïðàâèëüíîñòè ðàñêðàñêè, òàê êàê ÿäðî ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
ìíîæåñòâîì), ïîñëå ÷åãî èñêëþ÷èì öâåò i èç ñïèñêîâ âñåõ âåðøèí èç
v ∈ Vi \ Ui è ïîëó÷èì íîâûå ñïèñêè L′(v).

U

Vi b b b
b

b

i

Ðèñ. 8.9: ßäðî ãðàôà Hi

Ïóñòü H ′ = H − Ui. Ïîñêîëüêó Ui � ÿäðî ãðàôà Hi = H(Vi), òî äëÿ
ëþáîé âåðøèíû v ∈ Vi \ Ui âûïîëíÿåòñÿ

d+
H′(v) ≤ d+

H(v)− 1 < L(v)− 1 = L′(v),

ñëåäîâàòåëüíî, ê ãðàôó H ′ ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëî-
æåíèå è ïîêðàñèòü åãî âåðøèíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïî ñïèñêàì, â êî-
òîðûõ íåò öâåòà i. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âñåõ
âåðøèí ãðàôà G ïî ñïèñêàì.

Òåîðåìà 8.9. (F.Galvin, 1995) Äëÿ ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G âû-
ïîëíÿåòñÿ ch′(G) = χ′(G) = ∆(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = (V1(G), V2(G), E(G)), k = ∆(G). Ïî òåîðå-
ìå 4.8 ìû èìååì χ′(G) = k, ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ρ ð¼áåð
ãðàôà G â k öâåòîâ (ïóñòü ýòî öâåòà 1, . . . , k). Ïóñòü G′ � ð¼áåðíûé ãðàô
äâóäîëüíîãî ãðàôà G (âåðøèíû G′ � ýòî ð¼áðà èç E(G), äâå âåðøèíû
e, f ∈ E(G) ñìåæíû â G′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
ð¼áðà èìåþò îáùèé êîíåö). Ïóñòü êàæäîìó ðåáðó e ãðàôà G (à çíà÷èò, è
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êàæäîé âåðøèíå ãðàôà G′) ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê L(e) èç k öâåòîâ. Íàøà
öåëü � ïîñòðîèòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí ãðàôà G′ ïî äàííûì
ñïèñêàì. Äëÿ ýòîãî ìû õîòèì ïðèìåíèòü ê ð¼áåðíîìó ãðàôó G′ ëåì-
ìó 8.10.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâî ïðåäïî÷òåíèé (ñì. îïðåäåëåíèÿ â ðàçäåëå 2.4)
äëÿ âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà G. Äëÿ âåðøèíû a ∈ V1(G) ïðåäïî÷òåíèå
<a ñòðîãî óïîðÿäî÷èâàåò èíöèäåíòíûå a ð¼áðà ïî âîçðàñòàíèþ èõ öâå-
òîâ â ðàñêðàñêå ρ, à äëÿ âåðøèíû b ∈ V2(G), ïðåäïî÷òåíèå <b ñòðîãî
óïîðÿäî÷èâàåò èíöèäåíòíûå b ð¼áðà ïî óáûâàíèþ èõ öâåòîâ â ðàñêðàñêå
ρ. Ìû îðèåíòèðóåì êàæäîå ðåáðî ef ð¼áåðíîãî ãðàôà G′ îò e ê f , åñëè
äëÿ èõ îáùåé âåðøèíû v èìååò ìåñòî e <v f , òåì ñàìûì ïîëó÷èì îðèåí-
òàöèþ ~G′ ãðàôà G′. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà ïðåäïî÷òåíèé ìû èìååì
d+
~G′

(e) ≤ k−1 < |L(e)|. (Åñëè e = ab, a ∈ V1(G), b ∈ V2(G) è ρ(e) = i, òî èç
e ìîãóò âûõîäèòü ñòðåëêè ê èíöèäåíòíûì a ð¼áðàì öâåòîâ i+ 1, . . . , k è
ê èíöèäåíòíûì b ð¼áðàì öâåòîâ 1, . . . , i−1, âñåãî íå áîëåå k−1 ñòðåëêè.)

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîãî èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà ~H ′ îð-
ãðàôà ~G′ åñòü ÿäðî. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.5. Ïóñòü
F � ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì èç ~H ′,
H = G(F ). Äëÿ ââåä¼ííîãî âûøå ìíîæåñòâà ïðèîðèòåòîâ ñóùåñòâóåò
ñòàáèëüíîå ïàðîñî÷åòàíèåM ãðàôà H. Òîãäà ð¼áðà èçM îáðàçóþò íåçà-
âèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí îðãðàôà ~H ′. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòàáèëüíîãî ïà-
ðîñî÷åòàíèÿ è ïî ïîñòðîåíèþ îðèåíòàöèè ~H ′, äëÿ ëþáîãî ðåáðà f ∈ F \M
ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈M è îáùàÿ âåðøèíà v ð¼áåð e è f , ÷òî f <v e,
òî åñòü, fe ∈ A( ~H ′). Òàêèì îáðàçîì, M � ÿäðî ~H ′.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 8.10 è ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðà-
âèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G′ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ð¼áåð ãðàôà G)
ïî çàäàííûì ñïèñêàì. Òàêèì îáðàçîì, ch′(G) = k.

8.6 Îðãðàôû èñõîäÿùåé ñòåïåíè íå ìåíåå 2

Â ýòîì ðàçäåëå îðãðàôû ìîãóò èìåòü äâå ñòðåëêè, îáðàçóþùèå öèêë
äëèíû 2.

Ëåììà 8.11. Ïóñòü G � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, èñõîäÿùèå ñòåïåíè
âñåõ âåðøèí êîòîðîãî íå ìåíåå 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà
v ∈ V (G), ÷òî G− v ñèëüíî ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, G èìååò ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô, ñîäåð-
æàùèé íå âñå âåðøèíû (íàïðèìåð, êðàò÷àéøèé öèêë îðãðàôà G íå ìî-
æåò áûòü ãàìèëüòîíîâûì, òàê êàê èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ëþáîé åãî âåðøèíû
íå ìåíåå 2). Ïóñòü H � ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ñèëüíî ñâÿçíûé
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ïîäãðàô îðãðàôà G, ñîäåðæàùèé íå âñå âåðøèíû G. Ïóñòü U = V (H),
W = V (G) \ U .

Èç ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðãðàôà G ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü P = x1 . . . xk
ñ âåðøèíàìè èç W , ÷òî åñòü ñòðåëêà èç U â x1 è èç xn â U (âîçìîæíî,
n = 1). Òîãäà èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô G(U ∪ V (P )) ñèëüíî ñâÿçåí è
áîëüøå, ÷åì H, ïîýòîìó G(U ∪V (P )) = G. Åñëè n > 1, òî âñïîìíèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ñòðåëêà x1y, ãäå y 6= x2. Åñëè y ∈ U , òî îðãðàô G(U ∪ {x1})
� ñèëüíî ñâÿçåí, áîëüøå ÷åì H è íå ðàâåí G, ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì
H. Çíà÷èò, y = x`, ` > 2. Òîãäà îðãðàô G − {x2, . . . x`−1} ñèëüíî ñâÿçåí,
áîëüøå ÷åì H è íå ðàâåí G, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, n = 1 è H = G− x1

ñèëüíî ñâÿçåí.

Òåîðåìà 8.10. (C.Thomassen, 1985.) Ïóñòü G � îðãðàô, èñõîäÿùèå
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî íå ìåíåå 2. Òîãäà G ñîäåðæèò äâà öèêëà,
èìåþùèå ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî v(G). Î÷åâèäíî, v(G) ≥ 3, áàçà äëÿ
v(G) = 3 î÷åâèäíà. Äàëåå ìû äîêàæåì ïåðåõîä: ïðè äîêàçàòåëüñòâå
óòâåðæäåíèÿ äëÿ G ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ âñåõ ìåíüøèõ îðãðàôîâ îíî óæå
äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðãðàô G íå ñâÿçåí è ðàññìîòðèì åãî êðàéíþþ
êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè U , èç êîòîðîé íå âûõîäÿò ñòðåëêè â äðó-
ãóþ êîìïîíåíòó. Î÷åâèäíî, â ñèëüíî ñâÿçíîì îðãðàôå G(U) èñõîäÿùàÿ
ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû õîòÿ áû 2 è äëÿ ýòîãî ãðàôà óòâåðæäåíèå óæå
äîêàçàíî. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî îðãðàô G ñèëüíî ñâÿçåí.

Ïî ëåììå 8.11 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x ∈ V (G), ÷òî îðãðàô G−x
ñèëüíî ñâÿçåí. Ïóñòü Y = N−G(x) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, èç êîòîðûõ
âûõîäÿò ñòðåëêè â x. Î÷åâèäíî, Y 6= ∅. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Â îðãðàôå G(Y ) åñòü öèêë C.
Òîãäà ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé ïóòü îò x äî C, ïóñòü îí êîí÷àåòñÿ â
òî÷êå z ∈ V (C). Ýòîò ïóòü ìû çàìêíåì â öèêë ñòðåëêîé zx è ïîëó÷èì
äâà öèêëà, èìåþùèå ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó z (ñì. ðèñóíîê 8.10a).

Y

b

C b

xP
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b x
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C
C

1
2

b

b

b x

y

C
C

1
2

c

b

w
P

Ðèñ. 8.10: Äâà öèêëà ñ îäíîé îáùåé âåðøèíîé.
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2. Îðãðàô G(Y ) àöèêëè÷åí.
Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà y ∈ Y , äëÿ êîòîðîé N−G (y)∪ Y = ∅. Ðàññìîò-
ðèì äâà ñëó÷àÿ.

2.1. xy ∈ A(G).
Òîãäà ñòðåëêè xy è yx îáðàçóþò öèêë C. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðãðàôå
G−x ñóùåñòâóåò öèêë C ′, ïðîõîäÿùèé ïî âåðøèíå y. Ýòè äâà öèêëà íàì
ïîäõîäÿò.

2.2. xy /∈ A(G).
Ïîñòðîèì îðãðàô H ñëåäóþùèì îáðàçîì: ê îðãðàôó G − y äîáàâèì
îòñóòñòâóþùèå â íåì ñòðåëêè ìíîæåñòâà {vx : v ∈ N−G(y)}. Òàê êàê
N−G (y) ∩ N−G(x) = ∅, èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû v 6= x â îðãðà-
ôàõ G è H îäèíàêîâà, òî åñòü, õîòÿ áû äâà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
N+
G(x) = N+

H(x). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû îð-
ãðàôà H íå ìåíåå 2 è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â íåì åñòü äâà
èñêîìûõ öèêëà C ′1 è C

′
2, èìåþùèå åäèíñòâåííóþ îáùóþ âåðøèíó a.

Ïîñòðîèì äâà öèêëà C1 è C2, ñîîòâåòñòâóþùèå C ′1 è C ′2 â îðãðàôå
G: åñëè íàì íóæíà ñòðåëêà vx /∈ A(G), òî âîçüìåì âìåñòî íåãî ñòðåëêè
vy ∈ A(G) è yx. Åñëè öèêëû C1 è C2 èìåþò áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû,
òî a = x è öèêëû èìåþò äâå îáùèå âåðøèíû x è y (ñì. ðèñóíîê 8.10b).
Îòìåòèì, ÷òî ñòðåëêè îáîèõ öèêëîâ âõîäÿò â âåðøèíó y.

Îðãðàô G−x ñèëüíî ñâÿçåí, ïîýòîìó îí ñîäåðæèò öèêë C3, ïðîõîäÿ-
ùèé ïî y. Ïóñòü W = V (C1) ∪ V (C2). Îòìåòèì, ÷òî ñòðåëêà, âûõîäÿùàÿ
â öèêëå C3 èç y, íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç öèêëîâ C1 è C2. Òîãäà
ïóñòü P � ýòî äóãà îò y äî ñëåäóþùåãî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâîW , ïóñòü
â âåðøèíó w (ñì. ðèñóíîê 8.10c). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
w /∈ V (C2) \ {y}. Òîãäà P âìåñòå ñ wy-ó÷àñòêîì öèêëà C2 îáðàçóåò öèêë,
èìåþùèé ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó ñ C1 � âåðøèíó y.

Ñëåäñòâèå 8.5. Ïóñòü G � îðãðàô, èñõîäÿùèå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
êîòîðîãî íå ìåíåå 2. Òîãäà G èìååò öèêë äëèíû íå áîëåå v(G)+1

2
.

Îïðåäåëèì äâå îïåðàöèè íà îðãðàôàõ.

Îïðåäåëåíèå 8.10. Ïóñòü G � îðãðàô.
1) Ïîäðàçáèåíèå ñòðåëêè � îïåðàöèÿ çàìåíû ñòðåëêè ab ∈ A(G) íà

öåïî÷êó axb, ãäå x /∈ V (G) � íîâàÿ âåðøèíà (ñì. ðèñóíîê 8.11a è b).
2) Ðàñùåïëåíèå âåðøèíû a ∈ V (G) � ýòî îïåðàöèÿ çàìåíû âåðøèíû

a íà ïàðó âåðøèí a1, a2. Â ãðàô äîáàâëÿåòñÿ ñòðåëêà a1a2, âñå ñòðåëêè
âèäà xa1, ãäå x ∈ N−G(a), è âñå ñòðåëêè âèäà a2y, ãäå y ∈ N+

G(a) (ñì.
ðèñóíîê 8.11c è d).

Òåïåðü îïðåäåëèì íåñêîëüêî ñòðàííûé íà ïåðâûé âçãëÿä îáúåêò, êî-
òîðûé â äàëüíåéøèì îêàæåòñÿ î÷åíü âàæíûì.
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Ðèñ. 8.11: Ïîäðàçáèåíèå ñòðåëêè è ðàñùåïëåíèå âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 8.11. 1) Äâîéíîé öèêë äëèíû k � ýòî îðãðàô íà âåðøè-
íàõ a1, . . . , ak ñ ð¼áðàìè âèäà aiai+1 è ai+1ai äëÿ âñåõ i ∈ [1..k] (íóìåðàöèÿ
� öèêëè÷åñêàÿ ïî ìîäóëþ k, ñì. ðèñóíîê 8.12a).
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Ðèñ. 8.12: Äâîéíîé öèêë è ñëàáûé äâîéíîé öèêë äëèíû 5.

2) Ñëàáûé äâîéíîé öèêë äëèíû k � ýòî îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç äâîé-
íîãî öèêëà äëèíû k íåñêîëüêèìè îïåðàöèÿìè ïîäðàçáèåíèÿ ð¼áåð è ðàñ-
ùåïëåíèÿ âåðøèí (ñì. ðèñóíîê 8.12b).

3) Äâîéíîé öèêë è ñëàáûé äâîéíîé öèêë íàçûâàåòñÿ íå÷åòíûì (÷åò-
íûì), åñëè åãî äëèíà k íå÷åòíà (÷åòíà).

Òåîðåìà 8.11. Ïóñòü G � îðãðàô, èñõîäÿùèå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
êîòîðîãî íå ìåíåå 2. Òîãäà G èìååò äâà öèêëà áåç îáùèõ âåðøèí èëè
ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê (öèêë äëèíû 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî òåîðåìå 8.10 ñóùåñòâóþò öèêëû C1 = xy1 . . . yn
è C2 = xz1 . . . zn ñ åäèíñòâåííîé îáùåé âåðøèíîé x. Íàçîâ¼ì ïðàâèëüíîé
ykyi-òðàíñâåðñàëü Q öèêëà C1, åñëè k < i è íåïðàâèëüíîé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî äëÿ öèêëà C2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèêë C1 èìååò
íåïðàâèëüíóþ òðàíñâåðñàëü (ñì. ðèñóíîê 8.13a). Òîãäà ýòà òðàíñâåðñàëü
âìåñòå ñ äóãîé öèêëà C1 îáðàçóåò öèêë, íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ C2 è óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðàíñâåðñàëè öèêëà C1 �
ïðàâèëüíûå, àíàëîãè÷íî äëÿ öèêëà C2.

2. Â ãðàôå G−x, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò öèêë C3. Åñëè C3 íå ïåðåñåêà-
åò õîòÿ áû îäèí èç öèêëîâ C1 è C2, òî ñóùåñòâóåò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
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Ðèñ. 8.13: Öèêëû C1, C2 è C3.

öèêëà. Çíà÷èò, C3 ïåðåñåêàåò îáà öèêëà C1 è C2. Òîãäà öèêë C3 ñîäåð-
æèò äóãó P1, ÿâëÿþùóþñÿ C2C1-ïóò¼ì (âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ýòîé
äóãè íå ïðèíàäëåæàò öèêëàì C1 è C2, íà÷àëî � zi, à êîíåö � yj, ñì. ðè-
ñóíîê 8.14a). Âîçìîæíî, òàêàÿ äóãà íååäèíñòâåííà, òîãäà ìû âûáåðåì P1

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîìåð i áûë íàèáîëüøèì âîçìîæíûì ñðåäè âñåõ
òàêèõ äóã.

Îò òî÷êè yj öèêë C3 äîëæåí âåðíóòüñÿ â V (C2), òîãäà îí ñîäåðæèò
äóãó P2, èäóùóþ îò yk ∈ V (C1) äî zr ∈ V (C2) (âñå âíóòðåííèå âåðøè-
íû P2 íå ïðèíàäëåæàò öèêëàì C1 è C2, âåðøèíû öèêëà C3 îò yj äî yk
íå ïðèíàäëåæàò öèêëó C2). Òîãäà öèêë C3 íà ó÷àñòêå îò yj äî yk ñî-
ñòîèò èç íåñêîëüêèõ òðàíñâåðñàëåé è, âîçìîæíî, ñòðåëîê öèêëà C1. Ïî
äîêàçàííîìó âûøå âñå òðàíñâåðñàëè C1 � ïðàâèëüíûå, ïîýòîìó k > j.
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Ðèñ. 8.14: Ãðàôû H è D.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r < i (ñì. ðèñóíîê 8.14a). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H îðãðàô, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí è ñòðåëîê öèêëîâ C1 è C2, à òàêæå
ïóòåé P1 è P2. Äîêàæåì, ÷òî H � ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê. Çàìåíèì
yjyk-äóãó öèêëà C1 íà âåðøèíó y, â êîòîðóþ âõîäÿò è âûõîäÿò ñòðåëêè
öèêëà C1 è ïóòåé P1 è P2. Àíàëîãè÷íî, çàìåíèì zrzi-äóãó öèêëà C2 íà
âåðøèíó z (ñì. ðèñóíîê 8.14b). Íàçîâåì ïîëó÷åííûé îðãðàôD. Îòìåòèì,
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÷òî ñòðåëêè D, âõîäÿùèå â y, ñîîòâåòñòâóþò ñòðåëêàì H, âõîäÿùèì â yj,
à ñòðåëêè D, èñõîäÿùèå èç y, ñîîòâåòñòâóþò ñòðåëêàì H, èñõîäÿùèì èç
yk. Ïîýòîìó yjyk-ïóòü â ãðàôå H (ó÷àñòîê öèêëà C1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
ðàñùåïëåíèåì âåðøèíû y è ïîäðàçáèåíèåì ïîëó÷åííîãî ïðè ýòîì ðåáðà.
Àíàëîãè÷íî, zrzi-ïóòü â ãðàôåH (ó÷àñòîê öèêëà C2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
ðàñùåïëåíèåì âåðøèíû z è ïîäðàçáèåíèåì ïîëó÷åííîãî ïðè ýòîì ðåáðà.
Òàêèì îáðàçîì, H ïîëó÷àåòñÿ èç D ðàñùåïëåíèÿìè è ïîäðàçáèåíèÿìè.
Î÷åâèäíî, îðãðàô D ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì äâîéíîãî òðåóãîëüíèêà.
Ñëåäîâàòåëüíî, H � ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê.

4. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà r > i (ñì. ðèñóíîê 8.13b). Ïóñòü ñëåäóþùèé
âûõîä öèêëà C3 èç V (C2) â V (C1) (îí îáÿçàòåëüíî åñòü!) � ýòî ïóòü P3

îò zs äî yq (âñå âíóòðåííèå âåðøèíû ïóòè íå ïðèíàäëåæàò öèêëàì C1 è
C2). Òîãäà, èç-çà òîãî, ÷òî âñå òðàíñâåðñàëè öèêëà C2 � ïðàâèëüíûå, ìû
àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2 èìååì s > r > i. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïåðâîãî
ïóòè P1.

Ñëåäñòâèå 8.6. Äëÿ ñèëüíî äâóñâÿçíîãî îðãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îðãðàô G ñîäåðæèò äâà öèêëà, èìåþùèå ðîâíî îäíó îáùóþ âåð-
øèíó.

2) Îðãðàô G èìååò öèêë äëèíû íå áîëåå v(G)+1
2

.
3) Îðãðàô G èìååò äâà öèêëà áåç îáùèõ âåðøèí èëè ñëàáûé äâîéíîé

òðåóãîëüíèê (öèêë äëèíû 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû äâó-
ñâÿçíîãî îðãðàôà íå ìåíåå 2. Òåïåðü óòâåðæäåíèÿ íàïðÿìóþ ñëåäóþò èç
äîêàçàííûõ âûøå.

8.7 Öèêëè÷åñêèé áàçèñ îðãðàôà

Ïóñòü D � îðãðàô, à GD � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà òåõ æå âåðøè-
íàõ, ð¼áðà êîòîðîãî � ýòî ñòðåëêè ãðàôà D áåç íàïðàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 8.12. 1) Öèêëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îðãðàôà D (îáî-
çíà÷åíèå: C(D)) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C(GD) ãðàôà GD.

2) Îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ îðãðàôà D � ýòî áàçèñ öèê-
ëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C(D), âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà (íåîðè-
åíòèðîâàííûõ) ð¼áåð (îðèåíòèðîâàííûõ) öèêëîâ îðãðàôà D.

Òåîðåìà 8.12. Äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî îðãðàôà D âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1) D èìååò îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ.



320 ÃËÀÂÀ 8. ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÃÐÀÔÛ

2) Åñëè ìíîæåñòâî ñòðåëîê A ⊂ A(D) òàêîâî, ÷òî îðãðàô D − A
ñèëüíî ñâÿçåí, òî ñóùåñòâóåò òàêîé îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé
áàçèñ îðãðàôà D, ÷òî êàæäàÿ ñòðåëêà èç A âõîäèò ðîâíî â îäèí èç
öèêëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèëüíî ñâÿçíûõ îð-
ãðàôîâ H0, H1, . . . , Hn = D, ãäå H0 � îðèåíòèðîâàííûé öèêë, à Hj+1

ïîëó÷àåòñÿ èç Hj äîáàâëåíèåì ð¼áåð è âíóòðåííèõ âåðøèí ïóòè Pj+1,
ñîåäèíÿþùåãî äâå (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèå) âåðøèíû ãðàôà Hj, íî ïðî-
õîäÿùåãî êàæäóþ âíóòðåííþþ âåðøèíó ðîâíî îäèí ðàç.

Î÷åâèäíî, â îðãðàôå D åñòü öèêë, ëþáîé òàêîé öèêë è áóäåò ãðà-
ôîì H0. Ïóñòü ìû óæå ïîñòðîèëè ãðàô Hk 6= D, ïîñòðîèì òåïåðü ïóòü
Pk+1. Åñëè ñóùåñòâóåò ñòðåëêà íå èç A(Hk), ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøè-
íû èç V (Hk), òî îíà è îáðàçóåò ïóòü Pk+1. Åñëè òàêîé ñòðåëêè íåò, òî
åñòü ñòðåëêà ab ∈ E(D), ãäå a ∈ V (Hk), b /∈ V (Hk). Òîãäà ab âìåñòå ñ
êðàò÷àéøèì ïóòåì îò b äî V (Hk) (êðàò÷àéøèé ïóòü íå ìîæåò èìåòü ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé) îáðàçóþò èñêîìûé ïóòü Pk+1. Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàô Hk+1,
ïîëó÷åííûé ïðèñîåäèíåíèåì ê Hk ïóòè Pk+1, ñèëüíî ñâÿçåí.

Òàê êàê ãðàôHk ñèëüíî ñâÿçåí, ïóòü Pk+1 ìîæíî çàìêíóòü ñòðåëêàìè
èç A(Hk) â öèêë Ck. Ìû äîêàæåì, ÷òî H0, C1, . . . , Ck îáðàçóþò îðèåíòè-
ðîâàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ Hk. Äëÿ k = n ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
ïóíêòà 1 òåîðåìû.

Áàçà k = 0 î÷åâèäíà, äîêàæåì ïåðåõîä k → k + 1. Ïî òåîðåìå 7.1
ìû çíàåì, ÷òî dim(C(H)) = e(H)− v(H) + 1 äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà
H. Ïðè ïåðåõîäå îò Hk ê Hk+1 ìû äîáàâèëè âñå âíóòðåííèå âåðøèíû è
âñå ð¼áðà ïðîñòîãî ïóòè Pk+1, à çíà÷èò, ð¼áåð áûëî äîáàâëåíî íà îäíî
áîëüøå, ÷åì âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, dim(C(Hk+1)) = dim(C(Hk)) + 1.
Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äîáàâëåííîå ìíîæåñòâî ðåáåð E(Ck+1)
íå åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ E(H0), E(C1), . . . , E(Ck). Íî ýòî î÷åâèäíî,
òàê êàê Ck+1 ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ïóòè Pk+1, à ýòîãî ðåáðà íåò
â E(Hk).

2) Ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ äëÿ ñèëüíî ñâÿç-
íîãî îðãðàôà D − A. Â ýòîì îðãðàôå óæå åñòü âñå âåðøèíû èç V (G),
ïîýòîìó íà ñëåäóþùèõ øàãàõ ïîñòðîåíèÿ ìû áóäåì êàæäûé ðàç äîáàâ-
ëÿòü ïóòü, ñîñòîÿùèé èç îäíîé ñòðåëêè. Ïóñòü íà i-ì øàãå ìû äîáàâëÿåì
ñòðåëêó xy ∈ A. Òàê êàê ãðàô D−A ñèëüíî ñâÿçåí, ìîæíî çàìêíóòü ýòó
ñòðåëêó â öèêë Ci ïóò¼ì â D−A. Òîãäà Ci ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ñòðåëêó
èç A. Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ øàãîâ.
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8.8 ×åòíûå îðãðàôû

Îïðåäåëåíèå 8.13. Ìû áóäåì íàçûâàòü âçâåøåííûì îðãðàô, ñòðåëêàì
êîòîðîãî ïðèñâîåíû öåëî÷èñëåííûå âåñà. Öèêë â òàêîì îðãðàôå íàçûâà-
åòñÿ ÷åòíûì, åñëè ñóììà âåñîâ åãî ñòðåëîê ÷åòíà, è íå÷åòíûì, åñëè
ñóììà âåñîâ åãî ñòðåëîê íå÷åòíà.

Îïðåäåëåíèå 8.14. Îðãðàô D íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè ïðè ëþáîì
ïðèñâàèâàíèè öåëî÷èñëåííûõ âåñîâ åãî ð¼áðàì â íåì íàéäåòñÿ ÷åòíûé
öèêë (òî åñòü, îðèåíòèðîâàííûé öèêë ÷åòíîãî ñóììàðíîãî âåñà).

Ñðàçó æå ñôîðìóëèðóåì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.15. Îðãðàô D íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè ëþáîå ïîäðàç-
áèåíèå D ñîäåðæèò öèêë ÷åòíîé äëèíû.

Ãëàâíàÿ öåëü ýòîãî ðàçäåëà � äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î òîì, ÷òî
÷åòíûé îðãðàô ñîäåðæèò ñëàáûé íå÷åòíûé äâîéíîé öèêë. Ìû íà÷íåì ñ
äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 8.16. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíî ð¼áåðíî äâóñâÿç-
íûì, åñëè îí íå èìååò ìîñòîâ, íî äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G) ãðàô G− e
èìååò ìîñò.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû î òàêèõ ãðàôàõ.

Ëåììà 8.12. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé ãðàô (âîç-
ìîæíî, ñ êðàòíûìè ð¼áðàìè). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1) Êàæäûé áëîê ãðàôà G � ìèíèìàëüíûé ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé ãðàô.
2) Åñëè G èìååò êðàòíûå ð¼áðà ìåæäó âåðøèíàìè x è y, òî òàêèõ

ð¼áåð ðîâíî äâà è âåðøèíû x, y âìåñòå ñ ð¼áðàìè ìåæäó íèìè îáðàçóþ-
þò áëîê.

3) Åñëè v(G) ≥ 3, ãðàô G (âåðøèííî) äâóñâÿçåí, íå èìååò âåðøèí

ñòåïåíè 3, òî G èìååò íå ìåíåå max(3, v(G)
2

+ 1) âåðøèí ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü B � áëîê ãðàôà G. Åñëè B ñîñòîèò èç äâóõ
âåðøèí è ðåáðà e ìåæäó íèìè, òî ãðàô G − e íåñâÿçåí, ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, B äâóñâÿçåí, à çíà÷èò, è ð¼áåðíî äâóñâÿçåí.

Ïóñòü e ∈ E(B). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå f ∈ E(G), ÷òî ãðàô G−{e, f}
íåñâÿçåí. Ïóñòü f ∈ E(B′), B′ 6= B. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäûé áëîê
ãðàôà G äâóñâÿçåí, ïîýòîìó B − e è B′ − f ñâÿçíû, à ñëåäîâàòåëüíî,
ñâÿçåí è ãðàô G− {e, f}, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, f ∈ E(B), òî åñòü, áëîê
G � ìèíèìàëüíûé ð¼áåðíî äâóñâÿçíûé ãðàô.
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2) Ïóñòü ìåæäó âåðøèíàìè x è y õîòÿ áû òðè êðàòíûõ ðåáðà, îäíî
èç íèõ e. Âñå ýòè ð¼áðà ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó áëîêó B. Ïî ïóíêòó 1
òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî f ∈ E(B), ÷òî B−{e, f} íåñâÿçåí. Òàê êàê
ãðàô B−f ñâÿçåí, âåðøèíû x è y ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè
ãðàôà B − {e, f}, ÷òî, î÷åâèäíî, íå òàê. Ïðîòèâîðå÷èå.

3) Â ãðàôå G íå ìåíåå òð¼õ âåðøèí. Åñëè èõ òðè, òî G � öèêë, è
âñå òðè åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü äâà. Åñëè v(G) ≥ 4, òî v(G)

2
+ 1 ≥ 3.

Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âåðøèí ñòåïåíè 2 íå ìåíåå ÷åì
v(G)

2
+ 1.
Íàçîâåì áîëüøîé âåðøèíó ñòåïåíè íå ìåíåå 4, ïóñòü â ãðàôå G ðîâíî

n áîëüøèõ âåðøèí è k âåðøèí ñòåïåíè 2. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî k ≥
n + 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà k ≤ n + 1. Íàçîâ¼ì áîëüøèì
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå áîëüøèå âåðøèíû, ïóñòü â ãðàôå m áîëüøèõ
ð¼áåð. Íàçîâ¼ì ìàëûì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå âåðøèíû ñòåïåíè 2, ïóñòü
â ãðàôå s ìàëûõ ð¼áåð. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî q ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ
áîëüøèå âåðøèíû ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè 2. Ñ îäíîé ñòîðîíû, q = 2k− 2s.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, q ≥ 4n− 2m. Ñëåäîâàòåëüíî, n+ 1 ≥ k ≥ 2n−m+ s,
à çíà÷èò, m− s ≥ n− 1.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò öèêë Z, â êîòîðîì íå áîëåå îäíîé âåð-
øèíû ñòåïåíè 2. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî âñåõ áîëüøèõ âåðøèí. Â ãðàôå
G(B) ïðîâåäåíî m ≥ n − 1 ð¼áåð íà n âåðøèíàõ, à çíà÷èò, ëèáî â G(B)
ñóùåñòâóåò öèêë (îí íàì ïîäõîäèò), ëèáî G(B) � äåðåâî. Ðàññìîòðèì
âòîðîé ñëó÷àé. Òîãäà m = n− 1, à ñëåäîâàòåëüíî, s = 0, òî åñòü, êàæäàÿ
âåðøèíà ñòåïåíè 2 ñìåæíà ñ äâóìÿ áîëüøèìè. Äîáàâèì ê G(B) âåðøè-
íó a ñòåïåíè 2 è äâà èíöèäåíòíûõ åé ðåáðà è ïîëó÷èì èñêîìûé öèêë Z
(ïðîõîäÿùèé ïî a è áîëüøèì âåðøèíàì.)

x

y

b

b

b

b

e

e’

ba
Z

Cb

b

b

f

f ’

Ðèñ. 8.15: Öèêëû Z è C.

Èòàê, öèêë Z íàéäåí, îòìåòèì â íåì âåðøèíó a: ýòî âåðøèíà ñòå-
ïåíè 2, åñëè òàêàÿ åñòü è ëþáàÿ âåðøèíà, åñëè âñå îíè áîëüøèå. Äëÿ
êàæäîãî ðåáðà e ∈ E(Z) åñòü òàêîå ðåáðî e′, ÷òî G − {e, e′} � íåñâÿç-
íûé ãðàô. Ïîíÿòíî, ÷òî e′ ∈ E(Z) (èíà÷å âåðøèíû ðåáðà e ñâÿçàíû â
G−{e, e′}, ÷òî íåâîçìîæíî). Âûáåðåì ðàçäåëÿþùóþ ãðàô G ïàðó ð¼áåð
e, e′ öèêëà Z òàê, ÷òîáû ìåæäó íèìè íà äóãå L öèêëà Z, íå ñîäåðæàùåé a,
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áûëî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ð¼áåð (ñì. ðèñóíîê 8.15). Ïóñòü x � êîíåö ðåá-
ðà e, ëåæàùèé íà L. Èç x âûõîäèò ðåáðî, íå ëåæàùåå íà öèêëå Z. Åñëè
ýòî ðåáðî � íå õîðäà öèêëà, òî èç åãî êîíöà a /∈ V (Z) ñóùåñòâóåò ïóòü
äî V (Z) \ {x}, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x. Òàêèì îáðàçîì, öèêë Z èìååò
õîðäó èëè äèàãîíàëü îò x ∈ L äî y. Òàê êàê ãðàô G − {e, e′} íåñâÿçåí,
y ∈ L. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè öèêë C, èìåþùèé ñ Z îáùóþ äóãó
L′ (÷àñòü äóãè L, ëåæàùàÿ ìåæäó x è y).

Ðàññìîòðèì ðåáðî f äóãè L′ è òàêîå ðåáðî f ′, ÷òî ãðàô G − {f, f ′}
íåñâÿçåí. Òàê êàê f ëåæèò íà öèêëàõ Z è C, ðåáðî f ′ òàêæå ëåæèò íà
îáîèõ ýòèõ öèêëàõ, òî åñòü ëåæèò íà èõ îáùåé äóãå L′. Íî êîëè÷åñòâî
ð¼áåð ìåæäó f è f ′ íà äóãå ìåæäó íèìè, íå ñîäåðæàùåé a ìåíüøå, ÷åì
ýòî êîëè÷åñòâî äëÿ e è e′, ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 8.17. Îðãðàô D � ýéëåðîâ, åñëè ó êàæäîé åãî âåðøèíû
îäèíàêîâû èñõîäÿùàÿ è âõîäÿùàÿ ñòåïåíè.

Ëåììà 8.13. Ïóñòü D � ýéëåðîâ ãðàô, ïðè÷åì íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô D ñâÿçåí. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îðãðàô D ñèëüíî ñâÿçåí.
2) Âñå âåðøèíû êàæäîãî áëîêà B ãðàôà D èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü.

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (B) ïîðîâíó èíöèäåíòíûõ x
ð¼áåð áëîêà B, ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäÿùèì è èñõîäÿùèì ñòðåëêàì
â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ýòî íå òàê èW êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè D, â êîòîðóþ íåò âõîäÿùèõ ñòðåëîê. Òàê êàê ó êàæäîé âåðøè-
íû D âõîäÿùàÿ ñòåïåíü ðàâíà èñõîäÿùåé, ñóììà âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ
ñòåïåíåé ó âåðøèí W îäèíàêîâà. Ñòðåëêè îðãðàôà D(W ) âíîñÿò ïîðîâ-
íó â ñóììó âõîäÿùèõ è â ñóììó èñõîäÿùèõ ñòåïåíåé. Çíà÷èò, â îðãðàôå
D íåò ñòðåëîê, âõîäÿùèõ â W èç äðóãèõ êîìïîíåíò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñâÿçíîñòè ãðàôà D.

2) Ïðîíóìåðóåì B1, . . . , Bm áëîêè ãðàôà D òàê, ÷òîáû êàæäûé áëîê
èìåë îáùóþ òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ íå áîëåå, ÷åì ñ îäíèì áëîêîì áîëüøåãî
íîìåðà (ýòî ëåãêî ñäåëàòü, ðàíæèðîâàâ äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíå-
íèÿ). Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî íîìåðó áëîêà. Ïóñòü ìû óæå
äîêàçàëè óòâåðæäåíèå äëÿ áëîêîâ ñ íîìåðîì ìåíüøå k. Îòìåòèì â áëîêå
Bk åäèíñòâåííóþ òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ a, ïðèíàäëåæàùóþ áëîêó ñ áîëüøèì
íîìåðîì (åñëè òàêàÿ åñòü). Ïóñòü x 6= a � âåðøèíà áëîêà Bk. Êîëè÷å-
ñòâî èíöèäåíòíûõ x ð¼áåð ãðàôà D, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðåëêàì ãðàôà
D, âûõîäÿùèì èç x â V (D) \ V (Bk) è âõîäÿùèì â x èç V (D) \ V (Bk)
� îäèíàêîâî (âñå òàêèå ð¼áðà ïðèíàäëåæàò áëîêàì ãðàôà D ñ ìåíüøèì
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íîìåðîì, äëÿ êîòîðûõ óæå äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.) Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî
èíöèäåíòíûõ x ð¼áåð áëîêà B, ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäÿùèì è èñõîäÿùèì
ñòðåëêàì îðãðàôà D, îäèíàêîâî. Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî àíàëî-
ãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ a

8.8.1 Îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ è ÷åòíûå

öèêëû

Ëåììà 8.14. Ïóñòü F � òàêîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîäìíî-
æåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ëþáî-
ãî íå÷åòíîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ èç F íåïóñòà è ëåæèò â F . Ïóñòü
T ⊂ A � ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî, ïåðåñåêàþùåå âñå ïîäìíîæå-
ñòâà èç F . Òîãäà T ïåðåñåêàåò êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èç F ïî íå÷åò-
íîìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S0 ∈ F òàêîâî, ÷òî S0 ∩ T = {x1, . . . x2k} ñî-
äåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Èç ìèíèìàëüíîñòè T ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà xi ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî Si ∈ F , ÷òî T ∩Si =
{xi}. Ïî óñëîâèþ, ìíîæåñòâî

S = S04S14 . . .4S2k ∈ F ,

îäíàêî, S ∩ T = ∅, ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 8.15. ÏóñòüM � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç ñëåäóþùèõ
äâóõ óòâåðæäåíèé.

1◦ Ñóùåñòâóåò T ⊂ A òàêîå, ÷òî T ïåðåñåêàåò êàæäîå ïîäìíîæå-
ñòâî èçM ïî íå÷åòíîìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ.

2◦ Ñóùåñòâóþò òàêèå S1, . . . , S2k+1 ∈M, ÷òî S14 . . .4S2k+1 = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñåìåéñòâî F ïîëó÷åíî èçM äîáàâëåíèåì ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ðàçíîñòåé ëþáîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ. Åñëè ∅ ∈
F , òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2◦. À åñëè ∅ /∈ F , òî ïî ëåììå 8.14 âûïîëíåíî
óñëîâèå 1◦.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦, òî çàìåòèì, ÷òî S14 . . .4S2k+1 èìååò
íå÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå ñ T è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòî, òî åñòü, óñëîâèå 2◦

íå âûïîëíÿåòñÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ öèêëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îðãðà-
ôà ïî îïðåäåëåíèþ � èõ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü (òî åñòü, ñóììà ïî
ìîäóëþ 2).
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Ëåììà 8.16. Ïóñòü D � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, à F � åãî îðèåíòè-
ðîâàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ. Òîãäà ìîæíî ïðèñâîèòü äóãàì èç A(D)
òàêèå âåñà, ÷òîáû êàæäûé öèêë èç F èìåë íå÷åòíûé ñóììàðíûé âåñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 8.15 äëÿ A = E(D) (ìíîæåñòâî
íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð îðãðàôà D) è ñåìåéñòâà åãî ïîäìíîæåñòâ F .
Òàê êàê F � áàçèñ öèêëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, âõîäÿùèå â íåãî ïîäìíî-
æåñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó óñëîâèå 2◦ íå ìîæåò áûòü âûïîë-
íåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦ è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî T ,
ïåðåñåêàþùåå ëþáîé öèêë èç F ïî íå÷åòíîìó ÷èñëó ð¼áåð. Ïîëîæèì âå-
ñà âñåõ ð¼áåð èç T ðàâíûìè 1, à îñòàëüíûõ ð¼áåð � 0 è ïîëó÷èì èñêîìûå
âåñà.

Ëåììà 8.17. Ïóñòü D � âçâåøåííûé ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, à F �
åãî öèêëè÷åñêèé áàçèñ èç íå÷åòíûõ öèêëîâ. Òîãäà ñëåäóþùèå ÷åòûðå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1◦ Îðãðàô D ÷åòåí.
2◦ Îðãðàô D èìååò ÷åòíûé öèêë (òî åñòü, öèêë ÷åòíîãî âåñà).
3◦ Îðãðàô D èìååò öèêë C, ïðåäñòàâëÿþùèéñÿ â âèäå ñóììû ÷åò-

íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ èç F .
4◦ Îðãðàô D èìååò òàêèå öèêëû C1, . . . , Cm, ÷òî m íå÷åòíî è

E(C1)4E(C2)4 . . .4E(Cm) = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 1◦ ⇒ 2◦ î÷åâèäíà.
2◦ ⇒ 3◦. Ïóñòü C � ÷åòíûé öèêë â îðãðàôå D. Ïóñòü E(C) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ñóììû m ñëàãàåìûõ èç îðèåíòèðîâàííîãî öèêëè÷åñêîãî
áàçèñà F . Òàê êàê âñå ýòè ñëàãàåìûå íå÷åòíû, m ÷åòíî.

3◦ ⇒ 4◦. Ïóñòü öèêë E(C) = E(S1)4 . . .4E(Sn), ãäå n� ÷åòíî. Òîãäà
C, S1 . . . , Sn � èñêîìûå öèêëû.

4◦ ⇒ 1◦. Äëÿ ëþáîãî ïðèñâîåíèÿ âåñîâ ñòðåëêàì èç A(D) îäèí èç
öèêëîâ C1, . . . , Cm äîëæåí èìåòü ÷åòíûé âåñ, òàê êàê êîëè÷åñòâî öèêëîâ
íå÷åòíî, à ñóììà èõ âåñîâ ÷åòíà.

8.8.2 Ðåäóêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 8.18. Ïóñòü D � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, à âåðøèíà z ∈
V (D) òàêîâà, ÷òî V (D−z) åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
U1 è U2, ïðè÷åì â D − z íåò ñòðåëîê èç U2 â U1.

Íàçîâåì (z, U1)-ðåäóêöèåé îðãðàôà D îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç D − U2

äîáàâëåíèåì âñåõ îòñóòñòâóþùèõ â ýòîì îðãðàôå ð¼áåð ìíîæåñòâà

{xz : xy ∈ A(D), x ∈ U1, y ∈ U2}.
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Àíàëîãè÷íî, íàçîâåì (z, U2)-ðåäóêöèåé îðãðàôà D îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç
D−U1 äîáàâëåíèåì âñåõ îòñóòñòâóþùèõ â ýòîì îðãðàôå ð¼áåð ìíîæåñòâà

{zy : xy ∈ A(D), x ∈ U1, y ∈ U2}.

Çàìå÷àíèå 8.2. ÏóñòüD � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, à âåðøèíà z ∈ V (D)
òàêîâà, ÷òî D− z � íå ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
(z, U)-ðåäóêöèþ D äëÿ ëþáîé êðàéíåé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè U
îðãðàôà D − z.

Ëåììà 8.18. Ïóñòü D � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, à âåðøèíà z ∈ V (D)
òàêîâà, ÷òî V (D − z) åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
U1 è U2, ïðè÷åì â D − z íåò ñòðåëîê èç U2 â U1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îðãðàô (z, Ui)-ðåäóêöèÿ îðãðàôà D (ãäå i ∈ {1, 2}) ñîäåðæèò ñëàáûé
äâîéíîé íå÷åòíûé öèêë H. Òîãäà D òàêæå ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé
íå÷åòíûé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Di � ýòî (z, Ui)-ðåäóêöèÿ îðãðàôà D. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1 (ñëó÷àé i = 2 àíàëîãè÷åí). Ïóñòü H íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðàôîì D, èíà÷å ëåììà äîêàçàíà. Òîãäà H ñîäåðæèò ñòðåëêè âèäà
xz, îòñóòñòâóþùèå â D (òàêèõ ñòðåëîê îäíà èëè äâå, òàê êàê â ñëàáîì
äâîéíîì íå÷åòíîì öèêëå â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò íå áîëåå äâóõ ñòðå-
ëîê). Åñëè xz ∈ A(D1) \ A(D), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y ∈ U2, ÷òî
xy ∈ A(D). Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðãðàôå D åñòü yz-ïóòü P , êîòîðûé, î÷å-
âèäíî, íå ïðîõîäèò ïî U1. Òîãäà ñòðåëêà xy âìåñòå ñ ïóò¼ì P îáðàçóåò
xz-ïóòü Px, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â U2. Åñëè åñòü åùå
îäíà ñòðåëêà x′z ∈ A(D1) \ A(D), ìû àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì x′z- ïóòü Px′
â D, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â U2.

Åñëè A(D1) \ A(D) = {xz}, òî çàìåíèì â H ñòðåëêó xz íà xz-ïóòü
Px è ïîëó÷èì îðãðàô H ′ � ïîäãðàô D � êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èç
H íåñêîëüêèìè ïîäðàçáèåíèÿìè ñòðåëîê, à ñëåäîâàòåëüíî, H ′ ÿâëÿåòñÿ
ñëàáûì äâîéíûì íå÷åòíûì öèêëîì, ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðèñ. 8.16: Ñëàáûå äâîéíûå íå÷åòíûå öèêëû H è H ′.

Ïóñòü A(D1) \ A(D) = {xz, x′z}. Çàìåíèì â H ñòðåëêó xz íà xz-ïóòü
Px. Òåïåðü îïðåäåëèì âåðøèíó t êàê ïåðâîå (ïî ïóòè Px′) ïåðåñå÷åíèå
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ïóòåé Px′ è Px. Ïóñòü Qx′ � ýòî x′t-ó÷àñòîê ïóòè Px′ . Òîãäà Qx′ íå èìååò
îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí ñ Px, çàìåíèì ñòðåëêó x′z íà ïóòü Qx′ (ñì.
ðèñóíîê 8.16). Ïîëó÷åííûé îðãðàô H ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì D è ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí èç H ðàñùåïëåíèåì âåðøèíû z íà t → z ñ ïîñëåäóþùèì
ïîäðàçáèåíèåì íåñêîëüêèõ ñòðåëîê. Ñëåäîâàòåëüíî, H ′ ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
äâîéíûì íå÷åòíûì öèêëîì.

8.8.3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 8.13. (C.Thomassen, 1985.) Îðãðàô D ÷åòåí òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé íå÷åòíûé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñëàáûé äâîéíîé íå÷åò-
íûé öèêë ÷åòåí. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâîéíîé íå÷åòíûé öèêë (ñì. ðè-
ñóíîê 8.12a). Âñåãî öèêëîâ íå÷åòíîå ÷èñëî: äëÿ äâîéíîãî öèêëà äëèíû k
èõ ðîâíî k + 2. Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ åãî âåðøèíà âõîäèò â 4 öèêëà, à
êàæäàÿ ñòðåëêà � â äâà öèêëà.

Îïåðàöèè ïîäðàçáèåíèÿ ñòðåëêè è ðàñùåïëåíèÿ âåðøèíû (ñì. ðèñó-
íîê 8.11) íå èçìåíÿþò êîëè÷åñòâî öèêëîâ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ïîñëå ëþ-
áîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé ïîäðàçáèåíèÿ è ðàñùåïëåíèÿ êàæäàÿ ñòðåëêà
è êàæäàÿ âåðøèíà âõîäÿò â ÷åòíîå ÷èñëî öèêëîâ. Äâå ñòðåëêè è âåðøè-
íà, âîçíèêàþùèå ïîñëå ïîäðàçáèåíèÿ, âõîäÿò âî ñòîëüêî æå öèêëîâ, âî
ñêîëüêî âõîäèëà èñõîäíàÿ ñòðåëêà, òî åñòü, â ÷åòíîå ÷èñëî.

Ïðè ðàñùåïëåíèè âåðøèíû a íà a1 → a2 (ñì. ðèñóíîê 8.11b) êîëè÷å-
ñòâî öèêëîâ, â êîòîðûå âõîäÿò âñå ñòðåëêè, êðîìå a1a2, è âñå âåðøèíû,
êðîìå a1 è a2 � òàêîå æå, êàê áûëî ó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðåëîê è âåðøèí
èñõîäíîãî ãðàôà, òî åñòü, ÷åòíîå. Ñòðåëêà a1 → a2 è âåðøèíû a1 è a2

âõîäÿò âî ñòîëüêî æå öèêëîâ, âî ñêîëüêî âõîäèëà âåðøèíà a, òî åñòü, â
÷åòíîå ÷èñëî.

Èòàê, â ñëàáîì äâîéíîì íå÷åòíîì öèêëå äëèíû k íå÷åòíîå ÷èñëî öèê-
ëîâ (èõ k + 2), à êàæäàÿ ñòðåëêà âõîäèò â ÷åòíîå ÷èñëî öèêëîâ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñòü öèêë ÷åòíîé äëèíû.

⇒. ÏóñòüD � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð (÷åòíûé îðãðàô ñ íàèìåíü-
øèì ÷èñëîì âåðøèí è ð¼áåð, íå ñîäåðæàùèé ñëàáîãî äâîéíîãî íå÷åòíîãî
öèêëà). Ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûÿñíÿòü ñâîéñòâà îðãðàôà D ïîêà,
íàêîíåö, íå ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñðàçó æå çàìåòèì î÷åâèäíîå: îðãðàô D ñîäåðæèò õîòÿ áû ÷åòûðå
âåðøèíû. Äåéñòâèòåëüíî, ÷åòíûõ îðãðàôîâ ìåíåå ÷åì íà 3 âåðøèíàõ
íåò, à åäèíñòâåííûé ÷åòíûé îðãðàô íà 3 âåðøèíàõ � ýòî äâîéíîé íå÷åò-
íûé öèêë. Îðãðàô D ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì (òàê êàê ëþáîé öèêë ëå-
æèò â îäíîé êîìïîíåíòå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîìïîíåíò ñèëüíîé
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ñâÿçíîñòè ÷åòíîãî îðãðàôà äîëæíà áûòü ÷åòíûì îðãðàôîì).

1. Îðãðàô D ñèëüíî äâóñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåð-
øèíà z ∈ V (D), ÷òî V (D − z) åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ U1 è U2, ïðè÷åì â D íåò ñòðåëîê èç U2 â U1. Ïóñòü Di � ýòî
(z, Ui)-ðåäóêöèÿ îðãðàôà D.

Ïóñòü îðãðàô Di (ãäå i ∈ {1, 2}) ÷åòåí. Èç ìèíèìàëüíîñòè D ñëåäóåò,
÷òî Di èìååò ñëàáûé äâîéíîé íå÷åòíûé öèêë. Íî òîãäà ïî ëåììå 8.18 è
îðãðàô D èìååò ñëàáûé äâîéíîé íå÷åòíûé öèêë, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäèí èç îðãðàôîâ D1 è D2 íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.
Òîãäà ïðèñâîèì ñòðåëêàì îðãðàôîâ D1 è D2 òàêèå âåñà, ÷òî íåò ÷åòíûõ
öèêëîâ.

Äëÿ ëþáîé ñòðåëêè xy ∈ A(D), ãäå x ∈ U1, y ∈ U2, ñóùåñòâóåò öèêë
â ãðàôå D, ïðîõîäÿùèé ïî xy. Ëþáîé òàêîé öèêë îáîçíà÷èì ÷åðåç Cxy.
Ïîíÿòíî, ÷òî Cxy ïðîõîäèò ïî z. Ïðèñâîèì ñòðåëêå xy òàêîé âåñ, ÷òîáû
öèêë Cxy áûë íå÷åòåí. Òåïåðü âñå ñòðåëêè îðãðàôà D èìåþò âåñ.

Â ïîëó÷åííîì âçâåøåííîì îðãðàôå D åñòü ÷åòíûé öèêë C. Ïîíÿòíî,
÷òî C íå ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â îäíîì èç îðãðàôîâD1 èD2, à çíà÷èò, äîëæåí
ïðîõîäèòü ïî êàêîé-òî ñòðåëêå xy ∈ A(D), ãäå x ∈ U1, y ∈ U2, à òàêæå ïî
âåðøèíå z.

b b

x

y

b zP
P’ Q

Q’

b

x

b zP
P’D1D

Ðèñ. 8.17: Ñëàáûå äâîéíûå íå÷åòíûå öèêëû H è H ′.

Îáà öèêëà C è Cxy ïðîõîäÿò ïî ñòðåëêå xy è ïî âåðøèíå z, à çíà÷èò,
ñîäåðæàò zx-ïóòè (ïóñòü P è P ′ â öèêëàõ C è Cxy ñîîòâåòñòâåííî) è
yz-ïóòè (ïóñòü Q è Q′ â öèêëàõ C è Cxy ñîîòâåòñòâåííî). Öèêëû C è
Cxy èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ïóòè P è P ′, ëèáî ïóòè
Q è Q′ èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Ïóñòü P è P ′ èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü,
âòîðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí. Òîãäà ñòðåëêà xz ∈ A(D1) çàìûêàåò P è P ′

â öèêëû ðàçíîé ÷åòíîñòè (ñì. ðèñóíîê 8.17), îäèí èç ýòèõ öèêëîâ ÷åòåí.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ îòñóòñòâèåì ÷åòíûõ öèêëîâ âD1 ïîêàçûâàåò, ÷òî îðãðàô
D � ñèëüíî äâóñâÿçíûé.

2. Åñëè A ⊂ A(D) òàêîâî, ÷òî D − A � ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô, òî
D ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì ñòðåëêàì èç A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 8.12 îðãðàô D èìååò òàêîé îðèåíòèðî-
âàííûé öèêëè÷åñêèé áàçèñ F , ÷òî êàæäàÿ ñòðåëêà èç A ïðèíàäëåæèò
ðîâíî îäíîìó öèêëó èç F . Ïî ëåììå 8.16 ìîæíî ïðèñâîèòü ñòðåëêàì îð-
ãðàôà D òàêèå âåñà, ÷òî âñå öèêëû èç F áóäóò íå÷åòíû. Òàê êàê îðãðàô
D ÷åòåí, ëåììà 8.17 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷åòíûé öèêë S0, ïðåä-
ñòàâëÿþùèéñÿ â âèäå S0 = S14 . . .4Sk, ãäå k ÷åòíî è S1, . . . , Sk ∈ F .
Ïóñòü D′ � ïîäãðàô D, çàäàííûé òàêèì îáðàçîì:

V (D′) =
k⋃
i=1

V (Si), A(D′) =
k⋃
i=1

A(Si).

Ïî ëåììå 8.17 îðãðàô D′ ÷åòåí. Ðàçóìååòñÿ, D′ òàêæå êàê è D íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ñëàáûé äâîéíîé íå÷åòíûé öèêë. Çíà÷èò, èç ìèíèìàëüíîñòè D
ñëåäóåò, ÷òî D = D′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∪ki=1A(Si) = A(D), ñëåäîâàòåëüíî,
öèêëû S1, . . . , Sk ñîäåðæàò âñå ñòðåëêè èç A. Òîãäà A(S0) ⊃ A, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Âñå âåðøèíû îðãðàôà D èìåþò âõîäÿùóþ è èñõîäÿùóþ ñòåïåíè
ðîâíî 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî âõîäÿùèå è èñõîäÿùèå ñòå-
ïåíè âñåõ âåðøèí D íå ìåíåå 2. Ïóñòü âåðøèíà z òàêîâà, ÷òî d+

D(z) ≥ 3,
à e è e′ � äâå èñõîäÿùèå èç z ñòðåëêè. Èç äâóñâÿçíîñòè D ñëåäóåò, ÷òî
îðãðàô D− z ñèëüíî ñâÿçåí, à çíà÷èò, è D−{e, e′} ñèëüíî ñâÿçåí. Òîãäà
ïî ïóíêòó 3 ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî îáåèì ñòðåëêàì
e è e′. Î÷åâèäíî, ýòî íåâîçìîæíî: e è e′ âûõîäÿò èç îäíîé âåðøèíû z.
Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà d−D(z) ≥ 3.

4. Ïóñòü C � òàêîé öèêë â D, ÷òî D − A(C) � ñèëüíî ñâÿçíûé
îðãðàô. Òîãäà íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô D − A(C) è êàæäûé åãî áëîê �
ìèíèìàëüíûå ð¼áåðíî äâóñâÿçíûå ãðàôû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ýòîò ãðàô ÷åðåç G. Ïóñòü e ∈ A(D)\A(C).
Åñëè îðãðàô D−A(C)−e ñèëüíî ñâÿçåí, òî ïî ïóíêòó 2 ñóùåñòâóåò ïðî-
ñòîé öèêë îðãðàôà D, ñîäåðæàùèé A(C)∪{e}, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâîçìîæ-
íî. Çíà÷èò, îðãðàô D−A(C)−e � íå ñèëüíî ñâÿçíûé, òî åñòü V (D) åñòü
îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ U1 è U2 òàêèõ, ÷òî âñå ñòðåëêè
èç U2 â U1 ïðèíàäëåæàò A(C) ∪ {e}.

Òàê êàê â ñèëó ïóíêòà 4 îðãðàô D ýéëåðîâ, â A(D) êîëè÷åñòâî ñòðå-
ëîê èç U1 â U2 ðàâíî êîëè÷åñòâó ñòðåëîê èç U2 â U1. Àíàëîãè÷íî äëÿ
ñòðåëîê öèêëà C. Çíà÷èò, â îðãðàôå D − A(C) ïîðîâíó ñòðåëîê èç U1

â U2 è èç U2 â U1. Òàê êàê D − A(C) ñèëüíî ñâÿçåí, â ýòîì ãðàôå åñòü
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ñòðåëêà èç U1 â U2 � ýòî äîëæíà áûòü ñòðåëêà e. Èç ñêàçàííîãî âûøå
ñëåäóåò, ÷òî èç U1 â U2 â D − A(C) ðîâíî îäíà ñòðåëêà � íàçîâåì åå e′.

Îáîçíà÷èì íåîðèåíòèðîâàííûå ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðåëêàì e è
e′ ÷åðåç ẽ è ẽ′ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ðåáðà ẽ ãðà-
ôà G = D − A(C) ìû äîêàçàëè, ÷òî ãðàô G− ẽ ñâÿçåí, à ãðàô G−{ẽ, ẽ′}
íåñâÿçåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô G� ìèíèìàëüíûé ðåáåðíî äâóñâÿçíûé.

Ïî ëåììå 8.12 òîãäà è êàæäûé áëîê ãðàôà G � ìèíèìàëüíûé ðåáåðíî
äâóñâÿçíûé ãðàô.

5. Ïóñòü D íå èìååò öèêëà äëèíû 2. Òîãäà D èìååò òàêîé ïðîñòîé
öèêë C äëèíû íå áîëåå v(D)+1

2
, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô D − A(C)

äâóñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îðãðàô D äâóñâÿçåí è íå ñîäåðæèò ñëàáîãî
äâîéíîãî òðåóãîëüíèêà, ïî ñëåäñòâèþ 8.6 îðãðàô D èìååò öèêë äëèíû íå
áîëåå k = v(D)+1

2
. Òîãäà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C âñåõ öèêëîâ äëèíû íå

áîëåå k âD è âûáåðåì èç íèõ öèêë Z òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå
äâà óñëîâèÿ.

1◦ Îäèí èç áëîêîâ B íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà D − A(Z) èìååò ìàê-
ñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí (ñðåäè âñåõ áëîêîâ äëÿ âñåõ öèêëîâ Z ′ ∈ C).

2◦ Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U ⊃ V (B) ãðàôà D − A(Z) ìàêñèìàëüíà
(ñðåäè òàêèõ êîìïîíåíò äëÿ âñåõ öèêëîâ Z ′ ∈ C).

Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.
5.1. Ãðàô G = D − A(Z) ñâÿçåí, à îðãðàô D − A(Z) ñèëüíî ñâÿçåí.

Ub

W
b

Z

Ðèñ. 8.18: Ñëó÷àé íåñâÿçíîãî ãðàôà D − A(Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê è îí èìååò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
W 6= U (ñì. ðèñóíîê 8.18). Èç ïóíêòà 3 ìû çíàåì, ÷òî â ãðàôå D(W )
èñõîäÿùàÿ è âõîäÿùàÿ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû îðãðàôà D(W ) íå ìå-
íåå 1, ïîýòîìó D(W ) èìååò öèêë Z ′. Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè U ìû èìååì
v(Z ′) ≤ |W | ≤ v(D)+1

2
. Öèêë Z èìååò âåðøèíó è â U , è â W , ïîýòîìó

â ãðàôå D − A(Z ′) âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà V (Z) ∪ U ) U ëåæàò â îä-
íîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè U ′. Òàê êàê B � ïîäãðàô D − A(Z ′), âåðøèíû
êîòîðîãî ëåæàò êàê ðàç â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè U ′, òî ýòà êîìïîíåíòà
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ñîäåðæèò áëîê íå ìåíüøèé, ÷åì B. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó öèêëà Z.
Òàêèì îáðàçîì, G ñâÿçåí.

Ïî ëåììå 8.13 îðãðàô D − A(Z) ñèëüíî ñâÿçåí.

5.2. Áëîê B èìååò õîòÿ áû òðè âåðøèíû ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ãðàô D−A(Z) ýéëåðîâ. Ïî ïóíêòó 4 áëîê
B ãðàôà D − A(Z) � ìèíèìàëüíûé ðåáåðíî äâóñâÿçíûé ãðàô. Ïî óñëî-
âèþ ïóíêòà 5, B èìååò áîëåå äâóõ âåðøèí. Çíà÷èò, ïî ëåììå 8.13 âñå
âåðøèíû B èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü. Ïî ëåììå 8.12 áëîê B èìååò õîòÿ áû
3 âåðøèíû ñòåïåíè 2.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî G = B, îòêóäà ñëåäóåò äâóñâÿçíîñòü G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ðàññìîòðèì êðàéíèé áëîê B′ 6= B ãðà-
ôà G. Ââèäó ëåììû 8.13 â îðãðàôå D(V (B′)) åñòü öèêë Z ′. Ïóñòü G′ =
G− A(Z ′). Îòìåòèì, ÷òî ââèäó äâóñâÿçíîñòè îðãðàôà D öèêë Z ñîäåðæèò
ïî âíóòðåííåé âåðøèíå êàæäîãî êðàéíåãî áëîêà ãðàôà G. Êðîìå òîãî, ââè-
äó ïóíêòà 3 êàæäàÿ èç âåðøèí ñòåïåíè 2 áëîêà B ëèáî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà D − A(Z), ëèáî âõîäèò â öèêë Z. Ìû äîêàæåì, ÷òî â
ãðàôå G′ åñòü áëîê, áîëüøèé ÷åì B, è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì
öèêëà Z. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

a. Öèêë Z ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå âåðøèíû áëîêà B.
Íè îäíî ðåáðî èç E(B) ∪ E(Z) íå ïðèíàäëåæèò öèêëó Z ′. Ïîýòîìó âåð-
øèíû èç V (B) ∪ V (Z) íåëüçÿ ðàçäåëèòü òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ â G′ (ñì.
ðèñóíîê 8.19a), à çíà÷èò, åñòü áëîê K ñîäåðæàùèé âñå ýòè âåðøèíû. Â
ãðàôå G åñòü êðàéíèé áëîê B1 6= B, à öèêë Z ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó
âåðøèíó B1. Ïîýòîìó, v(B) < v(K), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó öèêëà Z.

b. Öèêë Z ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó áëîêà B.
Ïóñòü ýòî âåðøèíà x (ñì. ðèñóíîê 8.19b). Áëîê B èìååò õîòÿ áû òðè âåð-
øèíû ñòåïåíè 2, â íàøåì ñëó÷àå õîòÿ áû äâå èç íèõ � òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ
ãðàôà G. Õîòÿ áû îäíà èç íèõ � íàçîâåì åå y � ëåæèò â äåðåâå áëîêîâ
è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ íà ïóòè îò B äî êðàéíåãî áëîêà B1 6= B′. Ïóñòü x1 �
âíóòðåííÿÿ âåðøèíà áëîêà B1, ëåæàùàÿ â V (Z). Òîãäà ñóùåñòâóåò xx1-
ïóòü P , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç y. Ïóñòü v � ïåðâàÿ òî÷êà ïóòè P (ïî íàïðàâ-
ëåíèþ îò x), ïðèíàäëåæàùàÿ öèêëó Z. Ïîíÿòíî, ÷òî v /∈ V (B). Ïóñòü
P ′ � ýòî xv-ó÷àñòîê ïóòè P . Òîãäà íè îäíî èç ð¼áåð ïóòè P ′, öèêëà Z è
áëîêà B íå ïðèíàäëåæèò öèêëó Z ′, ñëåäîâàòåëüíî, V (P ′) ∪ V (B) ∪ V (Z)
íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ â G′ (òî åñòü, ñóùåñòâóåò áëîê
K ãðàôà G′, ñîäåðæàùèé âñå ýòè âåðøèíû). Áëîê K ñîäåðæèò V (B) è
âåðøèíó v /∈ B, à çíà÷èò, v(K) > v(B), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó öèê-
ëà Z.
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Ðèñ. 8.19: Ñëó÷àé íåñâÿçíîãî ãðàôà D − A(Z).

ñ. Öèêë Z íå ñîäåðæèò âåðøèí áëîêà B.

Òîãäà âñå òðè âåðøèíû ñòåïåíè 2 áëîêà B � ýòî òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðà-
ôà G. Õîòÿ áû äâå èç íèõ � ïóñòü ýòî y1 è y2 � ëåæàò â äåðåâå áëîêîâ è
òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ íà ïóòÿõ îò B äî îòëè÷íûõ îò B′ êðàéíèõ áëîêîâ B1 è
B2 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñóíîê 8.19ñ). Ïóñòü x1 è x2 � âíóòðåííèå âåð-
øèíû áëîêîâ B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíàäëåæàùèå öèêëó Z. Òîãäà
â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ïóòü Q îò x1 äî x2, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç áëîê B è
ñîäåðæàùèé òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ y1 è y2. Ïóñòü w1 � ïåðâàÿ òî÷êà íà ïóòè
Q ïðè ïðîõîäå îò y1 ê x1, ïðèíàäëåæàùàÿ öèêëó Z, à w2 � ïåðâàÿ òî÷êà
íà ïóòè Q ïðè ïðîõîäå îò y2 ê x2, ïðèíàäëåæàùàÿ öèêëó Z. Ïîíÿòíî,
÷òî w1, w2 /∈ V (B). Ïóñòü Q′ � ýòî w1w2-ó÷àñòîê ïóòè Q. Òîãäà íè îäíî
èç ð¼áåð ïóòè Q′, öèêëà Z è áëîêà B íå ïðèíàäëåæèò öèêëó Z ′, à çíà-
÷èò, V (Q′) ∪ V (B) ∪ V (Z) íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ â G′

(òî åñòü, ñóùåñòâóåò áëîê K ãðàôà G′, ñîäåðæàùèé âñå ýòè âåðøèíû).
Áëîê K ñîäåðæèò V (B) è âåðøèíó w1 /∈ B, à çíà÷èò, v(K) > v(B), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó öèêëà Z.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû. Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ãðàô D − A(Z) äâóñâÿçåí, òî åñòü, öèêë Z = C íàì ïîä-
õîäèò.

6. D èìååò öèêë äëèíû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïóíêòó 5 â îðãðàôå D åñòü òàêîé
öèêë C, ÷òî v(C) ≤ v(D)+1

2
è íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô D − A(C) äâóñâÿ-

çåí. Òîãäà ïî ëåììå 8.13 îðãðàô D − A(C) ñèëüíî ñâÿçåí (òàê êàê ýòîò
ãðàô ýéëåðîâ). Ïî ïóíêòó 5 ãðàô D − A(C) � ìèíèìàëüíûé ð¼áåðíî

äâóñâÿçíûé. Ïî ëåììå 8.12 ãðàô D − A(C) èìååò íå ìåíåå v(D)+2
2

âåð-
øèí ñòåïåíè 2. Â ñèëó ïóíêòà 3 âñå ýòè âåðøèíû äîëæíû ïðèíàäëåæàòü
öèêëó C äëèíû íå áîëåå v(D)+1

2
, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
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7. D � äâîéíîé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïóíêòà 6 îðãðàô D èìååò öèêë C äëèíû 2, ñî-
ñòîÿùèé èç äâóõ ñòðåëîê ìåæäó âåðøèíàìè a è b. Èç äâóñâÿçíîñòè îðãðà-
ôà D ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü îðãðàôîâ D− a. Òàê êàê d+

D(a) = d−D(a)
ïî ïóíêòó 3, ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê D−a âåðøèíû a è èíöèäåíòíûõ åé ñòðå-
ëîê, êðîìå ñòðåëîê öèêëà C, ïîëó÷èòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô. Òàêèì
îáðàçîì, îðãðàô D − A(C) ñèëüíî ñâÿçåí. Òàê êàê ãðàô D äâóñâÿçåí,
ãðàô G = D − A(C) ñâÿçåí è ñòàíîâèòñÿ äâóñâÿçíûì ïðè äîáàâëåíèè
äâóõ ð¼áåð ìåæäó a è b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëå-
íåíèÿ ãðàôà G èìååò íå áîëåå äâóõ êðàéíèõ áëîêîâ, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ïóòåì.

Ðàññìîòðèì íåêðàéíèé áëîê B ãðàôà G. Îí ñîäåðæèò äâå òî÷êè ñî-
÷ëåíåíèÿ. Íî âñå âåðøèíû ñòåïåíè 2 áëîêà B � òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ G,
çíà÷èò, èõ ðîâíî äâå. Ðàññìîòðèì íåêðàéíèé áëîê B′ ãðàôà G. Îí ñî-
äåðæèò îäíó òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ è îäíó èç âåðøèí a è b, ïîýòîìó òîæå
èìååò íå áîëåå äâóõ âåðøèí ñòåïåíè 2.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé áëîê B ãðàôà G èìååò íå áîëåå äâóõ âåðøèí
ñòåïåíè 2. Íî èç ïóíêòà 4 ñëåäóåò, ÷òî áëîê B � ìèíèìàëüíûé ðåáåðíî
äâóñâÿçíûé ãðàô. Åñëè v(B) > 2, òî B äâóñâÿçåí è ïî ëåììå 8.12 èìå-
åò íå ìåíåå òð¼õ âåðøèí ñòåïåíè 2, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êàæäûé áëîê
ãðàôà G ñîñòîèò èç äâóõ êðàòíûõ ð¼áåð. Òàê êàê äåðåâî áëîêîâ è òî-
÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G � ïðîñòîé ïóòü, ñàì ýòîò ãðàô � äâîéíîé ïóòü.
Çíà÷èò,D � äâîéíîé (íåîðèåíòèðîâàííûé) öèêë. Èç äâóñâÿçíîñòè G ñëå-
äóåò, ÷òî êàæäàÿ ïàðà êðàòíûõ ð¼áåð D ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûì ñòðåëêàì îðãðàôà D, òî åñòü, D � äâîéíîé öèêë.

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî D � ìèíè-
ìàëüíûé ÷åòíûé îðãðàô, íå ñîäåðæàùèé ñëàáîãî äâîéíîãî íå÷åòíîãî
öèêëà, ìû ñäåëàëè âûâîä, ÷òî D � äâîéíîé öèêë. Ñëåäîâàòåëüíî, D �
÷åòíûé äâîéíîé öèêë. Òîãäà íåñëîæíî ðàññòàâèòü âåñà íà åãî ñòðåëêàõ
òàê, ÷òîáû íå áûëî ÷åòíîãî öèêëà. Ñëåäîâàòåëüíî,D íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì
ãðàôîì. Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

8.8.4 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî äâîéíîãî òðå-

óãîëüíèêà

Ëåììà 8.19. Ïóñòü îðãðàô D ñèëüíî äâóñâÿçåí, à v ∈ V (D) è öèêë C
â îðãðàôå D − v òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1◦ Èç êàæäîé âåðøèíû öèêëà C âûõîäèò ñòðåëêà â v;
2◦ Èç âåðøèíû v âûõîäÿò ñòðåëêè âî âñå âåðøèíû öèêëà C.
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Òîãäà D ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1◦ (äëÿ óñëîâèÿ 2◦ àíà-
ëîãè÷íî). Ïî ñëåäñòâèþ 8.2 ñóùåñòâóåò äâà P1 è P2 èç v â V (c), íå èìå-
þùèå îáùèõ âåðøèí, êðîìå v. Ïóñòü ýòè ïóòè êîí÷àþòñÿ â âåðøèíàõ
x1, x2 ∈ V (C). Òîãäà ïóòè P1, P2, ñòðåëêè x1v è x2v, à òàêæå äâå äóãè
öèêëà C, íà êîòîðûå åãî ðàçáèâàþò âåðøèíû x1 è x2, îáðàçóþò ñëàáûé
äâîéíîé òðåóãîëüíèê (ñì. ðèñóíîê 8.20à).

b
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b
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Ðèñ. 8.20: Ñëàáûå äâîéíûå òðåóãîëüíèêè.

Ëåììà 8.20. Ïóñòü îðãðàô D ñèëüíî äâóñâÿçåí, v1, v2, v3, v4 ∈ V (D) è
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ócëîâèé:

1◦ v1v3, v1v4, v2v3, v2v4, v3v4 ∈ A(D);
2◦ v3v1, v4v1, v3v2, v4v2, v4v3 ∈ A(D).

Òîãäà â D åñòü ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦ (óñëîâèå 2◦ ïîëó÷àåòñÿ
èç íåãî ñìåíîé îðèåíòàöèè âñåõ ñòðåëîê). Ïî ñëåäñòâèþ 8.2 ñóùåñòâó-
åþò v4v1-ïóòü P1 è v4v2-ïóòü P2, íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí, êðîìå v4.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. V (P1) ∪ V (P2) 63 v3.
Â ãðàôå D − v4 ñóùåñòâóåò ïóòü P3 îò v3 äî V (P1) ∪ V (P2), ïóñòü êîíåö
ýòîãî ïóòè � âåðøèíà z ∈ V (P1). Òîãäà ìû èìååì ñëàáûé äâîéíîé òðå-
óãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 8.20b (ïóòü èç z â v1 íóæíî ñòÿíóòü
â âåðøèíó v, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ äâîéíîé òðåóãîëüíèê íà âåðøèíàõ v,
v3 è v4, ð¼áðà êîòîðîãî ïîäðàçáèòû).

2. V (P1) ∪ V (P2) 3 v3.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V (P1) 3 v3. Òîãäà v3 ðàçáèâàåò
ïóòü P1 íà v4v3-ïóòü R1 è v3v1-ïóòü R2. Â ãðàôåD−v3 ñóùåñòâóåò ïóòü P3

îò V (R1)∪V (P2) äî V (R1), ïóñòü êîíåö ýòîãî ïóòè � âåðøèíà z ∈ V (R1),
à íà÷àëî � âåðøèíà t. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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2.1. t ∈ V (P2).
Òîãäà ìû èìååì ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóí-
êå 8.20ñ (ïóòü èç z â v1 íóæíî ñòÿíóòü â âåðøèíó v, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ
äâîéíîé òðåóãîëüíèê íà âåðøèíàõ v, v3 è v4, ð¼áðà êîòîðîãî ïîäðàçáè-
òû).

2.2. t ∈ V (R1).
Òîãäà ìû èìååì ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóí-
êå 8.20d (ïóòü èç z â v1 íóæíî ñòÿíóòü â âåðøèíó v, ïóòü èç v4 â t íóæíî
ñòÿíóòü â âåðøèíó v′, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ äâîéíîé òðåóãîëüíèê íà âåð-
øèíàõ v, v′ è v3, ð¼áðà êîòîðîãî ïîäðàçáèòû).

Ëåììà 8.21. Ïóñòü îðãðàô D èìååò âåðøèíó v èñõîäÿùåé ñòåïåíè 1,
vu ∈ A(D), D′ = D ·vu. Òîãäà D ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê
åñëè è òîëüêî åñëè D1 ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ââèäó òîãî, ÷òî êàê ñòÿãèâàíèå ñòðåëêè vu
c d+

D(v) = 1 â âåðøèíó w = v · u, òàê è îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ðàñùåïëåíèÿ
âåðøèíû w íà v → u ïåðåâîäÿò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê â ñëàáûé
äâîéíîé òðåóãîëüíèê.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà.

Òåîðåìà 8.14. (C.Thomassen, 1992.) Ïóñòü D � ñèëüíî ñâÿçíûé îð-
ãðàô ñ δ+(D) ≥ 2, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Âåðøèíû v1, v2, v3 òàêîâû, ÷òî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû îðãðàôà D
èìåþò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü õîòÿ áû 3.

2◦ Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí x, y ∈ V (G), ãäå x 6= v1, â ãðàôå
D − x ñóùåñòâóåò ïóòü îò v1 äî y.

Òîãäà îðãðàô D ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê. Â ÷àñòíî-
ñòè, îðãðàô D ÷åòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è ðàññìîò-
ðèì ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð D (ñíà÷àëà ìèíèìèçèðóåì ÷èñëî âåð-
øèí, ïîòîì ÷èñëî ñòðåëîê.) Ìû áóäåì âûÿñíÿòü ñâîéñòâà îðãðàôà D äî
òåõ ïîð, ïîêà íå ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

1. D ñèëüíî äâóñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ðàññìîòðèì òàêóþ
âåðøèíó z ∈ V (D), ÷òî îðãðàô D−z íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì. Ïóñòü
U � êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðãðàôà D − z, èç êîòîðîé
íå âûõîäèò ñòðåëîê. Èç óñëîâèÿ 2◦ ñëåäóåò, ÷òî v1 /∈ U . Ïóñòü D′ � ýòî
(z, U)-ðåäóêöèÿ îðãðàôà D.
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Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ U ìû èìååì d+
D′(x) = d+

D(x) ≥ 2. Â ÷àñòíîñòè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |U | ≥ 2 è â ãðàôå D′ íå áîëåå òðåõ âåðøèí èñõîäÿùåé
ñòåïåíè ìåíåå 3 � ýòî ìîãóò áûòü v2 è v3 (åñëè îíè ëåæàò â U) è z.

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ U â îðãðàôå D−x åñòü ïóòü èç V (D)\U 3 v1

â U \{x}, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x. Çíà÷èò, ïî ïîñòðîåíèþ (z, U)-ðåäóêöèè,
â îðãðàôå D′−x åñòü ïóòü èç z â U \{x}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d+

D′(z) ≥ 2
è îðãðàô D′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû ñ v1 = z.

Òåïåðü èç ìèíèìàëüíîñòè îðãðàôà D ñëåäóåò, ÷òî D′ ñîäåðæèò ñëà-
áûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê. Òàê êàê îðãðàô D ñèëüíî ñâÿçåí, ïî ëåì-
ìå 8.18 è îðãðàô D ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðîòèâîðå-
÷èå.

Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî îðãðàô D ñèëüíî äâóñâÿçåí. Ïîýòîìó óñëîâèå 2◦

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé âåðøèíû âìåñòî v1. Çíà÷èò, ðàçíèöû ìåæäó v1, v2

è v3 íåò. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü âåðøèíû v1 � ìèíè-
ìàëüíàÿ â îðãðàôå D.

2. d+
D(v1) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî íå òàê, òî δ+(D) ≥ 3. Äëÿ ëþáîé âåðøè-
íû z ∈ N−D(v1) îðãðàô D − zv1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1◦ (î÷åâèäíî)
è 2◦ (ýòî óñëîâèå íàñëåäóåòñÿ èç îðãðàôà D: íèêàêîé ïðîñòîé v1x-ïóòü
íå ïðîõîäèò ïî ðåáðó zv1). Òàê êàê D � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð,
îðãðàô D − zv1 ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ÷òî, î÷åâèäíî,
íåâîçìîæíî.

Ïóñòü N+
D(v1) = {u1, u2}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

D1 = (D−v1u2) ·v1u1, u′1 = v1 ·u1, D2 = (D−v1u1) ·v1u2, u′2 = v1 ·u2.

3. Ìîæíî âûáðàòü îáîçíà÷åíèÿ òàê, ÷òî δ+(D1) ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äëÿ D1 â èñõîäíûõ
îáîçíà÷åíèÿõ íå âûïîëíåíî. Åñëè d+

D1
(u′1) ≤ 1, òî âûïîëíåíî óñëîâèå:

(a) d+
D(u1) = 2 è u1v1 ∈ A(D).

Åñëè æå d+
D1

(x1) ≤ 1 äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x1 6= u′1, òî âûïîëíåíî
óñëîâèå:

(b) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x1 ∈ V (D), ÷òî N+
D(x1) = {u1, v1}.

Âñå âåðøèíû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â îðãðàôå D � ýòî v1, v2, v3. Ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò ñîåäèíåíèÿ ñòðåëêàìè ýòèõ
òðåõ âåðøèí. Íàïîìíèì, ÷òî v1, v2, v3 ðàâíîïðàâíû, èõ ìîæíî ïðîèçâîëü-
íî ïåðåíóìåðîâûâàòü.
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3.1. v2v1, v3v1 /∈ A(D).
Ðàññìîòðèì îðãðàô D1 (â èñõîäíîé íóìåðàöèè). Â íàøåì ñëó÷àå â âåð-
øèíó v1 íå âõîäèò ñòðåëêè íè èç îäíîé âåðøèíû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2
â îðãðàôå D, à çíà÷èò, íè óñëîâèå (à), íè óñëîâèå (b) íå ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî δ+(D1) ≥ 2.

a b c

b

b b

v1

2

b

b b

v1b

b b

v1

b

yv v3 2v v3
2vv3

b

x

Ðèñ. 8.21: Êîíôèãóðàöèè ïóíêòà 3.

3.2. v1v2, v1v3 ∈ A(D).
Ðàññìîòðèì D′ = (D − v1v3) · v1v2.

Ïóñòü ýòîò îðãðàô íàì íå ïîäõîäèò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (b). Òàê êàê åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò v1 è v2 âåðøèíà èñõîäÿ-
ùåé ñòåïåíè 2 � ýòî v3, òîãäà v3v2, v3v1 ∈ A(D) (ñì. ðèñóíîê 8.21a). Â
ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò öèêë èç äâóõ âåðøèí v1v3, ïðè÷åì v1v2, v3v2 ∈
A(D). Òîãäà ïî ëåììå 8.19 îðãðàôD ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëü-
íèê, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, âûïîëíåíî óñëîâèå (a), òî åñòü, v2v1 ∈ A(D).
Àíàëîãè÷íî, v3v1 ∈ A(D) (ñì. ðèñóíîê 8.21b).

Åñëè v2v3 ∈ A(D), òî ïðèìåíèì ëåììó 8.19 ê öèêëó v1v2 è âåðøèíå v3

è ïîëó÷èì, ÷òî îðãðàô D ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò, v2v3 /∈ A(D) è, àíàëîãè÷íî, v3v2 /∈ A(D).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y ∈ V (D), ÷òî v2y ∈ A(D) è y /∈
{v1, v2}, à çíà÷èò, d+

D(y) ≥ 3. Ïóñòü

D∗ = (D − v2v1) · v2y, w = v2 · y.

Èç d+
D(y) ≥ 3 ñëåäóåò, ÷òî d+

D∗(w) ≥ 2. Ïóñòü d+
D∗(t) ≤ 1, ãäå t 6= w. Òîãäà

N+
D(t) = {v1, y}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî t /∈ {v1, v2, v3} � ÷åòâåðòàÿ âåðøèíà

èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â îðãðàôå D, ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 1◦. Çíà÷èò,
δ+(D∗) ≥ 2 è D1 = D∗ íàì ïîäõîäèò.

3.3. Íè îäíî èç ïðåäûäóùèõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî.
Ðàññìîòðèì îðãðàôH = D({v1, v2, v3}). Òîãäà δ−(H) ≥ 1, èíà÷å âûïîëíå-
íî óñëîâèå 3.2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ãðàôå õîòÿ áû òðè ñòðåëêè. Íî èç
ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò íå áîëåå ÷åì îäíà ñòðåëêà. Çíà÷èò, èñõîäÿùàÿ
è âõîäÿùàÿ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû H ðàâíà 1, îòêóäà ïîíÿòíî, ÷òî
ýòîò ãðàô � òðåóãîëüíèê (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A(H) = {v1v2, v2v3, v3v1}).
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Ïóñòü N+
D(v1) = {v2, x}. Òîãäà ðàññìîòðèì îðãðàô D′ = (D − v1x) ·

v1v2. Ïîñêîëüêó v2v1 /∈ A(D) è íåò âåðøèíû t èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 c
N+D(t)={v1,v2}, òî δ

+(D′) ≥ 2 è ýòîò îðãðàô íàì ïîäõîäèò.

Èòàê, ïóñòü îáîçíà÷åíèÿ òàêîâû, ÷òî δ+(D1) ≥ 2. Äàëåå ìû èññëåäóåì
ãðàô D1. Åñëè è δ+(D2) ≥ 2, òî âñå äîêàçàííîå äàëåå äëÿ D1 âåðíî è
äëÿ D2.

4. D1 èìååò íå áîëåå òðåõ âåðøèí èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îðãðàôå D áûëî íå áîëåå òð¼õ âåðøèí èñõîäÿùåé
ñòåïåíè 2: ýòî v1, v2 è v3. Âåðøèíà v1 èñ÷åçëà. Âåðøèíû v2 è v3 ñîõðàíèëè
èñõîäÿùóþ ñòåïåíü (åñëè u1 = vi, ãäå i ∈ {2, 3}, òî d+

D1
(u′1) = 2, ýòà

âåðøèíà áóäåò âìåñòî vi). Íîâîé âåðøèíîé èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â D1

ìîãëà ñòàòü u′1 â ñëó÷àå
(1) dD(u1) = 3 è u1v1 ∈ A(D).
Òàêæå ìîãëà ïîÿâèòüñÿ íîâàÿ âåðøèíà w 6= u′1 èñõîäÿùåé ñòåïåíè

dD1(w) = 2 â ñëó÷àå
(2) dD(w) = 3 è wu1, wv1 ∈ A(D).

a b
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b u
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Ðèñ. 8.22: Êîíôèãóðàöèè ïóíêòà 4.

Åñëè åñòü äâå âåðøèíû w1, w2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2), òî ïî
ëåììå 8.20 (åå ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ âåðøèí w1, w2, v1, u1, ñì. ðèñó-
íîê 8.22a) â îðãðàôå D åñòü ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ (1) è (2), òî â D ñóùåñòâóåò öèêë u1v1

è wu1, wv1 ∈ A(D) (ñì. ðèñóíîê 8.22b). Òîãäà ïî ëåììå 8.19 â îðãðàôå D
åñòü ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, â D2 äîáàâèëîñü íå áîëåå îäíîé âåðøèíû èñõîäÿùåé
ñòåïåíè 2.

5. Îðãðàô D1 íå ñîäåðæèò ñëàáîãî äâîéíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îðãðàô D1 ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëü-
íèê, òî ïî ëåììå 8.21 è îðãðàôD ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê,
÷òî íå òàê.
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Åñëè îðãðàô D1 ñèëüíî äâóñâÿçåí, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû (îí ìåíüøå ÷åì D), òî åñòü, D1 ñîäåðæèò ñëàáûé äâîé-
íîé òðåóãîëüíèê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 5. Çíà÷èò, îðãðàô D1 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî äâóñâÿçíûì. Ðàññìîòðèì âñå ñïîñîáû óäàëèòü âåðøèíó èç
D1 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ íå ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, è ó êàæäîãî òàêî-
ãî ãðàôà ðàññìîòðèì âñå êðàéíèå êîìïîíåíòû, èç êîòîðûõ íå âûõîäèò
ñòðåëîê. Ñðåäè âñåõ òàêèõ êîìïîíåíò íàéäåì ìèíèìàëüíóþ êîìïîíåíòó
U1, ïóñòü ýòî êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðãðàôà D1 − z1,
W1 = V (D1 − z1) \ U1.

Åñëè U1 3 u′1, òî ïîëîæèì U∗1 = (U1 \ {u′1}) ∪ {u1}. Èíà÷å, â ñèëó
ïóíêòà 6 ìû çíàåì, ÷òî u′1 = z1. Òîãäà ïîëîæèì U∗1 = U1. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì U∗2 . Òîãäà U

∗
1 , U

∗
2 ,W1,W2 ⊂ V (D). Ïî ïîñòðîåíèþ êîìïîíåíò

ãðàôîâ D1 è D2, êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè U1 è U2 ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèé âûâîä.

6. Â îðãðàôå D íåò ñòðåëîê èç U∗1 â W1. Ñòðåëêè îðãðàôà D, âûõî-
äÿùèå èç ìíîæåñòâà U∗1 â V (D) \U∗1 , ìîãóò âõîäèòü â âåðøèíó z1 è â
âåðøèíó v1 (ïðè óñëîâèè v1 /∈ W1.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ îðãðàôà D1 è
âûáîðà êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè U1.

7. u′1 ∈ U1 ∪ {z1}, u2 ∈ W1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u′1 ∈ W1, òî â D − z1 íåò ñòðåëîê, âûõîäÿùèõ
èç U∗1 , òî åñòü, ýòîò ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
ïóíêòîì 1. Çíà÷èò, u′1 ∈ U1 ∪ {z1}.

Ïóñòü u2 ∈ U1. Åñëè u′1 6= z1, òîãäà â D−z1 íåò ñòðåëîê, âûõîäÿùèõ èç
U∗1 ∪ {v1}, òî åñòü, ýòîò ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì. Åñëè u′1 = z1,
òî â D − u1 íåò ñòðåëîê, âûõîäÿùèõ èç U∗1 ∪ {v1}, òî åñòü, ýòîò ãðàô
íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ
ïóíêòîì 1.

Îòìåòèì, ÷òî èç δ+(D1) ≥ 2 è ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðãðàôà D − z1

íåñëîæíî ñëåäóåò, ÷òî |U1| ≥ 3.

8. Ïóñòü H1 � ýòî (z1, U1)-ðåäóêöèÿ îðãðàôà D1. Òîãäà îðãðàô H1

ñèëüíî äâóñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îðãðàô H1 − z1 = D1(U1) ñèëüíî ñâÿçåí.
Ïóñòü t ∈ U1. Äîêàæåì, ÷òî îðãðàô H1 − t ñèëüíî ñâÿçåí. Ïóñòü x ∈ U1,
x 6= t.

Åñëè H1 − t íå ñèëüíî ñâÿçåí, òî èç x ìîæíî ïîïàñòü â êîìïîíåíòó
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè U îðãðàôà H1 − t, èç êîòîðîé íå âûõîäèò ñòðåëîê.
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Èç ìèíèìàëüíîñòè U1 ñëåäóåò, ÷òî U íå ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè îðãðàôà D1− t, à çíà÷èò, z1 ∈ U . Òàêèì îáðàçîì, èç âåðøèíû
x â H1 − t ìîæíî ïîïàñòü â z1.
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Ðèñ. 8.23: Ïóòè â D − t è D1 − t.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â H1 − t ñóùåñòâóåò è z1x-ïóòü. Ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ïóñòü u′1 /∈ {t, z1}.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïóòü P â îðãðàôå D − t îò z1 äî x (åñëè x 6= u′1) è
äî v1 (åñëè x = u′1). Òàêîé ïóòü åñòü ïî ñèëüíîé äâóñâÿçíîñòè îðãðàôà
D. Åñëè V (P ) ⊂ U∗1 ∪ {v1, z1}, òî èñêîìûé z!x-ïóòü â ãðàôå H1 åñòü.
Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà P ïåðåñåêàåò W1. Ïóñòü y1y2 ∈ A(P ), y1 ∈ W1,
y2 ∈ U∗1 ∪ {v1}, ïðè÷åì ýòî ïîñëåäíåå òàêîå ðåáðî ïðè ïðîõîäå îò z1

(ñì. ðèñóíîê 8.23à). Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ðåäóêöèè ïðè y2 /∈ {u1, v1}
ìû èìååì z1y2 ∈ A(H1), à ïðè y2 ∈ {u1, v1} ìû èìååì z1u

′
1 ∈ A(H1).

Cëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò z1x-ïóòü â H1 − t (ñì. ðèñóíîê 8.23b).
Åñëè z1 = u′1, òî ìû ñòðîèì â îðãðàôå D − t ïóòü P îò u1 äî x (ñì.

ðèñóíîê 8.23c) è äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî.
Åñëè t = u′1, òî ìû ñòðîèì z1x-ïóòü P â îðãðàôå D − u1 (ñì. ðèñó-

íîê 8.23à) è äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî. Íóæíî ëèøü äîáàâèòü, ÷òî íà ýòîò
ðàç y2x-ó÷àñòîê ïóòè P íå ñîäåðæèò v1 (ýòî íåîáõîäèìî ââèäó t = u′1 =
v1 ·u1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ýòîì ó÷àñòêå åñòü v1, òî äàëåå ïóòü ìîæåò
ñëåäîâàòü òîëüêî ïî äóãå v1u2 (íàïîìíèì, ÷òî N+

D(v1) = {u1, u2}), â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïóòü ñíîâà ïîïàäåò â W1, ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ñòðåëêè
y1y2. Â îñòàëüíîì ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ñëó÷àþ.

9. H1 èìååò õîòÿ áû ÷åòûðå âåðøèíû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1 èìååò íå áîëåå òð¼õ âåðøèí
èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2. Òàê êàê H1 ìåíüøå ÷åì D, ýòîò ãðàô íå ìîæåò
áûòü êîíòðïðèìåðîì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, H1 èìååò
ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê. Òîãäà ïî ëåììå 8.18 è îðãðàô D1 ñîäåðæèò
ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 5.
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Êàêèå âåðøèíû â H1 ìîãóò èìåòü èñõîäÿùóþ ñòåïåíü 2? Ïî ïóíêòó
4, â îðãðàôå D1 òàêèõ âåðøèí íå áîëåå òðåõ, à ó ëþáîé âåðøèíû t 6= z1,
î÷åâèäíî, d+

H1
(t) = d+

D1
(t). Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

10. d+
H1

(z1) = 2. Â D1 ðîâíî òðè âåðøèíû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 è âñå
îíè ëåæàò â U1 (â ÷àñòíîñòè, ýòè âåðøèíû îòëè÷íû îò z1).

Êàê ìû çíàåì èç ïóíêòà 4, òîãäà

d+
H1

(v2) = d+
H1

(v3) = 2 ïðè u1 /∈ {v2, v3} è
d+
H1

(vi) = d+
H1

(u′1) = 2 ïðè u1 = v5−i.

×åòâåðòîé âåðøèíîé èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â H1 äîëæíà áûòü âåðøèíà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (1) èëè óñëîâèþ (2).

Ïî ïóíêòó 6 íàì èçâåñòíî, ÷òî u2 ∈ W1. Çíà÷èò, v2u2, v3u2 /∈ A(D),
d+
D(u2) ≥ 3. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî íè îäíî èç óñëîâèé (à2) è (b2) íå
âûïîëíåíî, ïîýòîìó δ+(D2) ≥ 2 (ñì. ïóíêò 3).

Íàïîìíèì, ÷òî u′2 = v1 · u2. Äëÿ îðãðàôà D2 àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè U2, âåðøèíó z2, ìíîæåñòâà W2 è U∗2 , à
òàêæå îðãðàô H2 � (z2, U2)-ðåäóêöèþ îðãðàôà D2.

Âñå äîêàçàííîå â ïóíêòàõ 4 − 10 ïðî îðãðàô D1, âåðíî è äëÿ îðãðà-
ôà D2. Ñôîðìóëèðóåì äâà èç ýòèõ óòâåðæäåíèé.

6a. Â îðãðàôå D íåò ñòðåëîê èç U∗2 â W2. Ñòðåëêè îðãðàôà D, âûõî-
äÿùèå èç ìíîæåñòâà U∗2 â V (D)\U∗2 , ìîãóò âõîäèòü òîëüêî â âåðøèíó
z2 è â âåðøèíó v1 (ïðè óñëîâèè v1 /∈ W2.)

7a. u′2 ∈ U2 ∪ {z2}, u1 ∈ W2.

11. u1 ∈ W2, v2, v3 ∈ U∗2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïóíêòó 7à, u1 ∈ W2. Ïî ïóíêòó 7, u2 ∈ W1. Ïî
ïóíêòó 10 ìû èìååì v2, v3 ∈ U1. Çíà÷èò, u2 /∈ {v2, v3}. Òîãäà ïî àíàëîãó
ïóíêòà 10 äëÿ ãðàôà D2 ìû èìååì v2, v3 ∈ U2. Îñòàåòñÿ ëèøü îòìåòèòü,
÷òî v2 6= u′2.

12. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x ∈ W1 ∪ {z1}, ÷òî xv1 ∈ A(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îðãðàôå H2 äîëæíî áûòü õîòÿ áû ÷åòûðå âåðøèíû
èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2, à çíà÷èò, àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó âûøå ïîëó÷àåì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã îäíîãî èç óñëîâèé (1) è (2):

(1′) dD(u2) = 3 è u2v1 ∈ A(D);
(2′) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà w ∈ V (D), ÷òî w /∈ {v1, u2}, dD(w) = 3

è wu2, wv1 ∈ A(D).
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Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1′), òî x = u2 íàì ïîäõîäèò (íàïîìíèì,
÷òî u2 ∈ W1 ïî ïóíêòó 7). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2′), òî èç u2 ∈ W1

ñëåäóåò, ÷òî w ∈ W1 ∪ {z1}. Òîãäà âåðøèíà x = w íàì ïîäõîäèò.

13. z1 6= u′1 èëè z2 6= u′2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: z1 = u′1 è z2 = u′2. Â ïóíê-
òàõ 7 è 10 äîêàçàíî, ÷òî u2 ∈ W1 è v2 ∈ U∗1 . Ïî ïóíêòó 6, ëþáîé v2u2-ïóòü
â îðãðàôå D − v1 ñîäåðæèò u1. Àíàëîãè÷íî, ëþáîé v2u1-ïóòü â îðãðàôå
D− v1 ñîäåðæèò u2. Íî â ñèëó ñèëüíîé äâóñâÿçíîñòè D â îðãðàôå D− v1

ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü èç v2 äî {u1, u2}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó
âûøå.

Âûáåðåì íóìåðàöèþ òàê, ÷òîáû z1 6= u′1. Îòìåòèì, ÷òî òîãäà z1 ∈
V (D). Îäíàêî, âîçìîæíî, ÷òî z2 = u′2. Ïîýòîìó äàëåå ìåíÿòü íóìåðàöèþ
ìû íå ñìîæåì.

14. Åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà îðãðàôà D èç v1 â W1 � ýòî v1u2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïóíêòó 7 è èç u′1 6= z1 ìû èìååì u′1 = v1 · u1 ∈ U1.
Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

15. Åñëè z2 = u′2 èëè z2 ∈ W1 \ {u2}, òî z1 ∈ U∗2 .

1

1 1

b
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b
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b
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b
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Ðèñ. 8.24: v2z1-ïóòü P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îðãðàô D ñèëüíî äâóñâÿçåí, â D − v1 åñòü
v2z1-ïóòü P . Ïîñêîëüêó v2 ∈ U∗1 , èç ïóíêòà 6 ñëåäóåò, ÷òî ïóòü P íå
ìîæåò ïðîõîäèòü ïî W1 (ñì. ðèñóíîê 8.24a). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî P íå ñîäåðæèò âåðøèíó z2. Ïî ïóíêòó 11 v2 ∈ U∗2 , à ïî ïóíêòó 6à èç
U∗2 â îðãðàôå D íå âûõîäèò ñòðåëîê â W2. Ñëåäîâàòåëüíî, V (P ) ⊂ U∗2 . Â
÷àñòíîñòè, êîíåö ïóòè P âåðøèíà z1 ∈ U∗2 (ñì. ðèñóíîê 8.24b).
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16. Åñëè z2 = u′2 èëè z2 ∈ U∗1 ∪ {z1}, òî W1 \ {u2} ⊂ U2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z2 = u′2. Ïóñòü
P � ýòî ïðîñòîé ïóòü èç z1 â ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó x ∈ W1 \ {u2} â
îðãðàôå D−u2 (òàêîé ïóòü åñòü òàê êàê îðãðàô D ñèëüíî äâóñâÿçåí, ñì.
ðèñóíîê 8.25a). Ïóòü P íå ìîæåò ïðîõîäèòü ïî {u1, v1}: ïî ïóíêòàì 6 è
14 èç {u1, v1} â îðãðàôå D − u2 íåëüçÿ ïîïàñòü â W1, íå ïðîõîäÿ ÷åðåç
z1. Ïóòü P ñòàðòóåò â z1 ∈ U∗2 (íàïîìíèì, ÷òî z1 ∈ U∗2 ïî ïóíêòó 15) è
íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç u2, íè ÷åðåç v1. Çíà÷èò, V (P ) ⊂ U∗2 , â ÷àñòíîñòè,
x ∈ U∗2 (ñì. ðèñóíîê 8.25b).
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Ðèñ. 8.25: z1x-ïóòü P .

Ïóñòü z2 ∈ U∗1 ∪ {z1}. Òîãäà â ñèëó ïóíêòà 7a ìû èìååì u′2 ∈ U2,
à çíà÷èò, u2 ∈ U∗2 . Èç ñèëüíîé äâóñâÿçíîñòè D ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
âåðøèíû x ∈ W1 \ {u2} â D − z1 ñóùåñòâóåò ïðîñòîé u2x-ïóòü P (ñì.
ðèñóíîê 8.26a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïóòü P ïðîõîäèò ïî v1, òîãäà äàëåå
îí èäåò ïî ñòðåëêå v1u1 è ïîïàäàåò â U∗1 , îòêóäà íå ñìîæåò ïîïàñòü â
x ∈ W1, òàê êàê íå ïðîõîäèò ïî z1 è áîëüøå íå ïîïàäàåò â v1. Åñëè P
ïðîõîäèò ïî z2 ∈ U∗1 , îí òàêæå ìîæåò ïîïàñòü â W2 ëèøü ïðîéäÿ ÷åðåç
v1 èëè z1, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, z2, v1 6∈ V (P ).
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Ðèñ. 8.26: u2x-ïóòü P .

Ïóòü P íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå u2 ∈ U∗2 è íå ïðîõîäèò íè ïî z2, íè
ïî z1, à çíà÷èò, ïî ïóíêòó 6à åãî êîíåö x ∈ U∗2 (ñì. ðèñóíîê 8.26b).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî W1 \ {u2} ⊂ U∗2 , òî åñòü, óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî.
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17. Åñëè z2 ∈ W1 \ {u2}, òî (W1 \ {z2}) ∪ {z1} ⊂ U∗2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïóíêòó 15, z1 ∈ U2. Ïî ïóíêòó 6à ìû èìååì u′2 ∈ U2.
Èç ñèëüíîé äâóñâÿçíîñòèD ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ W1 \ {u2}
â D − z2 ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü P îò {z1, u2} äî x (ñì. ðèñó-
íîê 8.27a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ïðîõîäèò ÷åðåç v1. Òàê êàê ýòîò ïóòü
� ïðîñòîé, îí íå ìîæåò èäòè ïî ñòðåëêå v1u2, à çíà÷èò, èäåò ïî ñòðåëêå
v1u1 è ïîïàäàåò â U∗1 , îòêóäà íå ñìîæåò âåðíóòüñÿ â x ∈ W1: ïî ïóíêòó 6
ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû v1 è z1, ÷òî íåâîçìîæíî.
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Ðèñ. 8.27: Ïóòü P èç {z1, u2} â x.

Ïóòü P íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå èç U∗2 è íå ïðîõîäèò íè ïî z2, íè ïî v1,
à çíà÷èò, ïî ïóíêòó 6à åãî êîíåö x ∈ U∗2 (ñì. ðèñóíîê 8.27b).

18. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òàêîé âåðøèíû x ∈ W1 ∪ {z1}, ÷òî
xu1 ∈ A(D). Òàêîé âåðøèíîé ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà èç âåðøèí z2 è
u2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî u1 ∈ W2, à èç U2 â W2 íåò ñòðåëîê â
îðãðàôå D2.

Ïóñòü z2 = u′2. Òîãäà W1 ∪ {z1} ⊂ U∗2 ïî ïóíêòàì 15 è 16. Çíà÷èò, â
ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî òîëüêî x = u2.

Ïóñòü z2 ∈ W1 \ {u2}. Òîãäà (W1 \ {z2}) ∪ {z1} ⊂ U∗2 ïî ïóíêòó 17.
Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî òîëüêî x = z2.

Íàêîíåö, ïóñòü z2 = z1. Âñïîìíèì, ÷òî u′2 ∈ U2 ∪ {z2} ïî ïóíêòó
7à. Îäíàêî, u′2 6= z1 = z2 (âåðøèíà z1 âûáèðàëàñü â ãðàôå D1, â êîòîðîì
íåò u′2). Çíà÷èò, u2 ∈ U∗2 , îòêóäà u2u1 /∈ A(D) ïî ïóíêòó 6à. Â ýòîì ñëó÷àå
âîçìîæíî òîëüêî x = z2 = z1.

Ïî ïóíêòó 12, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x ∈ W1∪{z1}, ÷òî xv1 ∈ A(D).
Åñëè x = z1, òî z1u

′
1 ∈ A(H1). Åñëè x ∈ W1, òî ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà D1

è åãî (z1, U1)-ðåäóêöèè ìû èìååì z1u
′
1 ∈ A(H1). Êðîìå òîãî, d+

H1
(z1) = 2

ïî ïóíêòó 10. Çíà÷èò, N+
H1

(z1) = {u′1, r}. Âåðøèíà r áóäåò íóæíà íàì â
ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ.
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Ïîëîæèì G = D(W1 ∪ {r, v1, z1}) + rv1 + rz1 (ñòðåëêè rv1 è rz1 äîáàâ-
ëÿþòñÿ, åñëè èõ íåò, ñì. ðèñóíîê 8.28a). Îòìåòèì, ÷òî èç z1 6= u′1 ñëåäóåò
z1 6= v1.

Ïî ïîñòðîåíèþ, åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà, âûõîäÿùàÿ â G èç âåðøèíû
v1 � ýòî v1u2. Ïóñòü G′ = G · v1u2, u′2 = v1 · u2 (ñì. ðèñóíîê 8.28b).

1
1

1

b

W

U
z

*

a b

b

v1b b

uu1 2

b

r

G

1

1

b

W
z

2

b

r
b u’

G’
1

1

b

U
z

*
b

v1

b

r

P

P

z

v

c

W1

Ðèñ. 8.28: Ãðàôû G è G′.

19. Îðãðàô G′ íå ñîäåðæèò ñëàáîãî äâîéíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îðãðàôD ñèëüíî äâóñâÿçåí, ïî ñëåäñòâèþ 8.2
îí ñîäåðæèò äâà ïðîñòûõ ïóòè èç r â {z1, v1}, íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí,
êðîìå r. Ïóñòü ýòî rz1-ïóòü Pz è rv1-ïóòü Pv (ñì. ðèñóíîê 8.28c).

Îìåòèì, ÷òî r ∈ U∗1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïóòè Pz è Pv íå ñîäåðæàò âåðøèí
èç W1 (ïî ïóíêòó 6, ÷òîáû ïîïàñòü â W1 ïóòü â îðãðàôå D ñ íà÷àëîì â r
äîëæåí ïðîéòè ÷åðåç z1 èëè v1).

Òîãäà îðãðàô G1, ïîëó÷åííûé èç G çàìåíîé ñòðåëîê rv1 è rz1 íà ïóòè
Pv è Pz ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì îðãðàôà G è, îäíîâðå-
ìåííî, ïîäãðàôîì D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G′ ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê. Òîãäà
ïî ëåììå 8.18 è ãðàô G ñîäåðæèò ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê. Íî òîãäà
è åãî ïîäðàçáèåíèå G1 � ïîäãðàô îðãðàôà D � î÷åâèäíî, òîæå ñîäåðæèò
ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Ìû äîêàæåì, ÷òî G′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû ñ âåðøèíîé r
â êà÷åñòâå v1.

20. δ+(G′) ≥ 2. Áîëåå òîãî, G′ èìååò íå áîëåå òð¼õ âåðøèí èñõîäÿ-
ùåé ñòåïåíè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðøèíó w ∈ V (G) \ {v1, r}. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî wy ∈ A(D), ãäå y ∈ U∗1 \ {v1, u1, r}. Ïî ïîñòðîåíèþ (z1, U1)-
ðåäóêöèè, òîãäà y ∈ N+

H1
(z1) = {u′1, r}, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, èñõîäÿùàÿ

ñòðåëêà èç âåðøèíû w â îðãðàôå D, êîòîðîé íåò â îðãðàôå G ìîæåò
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áûòü òîëüêî îäíà, è ýòî ñòðåëêà wu1. Ïî ïóíêòó 16 òàêàÿ âåðøèíà w
ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà, ïðè÷åì w ∈ {z2, u2}. Òàêèì îáðàçîì,

d+
G(w) = d+

D(w)− 1 ≥ 2 è d+
G(x) = d+

D(x) ≥ 3 ïðè x ∈ V (G) \ {v1, r, w}.

Î÷åâèäíî, d+
G′(r) = 2. Ðàññìîòðèì âåðøèíó u′2. Îòìåòèì, ÷òî

d+
G′(u

′
2) = d+

G(u2)−1 ïðè u2v1 ∈ A(D) è d+
G′(u

′
2) = d+

G(u2) ïðè u2v1 /∈ A(D).

Òàêèì îáðàçîì, dG′(u′2) ≤ 1 âîçìîæíî òîëüêî ïðè u2v1 ∈ A(D) è u2 = w,
òî åñòü, u2u1 ∈ A(D). Íî â ýòîì ñëó÷àå â îðãðàôå D åñòü öèêë v1u2

è ñòðåëêè v1u1, u2u1 ∈ A(D), à çíà÷èò, ïî ëåììå 8.19 â D åñòü ñëàáûé
äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, dG′(u2) ≥ 2.

Òàê êàê z1 6= u′1, ìû çíàåì, ÷òî d+
D(z1) ≥ 3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåðøèíó w, äëÿ êîòîðîé wu1 ∈ A(D). Åñëè w ∈
W1, òî òàêæå d+

D(w) ≥ 3. Òîãäà d+
G′(w) ≤ 1 âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå,

êîãäà wu1, wv1, wu2 ∈ A(D). Ó÷èòûâàÿ ñòðåëêè v1u1 è v1u2, ìû âèäèì,
÷òî äëÿ u1, u2, v1, w âûïîëíåíî óñëîâèå 2◦ ëåììû 8.20, ñëåäîâàòåëüíî, â
îðãðàôå D åñòü ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü x ∈ V (G′) \ {u′2, r, w}. Òîãäà d+
G′(x) ≥ d+

G(x)− 1 = d+
D(x)− 1 ≥ 2.

Òàêèì îáðàçîì, δ+(G′) ≥ 2.
Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ïîòåíöèàëüíûå âåðøèíû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â G′.

Ýòî òî÷íî r è, âîçìîæíî, ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
(V1) âåðøèíà w, äëÿ êîòîðîé wu1 ∈ A(D) èëè âåðøèíà u′2 ïðè

u2u1 ∈ A(D);
(V2) âåðøèíà u′2, åñëè u2v1 ∈ A(D);
(V3) âåðøèíà y, äëÿ êîòîðîé yv1, yu2 ∈ A(D).
Êàê ïîêàçàíî âûøå, âàðèàíò (V1) äàåò íàì íå áîëåå îäíîé âåðøè-

íû èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â G′. Åñëè óñëîâèþ (V3) óäîâëåòâîðÿþò äâå
âåðøèíû y1, y2, òî ïî ëåììå 8.20 â îðãðàôå D åñòü ñëàáûé äâîéíîé òðå-
óãîëüíèê, ÷òî íå òàê. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåðøèíà y c yv1, yu2 ∈ A(D) è
u2v1 ∈ A(D). Òîãäà ê öèêëó u2v1 è âåðøèíå y ìîæíî ïðèìåíèòü ëåì-
ìó 8.19 è îïÿòü ïîëó÷èòü ñëàáûé äâîéíîé òðåóãîëüíèê â D, êîòîðîãî
íåò. Çíà÷èò, âàðèàíòû (V2) è (V3) âìåñòå äàþò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû
èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2 â G′, à âñåãî òàêèõ âåðøèí íå áîëåå òð¼õ.

21. Äëÿ ëþáûõ äâóõ îòëè÷íûõ îò r âåðøèí z, z′ ∈ V (G′) â îðãðàôå
G′ − z′ åñòü rz-ïóòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê rz1, ru
′
2 ∈ A(G′), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z /∈

{z1, u
′
2}. Çíà÷èò, z ∈ W1.
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Ðèñ. 8.29: Ïîñòðîåíèå rz-ïóòè â ãðàôå G′ − z′.

Ïóñòü

M =


{z1, u2}, åñëè z′ /∈ {z1, u

′
2},

{z1}, åñëè z′ = u′2,
{u2}, åñëè z′ = z1.

Ïóñòü P � êðàò÷àéøèé ïóòü â îðãðàôå D − z′ îò M äî z (ñì. ðèñó-
íîê 8.29a). Òàêîé ïóòü åñòü ïî ñèëüíîé äâóñâÿçíîñòè D. Äîêàæåì, ÷òî
V (P ) ⊂ W1. Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî íè îäíà âåðøèíà ïóòè P , êðîìå åãî
íà÷àëà, íå âõîäèò â ìíîæåñòâî {z1, u2} (òàê êàê {z1, u2} ⊂M ∪ {z′}).

Ïóñòü P ïðîõîäèò ïî v1. Òîãäà äàëåå îí èäåò ïî ñòðåëêå v1u1 è îêàçû-
âàåòñÿ â U∗1 . Â ñèëó ïóíêòà 6à èç U∗1 ïóòü P ìîæåò ïðîéòè â W1 òîëüêî
÷åðåç {z1, v1}, íî îí íå ìîæåò ïîïàñòü íè â z1, íè âòîðîé ðàç â v1, ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò, v1 /∈ V (P ). Åñëè æå P ñîäåðæèò âåðøèíó èç U∗1 , òî
âåðíóòüñÿ èç U∗1 â W1 îí ñìîæåò òîëüêî ïðîéäÿ ÷åðåç {v1, z1}, ÷òî, êàê
ïîêàçàíî âûøå, íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, V (P ) ⊂ W1 è îäíî èç ðåáåð ru′2 è rz1 âìåñòå ñ P îáðàçóåò
èñêîìûé rz-ïóòü â G′ (ñì. ðèñóíîê 8.29b).

22. G′ ñèëüíî ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èç r ìîæíî ïîïàñòü â ëþáóþ âåðøèíó G′ è
z2r ∈ A(G′), îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû x′ ∈ (W1 \ {u2})∪
{u′2} ìîæíî ïîïàñòü â r.

Ïóñòü x = x′, åñëè x′ 6= u′2 è x = u2, åñëè x′ = u′2. Èç ñèëüíîé äâóñâÿç-
íîñòè îðãðàôà D ñëåäóåò, ÷òî â D − u1 ñóùåñòâóåò xr-ïóòü P (ñì. ðèñó-
íîê 8.30à). Íà ýòîì ïóòè åñòü ñòðåëêà yy′, ãäå y ∈ W1∪{v1}, y′ ∈ U∗1∪{z1}.
Òàê êàê u1 /∈ V (P ) è N+

D(v1) = {u1, u2}, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä y 6= v1. Áî-
ëåå òîãî, åñëè v1 ∈ V (P ), òî èç v1 ïóòü P èäåò â âåðøèíó u2.

Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü â îðãðàôå G′ ïóòü P ′ îò x′ äî y, çàìåíèâ
âõîæäåíèå âåðøèíû u2 èëè ïîñëåäîâàòåëüíîå âõîæäåíèå âåðøèí v1u2 íà
âåðøèíó u′2 (ñì. ðèñóíîê 8.30b). Åñëè y′ = z1, òî ìû äîïîëíèì ïóòü P ′

ó÷àñòêîì yz1r äî èñêîìîãî ïóòè â G′.
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Ðèñ. 8.30: Ïîñòðîåíèå xr-ïóòè â ãðàôå G′.

Ïóñòü y′ 6= z1. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ îðãðàôà D1 è åãî (z1, U1) ðåäóê-
öèè H1 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä z1y

′ ∈ A(H1), ñëåäîâàòåëüíî, y′ = r è ìû
äîïîëíèì ïóòü P ′ ðåáðîì yr äî èñêîìîãî ïóòè â G′.

Â ïóíêòàõ 20 − 22 ïîêàçàíî, ÷òî îðãðàô G′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
òåîðåìû, îí ìåíüøå D è ïîýòîìó äîëæåí ñîäåðæàòü ñëàáûé äâîéíîé òðå-
óãîëüíèê. Íî â ïóíêòå 19 ïîêàçàíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

8.8.5 Êðèòåðèè ÷åòíîñòè îðãðàôà

Íà÷íåì ñ ïðÿìîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 8.14.

Ñëåäñòâèå 8.7. Ïóñòü G � ñèëüíî äâóñâÿçíûé îðãðàô, ó êîòîðîãî âñå
âåðøèíû, êðîìå, ìîæåò áûòü, òð¼õ, èìåþò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü íå
ìåíåå 3. Òîãäà D ÷åòåí.

Òîìàññåí îòìåòèë, ÷òî óñëîâèÿ ñèëüíîé äâóñâÿçíîñòè è ðîâíî òðåõ
âåðøèí èñõîäÿùåé ñòåïåíè ìåíåå 3 íå ìîãóò áûòü óëó÷øåíû. Ñôîðìó-
ëèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû â âèäå çàäà÷è.

Çàäà÷à 8.6. 1) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî äâóñâÿçíûé îðãðàô ñ 4
âåðøèíàìè èñõîäÿùåé ñòåïåíè 2, íå ÿâëÿþùèéñÿ ÷åòíûì.

2) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô D c δ+(D) ≥ 3,
íå ÿâëÿþùèéñÿ ÷åòíûì.

Îäíàêî, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà âõîäÿùóþ è èñõîäÿùóþ ñòåïåíè îäíî-
âðåìåííî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.15. (C. Thomassen, 1992.) Ïóñòü ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô
D òàêîâ, ÷òî δ+(D) ≥ 3 è δ−(D) ≥ 3. Òîãäà D ÷åòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îðãðàô D íå ñèëüíî ñâÿçåí, ðàññìîòðèì ëþáóþ
åãî êîìïîíåíòó ñèëüíîé ñâÿçíîñòè è ïîäãðàô, èíäóöèðîâàííûé íà íåé,
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äëÿ ýòîãî îðãðàôà òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû. Äàëåå ìû ñ÷è-
òàåì D ñèëüíî ñâÿçíûì. Åñëè D � ñèëüíî äâóñâÿçåí, ìû âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé 8.14.

Ïóñòü D ñèëüíî ñâÿçåí, íî íå ñèëüíî äâóñâÿçåí. Ðàññìîòðèì âñå ñïî-
ñîáû óäàëèòü âåðøèíó èç D1 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ íå ñèëüíî ñâÿçíûé
îðãðàô, è ó êàæäîãî òàêîãî ãðàôà ðàññìîòðèì âñå êðàéíèå êîìïîíåíòû
ñèëüíîé ñâÿçíîñòè (êàê òå, èç êîòîðûõ íå âûõîäèò ñòðåëîê, òàê è òå, â
êîòîðûå íå âõîäèò ñòðåëîê). Ñðåäè âñåõ òàêèõ êîìïîíåíò íàéäåì ìèíè-
ìàëüíóþ êîìïîíåíòó U , ïóñòü ýòî êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíî-
ñòè îðãðàôà D−z, àW = V (D−z)\U , à îðãðàô H � ýòî (z, U)-ðåäóêöèÿ
D.

Ïóñòü èç U íå âûõîäèò ñòðåëîê â îðãðàôåD−z. Ìû äîêàæåì, ÷òîH �
ñèëüíî äâóñâÿçåí. Î÷åâèäíî, îðãðàô H−z = D(U) ñèëüíî ñâÿçåí. Ïóñòü
t ∈ U . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðãðàôH−t íå ñèëüíî ñâÿçåí è ðàññìîòðèì åãî
êðàéíþþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè U ′, íå ñîäåðæàùóþ z (ó îðãðàôà H − t
õîòÿ áû äâå êðàéíèõ êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, è õîòÿ áû îäíà èç
íèõ íå ñîäåðæèò V .) Åñëè èç U ′ íå âûõîäèò ñòðåëîê â H− t, òî î÷åâèäíî,
íå âûõîäèò ñòðåëîê è â D − t (òàê êàê â îðãðàôå D íåò ñòðåëîê èç U
â W ). Òîãäà U ′ � êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðãðàôà D− t,
ïðè÷åì U ′ ( U , ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ U .

Ïóñòü â U ′ íå âõîäèò ñòðåëîê â îðãðàôå H − t, íî âõîäèò ñòðåëêà xy
â îðãðàôå D− t. Òîãäà x ∈ W , y ∈ U ′ è ïî ïîñòðîåíèþ (z, U)-ðåäóêöèè â
H åñòü ñòðåëêà zy. Íî z ∈ U \U ′, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå
U ′ ( U � êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Èòàê, H � ñèëüíî äâóñâÿçíûé îðãðàô, âñå åãî âåðøèíû, êðîìå, ìî-
æåò áûòü, z, èìåþò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü íå ìåíåå 3. Ïî ñëåäñòâèþ 8.7
îðãðàô H, à ñëåäîâàòåëüíî, è îðãðàô D � ÷åòåí.

Â ñëó÷àå, êîãäà â U íå âõîäèò íè îäíî ðåáðî èç W â D − z, ìû
ïîìåíÿåì â îðãðàôå H âñå ñòðåëêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå è îáîçíà÷èì
ïîëó÷åííûé îðãðàô ÷åðåç H ′. Àíàëîãè÷íî, H ′ ÷åòåí, íî òîãäà ÷åòíû
îðãðàôû H è D.

Â 1975 ãîäó Ë.Ëîâàñ ñôîðìóëèðîâàë äâà âîïðîñà î ÷åòíûõ öèêëàõ â
îðãðàôàõ.

Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå k, ÷òî ëþáîé îðãðàô D c δ+(D) ≥ k
ñîäåðæèò ÷åòíûé öèêë?

Âîïðîñ 2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå k, ÷òî ëþáîé ñèëüíî k-ñâÿçíûé îð-
ãðàô ñîäåðæèò ÷åòíûé öèêë?

Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ Òîìàññåí äàë â 1985 ãîäó.
Èç ñêàçàííîãî âûøå ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íóæíî íå
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òîëüêî îãðàíè÷åíèå íà èñõîäÿùóþ ñòåïåíü, íî è îãðàíè÷åíèå íà âõîäÿ-
ùóþ ñòåïåíü (òåîðåìà 8.15).

Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí: êàê âèäíî èç ñëåäñòâèÿ 8.7 ïîä-
õîäèò k = 3. Íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ñèëüíîé
äâóñâÿçíîñòè äëÿ íàëè÷èÿ ÷åòíîãî öèêëà íåäîñòàòî÷íî.

8.8.6 Ñíîâà î ðàñêðàñêàõ ãèïåðãðàôà â äâà öâåòà

Ìû ïðîäîëæèì ðàçãîâîð î ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñêàõ ãèïåðãðàôà â äâà
öâåòà, íà÷àòûé â ðàçäåëå 4.9.2.

Òåîðåìà 8.16. (C.Thomassen, 1992.) ÏóñòüH � ìèíèìàëüíûé íåäâó-
äîëüíûé ãèïåðãðàô ñ e(H) = v(H). Òîãäà H èìååò âåðøèíó ñòåïåíè íå
áîëåå 3 èëè ãèïåððåáðî, ñîäåðæàùåå íå áîëåå òðåõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå 4.18. Ïóñòü D � îðãðàô. Äëÿ
êàæäîé âåðøèíû x ∈ V (D) ïóñòü ex = {x} ∪ {y ∈ V (D) : xy ∈ A(D)}.
Îïðåäåëèì ãèïåðãðàô GD: ïóñòü

V (GD) = V (D) è E(GD) = {ex : x ∈ V (D)}.

Â òåîðåìå 4.15 äîêàçàíî, ÷òî ãèïåðãðàô H èìååò âèä GD äëÿ ñèëüíî
ñâÿçíîãî îðãðàôà D áåç íå÷åòíûõ öèêëîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ(H) ≥ 4
è êàæäîå ãèïåððåáðî èìååò õîòÿ áû 4 âåðøèíû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íóþ âåðøèíó v ∈ V (D). Èç |ev| ≥ 4 ñëåäóåò, ÷òî δ+

D(v) ≥ 3. Èç dH(v) ≥ 4
ñëåäóåò, ÷òî v ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â òð¼õ îòëè÷íûõ îò ev ãèïåððåá-
ðàõ ex, ey, ez ∈ E(H). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xv, yv, zv ∈ A(D), òî åñòü,
δ−D(v) ≥ 3.

Òàêèì îáðàçîì, δ+(D) ≥ 3 è δ−(D) ≥ 3, ÷òî ïî òåîðåìå 8.15 îçíà÷àåò
íàëè÷èå â îðãðàôå D ÷åòíîãî öèêëà. Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû.



Ãëàâà 9

Ñåòè è ïîòîêè

9.1 Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí V , â êîòîðîì âû-
äåëåíû äâå âåðøèíû: s (âõîä èëè èñòîê) è t (âûõîä èëè ñòîê). Ïóñòü
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ c : V × V → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

c(x, y) ≥ 0, c(x, s) = 0, c(t, y) = 0

äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y ∈ V . Òîãäà G = (V, s, t, c) � cåòü, ôóíêöèÿ c
íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñåòè G.

Ìíîæåñòâî A(G) = {(x, y) : c(x, y) > 0} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
ñòðåëîê ñåòè G.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïóñòü G � ñåòü, à ôóíêöèÿ f : V × V → R óäîâëå-
òâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì:

(F1) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V f(x, y) ≤ c(x, y);
(F2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V f(x, y) = −f(y, x);
(F3) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V , v 6= s, t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∑
x∈V f(v, x) = 0.
Òîãäà f � ïîòîê â ñåòè G. ×èñëî |f | =

∑
x∈V f(s, x) íàçûâàåòñÿ âå-

ëè÷èíîé ïîòîêà. Ïîòîê ñåòè G c ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì.

Çàìå÷àíèå 9.1. Âîîáùå-òî íå î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñó-
ùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ïóñòü G � ñåòü, à ìíîæåñòâî åå âåðøèí V ðàçáèòî
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà S 3 s è T 3 t. Òîãäà (S, T ) � ðàçðåç
ñåòè G.

351
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Âåëè÷èíà c(S, T ) =
∑

x∈S, y∈T c(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-
ñòüþ ðàçðåçà. Ëþáîé ðàçðåç ñåòè G ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f â ñåòè G âåëè÷èíà f(S, T ) =
∑

x∈S, y∈T f(x, y)
íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ÷åðåç ðàçðåç (S, T ).

Çàìå÷àíèå 9.2. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ñåòè ñóùå-
ñòâóåò. Âîçìîæíî, òàêèõ ðàçðåçîâ íåñêîëüêî.

Ëåììà 9.1. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f è ðàçðåçà (S, T ) ñåòè G âûïîëíÿåòñÿ
|f | = f(S, T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ââèäó óñëîâèÿ (F3)

|f | =
∑
x∈V

f(s, x) =
∑
y∈S

(∑
x∈V

f(y, x)

)
. (9.1)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.1) äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí y, z ∈ S ïðè-
ñóòñòâóþò ñëàãàåìûå f(y, z) è f(z, y), â ñèëó (F2) â ñóììå äàþùèå 0.
Ïîýòîìó ∑

y∈S

(∑
x∈V

f(y, x)

)
=

∑
x∈S, y∈T

f(x, y) = f(S, T ),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 9.4. 1) Ïóñòü f � ïîòîê â ñåòè G. Ðàññìîòðèì ñåòü Gf ñ
òåìè æå V , s, t è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ

cf (x, y) =

{
0 ïðè y = s èëè x = t,
c(x, y)− f(x, y) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Íàçîâåì Gf îñòàòî÷íîé ñåòüþ ïîòîêà f .
2) Ëþáîé ïóòü èç s â t, ïðîõîäÿùèé ïî ñòðåëêàì èç A(Gf ), íàçûâàåòñÿ

äîïîëíÿþùèì ïóòåì ïîòîêà f .

Ëåììà 9.2. Ïóñòü f � ïîòîê â ñåòè G, f ′ � ïîòîê â îñòàòî÷íîé
ñåòè Gf . Òîãäà f + f ′ � ïîòîê â ñåòè G, ïðè÷¼ì |f + f ′| = |f |+ |f ′|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü äëÿ ïîòîêà f + f ′ óñëîâèÿ (F1),
(F2) è (F3). Óòâåðæäåíèå ïðî âåëè÷èíó ïîòîêà î÷åâèäíî.
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Òåîðåìà 9.1. (L.R. Ford, D.R. Fulkerson, 1956)
Â ñåòè G ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c çàäàí ïîòîê f . Òîãäà ñëåäóþùèå
òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1◦ Ïîòîê f ìàêñèìàëåí.
2◦ Ñóùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) òàêîé, ÷òî |f | = c(S, T );
3◦ Â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2◦ ⇒ 1◦ Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîòîê f ′. Ïî óñëîâèþ
(F1) è ëåììå 9.1 ìû èìååì

|f ′| = f ′(S, T ) =
∑

x∈S, y∈T

f(x, y) ≤
∑

x∈S, y∈T

c(x, y) = c(S, T ) = |f |,

îòêóäà ñëåäóåò ìàêñèìàëüíîñòü f .

1◦ ⇒ 3◦ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf åñòü
äîïîëíÿþùèé ïóòü P . Ïóñòü c � ìèíèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü
ðåáðà ïóòè P . Ðàññìîòðèì ïîòîê fp âäîëü ïóòè P :

fp(x, y) = c ïðè xy ∈ P, fp(x, y) = −c ïðè yx ∈ P,

fp(x, y) = 0 ïðè xy, yx 6∈ P.

Ïî ëåììå 9.2, f + fp � ïîòîê â G, ïðè÷¼ì |f + fp| = |f | + c > |f |,
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ f .

3◦ ⇒ 2◦ Ðàññìîòðèì â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (V,A(Gf )) ìíîæåñòâî
S âñåõ âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç s. Òàê êàê â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf íåò
äîïîëíÿþùåãî ïóòè, òî t 6∈ S. Òîãäà (S, T = V \ S) � ðàçðåç â ñåòÿõ
G è Gf . Ïî ïîñòðîåíèþ, íå ñóùåñòâóåò ñòðåëîê èç A(Gf ), èäóùèõ èç S
â T , ñëåäîâàòåëüíî, 0 = cf (S, T ) = c(S, T ) − f(S, T ), îòêóäà c(S, T ) =
f(S, T ).

Ñëåäñòâèå 9.1. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè G ðàâíà ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ñåòè G.

9.2 Öåëî÷èñëåííûå ñåòè

Îáúåêò ðàññìîòðåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå � ñåòü G ñ öåëî÷èñëåííîé ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòüþ c.

Òåîðåìà 9.2. Â öåëî÷èñëåííîé ñåòè G ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïî-
òîê, ïðè÷åì ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ äàííîé ñåòè íàéäåòñÿ öåëî-
÷èñëåííûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ïîòîê. Èçíà÷àëüíî
ïîëîæèì f = 0. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò åñòü öåëî÷èñëåííûé ïîòîê f
â öåëî÷èñëåííîé ñåòè G. Ðàññìîòðèì îñòàòî÷íóþ ñåòü Gf . Åñëè â Gf íåò
äîïîëíÿþùåãî ïóòè P , òî ïî òåîðåìå 9.1 ïîòîê f � ìàêñèìàëüíûé.

Åñëè æå â Gf åñòü äîïîëíÿþùèé ïóòü P , òî ïóñòü c ∈ N � ìèíèìàëü-
íàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðåáðà ïóòè P , àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 9.1 ïîñòðîèì ïîòîê fp âäîëü ïóòè P â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf è
ïîëîæèì f := f + fp. Ïîëó÷èëñÿ íîâûé öåëî÷èñëåííûé ïîòîê, ïðè÷åì
åãî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íà c áîëüøå, ÷åì ó ïðåäûäóùåãî. Òàê êàê
ñ êàæäûì øàãîì âåëè÷èíà ïîòîêà âîçðàñòàåò íà öåëóþ âåëè÷èíó, ïðî-
öåññ îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ, â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì öåëî÷èñëåííûé
ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè G.

Çàäà÷à 9.1. Ïóñòü (S1, T1) è (S2, T2) � ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû â ñåòè G.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðåçû (S1∩S2, T1∪T2) è (S1∪S2, T1∩T2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ìèíèìàëüíûìè

a) äëÿ öåëî÷èñëåííîé ñåòè G;
á) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòè G.

Èìåííî òåîðåìó 9.2 ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ
ôàêòîâ èç òåîðèè ãðàôîâ, ÷òî ìû è ñäåëàåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

9.3 Ð¼áåðíàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà

Èìåííî òàê îáû÷íî íàçûâàþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ýòà òåîðåìà èìååò ìíîãî îáùåãî ñ òåîðåìîé Ìåíãåðà (òåîðåìà 5.1) è äà-
æå ìîæåò áûòü èç íåå âûâåäåíà, âïåðâûå îíà áûëà äîêàçàíà Ôîðäîì è
Ôàëêåðñîíîì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî èìè ìåòî-
äà.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Ïóñòü G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü,
êðàòíûå ð¼áðà äîïóñêàþòñÿ.

Ïóñòü x, y ∈ V (G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç λG(x, y) ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî
ìíîæåñòâà ð¼áåð R ⊂ E(G) òàêîãî, ÷òî R ðàçäåëÿåò x è y. Íàçîâåì
λG(x, y) ð¼áåðíîé ñâÿçíîñòüþ âåðøèí x è y.

Çàìå÷àíèå 9.3. Î÷åâèäíî, ð¼áåðíàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà ìîæåò áûòü çàäà-
íà êàê λ(G) = minx,y∈V (G) λG(x, y).

Òåîðåìà 9.3. (L.R. Ford, D.R. Fulkerson, 1956)
1) Ïóñòü s, t ∈ V (G). Òîãäà ñóùåñòâóåò λG(s, t) ïóòåé èç s â t, íå

èìåþùèõ îáùèõ ð¼áåð.
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2) Â ð¼áåðíî k-ñâÿçíîì ãðàôå G äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí s, t ñóùå-
ñòâóåò k ïóòåé èç s â t, íå èìåþùèõ îáùèõ ð¼áåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñòðîèì ñåòü ~G íà ìíîæåñòâå âåðøèí V (G). Âõî-
äîì áóäåò s, âûõîäîì áóäåò t. Îïðåäåëèì ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè: c(x, y)
ðàâíÿåòñÿ êðàòíîñòè ðåáðà xy â ãðàôå G (òî åñòü, 0, åñëè òàêîãî ðåá-
ðà íåò, è m, åñëè â ãðàôå G åñòü m êðàòíûõ ð¼áåð xy). Äîïîëíèòåëüíî
îïðåäåëèì c(x, s) = c(t, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ V (G). Îòìåòèì, ÷òî ïðè
x, y 6∈ {s, t} ìû èìååì c(x, y) = c(y, x).

Ñåòü ~G � öåëî÷èñëåííàÿ, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 9.2 â íåé åñòü öåëî÷èñ-
ëåííûé ìàêñèìàëüíûé ïîòîê f . Ïóñòü |f | = k. Äîêàæåì, ÷òî ïîòîê f
ðàñïàäàåòñÿ íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ st-ïóòåé.

Ïîñòðîèì íîâûé îðãðàô G′ íà òåõ æå âåðøèíàõ. Åñëè f(x, y) = ` > 0
äëÿ x, y ∈ V (G), ìû ïðîâåäåì â G′ ðîâíî ` ñòðåëîê x → y. Ïîíÿòíî,
÷òî ` ∈ Z è â ãðàôå G åñòü íå ìåíåå ` ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ x è y. Òîãäà
èç âåðøèíû s âûõîäèò ðîâíî k ñòðåëîê, à â êàæäîé îòëè÷íîé îò s è t
âåðøèíå v ïî ñâîéñòâó ïîòîêà (F3) êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ
ñòðåëîê â v ðàâíû. Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî ïîòîê ðàñïàäàåòñÿ íà k íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïî ð¼áðàì st-ïóòåé â ãðàôå G (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòûõ)
è, âîçìîæíî, íåñêîëüêèõ öèêëîâ, íå ïðîõîäÿùèõ ïî s è t. Ýòè öèêëû íàñ
íå èíòåðåñóþò.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 9.1. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ïîòîêà f ñó-
ùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) íàøåé ñåòè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè c(S, T ) = k.
Òîãäà èç S â T íàïðàâëåíî k ñòðåëîê íàøåé ñåòè (ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü êàæäîé ñòðåëêè ðàâíà 1). Äëÿ êàæäîé ñòðåëêè x → y èç S â T
ïîìåñòèì â ìíîæåñòâî R ðåáðî xy ãðàôà G. Òîãäà |R| = k è íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî R îòäåëÿåò S îò T , à ñòàëî áûòü, è s îò t. Ñëåäîâàòåëüíî,
k ≥ λ(s, t) è óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 äîêàçàíî.

2) Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïóíêòà 1.

Âîîáùå-òî, ìîæíî âûâåñòè ïðåäûäóùóþ òåîðåìó èç àíàëîãè÷íîãî
ôàêòà äëÿ âåðøèííîé ñâÿçíîñòè � òåîðåìû Ìåíãåðà (ñëåäñòâèå 5.1), èç-
âåñòíîãî ñ 1927 ãîäà. Óäèâèòåëüíî, ÷òî ýòî íå áûëî çàìå÷åíî äî 1956 ãîäà,
êîãäà òåîðåìó ñ ïîìîùüþ ñåòåé è ïîòîêîâ äîêàçàëè Ôîðä è Ôàëêåðñîí.
Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî çàäà÷ íà âûâîä äîêàçàòåëüñòâà êëàññè÷åñêèõ
ôàêòîâ òåîðèè ãðàôà èç òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.

Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòåòå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) òåîðåìó Õîëëà (òåîðåìà 2.2);
á) òåîðåìó Ê¼íèãà (òåîðåìà 2.3);
â) òåîðåìó Ìåíãåðà (ñëåäñòâèå 5.1, ïóíêò 1).
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9.4 Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ïðîèçâîëüíîé ñå-

òè

Òåîðåìà 9.4. Â ëþáîé ñåòè G ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëàí äîêàçàòåëñòâà òàêîé æå, êàê è â òåîðåìå 9.2:
ìû áóäåì ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, äîáàâëÿÿ ê íåìó
ïîòîê âäîëü äîïîëíÿþùåãî ïóòè. Îäíàêî, íà ýòîò ðàç íàì íåëüçÿ ïðîèç-
âîëüíî âûáèðàòü äîïîëíÿþùèé ïóòü.

Èòàê, ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîñòðîåí ïîòîê f â ñåòè G. Ðàññìîò-
ðèì îñòàòî÷íóþ ñåòü Gf . Åñëè â Gf íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè P , òî ïî
òåîðåìå 9.1 ïîòîê f � ìàêñèìàëüíûé. Ïóñòü â Gf åñòü äîïîëíÿþùèå
ïóòè.

Ìû âûáåðåì ñàìûé êîðîòêèé äîïîëíÿþùèé ïóòü P (íàïîìíèì, ÷òî
äëèíà ïóòè � ýòî êîëè÷åñòâî åãî ð¼áåð), àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 9.1 ïîñòðîèì ïîòîê fp âäîëü ïóòè P â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf è ïîëî-
æèì f ′ := f + fp. Ïî÷åìó æå ýòîò ïðîöåññ êîãäà-íèáóäü çàêîí÷èòñÿ?

Ëåììà 9.3. Ïóñòü Q � ïðîñòîé st-ïóòü â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf ′, êî-
òîðîãî íåò â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf . Òîãäà Q äëèííåå, ÷åì P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s = x0x1 . . . xk = t � ýòî ïóòü P . Ïîíÿòíî, ÷òî
ïóòü P � ïðîñòîé, à çíà÷èò, âñå åãî âåðøèíû ðàçëè÷íû. ×åðåç P [xi, xj]
ìû îáîçíà÷èì ó÷àñòîê ïóòè P îò xi äî xj.

Ñíà÷àëà ïîéìåì, êàêèå æå ñòðåëêè ìîãóò âõîäèòü â A(Gf ′) \ A(Gf ).
Òàêàÿ ñòðåëêà yz èìååò cf (y, z) = 0, íî

0 < cf ′(y, z) = cf (y, z)− fp(y, z).

Çíà÷èò, zy ∈ A(P ), òî åñòü, z = xi è y = xi+1 äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïî
óñëîâèþ, ïóòü P ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òàêóþ ñòðåëêó.

Íàïîìíèì, ÷òî òðàíñâåðñàëü ïóòè P � ýòî ïóòü ìåæäó äâóìÿ åãî
âåðøèíàìè, âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò P . Íàçîâ¼ì
xixj-òðàíñâåðñàëü L öèêëà P ïðàâèëüíîé, åñëè i < j è íåïðàâèëüíîé â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñòðåëêó xixi+1, ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïðàâèëüíîé òðàíñ-
âåðñàëüþ ïóòè P , à ñòðåëêó xixi+1 � íåïðàâèëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, âåñü
ïóòü Q ðàçáèâàåòñÿ íà òðàíñâåðñàëè ïóòè P � ïóñòü ýòî L1,. . . , Lm. Êàê
ïîêàçàíî âûøå, ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà íåïðàâèëüíàÿ òðàíñâåðñàëü.

Ïóñòü L � ïðàâèëüíàÿ xixj-òðàíñâåðñàëü ïóòè P . Îòìåòèì, ÷òî âñå
ñòðåëêè òðàíñâåðñàëè L, êàê ïîêàçàíî âûøå, ëåæàò â A(Gf ). Åñëè L
êîðî÷å, ÷åì P [xi, xj], òî ìû ìîãëè áû çàìåíèòü ýòîò ó÷àñòîê ïóòè P íà
òðàíñâåðñàëü L è íàéòè â Gf áîëåå êîðîòêèé ïóòü, ÷åì P , ïðîòèâîðå÷èå
ñ âûáîðîì ïóòè P .
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïðàâèëüíàÿ òðàíñâåðñàëü L ïóòè P íå êîðî÷å
ó÷àñòêà ïóòè P ìåæäó åå êîíöàìè. Òîãäà çàìåíèì êàæäóþ ïðàâèëüíóþ
òðàíñâåðñàëü íà ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê ìåæäó åå êîíöàìè � â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïóòü Q′, êîòîðûé íå äëèííåå ÷åì Q. Ïîñêîëüêó îáà
ïóòè P è Q′ âåäóò èç S â T , ïóòü Q′ ñîäåðæèò âñå ð¼áðà ïóòè P . Òàê êàê Q
(à ñòàëî áûòü, è Q′) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåïðàâèëüíóþ òðàíñâåðñàëü
ïóòè P , ïóòü Q′ (à ñëåäîâàòåëüíî, è Q) ñòðîãî äëèííåå ÷åì P .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå êàæäîãî øàãà âçàìåí îäíîãî èç êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç s â t â îñòàòî÷íîé ñåòè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ëèøü ñòðîãî áîëåå
äëèííûå ïóòè. Çíà÷èò, â ðåçóëüòàòå êàæäîãî øàãà ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ
äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè, ëèáî ýòà äëèíà ñîõðàíÿåòñÿ, íî óìåíüøàåòñÿ
êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Îòìåòèì, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü âñåãäà
ïðîñòîé, à äëèíà ïðîñòîãî ïóòè èç s â t îãðàíè÷åíà êîëè÷åñòâîì âåðøèí
ñåòè. Çíà÷èò, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ çàêîí÷èòñÿ, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
îñòàòî÷íàÿ ñåòü áåç äîïîëíÿþùèõ ïóòåé. Ïî òåîðåìå 9.1 ýòî îçíà÷àåò,
÷òî áóäåò ïîñòðîåí ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.
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Ãëàâà 10

Òåîðèÿ Ðàìñåÿ

Âñ¼ íà÷àëîñü ñ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Ðàìñåÿ (P.Ramsey) 1930 ãîäà, â êî-
òîðîé áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ãðàôå íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå
âåðøèí áåç áîëüøèõ êëèê îáÿçàòåëüíî åñòü áîëüøîå íåçàâèñèìîå ìíî-
æåñòâî âåðøèí.

10.1 ×èñëà Ðàìñåÿ

Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ýòîé ãëàâå áóäóò ïîëíûå ãðàôû, ð¼áðà
êîòîðûõ ïîêðàøåíû â íåñêîëüêî öâåòîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëíûé ãðàô íà
n âåðøèíàõ ìû áóäåì íàçûâàòü êëèêîé.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü m,n ∈ N. ×èñëî Ðàìñåÿ r(m,n) � ýòî íàè-
ìåíüøåå èç âñåõ òàêèõ ÷èñåë x ∈ N, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð
ïîëíîãî ãðàôà íà x âåðøèíàõ â äâà öâåòà îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ êëèêà
íà n âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 1 èëè êëèêà íà m âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè
öâåòà 2.

10.1.1 Ñóùåñòâîâàíèå. Îöåíêè ñâåðõó

Â 1930 ãîäó Ðàìñåé äîêàçàë, ÷òî ÷èñëî Ðàìñåÿ ñóùåñòâóåò. Íåñìîòðÿ
íà ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè, èçâåñòíî íåìíîãî òî÷íûõ
çíà÷åíèé ÷èñåë Ðàìñåÿ. Î÷åâèäíî,

r(n, 1) = r(1, n) = 1, r(n, 2) = r(2, n) = n, r(m,n) = r(n,m).

Ìû ïðèâåä¼ì îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó íà ÷èñëà Ðàìñåÿ. Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåé-
øèõ îöåíîê ñâåðõó.

359
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Òåîðåìà 10.1. (P. Erd�os, G. Szekeres, 1935.) Ïóñòü n,m ≥ 2 � íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

r(n,m) ≤ r(n,m− 1) + r(n− 1,m). (10.1)

Åñëè îáà ÷èñëà r(n,m − 1) è r(n − 1,m) � ÷¼òíûå, òî íåðàâåíñòâî
� ñòðîãîå.

Çàìå÷àíèå 10.1. Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 10.1 â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò,
÷òî ÷èñëî Ðàìñåÿ r(m,n) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n ñóùåñòâóåò (òî
åñòü, êîíå÷íî).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì êëèêó íà r(n,m− 1) + r(n− 1,m) âåð-
øèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòîâ 1 è 2 è åå ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a. Òîãäà ëèáî
îò âåðøèíû a îòõîäèò õîòÿ áû r(n,m−1) ð¼áåð öâåòà 2, ëèáî îò âåðøèíû
a îòõîäèò õîòÿ áû r(n−1,m) ð¼áåð öâåòà 1. Ñëó÷àè àíàëîãè÷íû, ðàññìîò-
ðèì ïåðâûé ñëó÷àé è êëèêó íà r(n,m − 1) âåðøèíàõ, ñîåäèíåííûõ ñ a
ð¼áðàìè öâåòà 2. Íà ýòèõ âåðøèíàõ åñòü ëèáî êëèêà íà n âåðøèíàõ ñ ð¼á-
ðàìè öâåòà 1, ëèáî êëèêà íàm−1 âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 2. Âî âòîðîì
ñëó÷àå äîáàâèì âåðøèíó a è ïîëó÷èì êëèêó íà m âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè
öâåòà 2. Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ r(n,m) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (10.1).

2) Ðàññìîòðèì êëèêó íà r(n,m−1)+r(n−1,m)−1 âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè
öâåòîâ 1 è 2 è åãî ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a. Åñëè âåðøèíå a èíöèäåíòíû
õîòÿ áû r(n,m − 1) ð¼áåð öâåòà 2 èëè õîòÿ áû r(n − 1,m) ð¼áåð öâåòà
1, òî ìû íàéä¼ì â ãðàôå êëèêó íà n âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 1 èëè
êëèêó íà m âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 2. Îñòà¼òñÿ ëèøü ñëó÷àé, êîãäà
âåðøèíå a èíöèäåíòíû ðîâíî r(n,m− 1)− 1 ð¼áåð öâåòà 2, òî æå ñàìîå
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå èç ð¼áåð öâåòà
2 âñåãî r(n,m− 1) + r(n− 1,m)− 1 âåðøèí è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû
ðàâíà r(n,m−1)−1. Îäíàêî, òîãäà â ãðàôå íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí
íå÷¼òíîé ñòåïåíè. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
r(n,m − 1) è r(n − 1,m) � ÷¼òíûå, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r(n,m) ≤
r(n,m− 1) + r(n− 1,m)− 1.

Ñëåäñòâèå 10.1. Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m,n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî r(n,m) ≤ Cn−1

n+m−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, Cn−1
n+m−2 = 1 ïðè n = 1 èëè m = 1, êàê

è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà Ðàìñåÿ. Èíäóêöèåé ïî n è m ïðè n,m ≥ 2
ïîëó÷àåì

r(n,m) ≤ r(n,m− 1) + r(n− 1,m) ≤ Cn−1
n+m−3 + Cn−2

n+m−3 = Cn−1
n+m−2.



10.1. ×ÈÑËÀ ÐÀÌÑÅß 361

Êàê ýòî íè ñòðàííî, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà èç òåîðåìû 10.1 ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü íåñêîëüêî òî÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ðàìñåÿ. Îòìåòèì,
÷òî r(3, 3) ≤ 2r(2, 3) = 6. Òàê êàê ÷èñëà r(3, 3) è r(2, 4) ÷åòíû, ìîæ-
íî âûâåñòè íåðàâåíñòâà r(3, 4) ≤ r(3, 3) + r(2, 4) − 1 = 9. È, íàêîíåö,
r(3, 5) ≤ r(2, 5) + r(3, 4) = 14, à òàêæå r(4, 4) ≤ 2r(3, 4) = 18. Âñå ýòè
çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

10.1.2 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû è îöåíêè ñíèçó

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñåë Ðàìñåÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóä-
íà, ýòèõ çíà÷åíèé èçâåñòíî íåìíîãèì áîëüøå, ÷åì ïåðå÷èñëåíî âûøå.
Ãðàôîì Ðàìñåÿ R(n,m) íàçîâ¼ì òàêîé ãðàô íà r(n,m)− 1 âåðøèíàõ, íå
ñîäåðæàùèé íè êëèêè íà n âåðøèíàõ, íè íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà íà m
âåðøèíàõ (òî åñòü, ãðàô íà ð¼áðàõ öâåòà 1 èç ðàñêðàñêè â äâà öâåòà ð¼-
áåð ãðàôà Kr(m,n)−1, íå ñîäåðæàùåé íè êëèêè íà n âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè
öâåòà 1, íè êëèêè íà m âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 2).

Ãðàô R(3, 3) � ýòî öèêë íà ïÿòè âåðøèíàõ. Ýêñòðåìàëüíûé ãðàô
R(3, 4) � ýòî öèêë íà 8 âåðøèíàõ ñ ïðîâåä¼ííûìè ÷åòûðüìÿ ãëàâíû-
ìè äèàãîíàëÿìè. Ãðàôû R(3, 5) è R(4, 4) èìåþò èíòåðåñíóþ ÷èñëîâóþ
ïðèðîäó.

Òàê, åñëè àññîöèèðîâàòü 13 âåðøèí ãðàôà R(3, 5) ñ ýëåìåíòàìè ïî-
ëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13, òî ð¼áðà áóäóò ñîåäèíÿòü âû÷åòû, ðàçíîñòü
êîòîðûõ � êóáè÷åñêèé âû÷åò ïî ìîäóëþ 13 (òî åñòü, 1, 5, 8 èëè 12).

Åñëè ñ÷èòàòü 17 âåðøèí ãðàôà R(4, 4) ýëåìåíòàìè ïîëÿ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 17, òî ð¼áðà áóäóò ñîåäèíÿòü âû÷åòû, ðàçíîñòü êîòîðûõ � êâàä-
ðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ 17 (òî åñòü, 1,2,4,8,9,13,15 èëè 16).
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Ðèñ. 10.1: Ãðàôû Ðàìñåÿ.

Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî ëþáîé ãðàô R(k, k) èçîìîðôåí ñâîåìó äî-
ïîëíåíèþ (èëè ÷òî â ðàñêðàñêå ïîëíîãî ãðàôà íà r(k, k) − 1 âåðøèíàõ
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â äâà öâåòà ãðàô ñ ð¼áðàìè öâåòà 1 îáÿçàòåëüíî èçîìîðôåí ãðàôó ñ
ð¼áðàìè öâåòà 2). Îäíàêî, ýòî íå áîëåå ÷åì êðàñèâîå ïðåäïîëîæåíèå, â
îáîñíîâàíèå êîòîðîãî ìîæíî ïîëîæèòü ëèøü íåìíîãèå èçâåñòíûå ïðè-
ìåðû.

Òåîðåìà 10.2. (P. Erd�os, 1947.) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ≥ 2
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r(k, k) ≥ 2k/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê r(2, 2) = 2, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
k ≥ 3.

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîìå÷åííûõ âåðøèí v1, . . . , vn.
Ïóñòü g(n, k) � äîëÿ ñðåäè âñåõ ãðàôîâ íà âåðøèíàõ v1, . . . , vn òåõ ãðà-
ôîâ, ÷òî ñîäåðæàò êëèêó íà k âåðøèíàõ. Âñåãî ãðàôîâ íà íàøèõ âåð-
øèíàõ, î÷åâèäíî, 2C2

n (êàæäîå èç âîçìîæíûõ C2
n ìîæíî ïðîâåñòè èëè íå

ïðîâåñòè).
Ïîñ÷èòàåì ãðàôû ñ êëèêîé íà k âåðøèíàõ òàê: cóùåñòâóåò Ck

n ñïî-
ñîáîâ âûáðàòü k âåðøèí äëÿ êëèêè â íàøåì ìíîæåñòâå, ïîñëå ÷åãî âñå
ð¼áðà ìåæäó íèìè áóäåì ñ÷èòàòü ïðîâåä¼ííûìè, à îñòàëüíûå ð¼áðà âû-
áèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ãðàô ñ êëè-
êîé íà k âåðøèíàõ áóäåò ïîñ÷èòàí, ïðè÷¼ì íåêîòîðûå äàæå áîëåå îäíîãî
ðàçà. Êîëè÷åñòâî ãðàôîâ ñ êëèêîé îêàçûâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì Ck

n ·2C2
n−C2

k .
Ñëåäîâàòåëüíî,

g(n, k) ≤ Ck
n

2C2
k

<
nk

k! · 2C2
k

. (10.2)

Ïîäñòàâèâ n < 2k/2 â íåðàâåíñòâî (10.2) ìû ïîëó÷àåì

g(n, k) <
2k

2/2 · 2−C2
k

k!
=

2k/2

k!
<

1

2
ïðè k ≥ 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r(k, k) = n < 2k/2 è ðàçîáü¼ì âñå ãðàôû íà n
âåðøèíàõ íà ïàðû G,G (ãðàô è åãî äîïîëíåíèå). Òàê êàê g(n, k) < 1

2
, òî

ñóùåñòâóåò ïàðà, â êîòîðîé íè G, íè G íå ñîäåðæàò êëèêè íà k âåðøèíàõ.
Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ð¼áåð Kn â äâà öâåòà, â êîòîðîé ð¼áðà öâåòà 1
îáðàçóþò ãðàô G. Â òàêîé ðàñêðàñêå íåò êëèêè íà k âåðøèíàõ íè öâåòà
1, íè öâåòà 2, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, r(k, k) ≥ 2k/2.

Ñëåäñòâèå 10.2. Äëÿ ëþáûõ k,m ∈ N òàêèõ, ÷òî 2 ≤ k ≤ m, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r(k,m) ≥ 2k/2.

Óäèâèòåëüíî, íî èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè íå ìîãóò íè äàòü áîëåå òî÷-
íóþ îöåíêó íà r(k, k), ÷åì â òåîðåìå 10.2, íè äàòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó
íà r(k,m), ÷åì â ñëåäñòâèè 10.2.
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10.1.3 ×èñëà Ðàìñåÿ äëÿ ðàñêðàñîê â íåñêîëüêî öâå-

òîâ

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ÷èñåë Ðàìñåÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà ð¼áðà ïîëíîãî ãðàôà êðàñÿòñÿ íå â äâà, à â ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
öâåòîâ.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïóñòü k, n1, . . . , nk ∈ N.×èñëî Ðàìñåÿ r(k;n1, . . . , nk)
� ýòî íàèìåíüøåå èç âñåõ òàêèõ ÷èñåë x ∈ N, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå
ð¼áåð ïîëíîãî ãðàôà íà x âåðøèíàõ â k öâåòîâ äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ [1..k]
îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ êëèêà íà ni âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà i.

Çàìå÷àíèå 10.2. Îòìåòèì, ÷òî r(2;n,m) � ýòî îïðåäåë¼ííîå ðàíåå ÷èñ-
ëî Ðàìñåÿ r(n,m).

Îáîáùåíèå îêàçûâàåòñÿ íàñòîëüêî åñòåñòâåííûì, ÷òî ïî ñóòè íå äî-
áàâëÿåò íàì íè÷åãî íîâîãî: ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 10.1 è ñëåä-
ñòâèþ 10.1 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ôàêòû.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü k, n1, . . . , nk ≥ 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1)

r(k;n1, . . . , nk) ≤ r(k;n1 − 1, n2, . . . nk) + r(k;n1, n2 − 1, . . . nk)+

+r(k;n1, n2, . . . nk − 1)− k + 2. (10.3)

2)

r(k;n1, . . . , nk) ≤
(n1 + n2 + . . . nk)!

n1! · n2! · · · · · nk!
. (10.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.1.

2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 10.1. Íóæíî ëèøü óáåäèòü-
ñÿ â î÷åâèäíîì íåðàâåíñòâå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
n1, . . . , nk ðàâíî 1 (ëåâàÿ ÷àñòü â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà 1, à ïðàâàÿ, î÷å-
âèäíî, íå ìåíüøå 1) è çàìåòèòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû èç
î÷åâèäíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

(n1 + n2 + . . . nk)!

n1! · n2! · · · · · nk!
=

k∑
i=1

(n1 + · · ·+ (ni − 1) + · · ·+ nk)!

n1! · · · · · (ni − 1)! · · · · · nk!
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (10.4) âûâîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà (10.3) ïî
èíäóêöèè.
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10.2 ×èñëà Ðàìñåÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé

Ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà íå îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ, íî
òåñíî ñ íåé ñâÿçàí. Äàæå ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ìû
áóäåì íå íà ÿçûêå ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 10.3. Ïóñòü m, k, n1, . . . , nk ∈ N, ïðè÷¼ì n1, . . . , nk ≥ m.
×èñëî Ðàìñåÿ rm(k;n1, . . . , nk) � ýòî íàèìåíüøåå èç âñåõ òàêèõ ÷èñåë x ∈
N, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå m-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ x-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà M â k öâåòîâ äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ [1..k] îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ
òàêîå ìíîæåñòâî Wi, ÷òî |Wi| = ni è âñå m-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà Wi èìåþò öâåò i.

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ÷èñëà Ðàìñåÿ rm(k;n1, . . . , nk).

Çàìå÷àíèå 10.3. 1) Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ÷èñëà Ðàìñåÿ ðàçìåðíîñòè 2
� ýòî îïðåäåë¼ííûå âûøå ÷èñëà Ðàìñåÿ äëÿ êëèê.

2) Ïðè êîëè÷åñòâå öâåòîâ, ðàâíîì 2, ýòîò ïàðàìåòð ìû áóäåì îïóñêàòü
è ïèñàòü rm(n1, n2) âìåñòî rm(2;n1, n2).

Îïðåäåëåíèå 10.4. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà M ÷åðåç Mk ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ M .

Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü m, k, n1, . . . , nk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì
k ≥ 2, à n1, . . . , nk ≥ m. Òîãäà ÷èñëî Ðàìñåÿ rm(k;n1, . . . , nk) ñóùåñòâóåò
(òî åñòü, êîíå÷íî).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó ïî èíäóêöèè. Íà÷-
íåì ñî ñëó÷àÿ k = 2. Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ÷èñëà rm(n1, n2)
ìû áóäåì ñ÷èòàòü äîêàçàííûì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ÷èñåë Ðàìñåÿ
âñåõ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé è ÷èñåë Ðàìñåÿ ðàçìåðíîñòè m ñ ìåíüøåé
ñóììîé n1+n2. Â êà÷åñòâå áàçû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëó÷àé ÷èñåë Ðàìñåÿ
ðàçìåðíîñòè 2, ðàçîáðàííûé âûøå.

Èòàê, ìû äîêàæåì, ÷òî

rm(n1, n2)− 1 ≤ p = rm−1(rm(n1 − 1, n2), rm(n1, n2 − 1)).

Ðàññìîòðèì (p+1)-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâîM è âûäåëèì â í¼ì ýëåìåíò a.
Ïóñòü M0 = M \ {a}. Ïóñòü ρ : Mm → {1, 2} � ïðîèçâîëüíàÿ ðàñêðàñêà
â äâà öâåòà. Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ρ′ : Mm−1

0 → {1, 2}, îïðåäåë¼ííóþ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà B ∈ Mm−1

0 ïóñòü ρ′(B) =
ρ(B ∪ {a}).

Òàê êàê |M0| = p, ëèáî ñóùåñòâóåò rm(n1 − 1, n2)-ýëåìåíòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî M1 ⊂ M0, äëÿ êîòîðîãî ρ′(B) = 1 íà âñåõ B ∈ Mm−1

1 , ëèáî
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ñóùåñòâóåò rm(n1, n2 − 1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî M2 ⊂ M0, äëÿ êî-
òîðîãî ρ′(B) = 2 íà âñåõ B ∈ Mm−1

2 . Ñëó÷àè àíàëîãè÷íû, ðàññìîòðèì
ïåðâûé ñëó÷àé è ìíîæåñòâî M1.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èç |M1| = rm(n1 − 1, n2) ñëåäóåò,
÷òî ëèáî ñóùåñòâóåò n1−1 ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî N1 ⊂M1, äëÿ êîòî-
ðîãî ρ(A) = 1 íà âñåõ A ∈ Nm

1 , ëèáî ñóùåñòâóåò n2-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî N2 ⊂M1, äëÿ êîòîðîãî ρ(A) = 2 íà âñåõ A ∈ Nm

2 . Âî âòîðîì ñëó÷àå
èñêîìîå ïîäìíîæåñòâî íàéäåíî (ýòî N2), ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé è
ìíîæåñòâî N = N1∪{a}. Ïóñòü A ∈ Nm. Åñëè A 63 a, òî A ∈ Nm

1 è ñëåäî-
âàòåëüíî ρ(A) = 1. Åñëè æå A 3 a, òî ìíîæåñòâî A\{a} ∈ Nm−1

1 ⊂Mm−1
1

è ïîòîìó ρ(A) = ρ′(A \ {a}) = 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |N | = n1, ìû íàøëè
èñêîìîå ïîäìíîæåñòâî è â ýòîì ñëó÷àå.

2. Ïðè k > 2 áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî k ñ äîêàçàííîé âûøå áàçîé
k = 2. Ïðè k > 2 ìû äîêàæåì íåðàâåíñòâî

rm(k;n1, . . . , nk) ≤ q = rm(rm(k − 1;n1, . . . , nk−1), nk).

Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M íà q âåðøèíàõ è ïðîèçâîëü-
íóþ ðàñêðàñêó ρ : Mm → [1..k] â k öâåòîâ. Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ρ′ :
Mm → {0, k}, â êîòîðîé öâåòà 1, . . . , k − 1 ðàñêðàñêè ρ ñêëååíû â öâåò
0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèáî òàêîå ïîäìíîæåñòâî M0 ⊂ M , ÷òî |M0| =
rm(k − 1;n1, . . . , nk−1) è ρ′(A) = 0 íà âñåõ A ∈ Mm

0 , ëèáî ñóùåñòâóåò
òàêîå nk-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Mk ⊂ M , ÷òî ρ(A) = ρ′(A) = k íà
âñåõ A ∈ Mm

k . Âî âòîðîì ñëó÷àå Mk � èñêîìîå ïîäìíîæåñòâî, à â ïåð-
âîì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå A ∈ Mm

0 èç ρ′(A) = 0
ñëåäóåò ρ(A) ∈ [1..k − 1]. Èñõîäÿ èç ðàçìåðà ìíîæåñòâà M0 ïî èíäóêöè-
îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ èñêîìîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà M äëÿ îäíîãî èç öâåòîâ 1, . . . , k − 1.

10.3 ×èñëà Ðàìñåÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðà-

ôîâ

Åù¼ îäèí ñïîñîá îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ðàìñåÿ � çàìåíà êëèê
íà ïðîèçâîëüíûå ãðàôû-øàáëîíû.

Îïðåäåëåíèå 10.5. Ïóñòü H1, H2 � äâà äàííûõ ãðàôà. ×èñëî Ðàìñåÿ
r(H1, H2) � ýòî íàèìåíüøåå èç âñåõ òàêèõ ÷èñåë x ∈ N, ÷òî ïðè ëþáîé
ðàñêðàñêå ð¼áåð ïîëíîãî ãðàôà íà x âåðøèíàõ â äâà öâåòà îáÿçàòåëü-
íî íàéä¼òñÿ ïîäãðàô, èçîìîðôíûé H1 ñ ð¼áðàìè öâåòà 1 èëè ïîäãðàô,
èçîìîðôíûé H2 ñ ð¼áðàìè öâåòà 2.
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Â ïðèíöèïå, èç ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ðàìñåÿ ïîíÿòíî, ÷òî
÷èñëà r(H1, H2) îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò (òî åñòü, êîíå÷íû). Èíòåðåñíî,
÷òî èíîãäà èõ ìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü.

Ëåììà 10.1. Ïóñòüm > 1, à ãðàô H òàêîâ, ÷òî v(H) ≥ (m−1)(n−1)+1
è α(H) ≤ m − 1. Òîãäà ãðàô H ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðàôà ëþáîå
äåðåâî íà n âåðøèíàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåìm è ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî n. Áàçà äëÿ
n = 1 î÷åâèäíà. Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä n − 1 → n (n > 1).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå äåðåâî Tn íà n âåðøèíàõ, ïóñòü äåðåâî Tn−1

ïîëó÷åíî èç Tn óäàëåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû. Ïóñòü U � ìàêñèìàëüíîå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà H. Òîãäà |U | = α(H) ≤ m − 1,
ñëåäîâàòåëüíî, v(H−U) ≥ (m−1)(n−2)+1 è, î÷åâèäíî, α(H−U) ≤ m−1.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ãðàô H−U ñîäåðæèò â êà÷åñòâå
ïîäãðàôà äåðåâî Tn−1. Ïóñòü a � âåðøèíà ýòîãî äåðåâà, ïðèñîåäèíèâ ê
êîòîðîé âèñÿ÷óþ âåðøèíó ìû ïîëó÷èì äåðåâî Tn. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî U ∪ {a} íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè U , ñëåäî-
âàòåëüíî, âåðøèíà a ñìåæíà õîòÿ ñ îäíîé âåðøèíîé x ∈ U . Îòìåòèì,
÷òî x 6∈ V (Tn−1) è, ïðèñîåäèíèâ âåðøèíó x ê âåðøèíå a äåðåâà Tn−1,
ïîëó÷èì äåðåâî Tn â êà÷åñòâå ïîäãðàôà ãðàôà H.

Òåîðåìà 10.5. (V.Chvatal) Ïóñòü Tn � äåðåâî íà n âåðøèíàõ. Òîãäà
r(Tn, Km) = (m− 1)(n− 1) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî r(Tn, Km) ≥ (m− 1)(n− 1) + 1. Äëÿ
ýòîãî ïðåäúÿâèì ðàñêðàñêó ð¼áåð ãðàôà K(m−1)(n−1), â êîòîðîé íåò íè
îäíîãî ñâÿçíîãî ïîäãðàôà íà n âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 1 è íåò êëèêè
íà m âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 2. Ðàçîáü¼ì âåðøèíû ãðàôà íà m− 1
êëèêó ïî n− 1 âåðøèíå è ïîêðàñèì âñå ð¼áðà ýòèõ êëèê â öâåò 1. Òîãäà
ëþáîé ñâÿçíûé ïîäãðàô ñ ð¼áðàìè öâåòà 1 ñîäåðæèò íå áîëåå n− 1 âåð-
øèíû, â ÷àñòíîñòè, íåò ïîäãðàôà ñ ð¼áðàìè öâåòà 1, èçîìîðôíîãî Tn.
Ð¼áðà öâåòà 2 (òî åñòü, âñå îñòàâøèåñÿ ð¼áðà) îáðàçóþò (m− 1)-äîëüíûé
ãðàô, â êîòîðîì, î÷åâèäíî, íåò êëèêè íà m âåðøèíàõ.

2) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàñêðàñêó ð¼áåð ïîëíîãî ãðàôà
K(m−1)(n−1)+1 â äâà öâåòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êëèêè íà m
âåðøèíàõ ñ ð¼áðàìè öâåòà 2. Òîãäàm > 1 è α(G1) ≤ m−1. Ïî ëåììå 10.1,
ãðàô G1 ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðàôà ëþáîå äåðåâî íà n âåðøèíàõ, â
÷àñòíîñòè, äåðåâî, èçîìîðôíîå Tn.
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10.4 Èíäóöèðîâàííàÿ òåîðåìà Ðàìñåÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ïîõîæåå íà òåîðåìó Ðàìñåÿ, íî çíà÷èòåëüíî
áîëåå ñëîæíîå óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 10.6. Ïóñòü H � ãðàô. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ðàìñååâñêèì
ãðàôîì äëÿ H, åñëè ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð ãðàôà G â äâà öâåòà
ñóùåñòâóåò îäíîöâåòíûé ïî ð¼áðàì èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G,
èçîìîðôíûé H.

Ïðè çàìåíå ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà H íà êëèêó ìû ïîëó÷àåì ÷àñòíûé
ñëó÷àé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ðàìñåÿ. Äëÿ êëèêè äîáàâëåííîå ñëîâî �èí-
äóöèðîâàííûé� íè÷åãî íå ìåíÿåò. Íî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ñèòóàöèþ
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà H. Â 1973 ãîäó íåçàâèñèìî íåñêîëüêèìè àâ-
òîðàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ðàìñååâñêèé
ãðàô. Ýòî ñäåëàëè Deuber, Erd�os, Hajnaj è Posa, R�odl. Ýòî óòâåðæäå-
íèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå èíäóöèðîâàííîé òåîðåìû Ðàìñåÿ. Ìû ïðèâåä¼ì
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ïðèäóìàëè J.Ne�set�ril è V.R�odl â 1981 ãîäó.

10.4.1 Ñëó÷àé äâóäîëüíîãî ãðàôà

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâóäîëüíûé ãðàô G, êàê

G = (V1(G), V2(G), E(G)),

ãäå V1(G) è V2(G) � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí V (G) íà äâå äîëè, à
ð¼áðà ñîåäèíÿþò âåðøèíû èç ðàçíûõ äîëåé.

Îïðåäåëåíèå 10.7. Ïóñòü H,G � äâóäîëüíûå ãðàôû. Èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ϕ : V (H) → V (G) íàçîâ¼ì ïîãðóæåíèåì, åñëè îíî óäî-
âëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì.

1◦ ϕ(V1(H)) ⊂ V1(G), ϕ(V2(H)) ⊂ V2(G).
2◦ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà uv ∈ E(H).
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâóäîëüíûé ãðàô H ïîãðóæ¼í â

äâóäîëüíûé ãðàô G è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ϕ(H) = G(ϕ(V (H))).

Çàìå÷àíèå 10.4. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå ϕ äâó-
äîëüíîãî ãðàôà H â äâóäîëüíûé ãðàô G, òî èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô
ϕ(H) ãðàôà G èçîìîðôåí H.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà X ÷åðåç Xk ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî
âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.
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Îïðåäåëåíèå 10.8. Íàçîâ¼ì îñîáûì äâóäîëüíûé ãðàô âèäà

H = (V, V k, E(H)), ãäå E(H) = {xY |x ∈ V, Y ∈ V k, x ∈ Y }.

Ëåììà 10.2. Ëþáîé äâóäîëüíûé ãðàô ìîæåò áûòü ïîãðóæåí â îñîáûé
äâóäîëüíûé ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äâóäîëüíûé ãðàô P , ïóñòü
V1(P ) = {a1, . . . an}, V2(P ) = {b1, . . . bm}. Ïîëîæèì

V = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zm}.

Ïîñòðîèì ïîãðóæåíèå P â îñîáûé äâóäîëüíûé ãðàô H = (V, V n+1, E).
Èçíà÷àëüíî ïîëîæèì ϕ(ai) = xi. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òàêîå ìíîæå-

ñòâî Yj ∈ V n+1, ÷òî ϕ(bj) = Yj. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîãðóæåíèÿ è ìíîæåñòâà
E(H), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

Yj ∩ {x1, . . . , xn} = ϕ(NP (bj)). (10.5)

Óñëîâèå (10.5) îñòàâëÿåò íåçàïîëíåííûìè n+1−dP (bj) ≥ 1 ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà Yj (åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: ýòè ýëåìåíòû íå ìîãóò áûòü
âåðøèíàìè x1, . . . , xn). Ïîìåñòèì â Yj ýëåìåíò-èíäåêñ zj (÷òîáû Yj 6= Y`
ïðè j 6= `) è äîïîëíèì ïðîèçâîëüíî ýëåìåíòàìè èç y1, . . . , yn, ÷òîáû â
ìíîæåñòâå Yj áûëî ðîâíî n+ 1 ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 10.3. Äëÿ ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà H ñóùåñòâóåò òàêîé äâó-
äîëüíûé ãðàô G, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ð¼áåð G â äâà öâåòà îáÿçà-
òåëüíî ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå ϕ ãðàôà H â ãðàô G, â êîòîðîì âñå
ð¼áðà ϕ(H) îäíîöâåòíû.

Çàìå÷àíèå 10.5. Ðàçóìååòñÿ, óêàçàííûé â óñëîâèè ëåììû 10.3 ãðàô G
áóäåò ðàìñååâñêèì ãðàôîì äëÿ H. Óòâåðæäåíèå ëåììû áîëåå ñèëüíîå:
ìû äîïîëíèòåëüíî òðåáóåì, ÷òîáû âñå âåðøèíû îäíîé äîëè H ìîæíî
áûëî ïîãðóçèòü â îäíó äîëþ ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 10.2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå
äëÿ îñîáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà H = (V, V k, E(H)). Ïóñòü |V | = n. Äî-
êàæåì, ÷òî ðàìñååâñêèì ãðàôîì äëÿ H áóäåò îñîáûé äâóäîëüíûé ãðàô
G = (U,U2k−1, E(G)), ãäå

|U | = r2k−1(2Ck
2k−1; kn+ k − 1, . . . , kn+ k − 1). (10.6)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàñêðàñêó ð¼áåð ãðàôà G â äâà öâåòà 1 è 2.
Êàæäîå ìíîæåñòâî Y ∈ U2k−1 ñìåæíî êàê âåðøèíà îñîáîãî äâóäîëüíîãî
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ãðàôà G c 2k − 1 âåðøèíîé, õîòÿ áû k èç ýòèõ ð¼áåð èìååò îäèíàêîâûé
öâåò. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Y åãî ïîäìíîæå-
ñòâî S(Y ), ñîñòîÿùåå èç k âåðøèí äîëè U , ñîåäèí¼ííûõ ñ Y ð¼áðàìè
îäèíàêîâîãî öâåòà. Ïóñòü c(Y ) ∈ {1, 2} � ýòî öâåò ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèé
Y ñ âåðøèíàìè èç S(Y ).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû U óïîðÿäî÷åíû. Òîãäà ýëåìåíòû êàæ-
äîãî ìíîæåñòâà Y ∈ U2k−1 áóäóò óïîðÿäî÷åíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(Y )
ìíîæåñòâî íîìåðîâ k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S(Y ) â ïîðÿäêå ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà Y . Òîãäà σ(Y ) ìîæåò ïðèíèìàòü ðîâíî Ck

2k−1 çíà÷åíèé.
Ïîêðàñèì ìíîæåñòâî U2k−1 (òî åñòü, âñå (2k−1)-ýëåìåíòíûå ïîäìíî-

æåñòâà U) â 2Ck
2k−1 öâåòîâ: öâåòîì ïîäìíîæåñòâà Y áóäåò ïàðà (σ(Y ), c(Y )).

Èç âûáîðà ðàçìåðà ìíîæåñòâà U (ñì. óñëîâèå (10.6)) ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂ U , ÷òî |W | = kn + k − 1 è âñå ïîä-
ìíîæåñòâà Y ⊂ W 2k−1 èìåþò îäèíàêîâûé öâåò (σ(Y ), c(Y )) (íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ(Y ) = σ, c(Y ) = 1). Ìû íàéä¼ì ïîãðó-
æåíèå ãðàôà H â G(W ), âñå ð¼áðà â êîòîðîì ïîêðàøåíû â èñõîäíîé
ðàñêðàñêå â öâåò 1 è òåì ñàìûì äîêàæåì ëåììó.

Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà W â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ â U :
ïóñòü W = {w1, . . . , wkn+k−1}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

tj = wkj, T = {t1, . . . , tn}, V = {a1, . . . , an}.

Ïîëîæèì ϕ(ai) = ti. Îñòà¼òñÿ êîððåêòíî îïðåäåëèòü ϕ(Z) äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà Z ∈ V k. Ïðåæäå ÷åì ïîñòðîèòü ϕ(Z) = Y ∈ U2k−1 ìû ïîëî-
æèì S(Y ) = {ϕ(x) : x ∈ Z}. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîãðóæåíèÿ ïîíÿòíî, ÷òî
òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå S(Y ) = Y ∩ T , à ñëåäîâàòåëüíî, íàì
íóæíî äîïîëíèòü ìíîæåñòâî Y åù¼ k − 1 ýëåìåíòàìè, íå âõîäÿùèìè â
ìíîæåñòâî T . Ìû ñäåëàåì ýòî òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâ íîìåðîâ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S(Y ) ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y áûëî σ(Y ) = σ:
òàê êàê ti = wki, íå âõîäÿùèõ â T ýëåìåíòîâW õâàòèò, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ýòî.

Òàê êàê ïî âûáîðó ìíîæåñòâà W ìû èìååì σ(Y ) = σ, ìíîæåñòâî
S(Y ) âûáðàíî êîððåêòíî è, îïÿòü æå â ñèëó âûáîðàW , âñå ð¼áðà îñîáîãî
äâóäîëüíîãî ãðàôà G ìåæäó âåðøèíàìè èç S(Y ) = {ϕ(x) : x ∈ Z} è
Y = ϕ(Z) ïîêðàøåíû â öâåò 1. Â çàâåðøåíèå îñòàåòñÿ ëèøü äîáàâèòü,
÷òî ïðè Z 6= Z ′ ìû ïî ïîñòðîåíèþ èìååì S(ϕ(Z)) 6= S(ϕ(Z ′)), ïîýòîìó
ϕ(Z) 6= ϕ(Z ′). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ïîãðóæåíèå ïîñòðîåíî.

10.4.2 Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà

Òåîðåìà 10.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà H ñóùåñòâóåò ðàìñååâñêèé
ãðàô.



370 ÃËÀÂÀ 10. ÒÅÎÐÈß ÐÀÌÑÅß

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = v(H), n = r(k, k). Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû
ãðàôà H. Ïîñòðîèì ãðàô G0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàçìåñòèì åãî âåðøè-
íû â âèäå òàáëèöå n × Ck

n. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì ñòîëáöå âåðøèíû
îêàæóòñÿ ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðî-
êè òàáëèöû. Â êàæäîì ñòîëáöå îäíèì èç Ck

n ñïîñîáîâ ðàçìåñòèì ãðàô H
(êàæäûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàçìå-
ùåíèÿ). Âñå ð¼áðà ãðàôà G0 áóäóò ð¼áðàìè óêàçàííûõ êîïèé ãðàôà H.

Ãðàô G0 ÿâëÿåòñÿ n-äîëüíûì, åãî åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå íà äîëè
çàäà¼òñÿ òàáëèöåé: Vi(G0) � ýòî âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå i ðÿäó òàá-
ëèöû. Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî â íåñêîëüêî øàãîâ áóäåì ïåðåñòðàèâàòü íàø
ãðàô ñ ïîìîùüþ ëåììû 10.3, òàê, ÷òîáû âåðøèíû ïîñëåäóþùèõ ãðàôîâ
òàêæå ðàçáèâàëèñü íà n äîëåé è çàïèñûâàëèñü â âèäå òàáëèöû. Êàæäûé
øàã áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé ïàðå ñòðîê òàáëèöû.

Øàã ïåðåñòðîéêè ãðàôà.
Èòàê, ïóñòü ìû èìååì n-äîëüíûé ãðàô G`, äîëè êîòîðîãî Vi = Vi(G

`)
(ãäå i ∈ [1..n]). Ïóñòü ñ ïàðîé ñòðîê (è, ñîîòâåòñòâåííî, äîëåé) i, j ìû
åùå íå âûïîëíÿëè øàã. Î÷åâèäíî, ãðàô Gi,j = G`(Vi∪Vj) äâóäîëåí è äëÿ
íåãî ïî ëåììå 10.3 ñóùåñòâóåò äâóäîëüíûé ðàìñååâñêèé ãðàô Pi,j. Áîëåå
òîãî, åñëè âåðøèíû Pi,j ðàçáèòû íà äâå äîëè Wi è Wj, òî äëÿ ëþáîé
ðàñêðàñêè ð¼áåð Pi,j â äâà öâåòà ñóùåñòâóåò îäíîöâåòíîå ïîãðóæåíèå ϕ
ãðàôà Gi,j â Pi,j, â êîòîðîì ϕ(Vi) ⊂ Wi è ϕ(Vj) ⊂ Wj. Íàçîâ¼ì òàêîå
ïîãðóæåíèå îäíîöâåòíûì.

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ G`+1. Çàìåíèì Vi íà Wi è Vj íà Wj, ïðîâå-
ä¼ì ìåæäó ýòèìè äîëÿìè âñå ð¼áðà ãðàôà Pi,j. Íàøà öåëü â òîì, ÷òîáû
äëÿ ëþáîãî ïîãðóæåíèÿ Gi,j â Pi,j áûëà ñîäåðæàùàÿ åãî êîïèÿ G` (ïðè-
÷¼ì äîëè ýòîé êîïèè ëåæàëè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàõ òàáëèöû ãðàôà
G`+1).

Çàíóìåðóåì âñåâîçìîæíûå ïîãðóæåíèÿGi,j â Pi,j: ïóñòü ýòîGi,j(1), . . .
Gi,j(q). Êàæäîìó ïîãðóæåíèþGi,j(s) ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îòäåëü-
íûå êîïèè âñåõ îòëè÷íûõ îò Vi è Vj äîëåé: V1(s), . . . , Vn(s). Ïîëîæèì
Vi(s) = V (Gi,j(s))∩Wi è Vj(s) = V (Gi,j(s))∩Wj. Íà ýòèõ äîëÿõ ïîñòðîèì
êîïèþ ãðàôà G`. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîãî ïîãðóæåíèÿ ãðàôà Gi,j â Pi,j
ìû ïîñòðîèëè ñâîþ êîïèþ ãðàôà G`.

Âûäåëåíèå îäíîöâåòíîãî èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà.
Èòàê, äîêàæåì, ÷òî G = GC2

n è åñòü ðàìñååâñêèé ãðàô äëÿ H. Ïóñòü
p1, . . . , pC2

n
� èìåííî òàêàÿ íóìåðàöèÿ ïàð ñòðîê â íàøåé òàáëèöå, â ïî-

ðÿäêå êîòîðîé ñîâåðøàëèñü øàãè ïåðåñòðîéêè ãðàôà. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ ðàñêðàñêó ð¼áåð ρ ãðàôà G â äâà öâåòà è äîêàæåì ñëåäóþùèé
ôàêò.

Äëÿ êàæäîãî ` ∈ [0..C2
n] ñóùåñòâóåò èçîìîðôíûé G` èíäóöèðîâàí-
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íûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì äëÿ ïàð ñòðîê p`+1,. . . , pC2
n
âñå ð¼áðà

ìåæäó âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð ñòðîê â ðàñêðàñêå ρ îäíî-
öâåòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ñ îáðàòíûì õîäîì îò ` = C2
n ê ` = 0. Áàçà

äëÿ ` = C2
n î÷åâèäíà. Äîêàæåì ïåðåõîä `→ `− 1.

Èòàê, ðàññìîòðèì íàø èçîìîðôíûé G` ïîäãðàô, êîòîðûé ìû äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü G` è ïàðó ñòðîê p` â í¼ì: ïóñòü ýòî ñòðîêè i
è j, à Pi,j è Gi,j � òå äâóäîëüíûå ãðàôû ìåæäó ýòèìè ñòðîêàìè, ÷òî îïè-
ñàíû â øàãå ïîñòðîåíèÿ. Òàê êàê Pi,j (ïîäãðàô ãðàôà G`) � ðàìñååâñêèé
ãðàô äëÿ Gi,j, ìû ìîæåì âûáðàòü îäíîöâåòíîå â ðàñêðàñêå ρ ïîãðóæåíèå
Gi,j â Pi,j è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïî ïîñòðîåíèþ êîïèÿ G`−1 áóäåò èñêî-
ìûì (èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî èíäóöèðîâàííûì!) ïîäãðàôîì G`, à
çíà÷èò, è G.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò èçîìîðôíûé G0 èíäóöèðîâàííûé ïîä-
ãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì äëÿ êàæäîé ïàðû ñòðîê i, j âñå ð¼áðà ìåæ-
äó âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê îäíîöâåòíû â ðàñêðàñêå ρ. Áóäåì
îáîçíà÷àòü ýòîò ãðàô ïðîñòî G0. Ðàññìîòðèì ãðàô Kn, âåðøèíû êîòî-
ðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêàì òàáëèöû è ïîêðàñèì êàæäîå ðåáðî â öâåò, â
êîòîðûé ïîêðàøåíû ð¼áðà G0 ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðîêàìè. Òàê
êàê n = r(k, k), ñóùåñòâóþò k âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè âñå ð¼áðà îäíî-
öâåòíû. Ðàññìîòðèì ñòîëáåö ãðàôà G0, â êîòîðîì H ðàçìåù¼í èìåííî
â ñòðî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì k âåðøèíàì. Ïîäãðàô H ′ ãðàôà G0

íà âåðøèíàõ ýòîãî ñòîëáöà è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðî÷êàõ èçîìîðôåí H,
ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G0 è âñå åãî
ð¼áðà îäíîöâåòíû â ðàñêðàñêå ρ. Îñòà¼òñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî H ′ � èí-
äóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G.
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Ãëàâà 11

Ýêñòðåìàëüíûå ãðàôû

Ýòî ñðàâíèòåëüíî íîâàÿ îáëàñòü òåîðèè ãðàôîâ, èñòîêè êîòîðîé óõîäÿò â
ñåðåäèíó XX âåêà ê ðàáîòàì Òóðàíà, Ýðäåøà è äðóãèõ âåíãåðñêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ. Â ïðèíöèïå, ýêñòðåìàëüíàÿ òåîðèÿ ãðàôîâ èíòåðåñóåòñÿ ïðîèç-
âîëüíûìè âîïðîñàìè òèïà: �Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð ìîæåò
áûòü â ãðàôå, îáëàäàþùèì íåêîòîðûì ñâîéñòâîì P?� Íàèáîëåå êëàññè-
÷åñêèé âèä ñâîéñòâà, ñ êîòîðîãî íà÷èíàëàñü ýòà îáëàñòü � ýòî ñâîéñòâî
íå ñîäåðæàòü ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî äàííîìó ãðàôó (èëè ãðàôó èç äàí-
íîãî ñïèñêà). Èìåííî òàê íàçûâàâåìîé çàäà÷å î çàïðåùåííûõ ïîäãðàôàõ
â îñíîâíîì è áóäåò ïîñâÿùåíà ýòà ãëàâà.

11.1 Íàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî

Îïðåäåëåíèå 11.1. Íàçîâåì ñâîéñòâî P ãðàôà íàñëåäñòâåííûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî ãðàôà G, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâó P , ëþáîé ïîäãðàô H
ãðàôà G òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó P .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (n) íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðà-
ôå íà n âåðøèíàõ, óäîâëåòâîðÿþùåì ñâîéñòâó P .

Íàñëåäñòâåííûõ ñâîéñòâ äîâîëüíî ìíîãî. Íàïðèìåð, ñâîéñòâà �ãðàô
íå ñîäåðæèò ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî äàííîìó� èëè �õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò k� ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè.

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü P � íàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî ãðàôîâ. Òîãäà
P (n) ≤ n

n−2
P (n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàôG ñ ìíîæåñòâîì âåð-
øèí V (G) = {v1, . . . , vn}, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó P . Òàê êàê ãðàô
Gi = G − vi òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó P , ìû èìååì íåðàâåíñòâî

373



374 ÃËÀÂÀ 11. ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÃÐÀÔÛ

e(G) − dG(vi) = e(Gi) ≤ P (n − 1). Ñëîæèâ òàêèå íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ
i ∈ [1..n] ìû ïîëó÷èì

(n− 2)e(G) = ne(G)−
n∑
i=1

dG(vi) ≤ n · P (n− 1).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâó P ãðàôà G
ìû ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Äàæå ñ ïîìîùüþ ñòîëü ïðîñòîé è, êàçàëîñü áû, ïðèìèòèâíîé òåõíî-
ëîãèè ìîæíî âûâåñòè ðÿä òî÷íûõ îöåíîê â ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ãðà-
ôîâ. Ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ âîçìîæíîñòü ðåøèòü íåñëîæíîå òåõíè÷å-
ñêîå óïðàæíåíèå, íå èñïîëüçóÿ ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàäà÷à 11.1. a) Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè òåîðåìû î íàñëåäñòâåííîì ñâîé-
ñòâå, ÷òî â ãðàôå íà v âåðøèíàõ áåç òðåóãîëüíèêîâ íå áîëåå, ÷åì [v

2

4
]

ð¼áåð.
á) Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè òåîðåìû î íàñëåäñòâåííîì ñâîéñòâå, ÷òî

â ãðàôå íà v âåðøèíàõ áåç ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî Kn íå áîëåå, ÷åì
(n−2)(v2−r2)

2(n−1)
+ C2

r ð¼áåð, ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ v íà n− 1.

11.2 Çàäà÷à î çàïðåùåííîì ïîäãðàôå

Ïóñòü H � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ãðàô. ×åðåç ex(v,H) ìû îáîçíà-
÷èì íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå íà v âåðøèíàõ, íå
ñîäåðæàùåì ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî H.

11.2.1 Òåîðåìà Òóðàíà

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì áûë ðåçóëüòàò Ïîëà Òóðàíà (P�al Tur�an, 1941 ã),
íàøåäøåãî ex(v,Kn). Ìû ïðèâåäåì óñèëåííóþ âåðñèþ òåîðåìû Òóðàíà,
çàîäíî äîêàçàâ åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíîãî ãðàôà (òî åñòü, ãðàôà ñ
ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ð¼áåð, íå ñîäåðæàùåãî Kn).

Ïóñòü v = q(n−1)+r, ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ v íà n−1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Tv,n ïîëíûé (n−1)-äîëüíûé ãðàô íà v âåðøèíàõ ñ r äîëÿìè ðàçìåðà
q + 1 è n− 1− r äîëÿìè ðàçìåðà q. Òóðàí äîêàçàë, ÷òî ex(v,Kn) ðàâíî
êîëè÷åñòâó ð¼áåð ãðàôà Tv,n (íåòðóäíî ïðoâåðèòü, ÷òî ýòî êîëè÷åñòâî
ðàâíÿåòñÿ îöåíêå èç ïóíêòà á) çàäà÷è 11.1).

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ïóñòü G è G′ � äâà ãðàôà íà n âåðøèíàõ ñ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè ñòåïåíåé dn ≥ dn−1 ≥ · · · ≥ d1 è d′n ≥ d′n−1 ≥ · · · ≥ d′1.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G ìàæîðèðóåò ãðàô G′, åñëè di ≥ d′i äëÿ
âñåõ i ∈ [1..n].
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Òåîðåìà 11.2. (P. Erd�os, 1970.) Ïóñòü n ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Åñëè ãðàô G íå ñîäåðæèò ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî Kn, òî ñóùåñòâóåò
(n−1)-äîëüíûé ãðàô H, êîòîðûé ìàæîðèðóåò G. Áîëåå òîãî, åñëè ñòå-
ïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôîâ G è H ñîâïàäàþò, òî ãðàô G èçî-
ìîðôåí H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n. Áàçà äëÿ n = 2
î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n − 1. Ðàñ-
ñìîòðèì òàêóþ âåðøèíó u ∈ V (G), ÷òî dG(u) = ∆(G). Ïóñòü G1 =
G(NG(u)), òîãäà, ïîñêîëüêó G íå ñîäåðæèò Kn, òî G1 íå ñîäåðæèò Kn−1

è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò (n − 2)-äîëüíûé ãðàô
H1 íà ìíîæåñòâå âåðøèí NG(u), ìàæîðèðóþùèé G1. Ìîæíî ïîñòðîèòü
ãðàô H1 òàê, ÷òîáû dH1(y) ≥ dG1(y) äëÿ ëþáîé âåðøèíû y ∈ NG(u).

bu

NG( )u

V’b b b

G1

bu

NG( )u

V’b b b

1H

G(V’)

G H

Ðèñ. 11.1: Ãðàôû G è H.

Ðàññìîòðèì ãðàô H ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G), â êîòîðîì ìåæäó
âåðøèíàìè ìíîæåñòâà NG(u) ïðîâåäåíû ð¼áðà ãðàôà H1, ìåæäó âåðøè-
íàìè ìíîæåñòâà V ′ = V \NG(u) ð¼áåð íåò è êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæå-
ñòâà V ′ ñìåæíà ñ êàæäîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà NG(u). Î÷åâèäíî, ãðàô
H ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-äîëüíûì. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ V ′ ìû èìååì

dH(x) = |NG(u)| = ∆(G) ≥ dG(x).

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû y ∈ NG(u) ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà H ìû èìååì

dH(y) = |V ′|+ dH1(y) ≥ |V ′|+ dG1(y) ≥ dG(y). (11.1)

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô H ìàæîðèðóåò ãðàô G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôîâ H è G ñîâ-

ïàäàþò. Òîãäà íåðàâåíñòâo (11.1) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà âñåõ âåð-
øèíàõ ìíîæåñòâà NG(u), ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ãðàôîâ H1 è G1 ñîâïàäàþò, îòêóäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ñëåäóåò èçîìîðôíîñòü ýòèõ ãðàôîâ. Îòñþäà æå ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ âåð-
øèíà ìíîæåñòâà NG(u) ñìåæíà â ãðàôå G ñî âñåìè âåðøèíàìè ìíîæå-
ñòâà V ′. Íî òîãäà êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà V ′ ñìåæíà â ãðàôå G ñî
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âñåìè âåðøèíàìè ìíîæåñòâà NG(u). Èç |NG(u)| = ∆(G) ñëåäóåò, ÷òî ð¼-
áåð ìåæäó âåðøèíàìè ìíîæåñòâà V ′ â ãðàôå G íåò, òî åñòü, ãðàôû G è
H èçîìîðôíû.

Ñëåäñòâèå 11.1. (P. Tur�an, 1941.) Ïðè n ≥ 3

ex(v,Kn) =
(n− 2)(v2 − r2)

2(n− 1)
+ C2

r,

ãäå r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ v íà n− 1. Åñëè ãðàô G íà v âåðøèíàõ íå
ñîäåðæèò ïîëíîãî ïîäãðàôà íà n âåðøèíàõ è èìååò ex(v,Kn) ð¼áåð, òî
G èçîìîðôåí Tv,n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãðàô íà v âåðøèíàõ ñ e(G) = ex(v,Kn).
Òîãäà ïî òåîðåìå 11.2 ñóùåñòâóåò (n−1)-äîëüíûé ãðàôH íà n âåðøèíàõ,
ìàæîðèðóþùèé G. Òàê êàê H, î÷åâèäíî, íå ñîäåðæèò èçîìîðôíîãî Kn

ïîäãðàôà, òî e(H) ≤ ex(v,Kn) = e(G), ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 11.2
ãðàôû G è H èçîìîðôíû. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç âñåõ (n − 1)-
äîëüíûõ ãðàôîâ íà v âåðøèíàõ ãðàô Tv,n èìååò ñòðîãî íàèáîëüøåå ÷èñëî
ð¼áåð, ñëåäîâàòåëüíî, H èçîìîðôåí Tv,n. Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî â

ãðàôå Tv,n ðîâíî
(n−2)(v2−r2)

2(n−1)
+ C2

r ð¼áåð.

11.2.2 Ãðàôû áåç ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ïîäãðàôà

Äëÿ íåïîëíîãî ãðàôàH ðåäêî óäàåòñÿ íå òî ÷òî íàéòè âñå ýêñòðåìàëüíûå
ïðèìåðû, íî äàæå íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ex(v,H). Èíîãäà óäàåòñÿ íàéòè
àñèìïòîòèêó ex(v,H) ïðè v →∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé H = Km,n. Îí ìíîãî ñëîæíåå ñëó÷àÿ ïîëíîãî
ãðàôà. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó íà ex(v,Km,n), ïîòîì â ðÿäå
ñëó÷àåâ ïðèâåäåì ñåðèè ïðèìåðîâ ãðàôîâ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ð¼áåð
áëèçêî ê ýêñòðåìàëüíîìó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ
÷èñëîâûå è àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.

Îöåíêà

Òåîðåìà 11.3. (T.K�ovari, V. T. S�os, P. Tur�an, 1954.) Äëÿ íàòóðàëü-
íûõ m,n ≥ 2, v ≥ m+ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ex(v,Km,n) ≤ 1

2
·
(
(m− 1)1/nv(2−1/n) + nv

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãðàô íà v âåðøèíàõ, íå ñîäåðæàùèéKm,n,
d1, . . . , dv � ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G, à d = 1

v
·
∑v

i=1 di � ñðåäíÿÿ ñòåïåíü
âåðøèíû ãðàôà G.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå xn = x(x− 1) . . . (x− n+ 1).
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Ëåììà 11.1. Äëÿ ãðàôà G íà v ≥ m + n âåðøèíàõ, íå ñîäåðæàùåãî
Km,n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

dn ≤ (m− 1) · (v − 1)n−1. (11.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè d ≤ n− 1, òî íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî

dn < (n− 1)! < (v − 1)n−1

è äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d > n− 1.
1. Äîêàæåì, ÷òî

∑v
i=1 d

n
i ≤ (m− 1)vn.

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà S ⊂ V (G), |S| = n, êîëè÷åñòâî òàêèõ âåðøèí
x ∈ V (G), ÷òî NG(x) ⊃ S íå ïðåâîñõîäèò m − 1 (èíà÷å â ãðàôå áóäåò
ïîäãðàô, èçîìîðôíûé Km,n). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæèâ ïî âñåì âåðøèíàì
x ∈ V (G) êîëè÷åñòâî n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà NG(x), ìû
ïîëó÷èì íå áîëåå, ÷åì (m−1) ·Cn

v . òàêèì îáðàçîì,
∑v

i=1 Cn
di
≤ (m−1)Cn

v ,
îòêóäà äîìíîæåíèåì íà n! ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

2. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî

v · dn ≤
v∑
i=1

di
n. (11.3)

Ìû áóäåì ìåíÿòü ÷èñëà d1, d2, . . . dv òàê, ÷òîáû èõ ñóììà íå èçìåíÿëàñü è
ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (11.3) íå óâåëè÷èâàëàñü. Êîíå÷íîé öåëüþ ýòîãî
ïðîöåññà èçìåíåíèé áóäåò çàìåíà êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë íà èõ ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå d.

Cíà÷àëà äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ýòè ÷èñëà áûëè íå ìåíåå, ÷åì n−1.
Ïóñòü ýòî íå òàê, ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå èç íèõ di, òîãäà di < n − 1.
Òàê êàê d ≥ n − 1, òî ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî dj > n − 1. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè di ∈ [0..n− 1] èìååò ìåñòî dni = 0. Çíà÷èò,

di
n + dj

n = dj
n ≥ (dj + di − n+ 1)n = (di + dj − n+ 1)n + (n− 1)n,

òàê êàê âñå ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëà íàòóðàëüíûå è xn âîçðàñòàåò ïðè
x ≥ n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà di è dj íà (n − 1) è (di + dj − n + 1)
óìåíüøàåò ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (11.3). Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ çà-
ìåí âñå ÷èñëà áóäóò íå ìåíüøå, ÷åì n−1. Ïîñêîëüêó ïðè x ≥ n−1 ôóíê-
öèÿ xn âûïóêëà âíèç, òî çàìåíèâ v ÷èñåë íà èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
d ìû íå óâåëè÷èì ñóììó çíà÷åíèé xn â íèõ, òî åñòü, íåðàâåíñòâî (11.3)
âåðíî. Ðàçäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà êîëè÷åñòâî âåðøèí v, ìû çàâåðøèì
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Òàê êàê e(G) = v·d
2
, äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

d ≤ d0 = (m− 1)1/nv(1−1/n) + n.

Òàê êàê d0 > n − 1, ââèäó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè xn ïðè x ≥ n − 1
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè d = d0 íåðàâåíñòâî (11.2) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðoâåðèì ýòî:

dn0 =
n−1∏
i=0

((m− 1)1/nv(1−1/n) + n− i) >
(
(m− 1)1/nv(1−1/n)

)n
=

= (m− 1) · vn−1 > (m− 1) · (v − 1)n−1 .

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå n = m = 2.

Ñëåäñòâèå 11.2. Äëÿ v ≥ 4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ex(v,K2,2) ≤
v(1 +

√
1 + 4(v − 1) )

4
. (11.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = m = 2 íåðàâåíñòâå (11.2) � êâàäðàòíîå è
åãî ëåãêî ðåøèòü, ïîëó÷èâ íåðàâåíñòâî (11.4).

Êâàäðàòíûé êîðåíü â íåðàâåíñòâî (11.4) èçâëåêàåòñÿ íàöåëî ïðè v =

p2 + p+ 1 è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ex(p2 +p+ 1, K2,2) ≤ (p+1)(p2+p+1)
2

. Íåñïðîñòà
âîçíèêàþò àññîöèàöèè ñ êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ. Èìåííî íà
îñíîâå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàä êîíå÷íûì ïîëåì ìû ïîñòðîèì ïðèìåð
ñåðèè ýêñòðåìàëüíûõ ãðàôîâ áåç K2,2.

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü è ãðàôû áåç K2,2

Èòàê, ÷òî æå òàêîå ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íàä ïîëåì Fp (ïîëåì âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p)? Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Mp âñåõ óïîðÿäî-
÷åííûõ òðîåê (x, y, z) ýëåìåíòîâ Fp, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0. Ââåäåì
íà Mp îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: (x, y, z) ∼ (x1, y1, z1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âû÷åò λ ∈ Fp, ÷òî x1 = λx,
y1 = λy, z1 = λz. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, âñå
ìíîæåñòâî Mp ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàê êàê íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò λ ∈ Fp ìîæíî âûáðàòü p − 1 ñïîñîáîì, â êàæäîì êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ∼ ðîâíî p − 1 ýëåìåíò ìíîæåñòâà Mp.
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Òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè Rp áóäóò êàê ðàç êëàññû ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ, ÷òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ðàâíî p3−1

p−1
= p2 + p + 1.

Òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè áóäåì çàïèñûâàòü îäíîðîäíûìè êîîðäèíà-
òàìè (x : y : z) (òàêàÿ çàïèñü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îò äîìíîæåíèÿ âñåõ
òðåõ êîîðäèíàò íà íåíóëåâîé âû÷åò λ ∈ Fp òî÷êà íå ìåíÿåòñÿ).

Äâîéñòâåííûìè ê òî÷êàì îáúåêòàìè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ïðÿìûå. Êàæäîé òî÷êå (a : b : c) ∈ Rp ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ `a:b:c �
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê (x : y : z) ∈ Rp, ÷òî

ax+ by + cz = 0. (11.5)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îò âûáîðà a, b, c â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè (òî
åñòü, óìíîæåíèÿ âñåõ ýòèõ ÷èñåë íà ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âû÷åò λ ∈ Fp)
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.5) íå ìåíÿåòñÿ, è ýëåìåíòû êëàññà (x : y : z) ëèáî
âñå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (11.5), ëèáî âñå íå ÿâëÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
îïðåäåëåíèå ïðÿìîé êîððåêòíî. Ïðÿìûå è òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè èìåþò ìíîãî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì â
ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 11.2. Äëÿ ëþáîãî p ∈ P âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Òî÷êà (x : y : z) ëåæèò íà ïðÿìîé `a:b:c òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïðÿìàÿ `x:y:z ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (a : b : c).
2) Íà ëþáîé ïðÿìîé `a:b:c ëåæèò ðîâíî p+ 1 òî÷êà.
2a) ×åðåç ëþáóþ òî÷êó (a : b : c) ïðîõîäèò ðîâíî p+ 1 ïðÿìàÿ.
3) Ëþáûå äâå ïðÿìûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èìåþò ðîâíî îäíó

îáùóþ òî÷êó.
3a) ×åðåç ëþáûå äâå òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ðîâ-

íî îäíà ïðÿìàÿ.
4) Ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2(p + 1) òàêèõ òî÷åê (a : b : c), ÷òî

(a : b : c) ∈ `a:b:c.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Î÷åâèäíî, è òî è äðóãîå îçíà÷àåò, ÷òî ax + by +
cz = 0. Áëàãîäàðÿ òàêîé äâîéñòâåííîñòè îáúåêòîâ ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè ïóíêò 2 ýêâèâàëåíòåí ïóíêòó 3, à ïóíêò 4 � ïóíêòó 5.

2) è 2à) Çàôèêñèðóåì òî÷êó (a : b : c). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷åê (x : y : z), ÷òî ax+by+cz = 0, åñòü p+1. Òàê êàê
a, b, c ìîæíî óìíîæàòü íà ëþáîé íåíóëåâîé âû÷åò (íå âûõîäÿ èç êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè-òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îäíî èç ÷èñåë ðàâíî 1, ïóñòü ýòî áóäåò c. Òîãäà z = −(ax+ by). Ïîíÿòíî,
÷òî ïðè x = y = 0 ìû ïîëó÷àåì z = 0, à òðîéêå (0, 0, 0) íå ñîîòâåòñòâóåò
íè îäíîé òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Êàæäîé èç p2−1 îñòàëüíûõ ïàð
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(x, y) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå z. Ïîäåëèâ p2 − 1 ïàð p − 1 � ðàçìåð
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè � ìû ïîëó÷èì p+ 1 òî÷êó (x : y : z).

3) è 3à) Çàôèêñèðóåì ðàçëè÷íûå òî÷êè (a1 : b1 : c1) è (a2 : b2 : c2).
Íàì íóæíî íàéòè êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷åê (x : y : z), ÷òî a1x+b1y+c1z =
a2x+ b2y + c2z = 0. Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.

a. Ó òî÷åê (a1 : b1 : c1) è (a2 : b2 : c2) ñóùåñòâóþò äâå îäíîèìåííûå
íåíóëåâûå êîîðäèíàòû, íàïðèìåð, c1 6= 0, c2 6= 0.
Òîãäà äîìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùèå ìíîæèòåëè ìîæíî äîáèòüñÿ c1 =
c2 = 1. Èòàê, ó íàñ åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëå Fp:

a1x+ b1y = −z, a2x+ b2y = −z.

Òàê êàê (a1 : b1 : 1) 6= (a2 : b2 : 1), òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû a1b2−a2b1 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî z ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(xz, yz). Äëÿ z = 0 î÷åâèäíî, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì áóäåò xz = yz = 0,
íî òðîéêå (0, 0, 0) íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîé òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ p − 1 òðîéêà (xz, yz, z), êîòîðûì êàê
ðàç ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè � åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

á. Ó òî÷åê (a1 : b1 : c1) è (a2 : b2 : c2) íåò äâóõ îäíîèìåííûõ íåíóëå-
âûõ êîîðäèíàò.
Òîãäà äîìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùèå ìíîæèòåëè è ïåðåñòàíîâêîé êîîðäè-
íàò ìîæíî ïðèâåñòè íàøè òî÷êè ê âèäó (a : 1 : 0) è (0 : 0 : 1). Òîãäà
z = 0 è ax = −y. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû â
ýòîì ñëó÷àå áóäåò òî÷êà (1 : −a : 0).

4) Íà ýòîò ðàç íàì íàäî îöåíèòü êîëè÷åñòâî òàêèõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè, ÷òî a2+b2+c2 = 0. Äëÿ p = 2 âñå î÷åâèäíî, ïóñòü p > 2. Ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî p2 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b) ýëåìåíòîâ Fp. Äëÿ êàæäîé ïàðû
(a, b) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ c2 = −a2 − b2, òàê
êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå â ïîëå Fp èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé. Èòî-
ãî ïîëó÷èëè íå áîëåå 2p2 ðåøåíèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ðåøåíèÿ, êîíå÷íî,
ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè (òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè),
êîëè÷åñòâî òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò [ 2p2

p−1
] = 2p+ 2.

Çàìå÷àíèå 11.1. Íà ñàìîì äåëå äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî p ñóùåñòâóåò
ðîâíî p + 1 òàêàÿ òî÷êà (a : b : c) íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ÷òî (a : b :
c) ∈ `a:b:c. ×èòàòåëü ìîæåò ýòî äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ïðèìåðà ãðàôà Gp áåç K2,2 íà îñíîâå ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè Rp. Âïåðâûå ýòà ñåðèÿ ïðèìåðîâ áûëà îïóáëèêîâàíà
T.K�ovari, V.T. S�os è P.Tur�an â 1954 ãîäó. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîé òî÷êå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (a : b : c) âåðøèíó va:b:c. Cîåäèíèì
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ðåáðîì âåðøèíû va:b:c è vx:y:z ïðè ax + by + cz = 0 (êðîìå ñëó÷àåâ, â
êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ ïåòëè). Òîãäà âåðøèíà va:b:c ñîåäèíåíà ñ p + 1 âåð-
øèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàì ïðÿìîé `a:b:c. Ïî ñâîéñòâó 3 èç ëåì-
ìû 11.2 äâå ïðÿìûå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ
òî÷êó (à íèêàê íå äâå!), ñëåäîâàòåëüíî, Gp íå ñîäåðæèò K2,2. Îòìåòèì,
÷òî íåïðîâåäåííûå íàìè ïåòëè ñîîòâåòñòâóþò òàêèì òî÷êàì (a : b : c),
÷òî (a : b : c) ∈ `a:b:c, à òàêèõ òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïî ëåì-
ìå 11.2 íå áîëåå 2p+ 2. Òàêèì îáðàçîì,

v(Gp) = p2 + p+ 1, e(Gp) ≥
(p2 + p+ 1)(p+ 1)

2
− p− 1.

Ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ãðàôà áåç K2,2, â êîòîðîì êî-
ëè÷åñòâî ðåáåð î÷åíü áëèçêî ê îïòèìàëüíîé îöåíêå (11.4). Ïîäñòàâèâ
v = p2 +p+1 â íåðàâåíñòâî (11.4), ìû ïîëó÷èì äëÿ v = p2 +p+1 ðàçíîñòü
ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè âñåãî ëèøü p+1, ÷òî ïî ïîðÿäêó ïðè-
ìåðíî

√
v. Ïðè òî÷íîé îöåíêå êîëè÷åñòâà óäàëåííûõ ïåòåëü ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü ðàçíèöó p+1
2

ìåæäó îöåíêàìè. Ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ
ôàêòîâ î ïëîòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë è ïðèâåäåííîãî ïðè-
ìåðà ìû ìîæåì âûâåñòè àñèìïòîòèêó ex(v,K2,2) ïðè v → ∞. Îäíàêî,
ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ áåç K2,n.

11.2.3 Êîðíè èç åäèíèöû â Fq è ãðàôû áåç K2,n+1

Ìû îïèøåì íåñëîæíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, äàþùóþ ñåðèþ
ïðèìåðîâ ãðàôîâ áåç K2,n+1. Ýòó êîíñòðóêöèþ ïðèäóìàë Z. Furedi â 1996
ãîäó. Ïóñòü p ∈ P, n ∈ N, q = pϕ(n) (÷åðåç ϕ(n), êàê îáû÷íî, ìû îáîçíà-
÷àåì ôóíêöèþ Ýéëåðà).

Pàññìîòðèì êîíå÷íîå ïîëå Fq . Ïîñêîëüêó q − 1 = (pϕ(n) − 1)
... n, à Fq

� ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

xq − x = x(xq−1 − 1)
... x

n − 1,

â ýòîì ïîëå ìíîãî÷ëåí xn − 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.
Çíà÷èò, â Fq ñîäåðæàòñÿ âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Îáîçíà÷èì
ýòè êîðíè ÷åðåç ε1, ε2, . . . , εn.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) íåíóëåâûõ ýëåìåí-
òîâ ïîëÿ Fq. Ââåäåì íà ýòèõ ïàðàõ îòíîøåíèå ∼ : áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
(x1, y1) ∼ (x2, y2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ [1..n], ÷òî x1 = εix2, y1 = εiy2.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Â êàæäîì êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò ðîâíî n ïàð. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ïàðû (a, b) ÷åðåç 〈a, b〉. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn(p) ìíîæåñòâî
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âñåõ òàêèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âMn(p) ðîâíî
(q−1)2

n
ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíòû Mn(p) ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè.

Êàæäîé òî÷êå 〈a, b〉 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî T〈a,b〉 òî÷åê
〈x, y〉 òàêèõ, ÷òî (ax + by)n = 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèå T〈a,b〉
êîððåêòíî, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ â êëàññå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Ëåììà 11.3. 1) Äëÿ ëþáîé òî÷êè 〈a, b〉 ìíîæåñòâî T〈a,b〉 ñîñòîèò ðîâ-
íî èç q − 2 òî÷åê.

2) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçíûõ òî÷åê 〈a, b〉 è 〈c, d〉 ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
T〈a,b〉 è T〈c,d〉 ñîäåðæèò íå áîëåå n òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Fq. Ïîñêîëü-
êó (ax + by)n = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ax + by = εi äëÿ íåêîòî-
ðîãî i, òî ýëåìåíòû yi = εi−ax

b
äàþò n ïàð (x, yi) � ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(ax+ by)n = 1, è äðóãèõ ïàð ñ ýëåìåíòîì x íà ïåðâîì ìåñòå íåò. Àíàëî-
ãè÷íî, ñ êàæäûì ôèêñèðîâàííûì y íà âòîðîì ìåñòå ïîëó÷èòñÿ ðîâíî n
ïàð ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó x = y = 0, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
íàøåãî óðàâíåíèÿ, ìû èìååì ðîâíî n(q − 2) ïàð ðåøåíèé, â êîòîðûõ
îáà ÷èñëà íå ðàâíû 0. Î÷åâèäíî, ýòè ïàðû ðàçáèâàþòñÿ íà q − 2 êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè è äàþò íàì q − 2 òî÷êè.

2) Ïóñòü 〈x, y〉 ∈ T〈a,b〉 ∩ T〈c,d〉. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

(ax+ by)n = (cx+ dy)n = 1 (11.6)

Òîãäà ax+ by = εi(cx+ dy), îòêóäà

(εic− a)x = (b− εid)y.

Åñëè îäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé ðàâíî íóëþ, òî âòîðîå òàêæå ðàâíî íóëþ,
è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (a, b) ∼ (c, d), òî åñòü 〈a, b〉 = 〈c, d〉. Çíà÷èò, ýòè
âûðàæåíèÿ íå ðàâíû íóëþ, òîãäà îïðåäåëåíî è íå ðàâíî íóëþ

ki =
εic− a
b− εid

.

Ïîäñòàâèâ y = kix â óðàâíåíèå (11.6), ìû ïîëó÷èì ((a + bki)x)n = 1,
÷òî ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ j ∈ {1, 2, . . . n} òàêîãî, ÷òî (a + bki)x =
εj. Ýòî óðàâíåíèå ïðè a + bki 6= 0 èìååò n ðåøåíèé, îáðàçóþùèõ îäèí
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè a + bki = 0 ðåøåíèé íåò. Ïîñêîëüêó åñòü n
âàðèàíòîâ êîýôôèöèåíòà ki, â ïåðåñå÷åíèè T〈a,b〉∩T〈c,d〉 íå áîëåå n òî÷åê.
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Äëÿ v = (q−1)2

n
ìû ïîñòðîèì íå ñîäåðæàùèé ïîäãðàôà K2,n+1 ãðàô ñ

v âåðøèíàìè è êîëè÷åñòâîì ðåáåð, áëèçêèì ê îöåíêå (11.4).
Ïîñòðîèì ãðàô Gn(p), âåðøèíû êîòîðîãî áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷-

êàì èç Mn(p), è êàæäóþ âåðøèíó v〈a,b〉 ìû ñîåäèíèì ñî âñåìè òàêèìè
âåðøèíàìè v〈x,y〉, ÷òî 〈x, y〉 ∈ T〈a,b〉, èñêëþ÷àÿ ïåòëè. Êîëè÷åñòâî èñ-
êëþ÷åííûõ ïåòåëü íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà òî÷åê 〈a, b〉 òàêèõ, ÷òî
〈a, b〉 ∈ T〈a,b〉, òî åñòü, (a2 + b2)n = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
j ∈ {1, 2, . . . n}, ÷òî a2 + b2 = εj. Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî a ∈ Fq åñòü íå
áîëåå 2n âàðèàíòîâ âûáîðà b, ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ýòîãî
óðàâíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 2n(q− 1), è îíè, î÷åâèäíî, ðàçáèâàþòñÿ íà íå
áîëåå, ÷åì 2(q − 1) òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïóíêòà 1 ëåììû 11.3 ìû ïîëó÷àåì

v(Gn(p)) =
(q − 1)2

n
,

e(Gn(p)) ≥ 1

2
·
(

(q − 2)(q − 1)2

n
− 2(q − 1)

)
>

1

2
·
(
n1/2 · v3/2 − v

)
.

Ïîñòðîåííûé ãðàô Gn(p) íå áóäåò ñîäåðæàòü ïîäãðàôà K2,n+1, òàê êàê
äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí 〈a, b〉 è 〈c, d〉 ïî ëåììå 11.3 ìû èìååì

T〈a,b〉 ∩ T〈c,d〉 ≤ n.

Òåîðåìà 11.4. Ïðè v →∞ è ôèêñèðîâàííîì n ∈ N

ex(v,K2,n+1) =
1

2
· n1/2 · v3/2 + o(v3/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò òåîðèè ÷èñåë ãîâîðèò íàì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî x, ìåæäó x è x+εx2/3

åñòü ïðîñòîå ÷èñëî p. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ôàêòîì.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0, ñóùåñòâóåò òàêîå vε, ÷òî äëÿ ëþáîãî v > vε

cóùåñòâóåò òàêîå p ∈ P, ÷òî

(
√
nv + 1)1/ϕ(n) > p > (

√
nv(1− ε) + 1)1/ϕ(n).

Ïóñòü vp = (pϕ(n)−1)2

n
. Ïîñêîëüêó ex(v,K2,n+1) íå óáûâàåò ïî v è v > vp >

v(1− ε), òî âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

ex(v,K2,n+1) ≥ ex(vp, K2,n+1) >
(nvp)

3/2

2
− (nvp)

1/2 >

(nv(1− ε))3/2

2
− (nv)1/2 >

(nv)3/2(1− 4ε)

2
− (nv)1/2.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó ñâåðõó èç òåîðåìû 11.3, ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè
ε→ 0 ïîëó÷àåòñÿ äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà.
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Ãëàâà 12

Îñòîâíûå äåðåâüÿ

Â ýòîé ãëàâå âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ãðàô G � ñâÿçíûé. Ìû îá-
ñóäèì âîïðîñû î êîëè÷åñòâå îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ãðàôå G, î íàëè÷èè
îñòîâíûõ äåðåâüåâ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí
è î âûäåëåíèè â ãðàôå íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþçèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ.

12.1 Êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ

Íà÷í¼ì ñ êëàññè÷åñêîãî âîïðîñà, èññëåäîâàííîãî åùå â êîíöå 19 âåêà.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ST (G) êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äå-
ðåâüåâ ãðàôà G.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èíîãäà íàçûâàþò ôîðìóëîé Êýëè.

Òåîðåìà 12.1. (A.Cayley, 1889.) Ïóñòü G � ãðàô, â êîòîðîì âîç-
ìîæíû ïåòëè è êðàòíûå ð¼áðà, à ðåáðî e ∈ E(G) � íå ïåòëÿ. Òîãäà
ST (G) = ST (G− e) + ST (G ∗ e).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà G, íå ñîäåðæà-
ùèõ ðåáðà e, î÷åâèäíî, ðàâíî ST (G− e). Ìåæäó îñòîâíûìè äåðåâüÿìè,
ñîäåðæàùèìè ðåáðî e è îñòîâíûìè äåðåâüÿìè ãðàôà G ∗ e ñóùåñòâóåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå T → T ∗ e (ãäå T � îñòîâíîå äåðåâî
ãðàôà G, e ∈ E(T )).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êýëè ìîæíî âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ
äåðåâüåâ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, îäíàêî, ýòîò ïðîöåññ âåñüìà íåáûñòðûé.
Äëÿ ðÿäà ãðàôîâ ìîæíî íàïðÿìóþ âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äå-
ðåâüåâ. Íàâåðíîå, íàèáîëåå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè �
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ïîäñ÷¼ò êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ ïîëíîãî ãðàôà, êîòîðûé áûë ïî-
ëó÷åí Àðòóðîì Êýëè òàêæå â 1889 ãîäó. Âìåñòî ïåðâîíà÷àëüíîãî äîêà-
çàòåëüñòâà ñî ñëîæíûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ìû ïðèâåä¼ì
ñòàâøåå äàæå áîëåå êëàññè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâî Ïðþôåðà, îïóáëèêî-
âàííîå â 1918 ãîäó. Êàæäîìó äåðåâó áóäåò ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå òàê
íàçûâàåìûé êîä Ïðþôåðà.

Òåîðåìà 12.2. (A.Cayley, 1889.) ST (Kn) = nn−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (H. Pr�ufer, 1918.) Ïóñòü V (Kn) = [1..n]. Ìû ïîñòðî-
èì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îñòîâíûìè äåðåâüÿìè Kn

(òî åñòü, âñåìè äåðåâüÿìè íà íàøèõ n âåðøèíàõ) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè äëèíû n−2, â êîòîðûõ êàæäûé ÷ëåí ïðèíèìàåò íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå
îò 1 äî n. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Ïóñòü T � äåðåâî íà n çàíóìåðîâàííûõ âåðøèíàõ. Ïîñòðîèì ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1, . . . , tn−2. Ïóñòü `1 � âèñÿ÷àÿ âåð-
øèíà íàèìåíüøåãî íîìåðà â äåðåâå T , òîãäà t1 � åäèíñòâåííàÿ ñìåæíàÿ
ñ `1 âåðøèíà äåðåâà T , T1 = T − `1. Çàòåì íàéä¼ì â T1 âèñÿ÷óþ âåðøèíó
íàèìåíüøåãî íîìåðà `2, ïóñòü t2 � åäèíñòâåííàÿ ñìåæíàÿ ñ `1 âåðøèíà
äåðåâà T1, T2 = T1 − `2, è òàê äàëåå, áóäåì ïîâòîðÿòü ïðîöåññ, ïîêà íå
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n − 2 (ïðè ýòîì, îñòàíåòñÿ äåðåâî
Tn−2 íà äâóõ âåðøèíàõ).

b

b b b

b

b

bb

b

b

1

2

3 4

5

6
7

8

9
10

8 1 8 7 4 1 7 8

Ðèñ. 12.1: Äåðåâî è åãî êîä Ïðþôåðà.

Ïîñòðîèì îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
t1, . . . , tn−2 ∈ V = [1..n]. Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ êàæäàÿ âåðøè-
íà x âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåðåâà T ðîâíî dT (x) − 1 ðàç,
ïîýòîìó âåðøèíû, êîòîðûå â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñòðå÷àþòñÿ,
è åñòü âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà. Âûáåðåì òàêóþ âåðøèíó `1 ñ íàèìåíü-
øèì íîìåðîì è ñîåäèíèì å¼ ñ t1, ïîñëå ÷åãî óäàëèì `1 èç ñïèñêà íîìåðîâ:
V1 = V \ {`1}. Òåïåðü âûáåðåì âåðøèíó `2 ∈ V1 ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì,
êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t2, . . . , tn−2, ñîåäèíèì `2 ñ t2
è ïîëîæèì V2 = V1\{`2}. È òàê äàëåå, ïîâòîðèì òàêóþ îïåðàöèþ n−2 ðà-
çà. Â ðåçóëüòàòå áóäåò èñïîëüçîâàíà âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ïðîâåäåíî
n − 2 ðåáðà, îñòàíåòñÿ ìíîæåñòâî Vn−2 èç äâóõ âåðøèí è îäíî íåïðîâå-
ä¼ííîå ðåáðî äåðåâà T . Èìåííî äâå âåðøèíû èç Vn−2 è íóæíî ñîåäèíèòü
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ðåáðîì: èõ ñòåïåíè â èìåþùåìñÿ ãðàôå ðàâíû êîëè÷åñòâó âõîæäåíèé
ýòèõ âåðøèí â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1, . . . , tn−2, òî åñòü, íà 1 ìåíüøå, ÷åì
èõ ñòåïåíè â äåðåâå T .

Çàäà÷à 12.1. Äîêàæèòå, ÷òî ST (Km,n) = mn−1nm−1.

12.2 Êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ãîðàçäî áîëåå ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïóñòü F � ñâÿçíûé ãðàô. Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç u(T )
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì äåðåâå
ãðàôà G.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè T � äåðåâî, òî u(T ) � êîëè÷åñòâî åãî
âèñÿ÷èõ âåðøèí.

12.2.1 Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ

Èìåííî òàê íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ìû äîêàæåì, ÷òî íà ñà-
ìîì äåëå âñå êîëè÷åñòâà âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíûõ äåðåâüÿõ ñâÿçíîãî
ãðàôà G îò ìèíèìóìà äî ìàêñèìóìà äîñòèæèìû.

Òåîðåìà 12.3. (S. Schuster, 1983.) Ïóñòü ñâÿçíûé ãðàô G èìååò îñòîâ-
íûå äåðåâüÿ ñ m è n âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè, m < n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k ∈ [m..n] ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G ðîâíî ñ k
âåðøèíàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T1 è T ∗ � îñòîâíûå äåðåâüÿ c u(T1) = m è
u(T ∗) = n. Íà÷èíàÿ ñ äåðåâà T1 áóäåì âûïîëíÿòü ñëåäóþùèé øàã. Ïóñòü
óæå ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòîâíûõ äåðåâüåâ T1,. . . , Ti ãðàôà G.
Åñëè Ti 6= T ∗, òî ñóùåñòâóåò ðåáðî ei ∈ E(T ∗) \E(Ti), ïóñòü Gi = Ti + ei.
Â ãðàôå Gi åñòü ðîâíî îäèí ïðîñòîé öèêë Ci, ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó ei.
Ïîíÿòíî, ÷òî E(Ci) 6⊂ E(T ∗), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ðåáðî fi ∈ E(Ci) \
E(T ∗). Ïóñòü Ti+1 = Gi − fi = Ti + ei − fi.

Ïîñêîëüêó â äåðåâå Ti+1 áîëüøå ð¼áåð èç E(T ∗), ÷åì â Ti, â íåêîòîðûé
ìîìåíò ìû ïîëó÷èì Tk = T ∗. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåðåâüåâ
T1, T2, . . . , Tk = T ∗. Äåðåâüÿ Ti è Ti+1 îòëè÷àþòñÿ äâóìÿ ð¼áðàìè, ïîýòî-
ìó ëåãêî âèäåòü, ÷òî |u(Ti) − u(Ti+1)| ≤ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâà
âèñÿ÷èõ âåðøèí äåðåâüåâ íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåðåâüåâ ïîêðûâà-
þò îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà [m..n] ñ ïðîáåëàìè íå áîëåå ÷åì â îäíî
÷èñëî.
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Ïóñòü t ∈ [m..n] è â íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò äåðåâà ñ t âåð-
øèíàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå j, ÷òî u(Tj) = t − 1 è u(Tj+1) = t + 1.
Ïî ïîñòðîåíèþ, Tj+1 = Gj − fj è Tj = Gj − ej, ïóñòü fj = ab, ej = xy.
Òîãäà dGj

(a) = dGj
(b) = 2 (îáå âåðøèíû a è b ñòàíîâÿòñÿ âèñÿ÷èìè ïîñëå

óäàëåíèÿ ðåáðà ej), dGj
(x) > 2 è dGj

(y) > 2 (âåðøèíû x è y íå ñòàíî-
âÿòñÿ âèñÿ÷èìè ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáðà fj). Òàêèì îáðàçîì, â öèêëå Cj
åñòü âåðøèíû ñòåïåíè 2 è åñòü âåðøèíû ñòåïåíè áîëåå 2, òîãäà îäíî èç
ð¼áåð e′ = uw ∈ E(Ci) òàêîâî, ÷òî dGj

(u) > 2 è dGj
(w) = 2. Çíà÷èò, â

äåðåâå T ′ = Gi − e′ ðîâíî îäíà èç âåðøèí V (Ci) � âåðøèíà w � ñòàíî-
âèòñÿ âèñÿ÷åé, òî åñòü, u(T ′) = t. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû
äîêàçàíî.

12.2.2 Ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü è êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ

âåðøèí

Îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò, â êîòîðûõ äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè ñíèçó
íà u(G). Â 1981 ãîäó Ëèíèàë ïðåäïîëîæèë, ÷òî u(G) ≥ δ(G)−2

δ(G)+1
v(G) + c

ïðè δ(G) ≥ 3, ãäå êîíñòàíòà c > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ(G). Ýòà ãèïîòåçà
ïîÿâèëàñü íå íà ïóñòîì ìåñòå: äëÿ ëþáîãî d ≥ 3 ëåãêî ïðèäóìàòü áåñêî-
íå÷íóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ d, äëÿ êîòîðûõ
u(G)
v(G)

ñòðåìèòñÿ ê d−2
d+1

, ìû ðàññêàæåì îá ýòîì â ðàçäåëå 12.2.2. Òàêèì îáðà-
çîì, îöåíêà èç ãèïîòåçû Ëèíèàëà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà îíà âåðíà.

Äëÿ d = 3 è d = 4 óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû äîêàçàëè Êëåéòìàí è Âåñò
(1991), äëÿ d = 5 � Ãðèããñ è Âó (1996). Â îáåèõ ðàáîòàõ ïðèìåíÿëñÿ
ìåòîä ì¼ðòâûõ âåðøèí. Ñ ðàçâèòèåì ýòîãî ìåòîäà äëÿ d ≥ 6 åñòü çíà÷è-
òåëüíûå ïðîáëåìû, äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íåò.
Èç ðàáîò Àëîíà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ d ãèïîòåçà Ëèíèàëà íåâåðíà. Îäíàêî, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé d > 5
âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû äëÿ
ñëó÷àÿ d = 3.

Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ãðàôå G ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì âñå
âåðøèíû èç ìíîæåñòâà W ⊂ V (G) ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè, òî óäàëåíèå âñåõ
âåðøèí ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ W íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçK−d+1 ãðàô, ïîëó÷åííûé èç ïîëíîãî ãðàôàKd+1 â ðå-
çóëüòàòå óäàëåíèÿ îäíîãî ðåáðà. Ãðàô Gd

n áóäåò �öåïî÷êîé� èç n áëîêîâ,
â êîòîðîé äâà êðàéíèõ áëîêà èçîìîðôíû ãðàôó Kd+1, à îñòàëüíûå n− 2
áëîêà èçîìîðôíû K−d+1. Â k-îì (íåêðàéíåì) áëîêå îáîçíà÷èì ÷åðåç ak
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è bk äâå íåñìåæíûå âåðøèíû. Â ïåðâîì áëîêå îäíó èç âåðøèí îáîçíà-
÷èì ÷åðåç a1, â n-îì áëîêå îäíó èç âåðøèí îáîçíà÷èì ÷åðåç bn. Äëÿ
âñåõ k ∈ [1..n − 1] ñîåäèíèì âåðøèíû ak è bk+1. Ìû ïîëó÷èëè ãðàô Gd

n,
â êîòîðîì v(Gd

n) = n(d+ 1) è δ(Gd
n) = d.

Âñå âåðøèíû ak (ïðè 1 ≤ k ≤ n − 1) è bk (ïðè 2 ≤ k ≤ n) ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ è ïîýòîìó íå ìîãóò áûòü âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè
â îñòîâíîì äåðåâå ãðàôà Gd

n. Ðàññìîòðèì k-é (íåêðàéíèé) áëîê. Êðîìå
äâóõ òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ak è bk â ýòîì áëîêå åñòü åùå d− 1 âåðøèíà. Îä-
íàêî, ïðè óäàëåíèè âñåõ ýòèõ âåðøèí íàðóøàåòñÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà Gd

n,
çíà÷èò, íå áîëåå ÷åì d− 2 âåðøèíû èç êàæäîãî íåêðàéíåãî áëîêà ìîãóò
îäíîâðåìåííî áûòü âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè â îñòîâíîì äåðåâå ãðàôà Gd

n.
Â êàæäîì èç äâóõ êðàéíèõ áëîêîâ òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ íå ìîãóò áûòü âè-
ñÿ÷èìè âåðøèíàìè. Òàêèì îáðàçîì,

u(Gd
n) ≤ n(d− 2) + 4 =

d− 2

d+ 1
· v(Gd

n) + 2.

Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé d ñóùåñòâóþò ïðèíöèïèàëüíî äðóãèå ñåðèè
ýêñòðåìàëüíûõ ïðèìåðîâ. Ïóñòü d = 3m + 2, ãðàôû A1, A2, . . . , An èçî-
ìîðôíû ãðàôó Km+1. Ñîåäèíèì ýòè ãðàôû â êîëüöî: âñå ïàðû âåðøèí
ãðàôîâ Ai è Ai+1 (íóìåðàöèÿ öèêëè÷åñêàÿ) ñäåëàåì ïîïàðíî ñìåæíûìè.
Äëÿ ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì ãðàôà Hn, î÷åâèäíî, δ(Hn) = 3k + 2
è v(Hn) = n(m+ 1). Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

u(Hn) = nm+ 2 =
d− 2

d+ 1
· v(Gd

n) + 2.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ãðàôû Hn ÿâëÿþòñÿ (2m+ 2)-ñâÿçíûìè, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àåò ýòó ñåðèþ îò ñåðèè ãðàôîâ {Gd

n}, â êîòîðûõ ëþáûå
äâà ñîñåäíèõ áëîêà öåïî÷êè ñîåäèíåíû ìîñòîì. Ýòè äâå ñåðèè ïðèìå-
ðîâ ïîêàçûâàþò íàì ðàçíîîáðàçèå ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû ýêñòðåìàëüíûõ
ïðèìåðîâ.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ

Òåîðåìà 12.4. (D. J.Kleitman, D.B.West, 1991.) Â ñâÿçíîì ãðàôå G
ñ δ(G) ≥ 3 ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì v(G) ·
1
4

+ 2 âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí. Àëãîðèòì áóäåò âû-
äåëÿòü â ãðàôå G äåðåâî, ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî øàãàì äîáàâëÿÿ ê íåìó
âåðøèíû.
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Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò óæå ïîñòðîåíî äåðåâî F � ïîäãðàô ãðà-
ôà G.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Âèñÿ÷óþ âåðøèíó x äåðåâà F íàçîâåì ìåðòâîé,
åñëè âñå âåðøèíû ãðàôà G, ñìåæíûå c x, âõîäÿò â äåðåâî F .

Êîëè÷åñòâî ì¼ðòâûõ âåðøèí äåðåâà F ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç b(F ).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìåðòâûå âåðøèíû îñòàíóòñÿ ìåðòâûìè âèñÿ-
÷èìè âåðøèíàìè íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ ïîñòðîåíèÿ.

Äëÿ äåðåâà F ìû îïðåäåëèì

α(F ) =
3

4
u(F ) +

1

4
b(F )− 1

4
v(F ).

Ìû õîòèì ïîñòðîèòü òàêîå îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà G, ÷òî α(T ) ≥ 2.
Òàê êàê â îñòîâíîì äåðåâå âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû � ìåðòâûå, òî u(T ) =
b(T ) = 1

4
v(F ) + α(T ) è äåðåâî T íàñ óñòðàèâàåò.

Ìû áóäåì ñòðîèòü äåðåâî ïîñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå äîáàâ-
ëÿÿ ê íåìó íîâûå âåðøèíû. Ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà øàãå àëãîðèò-
ìà. Ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ ïîñòðîåíèÿ ìû ïîëó÷èëè äåðåâî F
(åñòåñòâåííî V (F ) ⊂ V (G), E(F ) ⊂ E(G)). Ïóñòü â ðåçóëüòàòå øàãà äî-
áàâèëîñü ∆v âåðøèí, êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí óâåëè÷èëîñü íà ∆u, a
êîëè÷åñòâî ìåðòâûõ âåðøèí íà ∆b.

Îïðåäåëåíèå 12.4. Íàçîâåì äîõîäîì øàãà S âåëè÷èíó

P (S) =
3

4
∆u+

1

4
∆b− 1

4
∆v.

Ìû áóäåì âûïîëíÿòü òîëüêî øàãè c íåîòðèöàòåëüíûì äîõîäîì. Ïðè
âû÷èñëåíèè äîõîäà øàãà ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå äîáàâëåííûå âåð-
øèíû, ïðî êîòîðûå ýòî íå ñêàçàíî, íå ÿâëÿþòñÿ ì¼ðòâûìè. Ýòî ïðåäïî-
ëîæåíèå ëèøü óìåíüøèò äîõîä øàãà.

Çàìå÷àíèå 12.1. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ èòîãîâîãî îñòîâíîãî äåðåâà T ÷èñëî
α(T ) áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç α(F ′) (ãäå F ′ � áàçîâîå äåðåâî, ñ êîòîðîãî
ìû íà÷àëè ïîñòðîåíèå) è ñóììû äîõîäîâ âñåõ øàãîâ.

Ìû îïèøåì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ øàãà àëãîðèòìà. Ê î÷åðåäíîìó âà-
ðèàíòó ìû áóäåì ïåðåõîäèòü òîëüêî êîãäà óáåäèìñÿ â íåâîçìîæíîñòè
âñåõ ïðåäûäóùèõ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå W = V (G) \ V (F ). Èòàê, âîò êà-
êèå øàãè ìû áóäåì âûïîëíÿòü.

S1. Â äåðåâå F åñòü íåâèñÿ÷àÿ âåðøèíà x, ñìåæíàÿ ñ y ∈ W .
Äîáàâèì â äåðåâî âåðøèíó y, ïîëó÷èì ∆v = ∆u = 1 è

p(S1) ≥ 3

4
− 1

4
=

1

2
.
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S2. Â äåðåâå F åñòü âåðøèíà x, ñìåæíàÿ õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøè-
íàìè èç W .
Äîáàâèì â äåðåâî ýòè äâå âåðøèíû, ïîëó÷èì ∆v = 2, ∆u = 1 è

p(S2) ≥ 3

4
− 2 · 1

4
=

1

4
.

S3. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà y ∈ W , ñìåæíàÿ ñ äåðåâîì F è õîòÿ áû
ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç W .
Äîáàâèì â äåðåâî y è äâå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû èçW . Ïîëó÷èì ∆v = 3,
∆u = 1 è

p(S3) ≥ 3

4
− 3 · 1

4
= 0.

S4. Ñóùåñòâóþò íå âîøåäøèå â äåðåâî F âåðøèíû.
Òîãäà ñóùåñòâóåò è ñìåæíàÿ ñ äåðåâîì F âåðøèíà y ∈ W . Òàê êàê íåâîç-
ìîæíî âûïîëíèòü S3, òî y ñìåæíà íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èçW .
Îäíàêî, dG(y) ≥ 3, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà y ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíà-
ìè x, x′ ∈ V (F ). Ïðèñîåäèíèì y ê x. Òàê êàê íåâîçìîæíî âûïîëíèòü S1
è S2, âåðøèíà x′ � âèñÿ÷àÿ â äåðåâå F è ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé
èç W � ñ âåðøèíîé y. Ïîýòîìó â íîâîì äåðåâå âåðøèíà x′ � ì¼ðòâàÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ∆v = 1, ∆b ≥ 1 è P (S4) ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 12.2. Åñëè íåâîçìîæíî âûïîëíèòü íè îäèí èç âàðèàíòîâ
øàãà, òî, î÷åâèäíî, óæå ïîñòðîåíî îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G.

Áàçîâîå äåðåâî.
Âåðíåìñÿ ê íà÷àëó íàøåãî ïîñòðîåíèÿ. Ìû õîòèì íà÷àòü ñ áàçîâîãî äå-
ðåâà F ′ c α(F ′) ≥ 3

2
. Ïîòîì ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ

äîáàâèòñÿ åùå 1
2
. Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.

B1. Â ãðàôå G åñòü âåðøèíà a ñòåïåíè íå ìåíåå 4.
Òîãäà áàçîâîå äåðåâî F ′ � ýòî äåðåâî, â êîòîðîì âåðøèíà a ñîåäèíåíà ñ
k ≥ 4 âåðøèíàìè èç åå îêðåñòíîñòè. Ìû èìååì v(F ′) = k + 1, u(F ′) = k
è

α(F ′) ≥ 3

4
· k − 1

4
· (k + 1) =

2k − 1

4
>

3

2
.

B2. Â ãðàôå G âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äåðåâî F ′, â êîòîðîì âåðøèíà a ñîåäèíåíà ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè b1, b2, b3 èç ñâîåé îêðåñòíîñòè. Î÷åâèäíî,

α(F ′) ≥ 3

4
· 3− 1

4
· 4 =

5

4
.

Íàì íå õâàòàåò 1
4
è â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç òð¼õ âèñÿ÷èõ âåðøèí äåðåâà

F ′ � ì¼ðòâàÿ, îíà îáåñïå÷èâàåò íàì äîïîëíèòåëüíóþ 1
4
è α(F ′) ≥ 3

2
.
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Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà êàæäàÿ èç âåðøèí b1, b2, b3 ñìåæíà õîòÿ áû
ñ îäíîé âåðøèíîé âíå V (F ′). Â íàøåì ñëó÷àå âñå âåðøèíû ãðàôà G
èìåþò ñòåïåíü 3, à ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðà-
ôà G({a, b1, b2, b3}) ÷¼òíà, ïîýòîìó îäíà èç âåðøèí b1, b2, b3 äîëæíà áûòü
ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè íå èç V (F ). Òîãäà ìû âûïîëíèì
øàã S2 è äîáàâèì äîõîä â 1

2
, ÷òî íàì áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî øàãè
ïîñòðîåíèÿ ïðèíåñóò íàì íåó÷ò¼ííûé âûøå äîõîä íå ìåíåå, ÷åì 1

2
. Äëÿ

ýòîãî ìû ïîñìîòðèì íà êîíåö ïîñòðîåíèÿ.
Åñëè ïîñëåäíèì áûë øàã S1, òî åãî äîõîä íå ìåíåå 1

2
. Ïóñòü ýòî áûë

øàã S2 èëè S3. Òîãäà ìû äîáàâèëè äâå íîâûå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû
îêàçàòüñÿ ì¼ðòâûìè, òàê êàê áîëüøå øàãîâ íå âûïîëíÿëîñü. Ýòî ïðèíî-
ñèò äîïîëíèòåëüíûé äîõîä õîòÿ áû 1

2
. Îòìåòèì, ÷òî äàæå åñëè ïîñëåäíèì

áûë øàã S1, îïèñàííûé â áàçå B2, òî äîõîä çà ýòè äâå ì¼ðòâûå âåðøèíû
ìû â í¼ì íå ó÷èòûâàëè.

Ïóñòü ïîñëåäíèì áûë øàã S4. Òîãäà äîáàâëåííàÿ âåðøèíà y îêàçà-
ëàñü ì¼ðòâîé (÷òî äîáàâëÿåò íàì 1

4
), à çíà÷èò, y áûëà ñìåæíà òîëüêî ñ

âåðøèíàìè äåðåâà F . Íî dG(y) = 3, òî åñòü, òàêèõ âåðøèí áûëî òðè, à íå
äâå, êàê ìû ïîñ÷èòàëè ïðè îïèñàíèè øàãà S4. Âîò ìû è íàøëè åùå îä-
íó ì¼ðòâóþ âåðøèíó è åùå îäíó 1

4
, çàâåðøèâ òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû.

12.2.3 Îñòîâíûå äåðåâüÿ â ãðàôàõ ñ âåðøèíàìè ñòå-

ïåíåé 1 è 2

Â îïèñàííîì âûøå ìåòîäå ìåðòâûõ âåðøèí ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
îãðàíè÷åíèå δ(G) ≥ 3. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîïóñêàåì íàëè÷èå â ãðàôå
âåðøèí ñòåïåíåé 1 è 2, ïðè÷åì âèñÿ÷èå âåðøèíû âíåñóò ñâîé âêëàä â
îöåíêó íà u(G).

Èòàê, ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô. ×åðåç S(G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñòåïåíè íå 2 â ãðàôå G, ïóñòü s(G) = |S(G)|.
Ìû äîêàæåì, ÷òî u(G) ≥ 1

4
(s(G)− 2) + 2 è ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ

ïðèìåðîâ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

Òåîðåìà 12.5. (Ä.Êàðïîâ, À.Áàíêåâè÷, 2011.) Ïóñòü G � ñâÿçíûé
ãðàô, â êîòîðîì v(G) ≥ 2 è s âåðøèí èìåþò ñòåïåíü, îòëè÷íóþ îò
2. Òîãäà ó ãðàôà G ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì íå ìåíåå
1
4
(s− 2) + 2 âèñÿ÷èx âåðøèí.

Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì îöåíêó íà êîëè÷åñòâî
âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíîì äåðåâå ãðàôà áåç âåðøèí ñòåïåíè 2.



12.2. ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎ ÂÈÑß×ÈÕ ÂÅÐØÈÍ 393

Ñëåäñòâèå 12.1. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç âåðøèí ñòåïåíè 2, ïðè-
÷åì v(G) ≥ 2. Òîãäà ó ãðàôà G ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì
íå ìåíåå, ÷åì 1

4
(v(G)− 2) + 2 âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.5. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôåG åñòü
âèñÿ÷èå âåðøèíû, èíà÷å ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 12.4. Ïóñòü U
� ìíîæåñòâî âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí ãðàôà G, W � ìíîæåñòâî âñåõ âåð-
øèí ãðàôà G, ñìåæíûõ ñ âèñÿ÷èìè, X � ìíîæåñòâî âñåõ íå âîøåäøèõ
â U ∪W âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç W è, íàêîíåö, Y �
ìíîæåñòâî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí. Ïóñòü H = G − U . Î÷åâèäíî, ãðàô
H ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.5 áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ãðà-
ôà: ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ãðàôàG áóäåì ñ÷èòàòü óòâåðæäåíèå
äîêàçàííûì äëÿ ãðàôîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí è ãðàôîâ ñ òàêèì æå
÷èñëîì âåðøèí, íî ìåíüøèì ÷èñëîì ð¼áåð.

Áàçó èíäóêöèè ñîñòàâèò î÷åâèäíûé ñëó÷àé, êîãäà â ãðàôå H íå áîëåå
äâóõ âåðøèí. Âñå âîçìîæíûå â ýòîì ñëó÷àå âàðèàíòû íåòðóäíî ïåðå-
áðàòü.

Â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå ìû ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Â ãðàôå G åñòü âåðøèíà a ñòåïåíè 2.
Åñëè a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, òî, ñòÿíóâ èíöèäåíòíîå åé ðåáðî, ìû ïîëó-
÷èì ìåíüøèé ãðàô G′ ñ s(G′) = s(G) è u(G′) = u(G). Åñëè æå a � íå
òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, òî ðàññìîòðèì èíöèäåíòíîå åé ðåáðî ab. Ýòî ðåáðî �
íå ìîñò, à çíà÷èò, ãðàô G′ = G− ab ñâÿçåí. Î÷åâèäíî, a ∈ S(G′) \ S(G).
Îòìåòèì, ÷òî S(G) \ S(G′) ⊆ {b}, òàê êàê ñòåïåíè îòëè÷íûõ îò a è b
âåðøèí â ãðàôàõ G è G′ ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, s(G′) ≥ s(G). Òàê
êàê ëþáîå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà
G, ìû èìååì u(G′) ≤ u(G). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ
ãðàôà G ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ìåíüøåãî ãðàôà G′.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà G èìåþò ñòåïåíü
íå 2, òî åñòü s(G) = v(G)).

2. Ãðàô H íå äâóñâÿçåí.
Ïóñòü a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà H. Òîãäà a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ

ãðàôà G, ðàçáèâàþùàÿ H õîòÿ áû íà äâå ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ñâÿçíûå ãðàôû G1 è G2, äëÿ êîòîðûõ

V (G1) ∪ V (G2) = V (G), V (G1) ∩ V (G2) = {a} è v(G1), v(G2) > 2.

Äëÿ i ∈ {1, 2} ðàññìîòðèì ãðàô G′i, ïîëó÷åííûé èç Gi ïðèñîåäèíåíè-
åì íîâîé âèñÿ÷åé âåðøèíû xi ê âåðøèíå a (ñì. ðèñóíîê 12.2). Äâå êîïèè
âåðøèíû a â ãðàôàõ G′1 è G

′
2 ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè.
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Òîãäà ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç G′1 è G
′
2 ñêëåéêîé âåðøèí x1 è x2 â îäíó âåð-

øèíó x è ïîñëåäóþùèì ñòÿãèâàíèåì äâóõ èíöèäåíòíûõ x ìîñòîâ (ïðè
ýòîì äâå êîïèè âåðøèíû a â ãðàôàõ G′1 è G

′
2 ñêëåÿòñÿ â âåðøèíó a ãðàôà

G).
Âåðøèíà a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G, ïîýòîìó ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

ëþáîå îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà G ïîëó÷àåòñÿ èç îñòîâíûõ äåðåâüåâ T1

è T2 ãðàôîâ G′1 è G′2 ñîîòâåòñòâåííî ñêëåèâàíèåì ïî âèñÿ÷èì âåðøè-
íàì x1 è x2 è ñòÿãèâàíèåì äâóõ ìîñòîâ, èíöèäåíòíûõ a, ïîýòîìó u(T ) =
u(T ′1) + u(T ′2)− 2 è, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, u(G) = u(G′1) + u(G′2)− 2.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî v(G′1) < v(G) è v(G′2) < v(G). Òîãäà ïî èíäóê-
öèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ u(G′1) ≥ s(G′1)−2

4
+ 2 è u(G′2) ≥ s(G′2)−2

4
+ 2.

b

G G1 2

a
b

G1

a
b

b

G2

a
b

x x1 2’

G

’

Ðèñ. 12.2: ðàçðåç ãðàôà ïî òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ a.

Îòìåòèì, ÷òî s(G) = v(G) è âñå âåðøèíû ãðàôîâ G′1 è G
′
2, êðîìå a,

èìåþò ñòåïåíü íå 2. Ïîñêîëüêó 3 ≤ dG(a) = dG′1(a)+dG′2(a)−2, òî âåðøèíà
a èìååò ñòåïåíü íå 2 õîòÿ áû â îäíîì èç ãðàôîâ G′1 è G

′
2. Ïîýòîìó

s(G) = v(G) = v(G′1) + v(G′2)− 3 ≤ s(G′1) + s(G′2)− 2.

Òàêèì îáðàçîì,

u(G) = u(G′1) + u(G′2)− 2 ≥ s(G′1)− 2

4
+
s(G′2)− 2

4
+ 2 ≥ s(G)− 2

4
+ 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå H íåò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G � ýòî âåðøèíû ìíî-
æåñòâà W (âåðøèíà w ∈ W îòäåëÿåò ñìåæíûå ñ íåé âèñÿ÷èå âåðøèíû
îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà.

Ëåììà 12.1. Ïóñòü a, b ∈ V (G) � ñìåæíûå âåðøèíû, à G′ � èíäóöèðî-
âàííûé ïîäãðàô íà êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G−a, ñîäåðæàùåé âåð-
øèíó b. Òîãäà, åñëè b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′, òî u(G) ≥ u(G′)+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî T ′ ãðàôà G′ ñ u(T ′) =
u(G′). Ïîñòðîèì îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà G, ïðèñîåäèíèâ âåðøèíó a
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ê b è äàëåå ïðèñîåäèíèâ ê âåðøèíå a âñå îòëè÷íûå îò G′ êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G−a. Âåðøèíà b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′, ïîýòîìó
îíà íå ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé âåðøèíîé â äåðåâå T ′. Ñëåäîâàòåëüíî, u(G) ≥
u(T ) ≥ u(T ′) + 1 = u(G′) + 1.

Ïðîäîëæèì ðàçáîð ñëó÷àåâ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12.5.

3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû a, b ∈ V (G), ÷òî dG(a) ≤ 3,
à b � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G− a.
Ïóñòü G′ � èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà
G − a, ñîäåðæàùåé b. Èç äâóñâÿçíîñòè H ïîíÿòíî, ÷òî â G′ íå ïîïàëà
òîëüêî âåðøèíà a è ñìåæíûå ñ íåé âèñÿ÷èå âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì,

S(G)\S(G′) ⊆ {a}∪NG(a), ïîýòîìó s(G′) ≥ s(G)−dG(a)−1 ≥ s(G)−4.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ëåììå 12.1 è äîêàçàííîìó âûøå ìû
èìååì

u(G) ≥ u(G′) + 1 ≥ s(G′)− 2

4
+ 3 ≥ s(G)− 2

4
+ 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Ñóùåñòâóþò òàêèå ñìåæíûå âåðøèíû x, y ∈ V (H), ÷òî dG(x) ≥ 4,
dG(y) ≥ 4.
Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô G′ = G − xy. Ïîñêîëüêó ãðàô H äâóñâÿçåí, òî
ãðàô G′ � ñâÿçåí è äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû óæå äîêàçàíî. Ïî-
íÿòíî, ÷òî s(G′) = s(G), à îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì
äåðåâîì G, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå äîêàçàíî è äëÿ G.

5. Ïîäûòîæèì ðàçîáðàííûå ñëó÷àè è âûÿñíèì ñâîéñòâà, êîòîðûìè
òåïåðü îáëàäàåò ãðàô G.

Ëåììà 12.2. Åñëè ãðàô G íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íè îäíîãî èç ðàçî-
áðàííûõ ñëó÷àåâ, òî îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Íèêàêèå äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà W íå ñìåæíû.
2◦ Âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà W èìåþò ñòåïåíü 3.
3◦ Ìíîæåñòâî X íåïóñòî è ñîñòîèò èç âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 3.
4◦ Êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà W ñìåæíà ñ îäíîé âèñÿ÷åé âåðøè-

íîé ãðàôà G è äâóìÿ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðøèíó w ∈ W è ñìåæíóþ ñ íåé âè-
ñÿ÷óþ âåðøèíó u ∈ U . Âåðøèíà w � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, îòäåëÿþùàÿ u
îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà. Åñëè âåðøèíà w ñìåæíà ñ îòëè÷íîé îò u
âåðøèíîé ñòåïåíè íå áîëåå òð¼õ, òî ãðàô áûë áû ðàññìîòðåí â ïóíêòå 3.
Ïîýòîìó âñå ñìåæíûå ñ w âåðøèíû, êðîìå ðîâíî îäíîé âèñÿ÷åé, èìåþò
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ñòåïåíü áîëåå òð¼õ. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà X
áîëüøå 3.

Äîêàæåì, ÷òî W � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G. Ïóñòü âåðøèíû
w,w′ ∈ W ñìåæíû. Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç íèõ èìååò ñòåïåíü íå áîëåå 3,
ïóñòü dG(w′) ≤ 3. Íî â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà w ∈ W ñìåæíà ñ íåâèñÿ÷åé
âåðøèíîé ñòåïåíè íå áîëåå 3.

Èòàê, W � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà êàæäàÿ âåðøèíà w ∈ W
ñìåæíà õîòÿ áû ñ dG(w) − 1 ≥ 2 âåðøèíàìè èç X, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
æåñòâî X íåïóñòî. Òàê êàê ñòåïåíè âåðøèí ìíîæåñòâà X áîëåå 3, òî
dG(w) = 3. Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíû.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó w ∈ W è ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû x, x′ ∈ X.
Ïóñòü a 6= w � ñìåæíàÿ ñ x âåðøèíà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ëèáî a ∈ W ,
ëèáî a ∈ Y è â îáîèõ ñëó÷àÿõ dG(a) = 3 (ñì. ðèñóíîê 12.3).

b

b b

b
w x a

b
x’

Ðèñ. 12.3: Âåðøèíû w, x, x′ è a.

Ïóñòü G∗ = G − x′w, à G′ � èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà êîìïîíåí-
òå ñâÿçíîñòè ãðàôà ãðàôà G∗ − a, ñîäåðæàùåé âåðøèíó w. Î÷åâèäíî,
âåðøèíà x � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G′ (îòäåëÿþùàÿ w è ñìåæíóþ ñ
íåé âèñÿ÷óþ âåðøèíó îò îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà), ïîýòîìó, ïðèìåíèâ
ëåììó 12.1 ê ãðàôàì G∗ è G′, ìû ïîëó÷èì u(G∗) ≥ u(G′) + 1.

Ñìåæíàÿ ñ a âåðøèíà x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G− a
(èíà÷å íàø ãðàô óæå áûë áû ðàññìîòðåí â ïóíêòå 3), ïîýòîìó ðåáðî xw
� íå ìîñò ãðàôà G− a. Òàê êàê w ñìåæíà ñ âèñÿ÷åé âåðøèíîé è äâóìÿ
âåðøèíàìè x, x′ ∈ X, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x′w � òàêæå íå ìîñò ãðàôà G−a.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G− a− x′w = G∗ − a âñå âåðøèíû, êðîìå a è �
â ñëó÷àå, êîãäà a ∈ W � ñìåæíîé ñ íåé âèñÿ÷åé âåðøèíû, âõîäÿò â G′.

Âñå âåðøèíû èç V (G), êðîìå a, x′, w è âåðøèí èç NG(a) âõîäÿò â
ãðàô G′ è èìåþò òàì òàêóþ æå ñòåïåíü, êàê â ãðàôå G. Äëÿ âåðøèíû
x ∈ NG(a) ìû èìååì dG′(x) = dG(x)− 1 ≥ 3. Åñëè x′ 6∈ NG(a), òî dG′(x′) =
dG(x′)− 1 ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî S(G) \ S(G′) ñîñòîèò íå áîëåå,
÷åì èç dG(a) + 1 ≤ 4 âåðøèí: ýòî ìîãóò áûòü w, a è îòëè÷íûå îò x
âåðøèíû èç NG(a). Òàêèì îáðàçîì, s(G′) ≥ s(G)− 4. Ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, u(G′) ≥ s(G′)−2

4
+ 2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî G∗ � ïîäãðàô G è

äîêàçàííûå âûøå íåðàâåíñòâà, ìû èìååì

u(G) ≥ u(G∗) ≥ u(G′) + 1 ≥ s(G′)− 2

4
+ 3 ≥ s(G)− 2

4
+ 2,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

12.2.4 Ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì äåðåâî T , â êîòîðîì åñòü òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíåé 1 è 3,
ïðè÷¼ì âåðøèí ñòåïåíè 3 ðîâíî n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî âåð-
øèí ñòåïåíè 1 òîãäà ðàâíî n + 2, à e(T ) = 2n + 1. Çàìåíèì êàæäóþ
âåðøèíó x ñòåïåíè 3 äåðåâà T íà òðåóãîëüíèê, ïåðåäàâ êàæäîé èç òð¼õ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïî îäíîìó èç ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ â äåðåâå T âåð-
øèíå x. Ïðèìåð òàêîãî ãðàôà äëÿ n = 5 íà ðèñóíêå 12.4. Â ïîëó÷åí-
íîì ãðàôå G áóäåò n + 2 âåðøèíû ñòåïåíè 1 è n òðåóãîëüíèêîâ, èòîãî
v(G) = n + 2 + 3n = 4n + 2. Âñå íåâèñÿ÷èå âåðøèíû ãðàôà G ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ è ïîòîìó íå ìîãóò áûòü âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè
îñòîâíîãî äåðåâà. Ñëåäîâàòåëüíî, u(G) = n+ 2 = v(G)−2
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Ðèñ. 12.4: Ýêñòðåìàëüíûé ïðèìåð ê îöåíêå èç òåîðåìû 12.5.

12.3 Íåïåðåñåêàþùèåñÿ îñòîâíûå äåðåâüÿ

Îñíîâíîé âîïðîñ ýòîãî ðàçäåëà: ïðè êàêîì óñëîâèè â ãðàôå ìîæíî âû-
äåëèòü k îñòîâíûõ äåðåâüåâ, íå èìåþùèõ îáùèõ ð¼áåð?

Òåîðåìà 12.6. (C. St. J.A.Nash-Williams, 1961 èW.T.Tutte, 1961)
Ãðàô ñîäåðæèò k ð¼áåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ åãî âåðøèí P íà íåñêîëü-
êî ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû k(|P | − 1) ð¼áåð ìåæäó âåðøèíàìè
ðàçíûõ ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ. (Çäåñü ÷åðåç |P | îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî
ìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè P .)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì èçäàëåêà. Ðàññìîòðèì âñå óïîðÿäî÷åííûå íà-
áîðû F = (F1, . . . , Fk) èç k ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ ëåñîâ �
ïîäãðàôîâ G. Ïóñòü E(F ) = E(F1) ∪ · · · ∪ E(Fk), îáîçíà÷èì ÷åðåç D
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáîðîâ F ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ð¼áåð
e(F ) = |E(F )|. Íà÷í¼ì ñ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íàáîðîâ èç ìíîæåñòâà D.

Ïóñòü F = (F1, . . . , Fk) ∈ D, e 6∈ E(F ). Òîãäà èç ìàêñèìàëüíîñòè
êîëè÷åñòâà ð¼áåð â F ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå Fi + e åñòü öèêë Z, ïðè÷åì,



398 ÃËÀÂÀ 12. ÎÑÒÎÂÍÛÅ ÄÅÐÅÂÜß

î÷åâèäíî, åäèíñòâåííûé. Ïóñòü e′ ∈ E(Fi) � ðåáðî öèêëà Z, òîãäà F ′i =
Fi + e − e′ � ëåñ, ïðè÷åì ñ òåìè æå êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè, ÷òî è ëåñ
Fi. Î÷åâèäíî, íàáîð èç k ëåñîâ F ′, ïîëó÷åííûé èç F çàìåíîé ðåáðà e íà
e′ òàêæå ïðèíàäëåæèò D. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ′ ïîëó÷åí èç F çàìåíîé
ðåáðà. Î÷åâèäíî, òîãäà F òàêæå ïîëó÷àåòñÿ èç F ′ çàìåíîé ðåáðà.

Ïîäûòîæèì ñêàçàííîå âûøå. Ïóñòü íàáîðû F = (F1, . . . Fk), F
′ =

(F ′1, . . . F
′
k) ∈ D ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà çàìåíîé ðåáðà. Òîãäà äëÿ êàæ-

äîãî i ∈ [1..k] ó ëåñîâ Fi è F
′
i îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 12.3. Ïóñòü F ∗ ∈ D, e0 6∈ E(F ∗). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîäåðæà-
ùåå îáà êîíöà ðåáðà e0 ìíîæåñòâî U ⊂ V (G) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
i ∈ [1..k] ãðàô F ∗i (U) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D∗ � ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ èç D, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ èç F ∗ öåïî÷êàìè çàìåí ð¼áåð. Ïóñòü E− � ýòî ìíîæåñòâî
âñåõ ðåáåð e ∈ E(G), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîé F ∈ D∗, ÷òî e 6∈
E(F ). Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 12.4. Ïóñòü F 1, F 2 ∈ D∗, x, y ∈ V (G). Òîãäà ëåñ F 1
i ñîäåðæèò

xy-ïóòü ïî ð¼áðàì èç E− åñëè è òîëüêî åñëè òàêîé ïóòü ñîäåðæèò
ëåñ F 2

i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1 � óêàçàííûé â óñëîâèè xy-ïóòü â G1
i . Ïî-

íÿòíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà F 2 ïîëó÷àåòñÿ èç F 1

çàìåíîé ðåáðà e1 íà ðåáðî e2. Åñëè e1 /∈ E(F 1
i ), òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïóñòü e1 ∈ E(F 1
i ), òîãäà â ãðàôå G1 = E(F 1

i ) + e2 = E(F 2
i ) + e1

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí öèêë Z, ïðè÷åì ýòîò öèêë ñîäåðæèò ð¼áðà e1

è e2. Ðàññìîòðèì ëþáîå ðåáðî e′ ∈ E(Z). Ïðè çàìåíå â F 1 ðåáðà e′ íà
e2 ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì íàáîð ëåñîâ F ′ ∈ D∗, íå ñîäåðæàùèé ðåáðà e′.
Ïîýòîìó, E(Z) ⊂ E−. Çíà÷èò, êîíöû çàìåíåííîãî ðåáðà e1 ñâÿçàíû â F 2

i

ïóò¼ì ïî ð¼áðàì èç E−. Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè ðåáðî e1 âõîäèò â
ïóòü P1, â ãðàôå G2

i åñòü xy-ïóòü P2 ïî ð¼áðàì èç E−

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 12.3. Ïóñòü G− � ãðàô íà V (G)
ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E(G−) = E−. Òàê êàê e0 = vw ∈ E−, êîíöû ýòîãî
ðåáðà v è w ñâÿçàíû â G−. Ïóñòü U � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G−,
ñîäåðæàùàÿ v è w. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî U íàì ïîäõîäèò.

Ïóñòü Hj = F ∗j (U) � íåñâÿçåí. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè U1, U2 ãðàôà Hj, ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì e′ = ab ∈ E− â G−. Ðàññìîòðèì
òàêîé íàáîð ëåñîâ F ′ ∈ D∗, ÷òî e′ /∈ E(F ′). Ïî ëåììå 12.4, òîãäà âåðøè-
íû a è b íå ñâÿçàíû ïóò¼ì â ëåñó F ′j , à çíà÷èò, çàìåíèâ ëåñ F ′j íà ëåñ
F ′j + e′, ìû ïîëó÷èì íàáîð ëåñîâ F+ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ð¼áåð, ÷åì F ∗,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ïîñëåäíåãî.
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
⇒ Ïóñòü ñóùåñòâóþò ð¼áåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ îñòîâíûå äåðåâüÿ

T1, . . . , Tk è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí P = {V1, . . . , Vm}. Ðàññìîòðèì
ãðàôû GP , T P1 , . . . , T

P
k , ïîëó÷åííûå èç G, T1, . . . , Tk â ðåçóëüòàòå ñòÿ-

ãèâàíèÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Vi â îäíó âåðøèíó (â ðåçóëüòàòå ñòÿãè-
âàíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè Vi è Vj íîâîãî ãðàôà ïðîâîäèòñÿ ñòîëüêî ð¼-
áåð, ñêîëüêî áûëî ìåæäó ìíîæåñòâàìè Vi è Vj â ñòàðîì ãðàôå). Òîãäà
T P1 , . . . , T

P
k � ñâÿçíûå îñòîâíûå ïîäãðàôû ãðàôà GP , ñëåäîâàòåëüíî,

s = e(T P1 ) + · · ·+ e(T Pk ) ≥ k(m− 1). Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ìåæäó
ðàçíûìè ìíîæåñòâàìè ðàçáèåíèÿ P â ãðàôå G áûëî ïðîâåäåíî íå ìåíåå
s ð¼áåð.
⇐ Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåð-

øèí â ãðàôå, áàçà äëÿ v(G) = 2 î÷åâèäíà. Ïðèìåíèâ óñëîâèå äëÿ ðàç-
áèåíèÿ ãðàôà íà îäèíî÷íûå âåðøèíû, ìû ïîëó÷èì e(G) ≥ k(v(G) − 1).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð F = (F1, . . . , Fk) ∈ D. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íå âñå îñòîâíûå ëåñà F1, . . . , Fk ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè. Òîãäà e(F ) <
k(v(G) − 1), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåáðî e ∈ E(G) \ E(F ). Òîãäà
ïî ëåììå 12.3 ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí U ⊂ V (G), ÷òî ãðà-
ôû Fi(U) ñâÿçíû äëÿ âñåõ i ∈ [1..k]. Ïîíÿòíî, ÷òî F1(U), . . . , Fk(U) �
ð¼áåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ äåðåâüÿ íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà U .

Ðàññìîòðèì ãðàô G′ = G · U , ïóñòü u � âåðøèíà, îáðàçîâàâøàÿñÿ
ïðè ñòÿãèâàíèè ìíîæåñòâà U . Êàæäîå ðàçáèåíèå P ′ âåðøèí ãðàôà G′

èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå P âåðøèí ãðàôà G (âìåñòî âåðøèíû u â îäíî èç
ìíîæåñòâ ïîïàäóò âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà U). Ïîýòîìó äëÿ ðàçáèåíèÿ
P ′ ñóùåñòâóåò íå ìåíåå k(|P ′| − 1) ð¼áåð ãðàôà G′ ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ìíîæåñòâàìè. Çíà÷èò, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò k
ð¼áåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ T ′1, . . . , T

′
k â ãðàôå G

′. Òå-
ïåðü ïóñòü Ti � îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G, ïîëó÷åííîå çàìåíîé â äåðåâå T ′i
âåðøèíû u íà äåðåâî Fi(U). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìû ïîñòðîèëè èñêîìûé
íàáîð ð¼áåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ.

Ñëåäñòâèå 12.2. Ð¼áåðíî 2k-ñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò k ð¼áåðíî-íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèå èç òåîðåìû 12.6. Ðàññìîòðèì ðàç-
áèåíèå âåðøèí ãðàôà P = {V1, . . . , Vr}. Èç ð¼áåðíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà
G ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Vi ñóùåñòâóåò õîòÿ áû 2k ð¼-
áåð îò Vi ê îñòàëüíûì ìíîæåñòâàì. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ i, ìû
ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2k·r

2
> (k − 1)r ð¼áåð ìåæäó ðàçíû-

ìè ìíîæåñòâàìè. Ïî òåîðåìå 12.6 ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå k ð¼áåðíî-
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ.
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×òî èíòåðåñíî, òî÷íî òàê æå âûâîäèòñÿ òåîðåìà ñ ïîõîæèì ïî ôîðìå,
íî äâîéñòâåííûì ïî ñóòè óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 12.7. (C. St. J.A.Nash-Williams, 1964) Ãðàô G ìîæåò áûòü
ðàçáèò íà k ëåñîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
U ⊂ V (G) â ãðàôå G(U) íå áîëåå k(|U | − 1) ð¼áåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïóñòü F = (F1, . . . , Fk) � ðàçáèåíèå ãðàôà G íà k
ëåñîâ, U ⊂ V (G). Òîãäà âñå ãðàôû F1(U), . . . , Fk(U) � àöèêëè÷åñêèå, à
èõ îáúåäèíåíèå åñòü G(U). Ñëåäîâàòåëüíî, e(G(U)) ≤ k(|U | − 1).
⇐ Ðàññìîòðèì, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12.6, ìíîæåñòâî D

è ïðîèçâîëüíûé íàáîð F = (F1, . . . , Fk) ∈ D. Íàøà öåëü � äîêàçàòü,
÷òî E(G) = E(F ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ðàññìîòðèì ðåáðî
e 6∈ E(F ). Ïî ëåììå 12.3, ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî U ⊂ V (G), ÷òî
âñå ãðàôû F1(U), . . . Fk(U) � ñâÿçíû. Íî òîãäà e(Fi(U)) ≥ |U | − 1 äëÿ
êàæäîãî i ∈ [1..k]. Ó÷èòûâàÿ íå âõîäÿùåå â e(F ) ðåáðî e, ïîëó÷àåì

e(G(U)) ≥ 1 +
k∑
i=1

e(Fi(U)) > k(|U | − 1),

ïðîòèâîðå÷èå.



Ãëàâà 13

Ãðàôû è ìíîãî÷ëåíû

13.1 Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Îïðåäåëåíèå 13.1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îáîçíà÷èì ÷åðåç
χG(k) êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà G â k öâåòîâ.
Ôóíêöèÿ χG(k) íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà G.

Òàêèì îáðàçîì, χG(χ(G)) 6= 0, è χG(k) = 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k < χ(G).

Ëåììà 13.1. Ïóñòü G � íåïóñòîé ãðàô, à uv � åãî ðåáðî. Òîãäà

χG−uv(k) = χG(k) + χG·uv(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ãðàôà G−uv íà äâà
òèïà: òå, â êîòîðûõ âåðøèíû u è v îäíîãî öâåòà (òèï 1) è òå, â êîòîðûõ
âåðøèíû u è v ðàçíûõ öâåòîâ (òèï 2). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî
ðàñêðàñîê ïåðâîãî òèïà ðàâíî χG·uv(k), à êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê âòîðîãî
òèïà ðàâíî χG(k).

Çàìå÷àíèå 13.1. Äëÿ ãðàôîâ ñ êðàòíûìè ð¼áðàìè íåòðóäíî äîêàçàòü
ôîðìóëó χG−uv(k) = χG(k) + χG∗uv(k).

Òåîðåìà 13.1. 1◦ Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ôóíêöèÿ χG(k) ∈ Z[k] � óíè-
òàðíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà
v(G).

2◦ Çíàêè êîýôôèöèåíòîâ χG(k) ÷åðåäóþòñÿ (òî åñòü, ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò íå ìåíüøå íóëÿ, ñëåäóþùèé íå áîëüøå íóëÿ, äàëåå îïÿòü íå
ìåíüøå íóëÿ è òàê äàëåå).

Çàìå÷àíèå 13.2. Êàê âèäíî èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 13.1, ôóíêöèÿ
χG(k) ñîâåðøåííî ñïðàâåäëèâî íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
ãðàôà G.

401
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êî-
ëè÷åñòâó âåðøèí è ðåáåð ãðàôà G. À èìåííî, äîêàçûâàÿ óòâåðæäåíèå
äëÿ ãðàôà G, ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí è äëÿ ãðàôîâ íà v(G) âåðøèíàõ ñ ìåíüøèì,
÷åì e(G) êîëè÷åñòâîì ðåáåð.

Áàçó äîêàæåì äëÿ ïóñòîãî ãðàôàKn � íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî χKn
(k) =

kn, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò âñåì óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû. Ïóñòü G � íåïóñòîé
ãðàô, à uv � åãî ðåáðî. Òîãäà ïî ëåììå 13.1 ìû èìååì

χG(k) = χG−uv(k)− χG·uv(k). (13.1)

Â ãðàôå G · uv ìåíåå v(G) âåðøèí, à â ãðàôå G− uv ðîâíî v(G) âåðøèí,
íî ìåíåå e(G) ðåáåð, ïîýòîìó äëÿ íèõ óæå äîêàçàíû âñå óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû. Òîãäà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî χG−uv(k) � óíèòàðíûé ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè v(G), à χG·uv(k) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè v(G)− 1.
Èç ÷åðåäîâàíèÿ çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ î÷åâèäíî
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïðî ÷åðåäîâàíèå çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ χG(k).

Óïðàæíåíèå 13.1. a) Íàéäèòå õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äåðåâà ñ n âåð-
øèíàìè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ñ òàêèì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îáÿçà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ n âåðøèíàìè.

Óïðàæíåíèå 13.2. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè xn−1 õðîìàòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ãðàôà G c n âåðøèíàìè è m ð¼áðàìè.

Óïðàæíåíèå 13.3. Íàéäèòå õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî öèêëà ñ
n âåðøèíàìè.

13.1.1 Êîðíè õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

Ëåììà 13.2. Ïóñòü U1, . . . , Un � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G,
à Gi = G(Ui). Òîãäà

χG(k) =
n∏
i=1

χGi
(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ââèäó òîãî, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñ-
êå âåðøèí ãðàôà âåðøèíû ðàçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìîæíî êðàñèòü
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå êîëè÷åñòâ ïðà-
âèëüíûõ ðàñêðàñêîê ãðàôîâ G1, . . . , Gn â k öâåòîâ åñòü êîëè÷åñòâî ïðà-
âèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà G â k öâåòîâ.

Òåîðåìà 13.2. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì χG(k)
êðàòíîñòè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õðîìàòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ëþáîãî ãðàôà. Ýòî î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ: ïðàâèëüíûõ
ðàñêðàñîê â 0 öâåòîâ íå áûâàåò. Ââèäó ëåììû 13.2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G êðàòíîñòü êîðíÿ 0 ó χG(k) ðàâíà 1.

Ïóñòü v(G) = n. Èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí äîêàæåì äëÿ ñâÿç-
íîãî ãðàôà G, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè k ìíîãî÷ëåíà χG(k) íå ðàâåí 0 è
èìååò òàêîé æå çíàê, êàê (−1)n−1. Áàçà äëÿ n = 1 î÷åâèäíà.

Äîêàæåì ïåðåõîä. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô ñ v(G) = n ≥ 2, äëÿ ìåíü-
øåãî êîëè÷åñòâà âåðøèí óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, à T � îñòîâíîå äåðåâî
ãðàôà G. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî χT (k) = k(k − 1)n−1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ G0 = T, . . . Gn = G,
â êîòîðîé ãðàô Gi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Gi äîáàâëåíèåì ðåáðà ei. Ïóñòü ai
� êîýôôèöèåíò ïðè k ìíîãî÷ëåía χGi

(k). Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî
ai 6= 0 è èìååò òàêîé æå çíàê, êàê (−1)n−1. Áàçà äëÿ i = 0 î÷åâèäíà èç
ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû.

Äîêàæåì ïåðåõîä. Ïóñòü êîýôôèöèåíò ai 6= 0 è èìååò çíàê (−1)n−1.
Ïî ëåììå 13.1 ìû èìååì

χGi+1
(k) = χGi

(k)− χGi·ei(k).

Îòìåòèì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà χGi·ei(k) ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
çíàê êîýôôèöèåíòà b ïðè k òàêîé æå, êàê ó (−1)n−2, òî åñòü, îòëè÷àåòñÿ
îò çíàêà ai. Ïîýòîìó ai+1 = ai− b èìååò òàêîé æå çíàê, êàê ai è îòëè÷åí
îò 0.

Ëåììà 13.3. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô ñ n áëîêàìè B1, . . . , Bn. Òîãäà

χG(k) =

(
1

k

)n−1

·
n∏
i=1

χBi
(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó áëî-
êîâ â ãðàôå G. Áàçà äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñâîèì
åäèíñòâåííûì áëîêîì, î÷åâèäíà.

Äîêàæåì ïåðåõîä. Ïóñòü â ãðàôå G õîòÿ áû äâà áëîêà. Òîãäà ïî çàìå-
÷àíèþ 1.4 ó ãðàôà G åñòü êðàéíèé áëîê, ñîäåðæàùèé ðîâíî îäíó òî÷êó
ñî÷ëåíåíèÿ � ïóñòü ýòî áëîê Bn è ñîäåðæèò îí òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ a.
Ïóñòü G′ = G − Int(Bn). Ïîíÿòíî, ÷òî â G′ ðîâíî íà îäèí áëîê ìåíüøå
� èñ÷åç áëîê Bn, îñòàëüíûå áëîêè íå èçìåíèëèñü. Ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà âåðíà äëÿ ãðàôà G′:

χG′(k) =

(
1

k

)n−2

·
n−1∏
i=1

χBi
(k).
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Äîêàæåì, ÷òî χG(k) = 1
k
· χG′(k) · χBn(k), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò äî-

êàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ ãðàôà G. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïðàâèëüíóþ
ðàñêðàñêó ρ ãðàôà G′ â k öâåòîâ è ïîïðîáóåì äîêðàñèòü âåðøèíû áëî-
êà Bn ñ ñîáëþäåíèåì ïðàâèëüíîñòè. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå
íàêëàäûâàåòñÿ íà ðàñêðàñêó áëîêà B � çàôèêñèðîâàí öâåò âåðøèíû a,
÷òî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê áëîêà Bn ðîâíî â k ðàç. Ýòè ñîîá-
ðàæåíèÿ íåìåäëåííî äîêàçûâàþò íóæíóþ íàì ôîðìóëó.

Òåîðåìà 13.3. (E.G.Whitehead, L.-C. Zhao, 1984.) Ïóñòü G � ñâÿç-
íûé ãðàô ñ áîëåå ÷åì îäíîé âåðøèíîé. Òîãäà ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
χG(k) êðàòíîñòè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó áëîêîâ ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîì áëîêå ãðàôà G, î÷åâèäíî, õîòÿ áû äâå âåð-
øèíû. Ââèäó ëåììû 13.3 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó õðîìàòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà äâóñâÿçíîãî ãðàôà H ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè
ðîâíî 1. Òîãäà èç äîêàçàííîé â ëåììå 13.3 ôîðìóëû áóäåò ñëåäîâàòü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äâóñâÿçíûé ãðàô H íà õîòÿ áû äâóõ âåðøè-
íàõ íåâîçìîæíî ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü â 1 öâåò, ñëåäîâàòåëüíî, 1 ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà òàêîãî ãðàôà. Îñòàåòñÿ ïîêà-
çàòü, ÷òî êðàòíîñòü ýòîãî êîðíÿ ðàâíà 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî χ′H(1) 6= 0. Òî÷íåå, ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äâóñâÿçíîãî ãðàôà H íà m
âåðøèíàõ çíàê χ′H(1) òàêîé æå, êàê ó (−1)m.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ð¼áåð ãðàôà H. Ïðè-
ñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ãðàôà ñ m âåðøèíàìè ìû áóäåì ñ÷èòàòü
óòâåðæäåíèå äîêàçàííûì äëÿ âñåõ äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ìåíüøèì ÷èñ-
ëîì âåðøèí.

Åñëè ãðàô H � ýòî ïîëíûé ãðàô íà òð¼õ âåðøèíà, òî óòâåðæäåíèå
íåñëîæíî ïðîâåðèòü. Ïóñòü H íåèçîìîðôåí K3. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.24
ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî e ∈ E(H), ÷òî ãðàô H · e äâóñâÿçåí. Ïðèìåíèì
äîêàçàííóþ â ëåììå 13.1 ôîðìóëó:

χ′H(1) = χ′H−e(1)− χ′H·e(1).

Òàê êàê v(H ·e) = m−1 è ãðàôH ·e äâóñâÿçåí, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
χ′H·e(1) 6= 0 è èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è (−1)m−1. Ãðàô H−e èìååò ìåíüøå
ð¼áåð, ÷åì H, ïîýòîìó, åñëè ãðàô H − e äâóñâÿçåí, òî óæå äîêàçàíî, ÷òî
χ′H−e(1) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è (−1)m.

Åñëè æå ãðàô H − e íå äâóñâÿçåí, òî îí ñâÿçåí è èìååò õîòÿ áû äâà
áëîêà è äëÿ íåãî âåðíà ôîðìóëà èç ëåììû 13.3. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî
âûøå, õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êàæäîãî áëîêà èìååò ñâîèì êîðíåì 1 è
ïîýòîìó äëÿ íåäâóñâÿçíîãî ãðàôà H − e åãî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
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èìååò 1 êîðíåì êðàòíîñòè õîòÿ áû 2, òî åñòü, â ýòîì ñëó÷àå χ′H−e(1) = 0.
Âñå äîêàçàííîå âûøå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî χ′H(1) 6= 0 è èìååò
òîò çíàê, ÷òî íàì íóæåí.

Ñëåäñòâèå 13.1. Ïóñòü G � ãðàô ñ áîëåå ÷åì îäíîé âåðøèíîé. Òîãäà
÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì χG(k) êðàòíîñòè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó áëîêîâ
ãðàôà G, ñîñòîÿùèõ áîëåå ÷åì èç îäíîé âåðøèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G, ñîäåðæà-
ùåé õîòÿ áû äâå âåðøèíû, ëþáîé áëîê ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå âåðøè-
íû. Ïîýòîìó äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 13.2 è òåîðå-
ìû 13.3.

13.2 Ìíîãî÷ëåí Òàòòà

Ó ãðàôà åñòü íåìàëî õàðàêòåðèñòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàê íàçûâàåìîé
ôîðìóëå ñòÿãèâàíèÿ-óäàëåíèÿ ðåáåð: õàðàêòåðèñòèêà ãðàôà G âûðàæà-
åòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ õàðàêòåðèñòèê ãðàôîâ G ∗ e è G− e (ãäå
e ∈ E(G)). Íàïðèìåð, ìû ðàññìàòðèâàëè õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðà-
ôà χG(λ) è êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ãðàôàìè, ñîäåðæàùèìè ïåòëè
è êðàòíûå ð¼áðà. Ïîýòîìó ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ð¼áåð E(G) óæå íå ïà-
ðû âåðøèí, à êîíêðåòíûå ð¼áðà ìåæäó ïàðàìè âåðøèí. Äëÿ ðàáîòû ñî
ñòÿãèâàíèåì ðåáåð â òàêèõ ãðàôàõ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 1.6.
Ïóñòü ϕ � îòîáðàæåíèå ñòÿãèâàíèÿ.

Taòò îïðåäåëèë ìíîãî÷ëåí T (G;x, y), êàê ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1◦ Åñëè G � ïóñòîé ãðàô (áåç ð¼áåð), òî T (G;x, y) = 1.
2◦ Åñëè e ∈ E(G) � ìîñò (òî åñòü, ïðè óäàëåíèè ðåáðà e óâåëè÷èâàåòñÿ

êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè), òî T (G;x, y) = x · T (G ∗ e;x, y).
3◦ Åñëè e ∈ E(G) � ïåòëÿ, òî T (G;x, y) = y · T (G− e;x, y).
4◦ Åñëè ðåáðî e ∈ E(G) � íå ìîñò è íå ïåòëÿ, òî

T (G;x, y) = T (G ∗ e;x, y) + T (G− e;x, y).

Ñðàçó æå ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ T (G;x, y) îïðåäåëåíà êîððåêò-
íà, òî äëÿ êàæäîãî ãðàôà G îíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìû ïðîâåðèì íèæå. Îòìåòèì, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí Òàòòà ñîäåðæèò ìíîãî èíôîðìàöèè î ãðàôå G, êîòîðóþ ìîæíî
èçâëå÷ü, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y. Íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ íàñ îæèäàþò â êîíöå ãëàâû.
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13.2.1 Ìíîãî÷ëåí Òàòòà è ðàíãîâûé ìíîãî÷ëåí

Îïðåäåëåíèå 13.2. 1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(G) êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

2) Ïîäãðàô ãðàôa G íàçîâ¼ì îñòîâíûì ëåñîì, åñëè îí ñîñòîèò èç
îñòîâíûõ äåðåâüåâ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôàG. Â ÷àñòíîñòè, îñòîâ-
íûé ëåñ ñâÿçíîãî ãðàôà � ýòî åãî îñòîâíîå äåðåâî.

3) Ïóñòü A ⊆ E(G). Ðàíãîì ìíîæåñòâà ð¼áåð A ìû íàçîâ¼ì ρ(A) =
v(G)− c(G[A]) � êîëè÷åñòâî ð¼áåð â îñòîâíîì ëåñå ãðàôà G[A].

4) Äëÿ ìíîæåñòâà ð¼áåð A ⊆ E(G) ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå p(G,A;u, v) =
uρ(E(G))−ρ(A)v|A|−ρ(A). Îïðåäåëèì ðàíãîâûé ìíîãî÷ëåí ãðàôà G òàê:

R(G;u, v) =
∑

A⊆E(G)

uρ(E(G))−ρ(A)v|A|−ρ(A) =
∑

A⊆E(G)

p(G,A;u, v).

Ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèäóìàë Õàññëåð Óèòíè, èíîãäà îí íàçûâàåòñÿWhit-
ney rank polynomial, â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ � corank-nullity polynomial.
Ìû ïðåäñòàâèì âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé óäîáíóþ äëÿ ïðèìåíåíèÿ èíòåð-
ïðåòàöèþ ïàðàìåòðîâ ðàíãîâîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå 13.3. Ïóñòü A ⊆ E(G). Çàôèêñèðóåì ëþáîé îñòîâíûé
ëåñ F ãðàôà G, ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå ïîäãðàôà îñòîâíûé ëåñ ãðàôà
G[A]. Íàçîâ¼ì âñå ð¼áðà èç E(F )\A âàæíûìè ð¼áðàìè A, à âñå ð¼áðà èç
A \E(F ) ëèøíèìè ð¼áðàìè A. Ïóñòü ρ∗(A) � êîëè÷åñòâî âàæíûõ ð¼áåð
A, à ρ(A) � êîëè÷åñòâî ëèøíèõ ð¼áåð A.

Çàìå÷àíèå 13.3. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ, ρ(A) � êîëè÷åñòâî ð¼áåð â îñòîâ-
íîì ëåñå ãðàôà G[A].

2) Âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îñòîâíîãî ëåñà F ìû èìååì ρ∗(A) =
ρ(E(G))− ρ(A) è ρ(A) = |A| − ρ(A). Òàêèì îáðàçîì,

p(G,A;u, v) = uρ
∗(A)vρ(A).

Ìû áóäåì âûáèðàòü îñòîâíûé ëåñ F òàê, êàê ýòî óäîáíî.

Èòàê, ïóñòü e ∈ E(G). Êàê óæå îòå÷àëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ
ñòÿãèâàíèÿ ϕ : E(G−e)→ E(G∗e) (ñì. îïðåäåëåíèå 1.6). Ìû áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè ýòîé áèåêöèè ð¼áðà ìíîæåñòâ E(G− e)
è E(G ∗ e). Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêèå ð¼áðà îäèíàêîâî
è ñ÷èòàòü, ÷òî E(G− e) = E(G ∗ e). Â ñâåòå òàêèõ îáîçíà÷åíèé îòìåòèì
äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûé è ïîëåçíûé ôàêò.

Çàìå÷àíèå 13.4. Ïóñòü e ∈ A′ ⊂ E(G), A = A′ \ {e}, à FA′ � îñòîâíûé
ëåñ ãðàôà G(A′). Òîãäà (FA′) ∗ e � îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G(A′) ∗ e = (G ∗
e)(A).
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Äëÿ ìíîæåñòâà ð¼áåð A ⊂ E(G − e) ïóñòü ρ(A), ρ∗(A) è ρ(A) � ýòî
ðàíãè A â ãðàôå G, ρ1(A), ρ∗1(A) è ρ1(A) � ðàíãè â ãðàôå G ∗ e, à ρ2(A)
ρ∗2(A) è ρ2(A) � ðàíãè â ãðàôå G− e.

Ëåììà 13.4. Ïóñòü e ∈ A′ ⊂ E(G), A = A′ \ {e}. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè e � íå ïåòëÿ, òî ρ∗(A′) = ρ∗1(A) è ρ(A′) = ρ1(A).
2) Åñëè e � íå ìîñò, òî ρ∗(A) = ρ∗2(A) è ρ(A) = ρ2(A).
3) Åñëè e � ìîñò, òî ρ∗(A) = 1 + ρ∗(A′) è ρ(A) = ρ(A′).
4) Åñëè e � ïåòëÿ, òî ρ∗(A′) = ρ∗(A) è ρ(A′) = 1 + ρ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê e � íå ïåòëÿ, ñóùåñòâóåò îñòîâíûé ëåñ FA′
ãðàôà G[A′], ñîäåðæàùèé ðåáðî e. Ïóñòü F � ñîäåðæàùèé FA′ îñòîâíûé
ëåñ ãðàôà G. Ïî çàìå÷àíèþ 13.4 òîãäà òî F ∗ e � îñòîâíûé ëåñ ãðàôà
G∗e, êîòîðûé ñîäåðæèò îñòîâíûé ëåñ ãðàôà (G∗e)[A]. Ïðè òàêîì âûáîðå
îñòîâíûõ ëåñîâ âàæíûå è ëèøíèå ð¼áðà A′ â ãðàôå G ñîîòâåòñòâåííî
ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè è ëèøíèìè ð¼áðàìè A â ãðàôå G ∗ e.

2) Ïóñòü FA � ïðîèçâîëüíûé îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G[A]. Òàê êàê e �
íå ìîñò, FA ìîæíî äîïîëíèòü äî îñòîâíîãî ëåñà F ãðàôà G, íå âêëþ÷àÿ
â F ðåáðî e. Òàêèì îáðàçîì, âàæíûå è ëèøíèå ð¼áðà ìíîæåñòâà A â
ãðàôå G òå æå, ÷òî â ãðàôå G− e.

3) Ïóñòü FA � îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G[A]. Òàê êàê e � ìîñò, òî FA′ =
FA + e � îñòîâíûé ëåñ ãðàôà G[A′], êîòîðûé ìîæíî äîïîëíèòü äî îñòîâ-
íîãî ëåñà ãðàôà G. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî A èìååò íà îäíî âàæíîå ðåáðî
áîëüøå, ÷åì A′, à ëèøíèõ ð¼áåð ó A′ è A ïîðîâíó.

4) Òàê êàê e � ïåòëÿ, òî ó ãðàôîâ G[A] è G[A′] � îäèí è òîò æå
îñòîâíûé ëåñ FA, êîòîðûé ìîæíî äîïîëíèòü äî îñòîâíîãî ëåñà ãðàôà G.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî A′ èìååò íà îäíî ëèøíåå ðåáðî áîëüøå, ÷åì A, à
âàæíûõ ð¼áåð ó A′ è A ïîðîâíó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàæåò ñâÿçü ìåæäó T (G;x, y) è R(G;x, y), òåì
ñàìûì áóäåò äîêàçàíà êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà.

Òåîðåìà 13.4. (W.T.Tutte) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî T (G;u+ 1, v + 1) = R(G;u, v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ïóñòîãî ãðàôà G ìû èìååì
R(G;u, v) = 1. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî R(G;u, v) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
2◦ − 4◦ èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà.

Âñå ïîäìíîæåñòâà E(G) ìû ðàçîáüåì íà ïàðû âèäà (A,A′), ãäå A ⊆
E(G− e), A′ = A ∪ {e}. Îòìåòèì, ÷òî

R(G;u, v) =
∑

A⊆E(G−e)

(p(G,A;u, v) + p(G,A′;u, v)).
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Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A ⊆ E(G−e) ïðîâåðèòü
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèåõ òð¼õ óñëîâèé.

(R2) Åñëè e ∈ E(G) � ìîñò, òî
p(G,A;u, v) + p(G,A′;u, v) = (u+ 1) · p(G ∗ e, A;u, v).

(R3) Åñëè e ∈ E(G) � ïåòëÿ, òî
p(G,A;u, v) + p(G,A′;u, v) = (v + 1) · p(G− e, A;u, v).

(R4) Åñëè ðåáðî e ∈ E(G) � íå ìîñò è íå ïåòëÿ , òî
p(G,A;u, v) + p(G,A′;u, v) = p(G ∗ e, A;u, v) + p(G− e, A;u, v).

Ïðîâåðêà (R2).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � ìîñò. Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîæåñòâ ð¼áåð (A,A′).
Ïðèìåíèâ ïóíêòû 1 è 3 ëåììû 13.4 ìû ïîëó÷èì, ÷òî

p(G,A′;u, v) = p(G ∗ e, A;u, v) è p(G,A;u, v) = u · p(G,A′;u, v),
îòêóäà ñëåäóåò (R2).

Ïðîâåðêà (R3).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � ïåòëÿ. Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîæåñòâ ð¼áåð (A,A′).
Ïðèìåíèâ ïóíêòû 2 è 4 ëåììû 13.4 ìû ïîëó÷èì, ÷òî

p(G,A;u, v) = p(G− e, A;u, v) è p(G,A′;u, v) = v · p(G,A;u, v),
îòêóäà ñëåäóåò (R3).

Ïðîâåðêà (R4).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � íå ïåòëÿ è íå ìîñò. Ðàññìîòðèì ïàðó ìíî-
æåñòâ ð¼áåð (A,A′). Ïðèìåíèâ ïóíêòû 1 è 2 ëåììû 13.4 ìû ïîëó÷èì, ÷òî

p(G,A′;u, v) = p(G ∗ e, A;u, v) è p(G,A;u, v) = p(G− e, A;u, v),
îòêóäà ñëåäóåò (R4).

13.2.2 Çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ î ãðàôå çàêëþ÷àåòñÿ â
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ST (G) êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ ëåñîâ ãðàôà G, à ÷åðåç
SC(G) � êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîäãðàôîâ H ãðàôà G, ó êîòîðûõ c(H) =
c(G). Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãðàô G � ñâÿçíûé, òî ST (G) � êîëè÷åñòâî
îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà G (ñì. ðàçäåë 12.1), à SC(G) � êîëè÷åñòâî
ñâÿçíûõ îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ ãðàôà G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ac(G) êîëè÷åñòâî àöèêëè÷åñêèõ ïîäãðàôîâ G (òî
åñòü, òàêèõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ E(G), ÷òî G[A] � ëåñ).

Òåîðåìà 13.5. Äëÿ ãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) ST (G) = T (G; 1, 1).
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2) SC(G) = T (G; 1, 2).
3) Ac(G) = T (G; 2, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 13.4,

T (G;x+ 1, y + 1) = R(G;x, y) =
∑

A⊆E(G)

xρ
∗(A)yρ(A). (13.2)

1) Ïîäñòàâèì x = y = 0 â ôîðìóëó (13.2) è ïîëó÷èì, ÷òî T (G; 1, 1) =
R(G; 0, 0) � êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ A ⊆ E(G), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ ρ∗(A) = ρ(A) = 0. Ðàâåíñòâî 0 = ρ∗(A) = ρ(E(G)) − ρ(A) îçíà÷àåò,
÷òî c(G) = c(G[A]), à ðàâåíñòâî ρ(A) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ó ìíîæåñòâà A
íåò ëèøíèõ ð¼áåð, òî åñòü, G[A] � ëåñ. Òàêèì îáðàçîì, T (G; 1, 1) ðàâíî
ST (G).

2) Ïîäñòàâèì x = 0, y = 1 ôîðìóëó (13.2) è ïîëó÷èì, ÷òî T (G; 1, 2) =
R(G; 0, 1) � êîëè÷åñòâî òåõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ E(G), ó êîòîðûõ ρ∗(A) = 0,
÷òî îçíà÷àåò c(G) = c(G[A]). Òàêèì îáðàçîì, T (G; 1, 2) ðàâíî SC(G).

3) Ïîäñòàâèì x = 1, y = 0 â ôîðìóëó (13.2) è ïîëó÷èì, ÷òî T (G; 2, 1) =
R(G; 1, 0) � êîëè÷åñòâî òåõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ E(G), ó êîòîðûõ ρ(A) = 0,
òî åñòü, G[A] � ëåñ. Òàêèì îáðàçîì, T (G; 1, 1) ðàâíî Ac(G).

13.2.3 Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíà Òàòòà

Òåîðåìà 13.6. (W.T.Tutte) Ïóñòü f(G) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì (çäåñü a, b, x0, y0 � êîíñòàíòû, ïðè÷¼ì a 6= 0 è b 6= 0).

(f1) Åñëè G � ïóñòîé ãðàô, òî f(G) = 1.
(f2) Åñëè e ∈ E(G) � ìîñò, òî f(G) = x0 · f(G ∗ e).
(f3) Åñëè e ∈ E(G) � ïåòëÿ, òî f(G) = y0 · f(G− e).
(f4) Åñëè ðåáðî e ∈ E(G) � íå ìîñò è íå ïåòëÿ, òî

f(G) = a · f(G ∗ e) + b · f(G− e).

Òîãäà f(G) = aρ(E(G))be(G)−ρ(E(G)) · T (G; x0
a
, y0
b

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ìíîãî÷ëåí aρ(E(G))bρ(E(G)) ·T (G; x0
a
, y0
b

) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (f1). Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (f2)− (f4), òîãäà ìû óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåî-
ðåìû.

Çàôèêñèðóåì ðåáðî e ∈ E(G). Ïóñòü E ′ = E(G), E = E(G − e) =
E(G ∗ e). Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðåáðî e � íå ïåòëÿ, òî

ρ(E ′) = ρ1(E) + 1, ρ(E ′) = ρ1(E). (13.3)
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Åñëè ðåáðî e � íå ìîñò, òî

ρ(E ′) = ρ2(E), ρ(E ′) = ρ2(E) + 1. (13.4)

Ïðîâåðêà (f2).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � ìîñò. Ïî óñëîâèþ (13.3) è ñâîéñòâó 2◦ ìíîãî-
÷ëåíà Òàòòà

aρ(E′)bρ(E′) · T (G;
x0

a
,
y0

b
) = (a · x0

a
) · aρ1(E)bρ1(E) · T (G ∗ e; x0

a
,
y0

b
).

Ïðîâåðêà (f3).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � ïåòëÿ. Ïî óñëîâèþ (13.4) è ñâîéñòâó 3◦ ìíîãî-
÷ëåíà Òàòòà

aρ(E′)bρ(E′) · T (G;
x0

a
,
y0

b
) = (b · y0

b
) · aρ2(E)bρ2(E) · T (G− e; x0

a
,
y0

b
).

Ïðîâåðêà (f4).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � íå ìîñò è íå ïåòëÿ. Ïî óñëîâèÿì (13.3), (13.4)
è ñâîéñòâó 4◦ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà

aρ(E′)bρ(E′) · T (G;
x0

a
,
y0

b
) =

= a · aρ1(E)bρ1(E) · T (G ∗ e; x0

a
,
y0

b
) + b · aρ2(E)bρ2(E) · T (G− e; x0

a
,
y0

b
).

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ìîæíî ðàñøèôðîâûâàòü èíôîðìàöèþ, ñêðû-
òóþ â çíà÷åíèÿõ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà.

13.2.4 Ìíîãî÷ëåí Òàòòà è õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Èñòîðè÷åñêè èìåííî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà ïîñëóæèë îòïðàâ-
íîé òî÷êîé äëÿ èçîáðåòåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà (êîòîðûé ñàì Òàòò íàçû-
âàë äèõðîìàòîì ãðàôà). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû âûðàçèì õðîìàòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà χG(λ) ÷åðåç ìíîãî÷ëåí Òàòòà.

Òåîðåìà 13.7. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà λ âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå

χG(λ) = (−1)v(G)−c(G)λc(G) · T (G; 1− λ, 0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 13.6. Ïóñòü

P (G;λ) =
1

λv(G)
· χG(λ).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïóñòîãî ãðàôà G î÷åâèäíî P (G;λ) = 1. Ïðîâåðèì
ñâîéñòâà (f2)− (f4) äëÿ P (G;λ).

Ïðîâåðêà (f4).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � íå ïåòëÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 13.1 ìû çíàåì (ñì.
ôîðìóëó (13.1)), ÷òî

χG(λ) = χG−e(λ)− χG∗e(λ). (13.5)

Òàê êàê v(G) = v(G− e) = v(G ∗ e) + 1, ìû ïîëó÷àåì

P (G;λ) = −1

λ
P (G ∗ e;λ) + P (G− e;λ)

Â ñëó÷àå, êîãäà ðåáðî e � íå ìîñò, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
(f4) äëÿ a = − 1

λ
, b = 1.

Ïðîâåðêà (f2).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � ìîñò, e = uw. Òîãäà V (G) ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà íåñâÿçàííûõ â G − e ìíîæåñòâà âåðøèí V1 3 u è V2 3 w. Ïîíÿòíî,
÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâ V1 è V2 êðàñÿòñÿ â ëþáîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå
ãðàôà G− e íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó

χG−e(λ) = χG(V1)(λ) · χG(V2)(λ).

Ïóñòü z � âåðøèíà ãðàôà G ∗ e, â êîòîðóþ ñòÿíóòû êîíöû u è w
ðåáðà e. Ïóñòü V ′1 � ýòî ìíîæåñòâî V1, â êîòîðîì âåðøèíà u çàìåíåíà íà
z, a V ′2 � ýòî ìíîæåñòâî V2, â êîòîðîì âåðøèíà w çàìåíåíà íà z. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ãðàô G(Vi) èçîìîðôåí ãðàôó (G ∗ e)(V ′i ). Êàæäóþ ïðàâèëü-
íóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G∗e ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà
ïîêðàñèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì âåðøèíû ìíîæåñòâà V ′1 , à ïîòîì � V ′2 ,
ïðè÷¼ì åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, íàêëàäûâàåìîå íà ïîêðàñêó âåðøèí
ìíîæåñòâà V ′2 � ýòî ôèêñèðîâàííûé öâåò âåðøèíû z. Ñëåäîâàòåëüíî,

χG∗e(λ) = χ(G∗e)(V1)(λ) · 1
λ
·χ(G∗e)(V2)(λ) =

1

λ
χG(V1)(λ) ·χG(V2)(λ) =

1

λ
χG−e(λ).

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (13.5), ïîëó÷àåì χG(λ) = (λ − 1)χG∗e(λ). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

P (G;λ) =
1

λv(G)
χG(λ) =

λ− 1

λ
· 1

λv(G)−1
· χG∗e(λ) =

λ− 1

λ
· P (G ∗ e;λ).

Òàêèì îáðàçîì, (f2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè x0 = λ−1
λ
.



412 ÃËÀÂÀ 13. ÃÐÀÔÛ È ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÛ

Ïðîâåðêà (f3).
Ïóñòü ðåáðî e ∈ E(G) � ïåòëÿ. Òîãäà ó ãðàôà G íå ñóùåñòâóåò ïðà-
âèëüíûõ ðàñêðàñîê â λ > 0 öâåòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, P (G;λ) = 0, òî åñòü,
(f3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ y0 = 0.

Ïîäñòàâèì â óòâåðæäåíèå òåîðåìû 13.6 ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ a = − 1
λ
,

b = 1, x0 = λ−1
λ

è y0 = 0.

χG(λ) = λv(G) · P (G;λ) = λv(G) · (−1

λ
)ρ(E(G)) · T (G; 1− λ, 0) =

= (−1)v(G)−c(G)λc(G) · T (G; 1− λ, 0), òàê êàê ρ(E(G)) = v(G)− c(G).

13.2.5 Ìíîãî÷ëåí Òàòòà äâîéñòâåííîãî ãðàôà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïëîñêèé ãðàô G è åãî äâîéñòâåííûé
ãðàô G∗. Êàê ìû çíàåì, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó E(G)
è E(G∗), ïðè êîòîðîé ïåòëè ïåðåõîäÿò â ìîñòû, à ìîñòû � â ïåòëè.

Òåîðåìà 13.8. Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, à G∗ � åãî äâîéñòâåííûé
ãðàô. Òîãäà T (G;x, y) = T (G; y, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ãðàôà.
Áàçà äëÿ ïóñòîãî ãðàôà î÷åâèäíà íà îäíîé âåðøèíå î÷åâèäíà. Äîêàæåì
èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, â êîòîðîì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðåäóêöèîííûå
óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Òàòòà, à èìåííî, ÷òî ïðîèñõîäèò
ïðè óäàëåíèè è ñòÿãèâàíèè ðåáåð. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ
ñâÿçíîñòü ãðàôà íå íàðóøàåòñÿ, òàê êàê ìû íå óäàëÿåì ìîñòû.

Ïóñòü e ∈ E(G) è e∗ ∈ E(G∗) � ð¼áðà, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó
ïðè îïèñàííîé âûøå åñòåñòâåííîé áèåêöèè. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü e � ìîñò, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, e∗ � ïåòëÿ ñ êîíöàìè â
âåðøèíå a∗. Î÷åâèäíî, ãðàíè ó ïëîñêèõ ãðàôîâ G è G∗e � îäíè è òå æå,
òîëüêî èñ÷åçëî îäíî âíóòðåííåå ðåáðî ãðàíè a∗, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâî-
âàëà ïåòëÿ e∗ äâîéñòâåííîãî ãðàôà G∗. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
(G ∗ e)∗ = G∗ − e, è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû èìååì

T (G;u, v) = u · T (G ∗ e;u, v) = u · T (G∗ − e∗; v, u) = T (G∗; v, u).

Â ñëó÷àå, êîãäà e � ïåòëÿ, ðåáðî e∗ � ìîñò, ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè-
÷òî ïðåäûäóùåìó, òîëüêî ãðàôû G è G∗ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (âñïîìíèì,
÷òî (G∗)∗ = G).
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2. Îáà ðåáðà e è e∗ = a∗b∗ íå ÿâëÿþòñÿ íè ìîñòàìè, íè ïåòëÿìè.
Òîãäà óäàëåíèå ðåáðà e èç ãðàôà G îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíè a∗ è b∗ ñêëåèâà-
þòñÿ â îäíó (ìû óäàëèëè èõ ãðàíè÷íîå ðåáðî), ÷òî îçíà÷àåò ñòÿãèâàíèå
ðåáðà e∗ = a∗b∗ â ãðàôå G∗. Òàêèì îáðàçîì, (G− e)∗ = G∗ ∗ e∗. Àíàëîãè÷-
íî (ïîìåíÿåì ìåñòàìè G è G∗ è âñïîìíèì, ÷òî (G∗)∗ = G) äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî (G ∗ e)∗ = G∗ − e∗. Òåïåðü ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû
èìååì

T (G;u, v) = T (G ∗ e;u, v) + T (G− e;u, v) =

T (G∗ − e∗; v, u) + T (G∗ ∗ e∗; v, u) = T (G;v, u).

Ñëåäñòâèå 13.2. Ïóñòü G � ïëîñêèé ãðàô, à G∗ � åãî äâîéñòâåííûé
ãðàô. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) ST (G) = ST (G∗).
2) SC(G) = Ac(G∗), SC(G∗) = Ac(G).

Ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåì 13.5 è 13.8.

13.3 Äèñêðèìèíàíò ãðàôà

Â ýòîì ðàçäåëå îò ÷èòàòåëÿ ïîòðåáóþòñÿ ìèíèìàëüíûå çíàíèÿ ïî àëãåáðå
� íóæíî çíàòü, ÷òî òàêîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ
è èäåàë.

Îïðåäåëåíèå 13.4. Ïóñòü äàí ãðàôG. Ïðîíóìåðóåì ïðîèçâîëüíî x1, . . . , xn
âñå âåðøèíû ãðàôà G, ïóñòü êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê è âåðøèíó.
Ïóñòü CG = C[x1, . . . , xn] � ýòî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îò ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà.

Íàçîâ¼ì äèñêðèìèíàíòîì ãðàôà G ìíîãî÷ëåí

DG =
∏

xixj∈E(G)

(xi − xj).

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî çíà-
êà, êîòîðûé â êàæäîì ñîìíîæèòåëå xi−xj ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî.
Ýòî íàì íèñêîëüêî íå ïîìåøàåò.

Îïðåäåëåíèå 13.5. 1) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈
C[x] ñòåïåíè k áåç êðàòíûõ êîðíåé. Îïðåäåëèì èäåàë If = (f(x1), f(x2), . . . f(xn))
(èäåàë â êîëüöå CG, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè f(xi) äëÿ âñåõ ïåðåìåí-
íûõ).
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2) Ïóñòü DG � êëàññ âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíà DG ïî ìîäóëþ èäåàëà If
(òî åñòü, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà CG, ñðàâíèìûõ ñ DG ïî
ìîäóëþ If .)

3) Ïóñòü Af = {α1, . . . , αk} � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà f .

Â ñëåäóþùèõ ëåììàõ ìû îïðåäåëèì îñòàòîê îò äåëåíèÿ DG íà èäå-
àë If .

Ëåììà 13.5. Åñëè ìíîãî÷ëåí P ∈ CG òàêîâ, ÷òî åãî ñòåïåíü ïî êàæ-
äîé ïåðåìåííîé ìåíåå k è P (a1, . . . , an) = 0 äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1, . . . , an ∈
Af , òî P (x1, . . . , xn) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Áàçà äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé î÷åâèäíà: íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí îò îäíîé
ïåðåìåííîé íå ìîæåò èìåòü áîëüøå êîðíåé, ÷åì åãî ñòåïåíü. Äîêàæåì
ïåðåõîä.

Ïóñòü Pi(x2, . . . , xn) = P (αi, x2, . . . , xn). Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ ìû èìååì Pi(x2, . . . , xn) ≡ 0. Çàôèêñèðóåì íàáîð çíà÷åíèé
b2, . . . , bn (íå îáÿçàòåëüíî èç A) è ïîëîæèì Pb2,...,bn(x) = P (x, b2, . . . , bn).
Ìû çíàåì, ÷òî Pb2,...,bn(x) ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå áîëåå k−1, èìå-
þùèé k êîðíåé α1, . . . , αk, à ïîòîìó ðàâíûé 0 ïðè âñåõ x. Òàêèì îáðàçîì,
ìû äîêàçàëè, ÷òî P (x1, . . . , xn) = 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, òî
åñòü, â ýòîì ìíîãî÷ëåíå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

Ëåììà 13.6. 1) Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1, . . . , an ∈ Af è ìíîãî÷ëåíà P ∈ DG

âûïîëíÿåòñÿ P (a1, . . . , an) = DG(a1, . . . , an).
2) Â êëàññå âû÷åòîâ DG ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí DG,f ,

ñòåïåíü êîòîðîãî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé íå ïðåâîñõîäèò k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàìåòèì, ÷òî P (a1, . . . , an)−DG(a1, . . . , an) ëåæèò
â If è ïîòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû H1, . . . , Hk ∈ CG, ÷òî

P (a1, . . . , an)−DG(a1, . . . , an) =
k∑
i=1

f(ai)Hk(a1, . . . , ak) = 0,

òàê êàê f(ai) = 0 äëÿ âñåõ i ∈ [1..n].
2) Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðîèçâåäåì äåëåíèå ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíàDG íà

f(x1), îñòàòîê DG,1 ∈ DG � ìíîãî÷ëåí, ÷üÿ ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé x1 ìå-
íåå k. Çàòåì ïîäåëèì DG,1 ñ îñòàòêîì íà f(x2) � ïîëó÷èì îñòàòîê DG,2 ∈
DG � ìíîãî÷ëåí, ÷üÿ ñòåïåíü è ïî x1, è ïî x2 ìåíåå k. È òàê äàëåå, â
ðåçóëüòàòå ïîñëå âñåõ äåëåíèé ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí DG,f = DG,n ∈ DG,
÷üÿ ñòåïåíü ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ìåíåå k.
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Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà ìíîãî÷ëåíà P1 è P2,
îáëàäàþùèõ òàêèìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà ìíîãî÷ëåí P = P1 − P2 òàêîâ,
÷òî P (a1, . . . , an) = 0 äëÿ ëþáûõ a1, . . . , an ∈ A è åãî ñòåïåíü ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé íå ïðåâîñõîäèò k. Ïî ëåììå 13.5 ìû èìååì P (x1, . . . , xn) ≡ 0,
òî åñòü, ìíîãî÷ëåíû P1 è P2 ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 13.9. (Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷, 1974.) Ïóñòü f ∈ C(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè k áåç êðàòíûõ êîðíåé, à G � ãðàô. Òîãäà ñëåäóþùèå äâà
óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1◦ χ(G) ≤ k;

2◦ DG /∈ If èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, DG,f 6≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1◦ ⇒ 2◦. Ïîêðàñèì âåðøèíû íàøåãî ãðàôà â öâåòà �
êîðíè ìíîãî÷ëåíà f (îáîçíà÷èì èõ ìíîæåñòâî, êàê â ïðåäûäóùåé ëåì-
ìå). Ïóñòü ai � öâåò âåðøèíû vi. Òîãäà ÷èñëà a1, . . . , an ∈ A òàêîâû, ÷òî
DG,f (a1, . . . , an) = DG(a1, . . . , an) 6= 0, òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2◦.

2◦ ⇒ 1◦. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2◦, òîãäà DG,f 6≡ 0, à çíà÷èò, ïî
ïóíêòó 1 ëåììû 13.6 è ëåììå 13.5 ñóùåñòâóþò òàêèå a1, . . . , an ∈ A, ÷òî
DG(a1, . . . , an) = DG,f (a1, . . . , an) 6= 0. Òîãäà, ïîêðàñèâ êàæäóþ âåðøè-
íó vi â öâåò ai, ìû ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â k öâåòîâ.

13.3.1 Äèñêðèìèíàíò ïëîñêîé òðèàíãóëÿöèè

Ïóñòü G � òðèàíãóëÿöèÿ, òî åñòü, äâóñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô áåç ïåòåëü,
âñå ãðàíè êîòîðîãî � òðåóãîëüíèêè. Íàïîìíèì, ÷òî Òýéòîâà ðàñêðàñêà G
� ýòî ðàñêðàñêà ð¼áåð â òðè öâåòà, â êîòîðîé òðè ðåáðà êàæäîé ãðàíè
ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Òýéòîâû ðàñêðàñêè èçó÷àëèñü â ðàçäåëå 6.4
è òåñíî ñâÿçàíû ñ ãèïîòåçîé ÷åòûð¼õ êðàñîê, ÷åì è âûçâàí áîëüøîé èí-
òåðåñ ê íèì.

Ïóñòü G′ � ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì G (è îáî-
çíà÷àþòñÿ òàê æå), à äâå âåðøèíû ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðà ëåæàò â îäíîé ãðàíè. Òîãäà Òýéòîâû ðàñêðàñêè
� ýòî ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ãðàôàG′. Ìû ïîêàæåì, êàê ñâÿçàíî êîëè÷å-
ñòâî Òýéòîâûõ ðàñêðàñîê òðèàíãóëÿöèè G ñ äèñêðèìèíàíòîì ãðàôà G′.

Íàïîìíèì, ÷òî â äèñêðèìèíàíòå ãðàôà G′ ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïåðå-
ìåííûõ îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí ãðà-
ôà G′, à çíà÷èò, ð¼áåð òðèàíãóëÿöèè G. Ïóñòü T (G) � ìíîæåñòâî âñåõ
òðîåê ð¼áåð òðèàíãóëÿöèè G, îáðàçóþùèõ å¼ òðåóãîëüíûå ãðàíè. Çà-
ïèñü xyz ∈ T (G) áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî x, y, z � ð¼áðà òðåóãîëüíîé ãðà-
íè G. Èòàê,
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DG′ =
∏

xy∈E(G′)

(x− y) =
∏

x1x2x3∈T (G)

(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) =

∏
x1x2x3∈T (G)

(x1x
2
2 + x2x

2
3 + x3x

2
1 − x2x

2
1 − x3x

2
2 − x1x

2
3). (13.6)

Âûáîð çíàêà â êàæäîé ñêîáêå íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ìû îïðåäåëèìñÿ ñ âû-
áîðîì çíàêà, ÷òîáû íàì áûëî óäîáíåå. Ãðàô G èçîáðàæåí íà ïëîñêîñòè,
ïîýòîìó âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â çàïèñè x1x2x3 ∈ T (G) ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ, ÷òî ð¼áðà òðåóãîëüíîé ãðàíè óêàçàíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ïóñòü f(x) = x3 − 1. Î÷åâèäíî, ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé. Ïîëîæèì D′G = DG′,f � îñòàòîê îò äåëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà DG′

íà èäåàë If . Ïðè f(x) = x3−1 ýòîò îñòàòîê ñòðîèòñÿ î÷åíü ïðîñòî: íóæíî
â êàæäîì îäíî÷ëåíå äèñêðèìèíàíòà DG′ çàìåíèòü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
êàæäîé ïåðåìåííîé íà åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 3.

Ïóñòü òðèàíãóëÿöèÿ G èìååò n + 2 âåðøèíû. Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà
íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî òîãäà G èìååò 2n ãðàíåé è 3n ð¼áåð. Â ïðîèçâîëü-
íîì ïîðÿäêå çàíóìåðóåì ð¼áðà òðèàíãóëÿöèè y0, . . . , y3n−1. Òîãäà êàæäûé
îäíî÷ëåí D′G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

∏3n−1
i=0 y`ii . Äëÿ óäîáñòâà áóäåì çàïè-

ñûâàòü òàêîé îäíî÷ëåí â âèäå y`, ãäå ` =
∑3n−1

i=0 `i. Òàêèì îáðàçîì,

D′G =
3n−1∑
`=0

α` · y`00 . . . y
`3n−1

3n−1 =
3n−1∑
`=0

α` · y`.

Òåîðåìà 13.10. Êîýôôèöèåíò α0 ðàâåí êîëè÷åñòâó Òýéòîâûõ ðàñêðà-
ñîê òðèàíãóëÿöèè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ íîâûé îáúåêò.
Ìû èçîáðàçèì âåðøèíû îïðåäåëåííîãî âûøå ãðàôà G′, êàê ñåðåäèíû
ð¼áåð G, à ð¼áðà � êàê ñðåäíèå ëèíèè ãðàôîâ-òðåóãîëüíèêîâ.

Îïðåäåëåíèå 13.6. 1) Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî ãðàôà G′ ëåæèò
íà ãðàíè a ãðàôà G, åñëè îíî èçîáðàæåíî êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ýòîé ãðàíè.

2) Íàçîâ¼ì ïîäãðàô H ãðàôà G′ ñèñòåìîé öèêëîâ, åñëè êàæäàÿ åãî
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè � ïðîñòîé öèêë, è H ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó
ðåáðó íà êàæäîé ãðàíè òðèàíãóëÿöèè G. Åñëè âñå öèêëû-êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ÷åòíû, òî H � ñèñòåìà ÷åòíûõ öèêëîâ.

3) Âåñ ñèñòåìû öèêëîâ H � ýòî w(H) = 2k, ãäå k � êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà H.

4) Íàçîâ¼ì ñèñòåìîé îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ îðãðàô, ïîëó÷àþ-
ùèéñÿ èç ñèñòåìû öèêëîâ H òðàíçèòèâíîé îðèåíòàöèåé êàæäîãî öèêëà.
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Çàìå÷àíèå 13.5. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ðîâíî w(H) ñïîñîáîâ ñäåëàòü
èç ñèñòåìû öèêëîâ H ñèñòåìó îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ (ïî äâà ñïîñîáà
îðèåíòèðîâàòü êàæäûé öèêë).

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, êîòîðîå ìû ðàçîáü¼ì íà äâå ÷à-
ñòè. Ïóñòü s � ýòî ñóììà âåñîâ âñåõ ñècòåì ÷åòíûõ öèêëîâ ãðàôà G′.

1. Äîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî Òýéòîâûõ ðàñêðàñîê òðèàíãóëÿöèè G
ðàâíî s.

Äëÿ êàæäîé Òýéòîâîé ðàñêðàñêè ρ ðàññìîòðèì ïîäãðàô Hρ ãðàôà G′ íà
âåðøèíàõ, èìåþùèõ öâåòà 1 è 2 â ρ. Òàê êàê íà êàæäîé ãðàíè G ðîâíî ïî
îäíîìó ðåáðó öâåòîâ 1 è 2, à êàæäîå ðåáðî G âõîäèò ðîâíî â äâå ãðàíè,
òî Hρ � ñèñòåìà öèêëîâ, ïðè÷¼ì ÷åòíûõ, òàê êàê ýòîò ãðàô äâóäîëåí.

Íàîáîðîò, êàæäîé ñèñòåìå ÷åòíûõ öèêëîâ H ìîæíî ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå Òýéòîâó ðàñêðàñêó, ïîêðàñèâ íå âõîäÿùèå â H ð¼áðà â öâåò 3
è ðàñêðàñèâ êàæäûé èç ÷åòíûõ öèêëîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì â äâà öâå-
òà. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàñêðàñîê áóäåò êàê ðàç w(H), òàê êàê êàæäûé èç
öèêëîâ ñèñòåìû H ìîæíî ïîêðàñèòü ðîâíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

2. Äîêàæåì, ÷òî α0 = s.

Êàêèå èìåííî îäíî÷ëåíû äèñêðèìèíàíòà DG′ ïðè ðåäóêöèè ñòàíîâÿòñÿ
ðàâíû y0 (íàçîâåì èõ õîðîøèìè)? Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî òå, â êîòîðûõ
ñòåïåíü êàæäîãî ðåáðà G (òo åñòü, ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ïåðåìåííîé, íî
ìû èõ íå ðàçëè÷àåì) êðàòíà 3. Ðàññìîòðèì ëþáîé õîðîøèé îäíî÷ëåí
è èçîáðàçèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîé ãðàíè x1x2x3 ∈ T (G)
âûáîð îäíî÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (13.6) áóäåì èçîáðàæàòü ñòðå-
ëî÷êîé îò ñåðåäèíû ðåáðà, âõîäÿùåãî â ñòåïåíè 1 ê ñåðåäèíå ðåáðà, âõî-
äÿùåãî â ñòåïåíè 2. Íàïðèìåð, âûáîð x2

1x2 ñîîòâåòñòâóåò ñòðåëêå îò x1

ê x2 (ñì. ðèñóíîê 13.1a). Èç (13.6) ÿñíî, ÷òî ñòðåëêà, çàäàþùàÿ âðàùåíèå
ïî ÷àñîâîé ñòðåêå, áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ñî çíàêîì +, à çàäàþùàÿ âðàùå-
íèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè � ñî çíàêîì −. Çíàêè ñòðåëîê îïðåäåëÿþò
èòîãîâûé çíàê îäíî÷ëåíà.

x

b

b b

b b

x

x

1 2

3

x1 x2
2

b b

b b
b

b

b

b b

b

C +
–

a b

Ðèñ. 13.1: Èçîáðàæåíèå îäíî÷ëåíà ñòðåëêàìè.
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Íàïîìíèì, ÷òî â (13.6) ìû âûáèðàåì íà êàæäîé ãðàíè ïî îäíîé ñòðåë-
êå. Òàê êàê êàæäîå ðåáðî âõîäèò ðîâíî â äâå ãðàíè, åãî ñòåïåíü íå ïðå-
âîñõîäèò 4. Ïîýòîìó â èíòåðåñóþùèõ íàñ îäíî÷ëåíàõ ñòåïåíü êàæäîãî
ðåáðà äîëæíà áûòü ðàâíà 0 èëè 3. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîå ðåáðî, ñåðå-
äèíà êîòîðîãî èíöèäåíòíà õîòÿ áû îäíîé ñòðåëêå, îäíà ñòðåëêà âõîäèò è
îäíà ñòðåëêà âûõîäèò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîðîøèé îäíî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñèñòåìó îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, îïðåäåëåííóþ âûøå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó öèêëîâ H è âñå ñïîñîáû îðèåíòàöèè ýòèõ öèê-
ëîâ. Î÷åâèäíî, âñå ïîëó÷åííûå ñèñòåìû îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ � ýòî
õîðîøèå îäíî÷ëåíû. Êàæäûé ÷åòíûé öèêë íå ìåíÿåò çíàê îò ïåðåîðè-
åíòàöèè, à íå÷åòíûé � ìåíÿåò. Ïîýòîìó ñóììàðíûé âêëàä â α0 âñåõ îä-
íî÷ëåíîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îðèåíòàöèÿìè H, ðàâåí 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÷åòíûõ öèêëîâ H. Êîëè÷åñòâî îðèåíòà-
öèé ýòîé ñèñòåìû åñòü å¼ âåñ w(H) è ó âñåõ îðèåíòàöèé � îäèíàêîâûé
çíàê. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî ýòîò çíàê âñåãäà +.

Ðàñìîòðèì ëþáîé ÷åòíûé öèêë C ñèñòåìûH, îðèåíòèðóåì åãî è äîêà-
æåì, ÷òî åãî îðèåíòàöèÿ ïîëîæèòåëüíà, òî åñòü, ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî
ïîëîæèòåëüíûõ ñòðåëîê è ÷åòíîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñòðåëîê. Ðàçðå-
æåì ïëîñêóþ òðèàíãóëÿöèþ G ïî öèêëó C íà äâå ÷àñòè è ðàññìîòðèì
÷àñòü ñëåâà îò öèêëà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïëîñêèé ãðàô M . Âñå
íåòðîíóòûå ðàçðåçîì ãðàíè � òðåóãîëüíèêè, è èõ êîëè÷åñòâî ÷åòíî, òàê
êàê îíè ïîêðûòû ÷åòíûìè öèêëàìè ñèñòåìû H (êîòîðûå, î÷åâèäíî, íå
ìîãóò ïåðåñåêàòü C). Ñàì ÷åòíûé öèêë C îáðàçóåò ÷åòíóþ ãðàíü â M .
Îñòàþòñÿ ãðàíè, îáðàçîâàííûå ïðè ðàçðåçå òðåóãîëüíûõ ãðàíåé ïî C.
Ñðåäè ýòèõ ãðàíåé ÷åòíîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, òàê êàê ÷èñëî íå÷åòíûõ
ãðàíåé â M äîëæíî áûòü ÷åòíî. Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ìû îòðå-
çàëè îò ãðàíè G òðåóãîëüíèê ñëåâà îò öèêëà C ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñòðåëêà, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèëñÿ ðàçðåç, çàäàåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî åñòü, ïîëîæèòåëüíà (ñì. ðèñóíîê 13.1b). Òàêèì îá-
ðàçîì, îðèåíòàöèÿ C ïîëîæèòåëüíà, êàê è ëþáîãî äðóãîãî öèêëà èç H.

Çíà÷èò, ëþáàÿ îðèåíòàöèÿ H ïîëîæèòåëüíà, ÷òî íàì è îñòàâàëîñü
äîêàçàòü.


