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Ñîäåðæàíèå

Îáîçíà÷åíèÿ

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé:

Òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå: A, B, C, D, ...

Âåêòîðà: a, b, AB, ...

Êîîðäèíàòû âåêòîðà a: (ax, ay, az).

Óãëû: ∠AOB.

1 Âåêòîðà

Òî÷êè è âåêòîðà íà ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ òðîéêîé êîîðäèíàò (ax, ay, az).

Ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè P(x, y, z) ëåãêî íàõîäèòñÿ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà è ðàâíî√
x2 + y2 + z2.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ è äëèíà âåêòîðà: |a| =
√

a2
x + a2

y + a2
z.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè A0(x0, y0, z0) è A1(x1, y1, z1) âû÷èñëÿåòñÿ, êàê äëèíà âåêòîðà A0A1:√
(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2.

Íîðìàëèçîâàííûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ñîíàïðàâëåííûé äàííîìó. Åãî êî-

îðäèíàòû åñòü
(

ax

|a|
,
ay

|a|
, az

|a|

)
.

1.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a(ax, ay, az) è b(bx, by, bz) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(a, b) = |a| · |b| · cosϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó íèìè.

Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû: (a,b) = axbx + ayby + azbz.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

(a+ b, c) = (a, c) + (b, c)

(ka, c) = k(a, c).

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèå âåðíû è äëÿ âòîðîãî àðãóìåíòà.

Ïîñêîëüêó êîñèíóñ � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòèâíî: (a,b) = (b, a).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü, êîãäà íóæíî ïðîâåðèòü äâà âåêòîðà (äâà îòðåçêà,

äâå ïðÿìûå) íà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü, ïîñêîëüêó (a,b) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåíóëåâûå âåêòîðà

a è b ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî, åñëè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè � îñòðûé, è îòðèöàòåëüíî, åñëè

òóïîé.

1.2 Îðèåíòèðîâàííûå òðîéêè âåêòîðîâ

Ðàññìîòðèì òðè íåêîìïëàíàðíûõ (íå ëåæàùèé â îäíîé ïëîñêîñòè) âåêòîðà a, b, c. Áóäåì íàçûâàòü òðîé-

êó ïðàâîé èëè ïîëîæèòåëüíîé, åñëè âåêòîð c íàïðàâëåí ïî õîäó äâèæåíèÿ ïðàâîãî âèíòà, êîòîðûé

çàêðó÷èâàþò ïî íàïðàâëåíèþ îò âåêòîðà a ê âåêòîðó b, áîëåå òî÷íî, âåêòîð c è âåêòîð, íàïðàâëåííûé
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ïî õîäó ïðàâîãî âèíòà, ëåæàò â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé âåêòîðàìè

a è b. Èíà÷å òðîéêà íàçûâàåòñÿ ëåâîé èëè îòðèöàòåëüíîé.

Òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ïðàâàÿ òðîéêà ñîîòâåòñòâóåò òðåì ïàëüöàì ïðàâîé ðóêè, åñëè ñ÷èòàòü,

÷òî âåêòîð a � ïåðâûé ïàëåö, âåêòîð b � âòîðîé ïàëåö, âåêòîð c � òðåòèé ïàëåö, îòëîæåííûå èç îäíîé

òî÷êè. Ëåâàÿ òðîéêà ñîîòâåòñòâóåò òðåì ïàëüöàì ëåâîé ðóêè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åcëè (a, b, c) � ïðàâàÿ òðîéêà, òî (c, a, b) è (b, c, a) � òîæå ïðàâûå òðîéêè, à (a, c, b),

(c,b, a) è (b, a, c) � ëåâûå òðîéêè.

1.3 Îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

Ðàññìîòðèì òðè âåêòîðà: a, b, c. Îðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì ïàðàëëåëåïèïåäà 〈a, b, c〉 íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-
íà îáúåìà ïàðàëëåëèïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà a, b, c, îòëîæåííûå èç îäíîé òî÷êè, âçÿòàÿ ñî çíàêîì

�+�, åñëè äàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé èëè ñî çíàêîì �−�, åñëè òðîéêà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ

ëåâîé.

Ñâîéñòâà îðèåíòèðîâàíîãî îáúåìà

1. Îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ðàâåí 〈a, b, c〉 = Sa,b · h, ãäå Sa,b � ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî

íà âåêòîðà a è b, h � âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà, ñ÷èòàÿ, ÷òî åãî îñíîâàíèå íàòÿíóòî íà âåêòîðà a è b,

ïðè ýòîì âûñîòà èìååò çíàê �+� èëè �−� â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè òðîéêà âåêòîðîâ a, b, c

ïðàâîé èëè ëåâîé. Èíûìè ñëîâàìè, h åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà c íà îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðàì

a è b è îáðàçóþùóþ ñ íèìè ïðàâóþ òðîéêó.

2. 〈a, b, c〉 = 〈c, a,b〉 = 〈b, c, a〉 = −〈a, c,b〉 = −〈b, a, c〉 = −〈c, b, a〉.

3. 〈a, b, kc〉 = k〈a,b, c〉.

4. 〈a, b, c1 + c2〉 = 〈a,b, c1〉+ 〈a,b, c2〉,

5. Èç ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ëèíååí ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåí-

òîâ.

1.4 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ a(ax, ay, az) è b(bx, by, bz) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð,

ìîäóëü êîòîãî ðàâåí |c| = |a| · |b| · | sinϕ|, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b, íàïðàâëåí âåêòîð c

îðòîãîíàëüíî âåêòîðàì a è b, è ïðè ýòîì òðîéêà a, b, c ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. [a,b] îðòîãîíàëåí êàê a, òàê è b.

2. 〈a, b, c〉 = ([a, b], c) = (a, [b, c]).

3. [a,b] = −[b, a].

4. [a, kb] = k[a, b].

5. [a,b1 + b2] = [a,b1] + [a, b2].

Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Îíî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âåêòîð d = [a,b1 + b2] − [a,b1] − [a, b2] �

íóëåâîé, òî åñòü (d, d) = 0. Èìååì: (d, d) = ([a, b1 + b2] − [a, b1] − [a,b2],d) = ([a,b1 + b2],d) − ([a,b1],d) −

([a, b2],d) = 〈a,b1 + b2, d〉− 〈a, b1,d〉− 〈a,b2,d〉 = 0.

Èç âñåõ ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ïî êàæäîé êîìïîíåíòå. Ýòî ïîç-

âîëèò íàì âûðàçèòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû.

Ñíà÷àëà âûÿñíèì, ÷åìó ðàâíî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ áàçèñà ex, ey, ez: [ex, ex] = [ey, ey] =

[ez, ez] = 0, [ex, ey] = ez, [ey, ez] = ex, [ez, ex] = ey, [ey, ex] = −ez, [ez, ey] = −ex, [ex, ez] = −ey.

Ïîñêîëüêó a(ax, ay, az) = axex + ayey + azez, b(bx, by, bz) = bxex + byey + bzez, òî [a,b] = [axex +

ayey + azez, bxex + byey + bzez] = axbx[ex, ex] + axby[ex, ey] + axbz[ex, ez] + aybx[ey, ex] + ayby[ey, ey] +
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aybz[ey, ez]+azbx[ez, ex]+azby[ez, ey]+azbz[ez, ez] = axbyez−axbzey−aybxez+aybzex+azbxey−azbyex =

ex(aybz − azby) + ey(azbx − axbz) + ez(axby − aybx).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû:

(aybz − azby, azbx − axbz, axby − aybx).

Áîëåå êîìïàêòíî ôîðìóëó âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

3× 3:

[a,b] =

ex ey ez
ax ay az

bx by bz

 .

Òåïåðü çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà 〈a,b, c〉. Åñëè c èìååò

êîîðäèíàòû (cx, cy, cz), à îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ [a,b] è c, òî ïîëó÷èòü

îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæíî, çàìåíèâ â ðàçëîæåíèè [a, b] ïî áàçèñó ex, ey, ez áàçèñíûå

âåêòîðà íà cx, cy, cz ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

〈a, b, c〉 =

cx cy cz
ax ay az

bx by bz

 =

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

 .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 〈a,b, c〉 = 〈c, b, a〉.

2 Ïðÿìûå

Ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü:

1. Äâóìÿ íåñîâïàäàþùèìè òî÷êàìè P è Q.

2. Òî÷êîé P è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a.

3. Ïàðàìåòðè÷åñêè: x = x0 + axt, y = y0 + ayt, z = z0 + azt, ãäå t ∈ R � ïàðàìåòð, (x0, y0, z0) �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé, a = (ax, ay, az) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð.

Òàêæå ìîæíî çàäàâàòü ïðÿìóþ, êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé, íî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåóäîáíî.

3 Ïëîñêîñòè

Ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü:

1. Òðåìÿ òî÷êàìè, íå ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé.

2. Òî÷êîé è äâóìÿ íåêîëëèíåàðíûìè íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè.

3. Ïàðàìåòðè÷åñêè: x = x0+axt+bxs, y = y0+ayt+bys, z = z0+azt+bzs, ãäå s, t ∈ R � ïàðàìåòðû,

(x0, y0, z0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé, a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz) � íàïðàâëÿþùèå

âåêòîðà.

4. Óðàâíåíèåì Ax+ By+ Cz+D = 0, ãäå êîýôôèöèåíòû A, B, C íå âñå ðàâíû 0.

3.1 Íîðìàëü ê ïëîñêîñòè è íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Ax + By + Cz +D = 0 è ïðîèçâîëüíûå äâå òî÷êè íà ýòîé ïðÿìîé: P1(x1, y1, z1) è

P2(x2, y2, z2). Ïîñêîëüêó Ax1 + By1 +Cz1 +D = 0, Ax2 + By2 +Cz2 +D = 0, òî A(x2 − x1) + B(y2 − y1) +

C(z2 − z1) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð n(A,B,C) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Ïîñêîëüêó òî÷êè P1 è P2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè, òî âåêòîð n îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó

ïëîñêîñòè, à, çíà÷èò, ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí âñåé ïëîñêîñòè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè.
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Íàó÷èìñÿ ïåðåõîäèòü ìåæäó ðàçíûìè ôîðìàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ïëîñêîñòè.

Åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì, òî äëÿ çàäàíèÿ åãî òðåìÿ òî÷êàìè, ïàðàìåòðè÷åñêè èëè íàïðàâ-

ëÿþùèìè âåêòîðàìè äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îäíó òî÷êó, ëåæàùóþ íà ïëîñêîñòè, è äâà íåêîëëèíåàðíûõ

íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðà. Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà íåêîëëèíåðàíûõ

âåêòîðà, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó íîðìàëè.

Äëÿ ïåðåõîäà îò çàäàíèÿ ïëîñêîñòè òðåìÿ òî÷êàìè, ïàðàìåòðè÷åñêè, òî÷êîé è íàïðàâëÿþùèìèì âåê-

òîðàìè ê óðàâíåíèþ, íàéäåì ñíà÷àëà âåêòîð íîðìàëè. Ïîñêîëüêó íîðìàëü îðòîãîíàëüíà íàïðàâëÿþùèì

âåêòîðàì, òî â êà÷åñòâå íîðìàëè ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Ýòî äàñò

íàì êîýôôèöèåíòû A,B, C óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Ñâîáîäíûé ÷ëåí D óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ,

÷òî îäíà äàííàÿ íàì òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè.

4 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

4.1 Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé è óäàëåííàÿ íà ðàññòîÿíèå h

Ïóñòü äàíà ïëîñêîñòü Ax + By + Cz + D = 0. Åñëè èçìåíÿòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà D, çàôèêñèðîâàâ

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ A, B è C, òî ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Êàê ïîëó÷èòü èç ýòîãî

ñåìåéñòâà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ èñõîäíîé è óäàëåííîé îò íåå íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå h?

Âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïëîñêîñòè áóäåò èìåòü âèä (A,B,C). Äëèíà ýòîãî âåêòîðà
√
A2 + B2 + C2.

Ïîäåëèâ âåêòîð íà åãî äëèíó, ïîëó÷èì âåêòîð
(

A√
A2+B2+C2

, B√
A2+B2+C2

, C√
A2+B2+C2

)
åäèíè÷íîé äëèíû.

Óìíîæèâ åãî íà h, ïîëó÷èì âåêòîð
(

Ah√
A2+B2+C2

, Bh√
A2+B2+C2

Ch√
A2+B2+C2

)
. Ýòîò âåêòîð áóäåò íîðìàëüíûì

ê èñõîäíîé ïëîñêîñòè è åãî äëèíà ðàâíà h. Èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ñäâèãîì íà ýòîò

âåêòîð.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êà (x, y, z) ïðèíàäëåæàëà èñõîäíîé ïëîñêîñòè, òî òî÷êà (x ′, y ′, z ′), ãäå x ′ =

x+ Ah√
A2+B2+C2

, y ′ = y+ Bh√
A2+B2+C2

, z ′ = z+ Ch√
A2+B2+C2

, ïðèíàäëåæèò èñêîìîé ïëîñêîñòè.

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ax+By+Cz+D = 0 è ïîäñòàâèì â íåãî x = x ′− Ah√
A2+B2+C2

, y = y ′− Bh√
A2+B2+C2

,

z = z ′ − Ch√
A2+B2+C2

ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

Ax ′ −
A2h√

A2 + B2 + C2
+ By ′ −

B2h√
A2 + B2 + C2

+ Cy ′ −
C2h√

A2 + B2 + C2
+D = 0

èëè

Ax ′ + By ′ + Cz ′ +D− h
√

A2 + B2 + C2 = 0.

Óðàâíåíèå âòîðîé ïëîñêîñòè, óäàëåííîé íà ðàññòîÿíèå h îò èñõîäíîé, íî â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïî-

ëîæíîì íîðìàëè, èìååò âèä:

Ax ′ + By ′ + Cz ′ +D+ h
√

A2 + B2 + C2 = 0.

4.2 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

Ïóñòü çàäàíà ïëîñêîñòü Ax + By + Cz +D = 0 è òî÷êà (x0, y0, z0). Íàéäåì ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî

ïëîñêîñòè.

Ïóñòü èñêîìàÿ òî÷êà óäàëåíà íà ðàññòîÿíèå h îò äàííîé ïëîñêîñòè (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h ìîæåò áûòü

îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé). Òîãäà ïëîñêîñòü Ax+By+Cz+D−h
√
A2 + B2 + C2 = 0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

(x0, y0, z0), îòêóäà

Ax0 + By0 + Cz0 +D− h
√

A2 + B2 + C2 = 0

Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷àåì:

h =
Ax0 + By0 + Cz0 +D√

A2 + B2 + C2
.

Â ýòîé ôîðìóëå âåëè÷èíà h ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

ðàâíî |h|.

Ýòó ôîðìóëó íåîáõîäèìî çíàòü íàèçóñòü.
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5 Ðóññêî-àíãëèéñêèé ñëîâàðèê

òî÷êà point

âåêòîð vector

ïðÿìàÿ line

ïëîñêîñòü plane

ïðîñòðàíñòâî space

ëó÷ ray

îòðåçîê segment

óãîë angle

îêðóæíîñòü circle

òðåóãîëüíèê triangle

ïðÿìîóãîëüíèê rectangle

êâàäðàò square

ìíîãîóãîëüíèê polygon

òåòðàýäð tetrahedron

ïàðàëëåëåïèïåä parallelepiped

îêðóæíîñòü circle

ìåäèàíà median

áèññåêòðèñà bissector

âûñîòà altitude

ïåðåñå÷åíèå intersection

äëèíà length

ïåðèìåòð perimeter

ïëîùàäü area

îáúåì volume

êàñàòåëüíàÿ tangent

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå dot product

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå cross product

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå mixed product (scalar triple product)

îðèåíòèðîâàííûé îáúåì oriented volume

âåêòîð íîðìàëè normal vector

ìàòðèöà matrix

îïðåäåëèòåëü determinant
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