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1 Êðàòêîå ââåäåíèå â ÿçûê Ïèòîí

1.1 Î ÿçûêå Python

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿçûê Python âåðñèè 3, îí íå ïîëíîñòüþ ñîâìåñòèì
ñ ÿçûêîì Python âåðñèè 2. Äëÿ íà÷èíàþùèõ ðåêîìåíäóåòñÿ ñðåäà ðàçðàáîò-
êè Wing IDE 101, ïðîäâèíóòûå ðàçðàáîò÷êè ìîãóò îáðàòèòü âíèìàíèå íà
ñðåäó PyCharm, èìåþùóþ àâòîäîïîëíåíèå êîäà è áîëåå ìîùíûå ñðåäñòâà
îòëàäêè.

1.2 Ïåðåìåííûå è òèïû äàííûõ

Ïèòîí � èíòåðïðåòèðóåìûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñòðîãîé äèíàìè-
÷åñêîé òèïèçàöèåé. Äàííûå â ÿçûêå Python òèïèçèðóåìûå, â òî âðåìÿ êàê
ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü ëþáîãî òèïà. Òèï ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü èçìåíåí
â ëþáîå âðåìÿ. Îñíîâíûå òèïû ÿçûêà Ïèòîí:
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int Öåëîå a = 2

float Äåéñòâèòåëüíîå a = 2.0

str Ñòðîêà s = "Hello" èëè s = 'Hello'

bool Ëîãè÷åñêèé òèï a = True èëè a = False

list Ñïèñîê (ìàññèâ) A = [1, 2, 3] èëè A = []

tuple Êîðòåæ A = (1, 2, 3) èëè A = ()

set Ìíîæåñòâî S = set() èëè S = {1, 2, 3}

dict Ñëîâàðü D = dict() èëè D = {'one': 1, 'two': 2}

Ñïåöèàëüíîå çíà÷åíèå None ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îò-
ñóòñòâèÿ êàêîãî-ëèáî äðóãîãî çíà÷åíèÿ (ìîæíî ïèñàòü a = None. Â ëþáîé
ìîìåíò ìîæíî óäàëèòü ïåðåìåííóþ ïðè ïîìîùè îïåðàöèè del, íàïðèìåð,
del a.

Çíà÷åíèÿ îäíîãî òèïà ìîæíî (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ) ïðåîáðàçîâûâàòü
ê çíà÷åíèÿì äðóãèõ òèïîâ. Íàèáîëåå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïðåîáðàçîâûâàòü
ñòðîêîâûå äàííûå â ÷èñëà (íàïðèìåð, ïðè ñ÷èòûâàíèè äàííûõ) è ÷èñëà â
ñòðîêîâûå äàííûå (íàïðèìåð, ïðè âûâîäå äàííûõ). Â ýòîì ñëó÷àå íàçâàíèå
òèïà èñïîëüçóåòñÿ, êàê ôóíêöèÿ. Íàïðèìåð, int(s) âîçâðàùàåò çíà÷åíèå
òèïà int, ïîëó÷åííîå èç çíà÷åíèÿ s.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé True ïåðåâîäèòñÿ â 1, False
ïåðåâîäèòñÿ â 0. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÷èñåë â ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íóëåâîå
çíà÷åíèå ïåðåâîäèòñÿ â False, íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïåðåâîäèòñÿ â True. Ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè ñòðîê, ñïèñêîâ, êîðòåæåé, ñëîâàðåé, ìíîæåñòâ ïóñòûå îáú-
åêòû (ñòðîêè, ñïèñêè, ìíîæåñòâà è ò.ä.) ïåðåâîäÿòñÿ â False, à íåïóñòûå �
â True.

1.3 Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

Ñïèñîê àðèôìåòè÷åñêèé îïåðàöèé äëÿ ÷èñåë:
A + B � ñóììà äâóõ ÷èñåë.
A - B �� ðàçíîñòü ÷èñåë.
A * B � ïðîèçâåäåíèå.
A / B � ÷àñòíîå. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

(òèïà float). Â öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, íóæíî èñïîëüçîâàòü
öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå \\.

A ** B � âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî êâàäðàòíûé êî-
ðåíü èç ÷èñëà x �� ýòî x ** 0.5, à êîðåíü ñòåïåíè n � ýòî x ** (1 / n).

Åñòü òàêæå óíàðíûé âàðèàíò îïåðàöèè �-�, òî åñòü îïåðàöèÿ ñ îäíèì
àðãóìåíòîì.

Äëÿ öåëûõ ÷èñåë åñòü îïåðàöèè öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ // è âçÿòèÿ
îñòàòêà îò äåëåíèÿ %. Íàïðèìåð, ïðè äåëåíèè 17 // 5 ðåçóëüòàòîì áóäåò 3,
à îñòàòîê 17 % 5 áóäåò ðàâåí 2.

Îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü èìåþò íàèâûñøèé ïðèîðèòåò è âûïîë-
íÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Çàòåì âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ,
âçÿòèÿ îñòàòêà ñëåâà íàïðàâî, è ïîñëå íèõ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòà-
íèÿ ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà äåéñòâèé íóæíî èñïîëüçîâàòü
ñêîáêè.

Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ñòðîêàìè:
A + B �� êîíêàòåíàöèÿ (�ñöåïëåíèå� äâóõ ñòðîê, ñíà÷àëà çàïèñûâàåòñÿ

ñòðîêà A, çàòåì B).
A * n � ïîâòîðåíèå n ðàç, çíà÷åíèå n äîëæíî áûòü öåëîãî òèïà.
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Íàïðèìåð, ïîëó÷èòü ñòðîêó, ñîñòîÿùóþ èç 100 áóêâ �a� ìîæíî î÷åíü
ïðîñòî: íóæíî ïîâòîðèòü ñòðîêó "a" 100 ðàç: S = 'a' * 100.

Àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè (êîíêàòåíàöèÿ è ïîâòîðåíèå) åñòü äëÿ ñïèñêîâ,
íàïðèìåð, äëÿ ñîçäàíèÿ ñïèñêà èç 100 ýëåìåíòîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
êîìàíäîé A = [0] * 100.

Êàê è â ÿçûêå C, åñòü îïåðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ +=, -=, *=, /=, //=, %=,
**=. Çàïèñü a += b îçíà÷àåò a = a + b è ò.ä.

1.4 Ñòàíäàðòíûé ââîä-âûâîä

Äëÿ ñ÷èòûâàíèÿ ñòðîêè ñî ñòàíäàðòíîãî ââîäà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ input().
Ñ÷èòàòü îäíó ñòðîêó è çàïèñàòü åå â ïåðåìåííóþ ìîæíî òàê: S = input().
Åñëè íóæíî ñ÷èòàòü öåëîå ÷èñëî, òî íóæíî èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ ïðèâå-
äåíèÿ òèïà a = int(input()).

×òîáû ñ÷èòàòü ñïèñîê ñòðîê (ñëîâ, çàïèñàííûõ ÷åðåç ïðîáåë) íóæíî
ïðèìåíèòü ìåòîä split() äëÿ ñòðîêè:

A = input ( ) . s p l i t ( )

Åñëè æå íóæíî ñ÷èòàòü ñïèñîê ÷èñåë è ñðàçó æå ïðåîáðàçîâàòü åãî ýëå-
ìåíòû ê òèïó int, íóæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ map:

A = l i s t (map( int , input ( ) . s p l i t ( ) ) )

Ñëåâà îò îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ ìîæåò ñòîÿòü êîðòåæ èç íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ, çàïèñàííûõ ÷åðåç
ïðîáåë â îäíîé ñòðîêå. Íàïðèìåð, ÷òîáû ñ÷èòàòü òðè ñòðîêè, çàïèñàííûõ
÷åðåç ïðîáåë:

a , b , c = input ( ) . s p l i t ( )

Äëÿ ñ÷èòûâàíèÿ òðåõ öåëûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ ÷åðåç ïðîáåë, íóæíî
òàêæå èñïîëüçîâàòü map, íî íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ list

äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåçóëüòàòà â ñïèñîê:

a , b , c = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )

Äëÿ âûâîäà äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ print. Åé ìîæíî ïåðåäàòü
ëþáîå ÷èñëî àðãóìåíòîâ, çàïèñàííûõ ÷åðåç çàïÿòóþ, íå òîëüêî çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ, íî è çíà÷åíèÿ ëþáûõ âûðàæåíèé, íàïðèìåð, print('2 + 2 =', 4).
Ôóíêöèÿ print âñòàâëÿåò ïðîáåë ìåæäó ñîñåäíèìè âûâîäèìûìè àðãóìåí-
òàìè, íàïðèìåð, print(a, b, c) âûâåäåò çíà÷åíèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç
ïðîáåë. Ïî çàâåðøåíèè âûâîäà ôóíêöèÿ print âûâîäèò ñèìâîë ïåðåâîäà íà
íîâóþ ñòðîêó.

Ôóíêöèè print ìîæíî ïåðåäàâàòü èìåíîâàííûå ïàðàìåòðû sep è end,
ðàâíûå ñòðîêàì, êîòîðûå áóäóò âûâîäèòüñÿ ìåæäó ïåðåäàâàåìûìè àðãó-
ìåíòàìè è â êîíöå âûâîäà (ïî óìîë÷àíèþ sep=' ' è end='\n'). Íàïðèìåð,
äëÿ âûâîäà çíà÷åíèé ñëèòíî è ñ âûâîäîì â êîíöå ñèìâîëà �*� âìåñòî êîíöà
ñòðîêè:

print ( a , b , c , sep=' ' , end=' ∗ ' )
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1.5 Óñëîâíàÿ èíñòðóêöèÿ è ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâíîé èíñòðóêöèè:

x = in t ( input ( ) )
i f x > 0 :

print ( x )
else :

print(−x )

Â óñëîâíîé èíñòðóêöèè ìîæåò îòñóòñòâîâàòü ñëîâî else è ïîñëåäóþùèé
áëîê:

i f x < 0 :
x = −x

print ( x )

Äëÿ âûäåëåíèÿ áëîêà èíñòðóêöèé, îòíîñÿùèõñÿ ê èíñòðóêöèè if èëè
else â ÿçûêå Ïèòîí èñïîëüçóþòñÿ îòñòóïû. Âñå èíñòðóêöèè, êîòîðûå îò-
íîñÿòñÿ ê îäíîìó áëîêó, äîëæíû èìåòü ðàâíóþ âåëè÷èíó îòñòóïà, òî åñòü
îäèíàêîâîå ÷èñëî ïðîáåëîâ â íà÷àëå ñòðîêè. Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü
îòñòóï â 4 ïðîáåëà è íå ðåêîìåäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îòñòóïà ñèì-
âîë òàáóëÿöèè. Ýòî îäíî èç ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé ñèíòàêñèñà Ïèòîíà îò
ñèíòàêñèñà áîëüøèíñòâà ÿçûêîâ, â êîòîðûõ áëîêè âûäåëÿþòñÿ ñïåöèàëü-
íûìè ñëîâàìè, íàïðèìåð, íö... êö â Êóìèðå, begin... end â Ïàñêàëå èëè
ôèãóðíûìè ñêîáêàìè â Ñè.

Âëîæåííûå óñëîâíûå èíñòðóêöèè âûäåëÿþòñÿ áëîêàìè êîäà ñ äîïîë-
íèòåëüíûìè îòñòóïàìè. Âëîæåííûå áëîêè èìåþò áîëüøèé ðàçìåð îòñòóïà
(íàïðèìåð, 8 ïðîáåëîâ).

x = in t ( input ( ) )
y = in t ( input ( ) )
i f x > 0 :

i f y > 0 : # x > 0 , y > 0
print ( " F i r s t  quarte r " )

else : # x > 0 , y < 0
print ( "Fourth quarte r " )

else :
i f y > 0 : # x < 0 , y > 0

print ( "Second quarte r " )
else : # x < 0 , y < 0

print ( "Third quarte r " )

Ïðè ïîìîùè èíñòðóêöèé if... elif... else ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðîâåðÿòü íåñêîëüêî óñëîâèé è âûïîëíèòü áëîê, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîìó
èç íèõ. Ïðèìåð:

x = in t ( input ( ) )
y = in t ( input ( ) )
i f x > 0 and y > 0 :

print ( " F i r s t  quarte r " )
e l i f x > 0 and y < 0 :

print ( "Fourth quarte r " )
e l i f y > 0 :
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print ( "Second quarte r " )
else :

print ( "Third quarte r " )

Â òàêîé êîíñòðóêöèè óñëîâèÿ if, ..., elif ïðîâåðÿþòñÿ ïî î÷åðåäè, âû-
ïîëíÿåòñÿ áëîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîìó èç èñòèííûõ óñëîâèé. Åñëè âñå
ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ ëîæíû, òî âûïîëíÿåòñÿ áëîê else, åñëè îí ïðèñóò-
ñòâóåò.

Â óñëîâèÿõ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû ñðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñ-
ëîâûõ èëè ñòðîêîâûõ âåëè÷èí. Ñèíòàêñèñ îïåðàòîðîâ ñðàâíåíèÿ â Python
òàêîé æå, êàê â ÿçûêå C: "<"(ìåíüøå), > (áîëüøå), <= (ìåíüøå èëè ðàâíî),
>= (áîëüøå èëè ðàâíî), == (ðàâåíñòâî), != (íåðàâåíñòâî).

Âñå óêàçàííûå îïåðàöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ñòðîêàì è ñïèñêàì, ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Íàïðèìåð, ñòðîêà aba ìåíü-
øå ñòðîêè ac, à ñïèñîê [1, 2] ìåíüøå ñïèñêà [1, 2, 3]. Íåëüçÿ ñðàâíèâàòü
ìåæäó ñîáîé ñïèñêè è ñòðîêè, ñòðîêè è ÷èñëà è ò.ä.

Îïåðàòîðû ñðàâíåíèÿ â Ïèòîíå ìîæíî îáúåäèíÿòü â öåïî÷êè (â îòëè÷èè
îò áîëüøèíñòâà äðóãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå äëÿ ýòîãî íóæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè), íàïðèìåð, ìîæíî ïèñàòü a == b == c èëè
1 <= x <= 10.

Îïåðàòîðû ñðàâíåíèÿ âîçâðàùàþò çíà÷åíèÿ ñïåöèàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî
òèïà bool, òî åñòü True èëè False. Äëÿ ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèé ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè and (ëîãè÷åñêîå È), or (ëîãè÷åñêîå ÈËÈ),
not (îòðèöàíèå). Èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï íåïîëíîãî âû÷èñëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ
âûðàæåíèé: åñëè ñëåâà îò and ñòîèò çíà÷åíèå False, òî âûðàæåíèå ñïðàâà
îò and íå âû÷èñëÿåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ False, èíà÷å âîçâðàùàåòñÿ çíà÷å-
íèå ïðàâîãî âûðàæåíèÿ. Ýòî ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü â êîíñòðóêöèÿõ òèïà
while i >= 0 and A[i] > x, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ïðàâîãî îïåðàíäà ìîæåò
áûòü íåîïðåäåëåíî. Àíàëîãè÷íî, ëîãè÷åñêîå or âîçâðàùàåò True, åñëè ëå-
âûé îïåðàíä ðàâåí True, ïðè ýòîì çíà÷åíèå ïðàâîãî îïåðàíäà íå âû÷èñëÿ-
åòñÿ, èíà÷å âîçâðàùàåòñÿ False.

1.6 Öèêëû

Äîñòîèíñòâîì öèêëà for ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñäåëàòü öèêë ïî çíà÷åíèÿì
ýëåìåíòà ñïèñêà, êîðòåæà, ìíîæåñòâà, ñëîâàðÿ. Íàïðèìåð, åñëè A � ýòî
ñïèñîê, òî öèêë ïî âñåì ýëåìåíòàì ñïèñêà ìîæíî ñäåëàòü òàê:

for elem in A:
print ( elem )

Êàê ïðàâèëî öèêë for èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåáîðà çíà÷åíèé èç íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ ÷åãî öèêë for èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíî ñ ôóíêöèåé
range, íàïðèìåð, òàê:

for i in range (n ) :
print ( i ) # i = 0 , 1 , . . . , n − 1

for i in range (a , b ) :
print ( i ) # i = a , a + 1 , . . . , b − 1

for i in range (a , b , k ) :

6



print ( i ) # i = a , a + k , a + 2 ∗ k , . . .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ i áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî n - 1,
âñåãî öèêë áóäåò âûïîëíåí n ðàç.

Ïðè íàëè÷èè äâóõ àðãóìåíòîâ range(a, b) ïåðåìåííàÿ áóäåò ïðèíè-
ìàòü çíà÷åíèÿ îò a äî b, íå âêëþ÷àÿ b, âñåãî öèêë áóäåò âûïîëíåí b - a

ðàç.
Â ñëó÷àå ñ òðåìÿ àðãóìåíòàìè range(a, b, k) ôóíêöèÿ ãåíåðèðóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñ øàãîì k: a, a + k, a + 2k, ... Âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äîëæíû áûòü ìåíüøå b, òî åñòü ñàìî çíà÷åíèå b è áîëüøèå åãî
íå ïîïàäóò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè çíà÷åíèå k < 0, òî ïîëó÷åíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò óáûâàòü è â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîéäóò òå ÷èñëà,
êîòîðûå áîëüøå ÷èñëà b.

Öèêë while çàïèñûâàåòñÿ òàê:

while i < n :
i += 1

Âíóòðè öèêëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíñòðóêöèè óïðàâëåíèÿ öèêëîì break

è continue. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðåðûâàåò èñïîëíåíèå öèêëà, âòîðàÿ � ïðîäîë-
æàåò èñïîëíåíèå öèêëà ñî ñëåäóþùåãî øàãà. Ïîñëå öèêëà (êàê while, òàê è
for) ìîæíî ïîñòàâèòü ñëîâî else è çàïèñàòü áëîê, êîòîðûé áóäåò âûïîëíåí
îäèí ðàç ïîñëå îêîí÷àíèÿ öèêëà, íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè öèêë íå áûë
ïðåðâàí èíñòðóêöèåé break.

1.7 Ñòðîêè

Ñòðîêè â ÿçûêå Python ìîæíî çàäàâàòü êàê â äâîéíûé, òàê è â îäèíàð-
íûõ êàâû÷êàõ. Äëèíó ñòðîêè ìîæíî óçíàòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè len(S).
Ê ýëåìåíòàì ñòðîêè ìîæíî îáðàùàòüñÿ ïî èíäåêñó, èíäåêñàöèÿ ýëåìåíòîâ
ñòðîêè íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ.

Òàêæå ê ïîñëåäíåìó ýëåìåíòó ñòðîêè S ìîæíî îáðàòèòüñÿ, êàê S[-1],
ê ïðåäïîñëåäíåìó � êàê S[-2] è ò.ä., ïåðâûé ýëåìåíò ñòðîêè áóäåò èìåòü
èíäåêñ S[-len(S)].

Ñðåçû ñòðîêè ïîçâîëÿþò âûáðàòü ïîäñòðîêó, èëè íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñ
çàäàííûì øàãîì. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ñðåçîâ ïîõîæè íà ïàðàìåòðû ôóíêöèè
range. Ñðåç S[a:b] âîçâðàùàåò ïîäñòðîêó èñõîäíîé ñòðîêè ñ èíäåêñàìè îò
a äî b − 1 äëèíû b − a. Ñðåç S[a:b:k] âîçâðàùàåò ñòðîêó èç ñèìâîëîâ ñ
èíäåêñàìè a, a + k, a + 2k è ò.ä., íå âêëþ÷àÿ ñèìâîëû ñ èíäåêñàìè áîëüøå
èëè ðàâíûìè b. Â êà÷åñòâå èíäåêñîâ â ñðåçàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è îòðè-
öàòåëüíûå ÷èñëà, íàïðèìåð, ñðåç S[1:-1] âîçâðàùàåò ñòðîêó áåç ïåðâîãî è
ïîñëåäíåãî ñèìâîëà. Êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ a èëè b ìîæåò áûòü ïðîïóùåí,
â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñðåç áåðåòñÿ îò íà÷àëà ñòðîêè äî êîíöà ñòðîêè
ñîîòâåòñòâåííî.

1.8 Ñïèñêè

Ïóñòîé ñïèñîê çàäàåòñÿ ïàðîé êâàäðàòíûõ ñêîáîê: A = []. Äëÿ ñîçäàíèÿ
ñïèñêà ïðåäîïðåäåëåííîãî ðàçìåðà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ ïîâòî-
ðåíèÿ ñïèñêà: A = [0] * n.
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2 Êâàäðàòè÷íûå ñîðòèðîâêè

2.1 Ñîðòèðîâêà âûáîðîì

Îäíà èç íàèáîëåå ÷àñòî âîçíèêàþùèõ â ïðîãðàììèðîâàíèè çàäà÷ � çàäà÷à
î ñîðòèðîâêå ýëåìåíòîâ ìàññèâà (ñïèñêà). Ïîñòàíîâêà çàäà÷è � äàí ñïèñîê
ýëåìåíòîâ A, êîòîðûå ìîæíî ñðàâíèâàòü (íàïðèìåð, ÷èñåë, ñòðîê, êîðòå-
æåé è ò. ä.). Íåîáõîäèìî ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû ñïèñêà ìåñòàìè òàê, ÷òîáû
áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå A[i] ≤ A[i + 1] äëÿ âñåõ ïàð ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.
Íàïðèìåð, åñëè áûë äàí ñïèñîê [4, 1, 2, 4, 2, 3], òî îòñîðòèðîâàííûé ñïèñîê
áóäåò èìåòü âèä [1, 2, 2, 3, 4, 4]. Òàêîé ïîðÿäîê ñîðòèðîâêè íàçûâàåòñÿ ñîð-
òèðîâêîé ïî íåóáûâàíèþ ýëåìåíòîâ (íî ÷àùå èñïîëüçóþò íå âïîëíå òî÷-
íûé òåðìèí �ñîðòèðîâêà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ�). Åñëè çàìåíèòü óñëîâèå
íà A[i] ≥ A[i + 1], òî ïîëó÷èòñÿ ñîðòèðîâêà â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ (óáû-
âàíèÿ). Äëÿ ñîðòèðîâêè ñïèñêîâ ïðèäóìàíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ.
Îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ � ñîðòèðîâêà âûáîðîì. Èäåÿ àëãî-
ðèòìà ñëåäóþùàÿ. Ñíà÷àëà âûáåðåì â ñïèñêå íàèìåíüøèé ýëåìåíò è ïîñòà-
âèì åãî íà ìåñòî ñ èíäåêñîì 0 â ñïèñêå (â íà÷àëî ñïèñêà). Ïîòîì ñðåäè âñåõ
îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ âûáåðåì íàèìåíüøèé è ïîñòàâèì åãî íà ìåñòî ñ èí-
äåêñîì 1. Çàòåì âûáåðåì íàèìåíüøèé ñðåäè ýëåìåíòîâ ýëåìåíòîâ, íà÷èíàÿ
ñ òðåòüåãî, è ïîñòàâèì åãî íà ìåñòî c èíäåêñîì 2 è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ñîðòèðîâêå äâà âëîæåííûõ öèêëà. Âíåøíèé öèêë
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé i íà÷èíàÿ ñ 0. Ïðè ýòîì âñå ýëåìåíòû ñïèñêà
äî ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì i (òî åñòü A[: i]) åñòü íàèìåíüøèå ýëåìåíòû ñïèñêà,
óïîðÿäî÷åííûå ïî íåóáûâàíèþ. Òåïåðü âûáåðåì ñðåäè ýëåìåíòîâ ñïèñêà
A[i :] ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì è ïîìåíÿåì åãî ìåñòàìè ñ ýëåìåíòîì
ñ èíäåêñîì i.

def Se l e c t i o nSo r t (A) :
for i in range (0 , l en (A) − 1 ) :

# Ñðåäè ýëåìåíòîâ A[ i : ] âûáèðàåì íàèìåíüøèé
# Ñîõðàíÿåì åãî èíäåêñ â ïåðåìåííîé min_idx
min_idx = i
for j in range ( i + 1 , l en (A) ) :

i f A[ j ] < A[ min_idx ] :
min_idx = j

# Òåïåðü ïîñòàâèì A[ min_idx ] íà ìåñòî A[ i ]
A[ i ] , A[ min_idx ] = A[ min_idx ] , A[ i ]

Ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì � íå ñîõðàíÿòü èíäåêñ íàèìåíüøå-
ãî èç ïðîñìîòðåííûõ ýëåìåíòîâ, à ïðè ïðîñìîòðå ýëåìåíòîâ â ñðåçå A[i :]
îáìåíèâàòü î÷åðåäíîé ýëåìåíò A[j] ìåñòàìè ñ A[i], åñëè A[j] < A[i]:

def Se l e c t i o nSo r t (A) :
for i in range (0 , l en (A) − 1 ) :

for j in range ( i + 1 , l en (A) ) :
i f A[ j ] < A[ i ] :

A[ i ] , A[ j ] = A[ j ] , A[ i ]

Ïîñ÷èòàåì ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, òî åñòü êîëè÷åñòâî âûïîëíÿå-
ìûõ èì äåéñòâèé. Ïóñòü ñïèñîê ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Ñíà÷àëà íóæíî íàé-
òè ìèíèìóì ñðåäè n ýëåìåíòîâ ñïèñêà, ÷òî ïîòðåáóåò n îïåðàöèé. Ïîòîì

8



íóæíî íàéòè íàèìåíüøèé èç n − 1 ýëåìåíòà, íà ýòî íóæíà n − 1 îïåðà-
öèÿ. Ïîòîì íóæíî n − 2 îïåðàöèè è ò. ä. Îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé ðàâíî

n + (n− 1) + (n− 2) + ... + 1 = n(n+1)
2 = O(n2). Òàêèì îáðàçîì, ñîðòèðîâêà

âûáîðîì � êâàäðàòè÷íûé àëãîðèòì, âðåìÿ åãî ðàáîòû ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòó îò ðàçìåðà ñïèñêà.

2.2 Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè

Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè èñïîëüçóåò ïîõîæèé èíâàðèàíò: ïåðâûé ýëåìåíòû
ñïèñêà, òî åñòü ñðåç A[: i] óæå îòñîðòèðîâàí. Ïî-èíîìó óñòðîåí àëãîðèòì
äîáàâëåíèÿ i-ãî ýëåìåíòà ê óæå îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè. Çäåñü áåðåòñÿ ýëå-
ìåíò A[i] è äîáàâëÿåòñÿ ê óæå îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè ñïèñêà. Íàïðèìåð,
ïóñòü i = 5 è ñðåç A[: i] = [1, 4, 6, 8, 8], à çíà÷åíèå A[i] = 5. Òîãäà ýëåìåíò
A[i] = 5 íóæíî ïîñòàâèòü ïîñëå ýëåìåíòà A[1] = 4, à âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå
áîëüøå 5 ñäâèíóòü âïðàâî íà 1. Ïîëó÷èòñÿ cðåç A[: i+1] = [1, 4, 5, 6, 8, 8]. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè âñòàâêå ýëåìåíòà A[i] â ñðåç A[: i] òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èëñÿ óïîðÿäî÷åííûé ñðåç, âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå áîëüøå A[i] áóäóò
äâèãàòüñÿ âïðàâî íà îäíó ïîçèöèþ. À â îñâîáîäèâøóþñÿ ïîçèöèþ è áóäåò
âñòàâëåí ýëåìåíò A[i]. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå A[i] íóæíî ñîõðàíèòü â ïåðåìåí-
íîé, ò.ê. íà ìåñòî ýëåìåíòà A[i], âîçìîæíî, áóäåò çàïèñàí ýëåìåíò A[i− 1].

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

def I n s e r t i o nSo r t (A) :
for i in range (1 , l en (A) ) :

# Â new_elem ñîõðàíèëè çíà÷åíèå A[ i ]
new_elem = A[ i ]
# Íà÷èíàÿ ñ ýëåìåíòà A[ i − 1 ]
j = i − 1
# âñå ýëåìåíòû , êîòîðûå áîëüøå new_elem
while j >= 0 and A[ j ] > new_elem :

# ñäâèãàåì âïðàâî íà 1
A[ j + 1 ] = A[ j ]
j −= 1

# Íà ñâîáîäíîå ìåñòî çàïèñûâàåì new_elem
A[ j + 1 ] = new_elem

Ïîñ÷èòàåì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè âñòàâêàìè. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî åñëè ìàññèâ óæå óïîðÿäî÷åí, òî âñå ýëåìåíòû îñòàíóòñÿ íà ñâîåì
ìåñòå è âëîæåííûé öèêë íå áóäåò âûïîëíåí íè ðàçó. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè âñòàâêàìè � ëèíåéíàÿ, ò.å. O(n). Àíàëîãè÷íî,
åñëè ìàññèâ �ïî÷òè óïîðÿäî÷åí�, òî åñòü äëÿ ïðåâðàùåíèÿ åãî â óïîðÿäî÷åí-
íûé íóæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè íåñêîëüêî ñîñåäíèõ èëè áëèçêèõ ýëåìåíòîâ,
òî ñëîæíîñòü òàêæå áóäåò ëèíåéíîé. Íî åñëè ìàññèâ óïîðÿäî÷åí â îáðàòíîì
ïîðÿäêå, íàïðèìåð, êàæäûé ýëåìåíò áîëüøå ñëåäóþùåãî, à íåîáõîäèìî äî-
áèòüñÿ îáðàòíîãî ïîðÿäêà, òî êàæäûé ýëåìåíò áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ ìàêñè-
ìàëüíî âëåâî, ò. å. äî ñàìîé êðàéíåé ïîçèöèè. Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî âû-

ïîëíÿåìûõ ïåðåìåùåíèé áóäåò ðàâíî 1+2+. . .+(n−1)+n = n(n+1)
2 = O(n2).

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè âñòàâêàìè ñèëü-
íî çàâèñèò îò òîãî, �íàñêîëüêî õîðîøî� îòñîðòèðîâàí èñõîäíûé ñïèñîê. Â
ëó÷øåì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû � ëèíåéíî, â õóäøåì ñëó÷àå � êâàäðàòè÷íî.
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×òî æå ïðîèñõîäèò �â ñðåäíåì�, êîãäà ìàññèâ çàïîëíåí ÷èñëàìè â ñëó÷àé-
íîì ïîðÿäêå?

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ïåðåìåùåíèé ýëå-
ìåíòîâ áóäåò ðàâíî ïîëîâèíå îò ÷èñëà ïåðåìåùåíèé â õóäøåì ñëó÷àå (êàæ-
äûé ýëåìåíò â ñðåäíåì áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ íå äî ñàìîãî íà÷àëà ñïèñêà, à
òîëüêî äî ñåðåäèíû ýòîãî ïóòè), òî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà

ïåðåìåùåíèé áóäåò ðàâíî n(n+1)
4 = O(n2). Òî åñòü â ñðåäíåì ýòîò àëãîðèòì

òàêæå èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü.

2.3 Ñîðòèðîâêà ïóçûðüêîì

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì ïîñòðîåí íà ïðîñòîé èäåå. Ïóñòü åñòü
äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà, êîòîðûå ñòîÿò â íåïðàâèëüíîì ïîðÿäêå, òî åñòü
A[i] > A[i + 1]. Ïîìåíÿåì èõ ìåñòàìè. Îêàçûâàåòñÿ, òàêîé îïåðàöèè óæå
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòñîðòèðîâàòü ìàññèâ � äîñòàòî÷íî ïîâòîðÿòü òàêóþ
îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà åñòü ñîñåäíèå íåïðàâèëüíî óïîðÿäî÷åííûå ýëå-
ìåíòû. Íî íåîáõîäèìî åùå îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ òàê, ÷òîáû îí çàâåðøèëñÿ.

Ïðîéäåì ïî âñåìó ñïèñêó ñëåâà íàïðàâî. Åñëè åñòü äâà íåïðàâèëüíî
óïîðÿäî÷åííûõ ýëåìåíòà �ïåðåñòàâèì èõ. Â ðåçóëüòàòå ñàìûé áîëüøîé ýëå-
ìåíò ñïèñêà �âñïëûâåò� â åãî êîíåö � ñòàíåò ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì. Ïîâòî-
ðèì ýòîò ïðîõîä åùå ðàç � âòîðîé ïî âåëè÷èíå ýëåìåíò ñïèñêà �âñïëûâåò� â
êîíåö, îñòàíîâèâøèñü ïåðåä íàèáîëüøèì ýëåìåíòîâ. Çà ñëåäóþùèé ïðîõîä
ìû ìîæåì óñòàíîâèòü íà ìåñòî òðåòèé ýëåìåíò è ò. ä. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå,
óæå �âñïëûâøèå� íàèáîëüøèå ýëåìåíòû íå íóæíî çàòðàãèâàòü àëãîðèòìîì
ñîðòèðîâêè. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

def BubbleSort (A) :
for j in range ( l en (A) − 1 , 0 , −1):

for i in range (0 , j ) :
i f A[ i ] > A[ i + 1 ] :

A[ i ] , A[ i + 1 ] = A[ i + 1 ] , A[ i ]

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà òàêæå áóäåò O(n2). ×òî
ïðîèçîéäåò, åñëè çàïóñòèòü ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì íà óæå îñòîðòèðîâàííîì
ñïèñêå? Íè îäíîé ïåðåñòàíîâêè íå áóäåò ïðîèçâåäåíî, íî àëãîðèòì âñå ðàâ-
íî âûïîëíèò O(n2) îïåðàöèé. Õîòÿ óæå ïîñëå ïåðâîãî ïðîõîäà âëîæåííîãî
öèêëà ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñïèñîê óæå óïîðÿäî÷åí, åñëè íè îäíîé ïåðåñòàíîâ-
êè íå áûëî ñäåëàíî. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîïòèìèçèðîâàòü àëãîðèòì ñîðòèðîâêè
� çàêîí÷èì åãî, åñëè âî âíóòðåííåì öèêëå íå áûëî âûïîëíåíî íè îäíîé
ïåðåñòàíîâêè. Äëÿ ýòîãî çàâåäåì ïåðåìåííóþ IsNotOrdered, êîòîðàÿ áó-
äåò ðàâíà True, åñëè ñïèñîê íå óïîðÿäî÷åí. Ïåðåä ïðîõîäîì âíóòðåííåãî
öèêëà ìû áóäåì óñòàíàâëèâàòü IsNotOrdered = False (àïðèîðè ñ÷èòà-
åì, ÷òî ñïèñîê óæå óïîðÿäî÷åí), íî åñëè îáíàðóæèâàåòñÿ ïàðà íåóïîðÿäî-
÷åííûõ ýëåìåíòîâ, òî âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâàèâàíèå IsNotOrdered = True.
Âíåøíèé öèêë âûïîëíÿåòñÿ, ïîêà ïåðåìåííàÿ IsNotOrdered ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå True.

def BubbleSort (A) :
j = l en (A) − 1
IsNotOrdered = True
while IsNotOrdered :
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IsNotOrdered = False
for i in range (0 , j ) :

i f A[ i ] > A[ i + 1 ] :
A[ i ] , A[ i + 1 ] = A[ i + 1 ] , A[ i ]
IsNotOrdered = True

j −= 1

Òàêîé àëãîðèòì òàêæå áóäåò ðàáîòàòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ íà ïî÷òè óïî-
ðÿäî÷åííûõ ìàññèâàõ (äîâîëüíî ñêîðî ìàññèâ óïîðÿäî÷èòñÿ è âíåøíèé öèêë
çàêîí÷èòñÿ). Åñòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ïóçûðüêî-
âîé ñîðòèðîâêå. Íàïðèìåð, â øåéêåðíîé ñîðòèðîâêå âíóòðåííèé öèêë ïðî-
õîäèòñÿ ïîî÷åðåäíî ñëåâà íàïðàâî, çàòåì ñïðàâà íàëåâî. À â ñîðòèðîâêå
Øåëëà ýëåìåíòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ íå ñîñåäíèå ýëåìåíòû, à ýëåìåíòû, îòñòî-
ÿùèå íà áîëüøåå ðàññòîÿíèå, ÷òî ïîçâîëÿåò áûñòðåå ïåðåìåùàòü ýëåìåíòû
ïî ñïèñêó, âûïîëíÿÿ ñðàçó íåñêîëüêî øàãîâ.

2.4 Ñîðòèðîâêà ïîäñ÷åòîì

Åùå îäíèì àëãîðèòìîì, êîòîðûé, êàçàëîñü áû, ðåøàåò àíàëîãè÷íóþ çàäà-
÷ó, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì. Ïðàâäà, ó íåãî îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, åãî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, äëÿ ñòðîêîâûõ
äàííûé èëè ÷èñåë, òèïà �oat. Îí ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ ñîðòèðîâêè ñïèñ-
êîâ, ýëåìåíòû êîòîðîãî � íåáîëüøèå öåëûå ÷èñëà.

Ïóñòü ñïèñîê ñîñòîèò èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ K. Äà-
âàéòå ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàç êàæäîå èç ÷èñåë 0, 1, 2, . . . , K−1 âñòðå÷àåòñÿ
â ñïèñêå A. Äëÿ ýòîãî çàâåäåì ñïèñîê Count èç K ýëåìåíòîâ (ñ èíäåêñàìè
îò 0 äî K - 1), ãäå çíà÷åíèå Count[i] ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà i
â ñïèñêå A. Äëÿ ýòîãî ïðîéäåìñÿ ïåðåìåííîé elem ïî âñåìó ñïèñêó è óâå-
ëè÷èì íà 1 çíà÷åíèå A[elem]. Çàòåì ñîçäàäèì îòñîðòèðîâàííûé ñïèñîê. Â
ýòîò ñïèñîê äîëæíî âîéòè ÷èñëî 0 ñòîëüêî ðàç, ÷åìó ðàâíî Count[0], ÷èñëî
1 äîëæíî âîéòè Count[1] ðàç è ò. ä. Äëÿ ñîçäàíèÿ òàêîãî ñïèñêà èñïîëüçóåì
âëîæåííûé öèêë. Çíà÷åíèå K ìîæíî âûáðàòü, êàê íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â
ñïèñêå, óâåëè÷åííîå íà 1.

def CountSort (A) :
K = max(A) + 1
Count = [ 0 ] ∗ K
for elem in A:

Count [ elem ] += 1
Result = [ ]
for va l in range (K) :

Result += [ va l ] ∗ Count [ va l ]
return Result

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì íå óïîðÿäî÷èâàåò ýëåìåíòû ñïèñêà, îí ñî-
çäàåò íîâûé ñïèñîê, êîòîðûé ñîñòîèò èç òåõ æå çíà÷åíèé, ÷òî è çíà÷åíèÿ
èñõîäíîãî ñïèñêà. Èìåííî ïîýòîìó àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïîäñ÷åòîì íåëüçÿ
ñ÷èòàòü àëãîðèìîì ñîðòèðîâêè � îí íå óïîðÿäî÷èâàåò ñïèñîê, à ñîçäàåò
íîâûé ñïèñîê. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà: O(n + K). Òî
åñòü ïðè ìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ K ýòîò àëãîðèòì èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.
Íàîáîðîò, åñëè K ñóùåñòâåííî áîëüøå ÷åì n, òî ñîðòèðîâêà ïîäñ÷åòîì áåñ-
ñìûñëåííà, íàïðèìåð, íå ñëåäóåò ñîðòèðîâàòü ïîäñ÷åòîì ýëåìåíòû ñïèñêà
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äëèíû 100, åñëè îíè ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ äî 106 � ëþáîé êâàäðàòè÷-
íûé àëãîðèòì áûñòðåå ñïðàâèòñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé.

3 Áûñòðûå ñîðòèðîâêè

3.1 Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ïîçâîëÿåò îòñîðòèðîâàòü ñïèñîê Îí îñíî-
âàí íà èäåå, ÷òî äâà îòñîðòèðîâàííûõ ñïèñêà ìîæíî ñëèòü â îäèí îòñîðòè-
ðîâàííûé ñïèñîê çà âðåìÿ, ðàâíîå ñóììàðíîé äëèíå ýòèõ ñïèñêîâ.

Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì ïåðâûå ýëåìåíòû äàííûõ ñïèñêîâ. Òîò ýëåìåíò, êî-
òîðûé ìåíüøå, ñêîïèðóåì â êîíåö ðåçóëüòèðóþùåãî ñïèñêà (êîòîðûé ïåð-
âîíà÷àëüíî ïóñò) è â ýòîì ñïèñêå ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó. Áóäåì
ïîâòîðÿòü ýòîò ïðîöåññ (âûáèðàåì èç íà÷àëà äâóõ ñïèñêîâ íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò, êîïèðóåì åãî â ðåçóëüòèðóþùèé ñïèñîê), ïîêà îäèí èç èñõîäíûõ ñïèñ-
êîâ íå êîí÷èòñÿ. Ïîñëå ýòîãî îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû (îäèí èç äâóõ èñõîäíûõ
ñïèñêîâ áóäåò íåïóñò) ñêîïèðóåì â ðåçóëüòèðóþùèé ñïèñîê.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå óäàëÿòü íà÷àëüíûå ýëåìåíòû èç ñïèñêîâ, çàâåäåì äâà
èíäåêñà i è j, óêàçûâàþùèå íà òåêóùèå ýëåìåíòû â êàæäîì ñïèñêå. Âìåñòî
óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ áóäåì ïåðåäâèãàòü ýòè èíäåêñû. Â êîíöå äîáàâèì ê
ðåçóëüòèðóþùåìó ñïèñêó îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû èç äâóõ èñõîäíûõ ñïèñêîâ
A[i:] + B[j:] (îäèí èç ýòèõ ñðåçîâ áóäåò ïóñòûì, ýòî íå äîëæíî íàñ ñìóùàòü).

def merge (A, B) :
Res = [ ]
i = 0
j = 0
while i < l en (A) and j < l en (B) :

i f A[ i ] <= B[ j ] :
Res . append (A[ i ] )
i += 1

else :
Res . append (B[ j ] )
j += 1

Res += A[ i : ] + B[ j : ]
return Res

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ðàáîòû ôóíêöèè merge � ëèíåéíàÿ îò ñóììàð-
íûõ äëèí ñïèñêîâ A è B, òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ðîâíî
îäèí ðàç çà O(1).

Òåïåðü ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñîðòèðîâêó ñëèÿíèåì. Ýòî � ðåêóðñèâíàÿ
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò íà âõîä èñõîäíûé ñïèñîê è ñïèñîê, ñîñòàâëåí-
íûé èç òåõ æå ýëåìåíòîâ, íî îòñîðòèðîâàííûé. Åñëè äëèíà èñõîäíîãî ñïèñ-
êà ðàâíà 1 èëè 0, òî îí óæå îòñîðòèðîâàí è ñîðòèðîâàòü åãî íå íàäî. Åñëè
æå äëèíà ñïèñêà áîëüøå 1, òî ðàçîáüåì åãî íà äâå ÷àñòè ðàâíîé (èëè ïî÷òè
ðàâíîé, åñëè äëèíà èñõîäíîãî ñïèñêà íå÷åòíàÿ). Îòñîðòèðóåì îáå ýòè ÷àñòè,
çàòåì ñîëüåì èõ âìåñòå ïðè ïîìîùè ôóíêöèè merge.

def MergeSort (A) :
i f l en (A) <= 1 :

return A
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else :
L = A[ : l en (A) // 2 ]
R = A[ l en (A) // 2 : ]
return merge (MergeSort (L) , MergeSort (R) )

Îöåíèì ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. Ïóñòü ìàññèâ ñîäåðæèò n ýëåìåí-
òîâ. Òîãäà çà O(n) åãî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè è ïîñëå ñîðòèðîâêè
ñëèòü èõ âìåñòå. Êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ ÷àñòåé èìååò ðàçìåð n/2, è çà O(n)
øàãîâ êàæäóþ èç íèõ ìîæíî ïîäåëèòü íà äâå ÷àñòè ðàçìåðîì n/4 è çàòåì
ïîñëå ñîðòèðîâêè ñëèòü èõ âìåñòå. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûðå ÷àñòè ðàçìåðîì n/4
çà ñóììàðíîå O(n) øàãîâ äåëÿòñÿ íà ÷àñòè ðàçìåðîì n/8 è ñëèâàþòñÿ âìå-
ñòå. Ýòîò ïðîöåññ �â ãëóáèíó� ïðîäîëæàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ðàç ìîæíî
÷èñëî n äåëèòü íà 2, äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçìåð ÷àñòè íå ñòàíåò ðàâåí 1, òî
åñòü log2 n. Èòîãî, îáùàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ðàâíà O(n log2 n).

Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îí
òðåáóåò ìíîãî âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè (ñòîëüêî æå, êàêîâ ðàçìåð èñõîäíî-
ãî ìàññèâà) äëÿ ðåàëèçàöèè.

4 Ñòðóêòóðû äàííûõ

4.1 Ñòåê

Ñòåêîì (àíãë. stack) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé ýëåìåíòû
õðàíÿòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè ýòîì ðàáîòàòü ìîæíî òîëüêî ñ
îäíèì ýëåìåíòîì � êîòîðûé áûë ïîñëåäíèì äîáàâëåí â ñòåê. Ñòåê ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå â âèäå ñòàêàíà, â êîòîðûé ìîæíî êëàñòü äàííûå, ïðè÷åì
äîñòàòü ìîæíî òîëüêî ïîñëåäíèé ýëåìåíò, êîòîðûé áûë ïîëîæåí â ñòàêàí.

Ñòåê òàêæå íàçûâàþò ñòðóêòóðîé òèïà LIFO (last in, �rst out � ïî-
ñëåäíèì ïðèøåë, ïåðâûì óøåë). Ñòåê äîëæåí ïîääåðæèâàòü ñëåäóþùèå
îïåðàöèè:

push � äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â êîíåö ñòåêà.
pop � óäàëåíèå ýëåìåíòà èç ñòåêà. Óäàëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò, êîòî-

ðûé áûë äîáàâëåí â ñòåê. Êàê ïðàâèëî, îïåðàöèÿ pop âîçâðàùàåò çíà÷åíèå
óäàëåííîãî ýëåìåíòà.

top � óçíàòü çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â ñòåêå (áåç óäàëåíèÿ åãî èç
ñòåêà).

size � óçíàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñòåêå.
Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ top ìîæåò îòñóòñòâîâàòü (åå ìîæíî çàìåíèòü íà ïà-

ðó îïåðàöèé pop è push), à âìåñòî îïåðàöèè size ìîæåò áûòü áîëåå ïðîñòàÿ
îïåðàöèÿ isempty ïðîâåðêè ñòåêà íà ïóñòîòó. Âîçìîæíà è îïåðàöèÿ clear,
êîòîðàÿ î÷èùàåò ñòåê.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòåêà â ÿçûêå Python ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íûé
ñïèñîê, ïîñêîëüêó îí ïîääåðæèâàåò îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà â êîíåö
ñïèñêà ïðè ïîìîùè ìåòîäà append è óäàëåíèÿ ýëåìåíòà èç êîíöà ñïèñêà
ïðè ïîìîùè ìåòîäà append. Ïóñòîé ñòåê ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó ñïèñêó.
Ðåàëèçóåì îïåðàöèè íàä ñòåêîì â âèäå ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõ â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà ñïèñîê Stack, â êîòîðîì õðàíÿòñÿ ýëåìåíòû ñòåêà.

def push ( Stack , data ) :
Stack . append ( data )
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def pop ( Stack ) :
return Stack . pop ( )

def top ( Stack ) :
return Stack [−1]

def s i z e ( Stack ) :
return l en ( Stack )

def isempty ( Stack ) :
return l en ( Stack ) == 0

def c l e a r ( Stack ) :
Stack [ : ] = [ ]

Èñïîëüçîâàòü ýòè îïåðàöèè ìîæíî, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Stack = [ ]
push ( Stack , 1)
push ( Stack , 2)
push ( Stack , 3)
while s i z e ( Stack ) > 0 :

print ( pop ( Stack ) )

Â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ íåò ñïèñêîâ (ìàññèâîâ) äèíà-
ìè÷åñêè èçìåíÿþùåãîñÿ ðàçìåðà, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñòåê íà áàçå ìàññèâà,
ïðè ýòîì îòäåëüíî íóæíî õðàíèòü ðàçìåð ñòåêà, íàïðèìåð, â ïåðåìåííîé
stacksize. Òîãäà ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòà â ñòåê çíà÷åíèå stacksize óâå-
ëè÷èâàåòñÿ íà 1, à ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç ñòåêà � óìåíüøàåòñÿ íà 1.
Ñîîòâåòñòâóþùèé êîä ìîæåò âûãëÿäåòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

def push ( data ) :
s t a c k s i z e = s t a c k s i z e + 1
Stack [ s t a c k s i z e ] = data

def pop ( ) :
data = Stack [ s t a c k s i z e ]
s t a c k s i z e = s t a c k s i z e − 1
return data

Íî â ÿçûêå Python ñïèñêè ìîãóò äèíàìè÷åñêè èçìåíÿòü ñâîé ðàçìåð, ïðè
ýòîì äîáàâëåíèå è óäàëåíèå ýëåìåíòîâ â êîíåö ñïèñêà çàíèìàåò íåáîëüøîå
âðåìÿ, â ñðåäíåì íå çàâèñÿùåå îò ðàçìåðà ñïèñêà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ â ñòåê èìåþò ñëîæíîñòü
O(1).

Çàïèøåì è äðóãóþ ôîðìó ðåàëèçàöèè ñòåêà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïðåäåëèì êëàññ Stack, ó
êîòîðîãî áóäóò ìåòîäû push, pop, top è ò.ä. Äëÿ õðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ ñòå-
êà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñïèñîê __elems, ÿâëÿþùèéñÿ çàêðûòûì ÷ëåíîì
êëàññà, òî åñòü îáðàòèòüñÿ ê òàêèì ÷ëåíàì êëàññà ìîæíî òîëüêî ÷åðåç ìå-
òîäû ñòåêà push, pop è ò.ä. Òàêàÿ òåõíîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ èíêàïñóëÿöèåé.
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class Stack :
def __init__( s e l f ) :

s e l f . __elems = [ ]

def push ( s e l f , data ) :
s e l f . __elems . append ( data )

def pop ( s e l f ) :
return s e l f . __elems . pop ( )

def top ( s e l f ) :
return s e l f . __elems [−1]

def s i z e ( s e l f ) :
return l en ( s e l f . __elems )

def isempty ( s e l f ) :
return l en ( s e l f . __elems ) == 0

def c l e a r ( s e l f ) :
s e l f . __elems [ : ] = [ ]

Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ñòåêà áóäåò âûãëÿäåòü ïî-äðóãîìó:

S = Stack ( )
S . push (1 )
S . push (2 )
S . push (3 )
while S . s i z e ( ) > 0 :

print (S . pop ( ) )

Ñòåêè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ. Âî-ïåðâûõ,
ïðè ïîìîùè ñòåêà îðãàíèçîâàí ïðîöåññ âûçîâà ôóíêöèé è ðåêóðñèè. Âî-
âòîðûõ, ìíîãèå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò ñòåêè, íàïðèìåð, àëãîðèòì ïðîâåð-
êè ïðàâèëüíîñòè ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àëãîðèòì îáõîäà ãðàôà â
ãëóáèíó, àëãîðèòì Ãðýõåìà ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè.

4.2 Î÷åðåäü

Î÷åðåäüþ (àíãë. queue) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, èç êîòîðîé óäàëÿåò-
ñÿ ïåðâûì òîò ýëåìåíò, êîòîðûé áûë ïåðâûì â î÷åðåäü äîáàâëåí. Òî åñòü
î÷åðåäü â ïðîãðàììèðîâàíèè ñîîòâåòñòâóåò �áûòîâîìó� ïîíÿòèþ î÷åðåäè,
êîãäà ïåðâûì îáñëóæèâàåòñÿ òîò ÷åëîâåê, êîòîðûé ïåðâûì âñòàë â î÷åðåäü.
Î÷åðåäü òàêæå íàçûâàþò ñòðóêòóðîé òèïà FIFO (�rst in, �rst out � ïåðâûì
ïðèøåë, ïåðâûì óøåë). Î÷åðåäü ïîääåðæèâàåò òå æå îïåðàöèè, ÷òî è ñòåê,
çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îïåðàöèè pop è top ðàáîòàþò ñ äðóãèì êîíöîì
î÷åðåäè.

Êàçàëîñü áû, î÷åðåäü ìîæíî ïðîñòî ðåàëèçîâàòü, åñëè óäàëÿòü èç ñïèñêà
íå ïîñëåäíèé ýëåìåíò, à ïåðâûé, åñëè ïåðåäàòü ìåòîäó pop ñïèñêà èíäåêñ
óäàëÿåìîãî ýëåìåíòà 0. Ïðèâåäåì íà÷àëî òàêîé ðåàëèçàöèè:

class Queue :
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def __init__( s e l f ) :
s e l f . __elems = [ ]

def push ( s e l f , data ) :
s e l f . __elems . append ( data )

def pop ( s e l f ) :
return s e l f . __elems . pop (0 )

def top ( s e l f ) :
return s e l f . __elems [ 0 ]

Îñòàëüíûå ìåòîäû î÷åðåäè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ìåòîäàì ñïèñ-
êà, ïîýòîìó ïðèâîäèòü èõ çäåñü íå áóäåì.

Íî ïðîáëåìà òàêîé ðåàëèçàöèè áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî óäàëåíèå
ýëåìåíòà èç íà÷àëà ñïèñêà òðåáóåò ñäâèãà âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà ê åãî íà-
÷àëó, ïîýòîìó ïðîèçâîäèòñÿ çà âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå äëèíå ñïèñêà (òî
åñòü èìååò ñëîæíîñòü O(n), ãäå n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ñïèñêà). Ìîæíî
ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì � ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè pop íå óäàëÿòü
ýëåìåíò èç ñïèñêà, à ïðîñòî ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî î÷åðåäè ñäâèãàåòñÿ âëåâî,
òî åñòü ïåðâûì ýëåìåíòîì î÷åðåäè ñòàíîâèòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò ñïèñ-
êà. Äëÿ ýòîãî áóäåì â îòäåëüíîé ïåðåìåííîé (ïîëå êëàññà) __queuestart
õðàíèòü íîìåð ýëåìåíòà, êîòîðûé áóäåò ïåðâûì ýëåìåíòîì â î÷åðåäè. Òî-
ãäà óäàëåíèå ýëåìåíòà èç î÷åðåäè ñâîäèòñÿ ê óâåëè÷åíèþ ýòîé ïåðåìåííîé
íà 1, à â íà÷àëå ñïèñêà áóäóò èäòè ýëåìåíòû, êîòîðûå êîãäà-òî íàõîäèëèñü
â î÷åðåäè, à ïîòîì áûëè óäàëåíû èç íåå.

class Queue :
def __init__( s e l f ) :

s e l f . __elems = [ ]
s e l f . __queuestart = 0

def push ( s e l f , data ) :
s e l f . __elems . append ( data )

def top ( s e l f ) :
return s e l f . __elems [ s e l f . __queuestart ]

def pop ( s e l f ) :
s e l f . __queuestart += 1
return s e l f . __elems [ s e l f . __queuestart − 1 ]

Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà size áóäåò äðóãîé � äëèíà î÷åðåäè
ýòî ðàçìåð ñïèñêà ìèíóñ âñå óäàëåííûå ýëåìåíòû:

class Queue :
def s i z e ( s e l f ) :

return l en ( s e l f . __elems ) − s e l f . __queuestart

Ó òàêîé ðåàëèçàöèè åñòü äðóãàÿ ïðîáëåìà � íà÷àëî î÷åðåäè çàñîðÿåòñÿ
�íåíóæíûìè� ýëåìåíòàìè, êîòîðûå íå èñïîëüçóþòñÿ. Åñëè èç î÷åðåäè áûëî
óäàëåíî ìíîãî ýëåìåíòîâ, òî áîëüøàÿ ÷àñòü î÷åðåäè áóäåò ñîñòîÿòü èç ýòèõ
íåíóæíûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàñõîäó ïàìÿòè.
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Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû. Ìîæíî ïðè íàëè÷èè
áîëüøîãî ÷èñëà íåèñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ â íà÷àëå ñïèñêà íîâûå ýëåìåí-
òû, äîáàâëÿåìûå â êîíåö î÷åðåäè, ìîæíî ðàçìåùàòü â íà÷àëå ñïèñêà íà
ìåñòå óäàëåííûõ èç î÷åðåäè ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê, �çàìêíóòûé� â
êîëüöî, â êîòîðîì çà ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì ñïèñêà èäåò ïåðâûé ýëåìåíò.
Ïðè çàïîëíåíèè ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà î÷åðåäü íà÷èíàåò �ðàñòè� îò
åãî íà÷àëà. Â òàêîé ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî õðàíèòü íîìåð íà÷àëüíîãî ýëå-
ìåíòà â î÷åðåäè è íîìåð ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â î÷åðåäè (èëè êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè).

Äðóãîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âðåìÿ îò âðåìåíè ðåàëüíî óäà-
ëÿòü íåèñïîëüçóåìûå ýëåìåíòû èç íà÷àëà î÷åðåäè. Òî åñòü åñëè íà÷àëüíûõ
íåèñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ â î÷åðåäè íåìíîãî, îíè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. À
åñëè íàêîïèëîñü ìíîãî íåèñïîëüçîâàííûõ ýëåìåíòîâ, òî ìîæíî ïîòðàòèòü
áîëüøîå âðåìÿ è �î÷èñòèòü� î÷åðåäü, óäàëèâ íåèñïîëüçóåìûå ýëåìåíòû èç
íà÷àëà ñïèñêà.

Òàêàÿ òåõíîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ �ëåíèâîå óäàëåíèå�. Ñóòü òåõíîëîãèè â
òîì, ÷òî íåíóæíûé ýëåìåíò íå óäàëÿåòñÿ ðåàëüíî èç ñòðóêòóðû äàííûõ, à
ïðîñòî ïîìå÷àåòñÿ, êàê íåèñïîëüçóåìûé, ÷òî îñóùåñòâëÿåòñÿ çà O(1). Åñëè
íàêîïèëîñü ìíîãî òàêèõ íåèñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ, òî ïðîâîäèòñÿ îïåðà-
öèÿ ðåàëüíîãî óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ èç ñòðóêòóðû äàííûõ � òàêàÿ îïåðàöèÿ
òðåáóåò ìíîãî âðåìåíè, íî è ïðîâîäèòüñÿ áóäåò ðåäêî.

Êðèòåðèì äëÿ ðåàëüíîãî óäàëåíèÿ íåèñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ áóäåò óñëî-
âèå, ÷òî íåèñïîëüçóåìûå ýëåìåíòû çàíèìàþò áîëåå ïîëîâèíû îò ñïèñêà.
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ îïåðàöèè pop:

class Queue :
def pop ( s e l f ) :

r e s u l t = s e l f . __elems [ s e l f . __queuestart ]
s e l f . __queuestart += 1
i f s e l f . __queuestart > len ( s e l f . __elems ) / 2 :

s e l f . __elems [ : s e l f . __queuestart ] = [ ]
s e l f . __queuestart = 0

return r e s u l t

Ñëîæíîñòü òàêîé ðåàëèçàöèè áóäåò ñëåäóþùåé. Â ëó÷øåì ñëó÷àå îïå-
ðàöèÿ óäàëåíèÿ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà O(1), â õóäøåì � çà O(n), íî åñëè
ñ î÷åðåäüþ âûïîëíèòü n îïåðàöèé, òî ñóììàðíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ
îïåðàöèé óäàëåíèÿ áóäåò O(n). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñðåäíåå (èëè
àìîðòèçàöèîííîå) âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè óäàëåíèÿ áóäåò O(1).

4.3 Äåê

Äåêîì (àíãë. deque îò �double-ended queue� � î÷åðåäü ñ äâóìÿ êîíöàìè) íà-
çûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé âñå îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ
ýëåìåíòîâ ìîæíî ïðîâîäèòü ñ êàæäûì èç äâóõ êîíöîâ äåêà. Òî åñòü â äåêå
åñòü äâå îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ â íà÷àëî è â êîíåö äåêà è òàêæå äâå îïåðàöèè
óäàëåíèÿ èç íà÷àëà è êîíöà äåêà.

Ðåàëèçîâàòü äåê ìîæíî íà áàçå ñïèñêà ñ äîáàâëåíèåì ýëåìåíòîâ â íà÷àëî
èëè êîíåö ñïèñêà, íî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèè ñ íà÷àëîì äåêà áóäóò èìåòü
ñëîæíîñòü O(n). Ìîæíî ðåàëèçîâàòü äåê íà áàçå çàêîëüöîâàííîãî ñïèñêà,
åñëè õðàíèòü äâå ïåðåìåííûå � èíäåêñ ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â
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äåêå. Íî â ìîäóëå collections ÿçûêà Python åñòü êëàññ deque, ñîäåðæàùèé
ðåàëèçàöèþ ñòàíäàðòíîãî äåêà, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â êà÷åñòâå
î÷åðåäè. Ó ýòîãî êëàññà åñòü ñëåäóþùèå ìåòîäû:

append(x) � äîáàâèòü ýëåìåíò x â êîíåö äåêà (èëè ñïðàâà).
appendleft(x) � äîáàâèòü ýëåìåíò x â íà÷àëî äåêà (èëè ñëåâà).
pop() � óäàëèòü ïîñëåäíèé (ñàìûé ïðàâûé) ýëåìåíò äåêà. Ìåòîä âîç-

âðàùàåò çíà÷åíèå óäàëÿìîãî ýëåìåíòà.
popleft() � óäàëèòü ïåðâûé (ñàìûé ëåâûé) ýëåìåíò äåêà. Ìåòîä âîç-

âðàùàåò çíà÷åíèå óäàëÿìîãî ýëåìåíòà.
clear() � î÷èñòèòü äåê.
rotate(n) � öèêëè÷åñêè ñäâèíóòü ýëåìåíòû äåêà íà n ýëåìåíòîâ âïðà-

âî, ýêâèâàëåíòíî n-êðàòíîìó óäàëåíèþ ýëåìåíòà ñïðàâà è äîáàâëåíèåì åãî
ñëåâà. Åñëè n < 0, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñäâèã âëåâî íà |n| ýëåìåíòîâ.

Òàêæå ìîæíî óçíàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êëàññå deque ïðè ïîìîùè
ôóíêöèè len, à òàêæå ìîæíî îáðàùàòüñÿ ê ýëåìåíòàì äåêà ïî èíäåêñó,
òî åñòü åñëè D ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì êëàññà deque, òî D[0] ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
ïåðâûì (ëåâûì) ýëåìåíòîì äåêà, D[1] � ñëåäóþùèì çà íèì, è ò.ä. D[-1]
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì (ïðàâûì) ýëåìåíòîì äåêà, D[-2] � ïðåäïîñëåäíèì è
ò.ä. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äåêà:

import c o l l e c t i o n s
D = c o l l e c t i o n s . deque ( )
D. append l e f t (1 )
D. append l e f t (2 )
D. appendright (3 )
# Ñåé÷àñ äåê èìååò âèä [ 2 , 1 , 3 ]
# Âûâîä äåêà ñëåâà íàïðàâî
while l en (D) > 0 :

print (D[ 0 ] )
D. pop l e f t ( )

Ïðè ýòîì ââèäó îñîáåííîñòåé ðåàëèçàöèè îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ýëåìåí-
òîâ â íà÷àëî è êîíåö äåêà, îáðàùåíèÿ ê ïåðâûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòàì
äåêà âûïîëíÿþòñÿ çà O(1), à îïåðàöèè äîñòóïà ê ýëåìåíòàì, îñòîÿùèì îò
êîíöîâ äåêà íà ðàññòîÿíèå n âûïîëíÿþòñÿ çà O(n).

5 Ïîèñê ýëåìåíòà â ñïèñêå

5.1 Ëèíåéíûé ïîèñê

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïîèñêà ýëåìåíòà â ìàññèâå. Íåîáõîäèìî ðå-
àëèçîâàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèòñÿ ëè â äàííîì ñïèñêå
A äàííûé ýëåìåíò key. Ôóíêöèÿ äîëæíà âîçâðàùàòü çíà÷åíèå True èëè
False. Äðóãèå ìîäèöèôèêàöèè àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïîèñêà ìîãóò âîçâðà-
ùàòü çíà÷åíèå èíäåêñà ýëåìåíòà, ðàâíîãî key.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ïåðåáðàâ âñå ýëåìåíòû ñïèñêà ïðè ïîìî-
ùè öèêëà for ñ ïðîâåðêîé óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåêóùåãî ýëåìåíòà çíà÷åíèþ
key âíóòðè öèêëà:

def search (A, key ) :
for i in range ( l en (A) ) :
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i f A[ i ] == key :
return True

return False

Â ÿçûêå Python óäîáíåé èñïîëüçîâàòü öèêë ïî çíà÷åíèþ ýëåìåíòà (for
elem in A), à íå ïî èíäåêcó ýëåìåíòà (for i in range(len(A)). Â ýòîì ñëó÷àå
öèêë áóäåò âûãëÿäåòü ïðîùå:

def search (A, key ) :
for elem in A:

i f elem == key :
return True

return False

Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ ëèíåéíîãî ïîèñêà èñïîëüçóåò öèêë while
áåç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ âíóòðè öèêëà. Áóäåì ïî î÷åðåäè ïðîñìàòðè-
âàòü âñå ýëåìåíòû öèêëà äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåì ýëåìåíò, ðàâíûé key
èëè íå âûéäåì çà ãðàíèöû ñïèñêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ i óêàçûâàåò íà
ïðîñìàòðèâàåìûé ýëåìåíò ñïèñêà, â íà÷àëå àëãîðèòìà i=0. Â öèêëå çíà÷å-
íèå i óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîêà çíà÷åíèå i íå âûéäåò çà ãðàíèöó ñïèñêà, èëè åñëè
áóäåò íàéäåí ýëåìåíò, ðàâíûé key. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå îêîí÷àíèÿ öèêëà
ëèáî A[i] == key, ëèáî i âûøëî çà ãðàíèöó ñïèñêà, â ýòîì ñëó÷àå i==len(A).
Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, áûë ëè íàéäåí ýëåìåíò, ðàâíûé key, íåîáõîäèìî ïðî-
âåðèòü óñëîâèå i < len(A).

def search (A, key ) :
i = 0
while i < l en (A) and A[ i ] != key :

i += 1
return i < l en (A)

Àëãîðèòì ëèíåéíîãî ïîèñêà ìîæíî ìîäèöèðîâàòü òàê, ÷òîáû îí âîçâðà-
ùàë èíäåêñ ïåðâîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî key, à åñëè òàêîé ýëåìåíò íå íàéäåí,
òî âîçâðàùàåòñÿ ñïåöèàëüíîå çíà÷åíèå −1. Âàðèàíò àëãîðèòìà ëèíåéíîãî
ïîèñêà èíäåêñà ýëåìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì öèêëà for:

def search (A, key ) :
for i in range ( l en (A) ) :

i f A[ i ] == key :
return i

return −1

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïîèñêà ýëåìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì öèê-
ëà while:

def search (A, key ) :
i = 0
while i < l en (A) and A[ i ] != key :

i += 1
i f i < l en (A) :

return i
else :

return −1
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Ïîñêîëüêó âñå ýòè àëãîðèòìû äîëæíû â õóäøåì ñëó÷àå (åëè èñêîìûé
ýëåìåíò íå ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå) ïðîñìîòðåòü âåñü ñïèñîê â ïîèñêàõ äàííîãî
ýëåìåíòà, òî ñëîæíîñòü äàííûõ àëãîðèòìîâ áóäåò O(n) (n � äëèíà ñïèñêà).

Åñëè ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ýëåìåíò key åñòü â ñïèñêå è íåîáõîäèìî íàé-
òè èíäåêñ åãî ïåðâîãî âõîæäåíèÿ, òî ìîæíî óáðàòü ïðîâåðêó íà âûõîä çà
ãðàíèöó ñïèñêà:

def search (A, key ) :
i = 0
while A[ i ] != key :

i += 1
return i

Íî åñëè â ñïèñêå ýëåìåíò, ðàâíûé key ìîæåò îòñòóòñòâîâàòü, òî ìîæ-
íî äîáàâèòü çíà÷åíèå key â êîíåö ñïèñêà, òîãäà ëèíåéíûé ïîèñê çàâåäîìî
îñòàíîâèòñÿ íà ýòîì íîâîì ýëåìåíòå (åñëè ýëåìåíòà ðàâíîãî key íå áûëî â
èñõîäíîì ñïèñêå) èëè ðàíüøå. Òîãäà òàêæå ìîæíî íå âûïîëíÿòü ïðîâåðêó
íà âûõîä èíäåêñà çà ãðàíèöó ñïèñêà. Òàêîé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ áàðüåðíûì,
ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëåì äëÿ èíäåêñà ýëåìåíòà â ïîèñêå. Ïîñëå
îêîí÷àíèÿ ïîèñêà áàðüåðíûé ýëåìåíò íåîáõîäèìî óäàëèòü èç ñïèñêà. Ïðè-
âåäåì êîä àëãîðèòìà ëèíåéíîãî ïîèñêà, ïðîâåðÿþùåãî íàëè÷èå ýëåìåíòà â
ñïèñêå, ñ èñïîëüçîâàíèåì áàðüåðíîãî ýëåìåíòà.

def search (A, key ) :
A. append ( l ey )
i = 0
while A[ i ] != key :

i += 1
A. pop ( )
return i < l en (A)

5.2 Äâîè÷íûé ïîèñê

Åñëè èñõîäíûé ñïèñîê óæå îòñîðòèðîâàí, òî ýëåìåíò â íåì ìîæíî íàéòè
ãîðàçäî áûñòðåå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîè÷íûì ïîèñêîì. Èäåÿ äâîè÷íîãî
ïîèñêà çàêëþ÷àåòñÿ â äåëåíèè ñïèñêà ïîïîëàì, ïîñëå ÷åãî â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî ýëåìåíòà â ñïèñêå ìû ïåðåõîäèì ëèáî ê ëåâîé, ëèáî
ê ïðàâîé ïîëîâèíå ñïèñêà. Òåì ñàìûì äëèíà ÷àñòè, â êîòîðîé ìû èùåì
ýëåìåíò, ñîêðàùàåòñÿ â äâà ðàçà íà êàæäîì øàãå öèêëà, à, çíà÷èò, îáùàÿ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äâîè÷íîãî ïîèñêà áóäåò O(log2n) (êîëè÷åñòâî øàãîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîêðàùåíèÿ ñïèñêà èç n ýëåìåíòîâ äî îäíîãî ýëåìåíòà
äåëåíèåì ïîïîëàì).

Èòàê, ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à � âûÿñíèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè ýëåìåíò key
â íåêîòîðîì ñïèñêå èëè â åãî ÷àñòè. Ìû áóäåì ñîêðàùàòü ÷àñòü ñïèñêà,
â êîòîðîé ìû èùåì ýëåìåíò key. À èìåííî, ââåäåì äâå ãðàíèöû � left è
right. Ïðè ýòîì ìû áóäåì çíàòü, ÷òî ýëåìåíò A[right] ñòðîãî áîëüøå, ÷åì
key, òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðàâåå ýëåìåíòà ñ
èíäåêñîì right. Ïðî ýëåìåíò A[left] è òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ëåâåå íåãî ìû
áóäåì çíàòü, ÷òî âñå îíè ìåíüøå èëè ðàâíû key. À ïðî ýëåìåíòû, êîòîðûå
ëåæàò ñòðîãî ìåæäó A[left] è A[right] (òî åñòü ïðî ýëåìåíòû, ÷üè èíäåêñû
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áîëüøå left, íî ìåíüøå right), ìû íè÷åãî íå çíàåì. Òî åñòü ìåæäó ýëåìåí-
òàìè ñ èíäåêñàìè left è right íàõîäÿòñÿ òå ýëåìåíòû ñïèñêà, ïðî êîòîðûå
â íàñòîÿùèé ìîìåíò íè÷åãî íåèçâåñòíî. Àëãîðèòì äâîè÷íîãî ïîèñêà áóäåò
ñîêðàùàòü ýòó îáëàñòü äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ýëåìåíòû íå áóäóò îòíåñåíû
ëèáî ê ëåâîé, ëèáî ê ïðàâîé ÷àñòè, à ýëåìåíòîâ, ïðî êîòîðûå íè÷åãî íå
èçâåñòíî, íå îñòàíåòñÿ.

Â ñàìîì íà÷àëå ìû íè÷åãî íå çíàåì ïðî âñå ýëåìåíòû ìàññèâà, ïîýòî-
ìó óêàçàòåëè left è right äîëæíû óêàçûâàòü íà ôèêòèâíûå ýëåìåíòû: left
óêàçûâàåò íà ýëåìåíò, ñëåäóþùèé ïåðåä ýëåìåíòîì ñ èíäåêñîì 0, à right íà
ýëåìåíò, ñëåäóùèé çà ýëåìåíòîì ñ èíäåêñîì right. Ïîýòîìó ïðèñâîèì left
= -1 è right = len(A). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýòî òàê � ê êîíöàì ìàññèâà äî-
áàâëÿþòñÿ äâà ôèêòèâíûõ ýëåìåíòà, â ëåâûé êîíåö äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò, â
êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü (ò. å. çíà÷åíèå, çàâåäîìî ìåíü-
øåå, ÷åì key), è ýòîò ýëåìåíò èìååò èíäåêñ -1, à â ïðàâûé ýëåìåíò äîïè-
ñûâàåòñÿ ýëåìåíò, ðàâíûé ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, è åãî èíäåêñ ðàâåí len(A).
Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûå left è right ïåðâîíà÷àëüíî óêàçûâàþò íà ýòè
ôèêòèâíûå ýëåìåíòû.

Çàòåì ðàçäåëèì îòðåçîê îò left äî right íà äâå ÷àñòè è âîçüìåì ñðåä-
íèé ýëåìåíò ìåæäó íèìè. Åãî èíäåêñ ðàâåí middle = (left + right) // 2.
Ñðàâíèì çíà÷åíèå ýòîãî ýëåìåíòà ñî çíà÷åíèåì key. Åñëè A[middle] ñòðîãî
áîëüøå ÷åì key ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñàì ýëåìåíò A[middle] è âñå, ÷òî ïðàâåå
íåãî, äîëæíî ïîïàñòü â ïðàâóþ ÷àñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ñäåëàòü
ïðèñâàèâàíèå right = middle. Èíà÷å (åñëè A[middle] <= key), òî ýëåìåíò
A[middle] è âñå, ÷òî ëåâåå íåãî, äîëæíî ïîïàñòü â ëåâóþ ÷àñòü, òî åñòü
íåîáõîäèìî ïðèñâîèòü left = middle. Áóäåì ïîâòîðÿòü ýòîò ïðîöåññ, ïîêà
ìåæäó äâóìÿ ãðàíèöàìè left è right åùå åñòü ýëåìåíòû, òî åñòü ÷òî right >
left + 1. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì � ïðîîáðàç àëãîðèòìà äâîè÷íîãî
ïîèñêà.

l e f t = −1
r i g h t = len (A)
while r i g h t > l e f t + 1 :

middle = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f A[ middle ] > key :

r i g h t = middle
else :

l e f t = middle

×òî áóäåò ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà? left è right óêàçûâàþò íà
äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà, ïðè ýòîì A[right] > key, A[left] <= key. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè ýëåìåíò key ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå, òî A[left] == key, à åñëè íå
ñîäåðæèòñÿ, òî A[left] < key. Íî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà left == -1 (åñëè â
ñïèñêå A âñå ýëåìåíòû ñòðîãî áîëüøå key, òî â äâîè÷íîì ïîèñêå áóäåò äâè-
ãàòüñÿ òîëüêî ãðàíèöàì right è äâîè÷íûé ïîèñê ñîéäåòñÿ ê çíà÷åíèÿì left
== -1 è right == 0). Ïîýòîìó äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ ¾ñîäåðæèòñÿ ëè â ñïèñêå
A ýëåìåíò key¿ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü óñëîâèå left >= 0 and A[left] == key.
Èòàê, ìîæíî çàïèñàòü àëãîðèòì äâîè÷íîãî ïîèñêà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

def BinarySearch (A, key ) :
l e f t = −1
r i g h t = len (A)
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while r i g h t > l e f t + 1 :
middle = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f A[ middle ] > key :

r i g h t = middle
else :

l e f t = middle
return l e f t >= 0 and A[ l e f t ] == key

Íî ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ðåøèòü êóäà áîëåå èíòåðåñíóþ çàäà÷ó, ÷åì
ïðîñòî ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ýëåìåíòà â ñïèñêå. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå
íà çíà÷åíèå right ïîñëå îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà? Ýòî ýëåìåíò â ñïèñêå, êî-
òîðûé ñòðîãî áîëüøå, ÷åì key. Èíûìè ñëîâàìè, íà ìåñòî ýëåìåíòà A[right]
ìîæíî âñòàâèòü ýëåìåíò ñî çíà÷åíèåì key (ñäâèíóâ ïðè ýòîì âñþ ïðàâóþ
÷àñòü ñïèñêà, êîòîðàÿ áóäåò ñòðîãî áîëüøå key, íà îäèí ýëåìåíò), ñîõðàíÿÿ
óïîðÿäî÷åííîñòü ñïèñêà, ïðè ýòîì right åñòü ñàìàÿ ïðàâàÿ ïîçèöèÿ, êóäà
ìîæíî âñòàâèòü â ñïèñîê ýëåìåíò key, ñîõðàíÿÿ óïîðÿäî÷åííîñòü. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çíà÷åíèå right ÿâëÿåòñÿ �âåðõíåé ãðàíèöåé� äëÿ ýëåìåí-
òà key: ïðàâåå ýòîé ïîçèöèè íåëüçÿ âñòàâèòü ýëåìåíò key, ñîõðàíÿÿ ñïèñîê
óïîðÿäî÷åííûì. Âîò ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ â çàäàííîì ñïèñêå A íàõîäèò ¾âåðõ-
íþþ ãðàíèöó¿ äëÿ çàäàííîãî ýëåìåíòà key:

def UpperBound (A, key ) :
l e f t = −1
r i g h t = len (A)
while r i g h t > l e f t + 1 :

middle = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f A[ middle ] > key :

r i g h t = middle
else :

l e f t = middle
return r i g h t

Òåïåðü ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì äâîè÷íîãî ïîèñêà òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû,
â òî÷íîñòè ðàâíûå key, îêàçûâàëèñü â ïðàâîé ÷àñòè ñïèñêà, à íå â ëåâîé,
êàê ðàíüøå. Ýòî ïîòðåáóåò èçìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà â óñëîâèè âíóòðè öèêëà:

def LowerBound (A, key ) :
l e f t = −1
r i g h t = len (A)
while r i g h t > l e f t + 1 :

middle = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f A[ middle ] >= key :

r i g h t = middle
else :

l e f t = middle
return r i g h t

Íà êàêèõ çíà÷åíèÿõ left è right çàêîí÷èòñÿ äàííûé öèêë? A[left] < key,
A[right] >= key. Òåì ñàìûì right óêàçûâàåò íà ïåðâûé ýëåìåíò, ðàâíûé
(èëè áîëüøå) key, à ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè ìåíüøèìè, ÷åì right áóäóò ñòðî-
ãî ìåíüøå, ÷åì key. Òî åñòü ýëåìåíò, ðàâíûé key, ìîæíî âñòàâèòü íà ìåñòî
ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì right, ñîõðàíÿÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ñïèñêà, è ýòî ìèíè-
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ìàëüíàÿ ïîçèöèÿ, êóäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Èíûìè ñëîâàìè, äàííàÿ ôóíê-
öèÿ âîçâðàùàåò �íèæíþþ ãðàíèöó� äëÿ ýëåìåíòà key. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ïîñêîëüêó UpperBound âîçâðàùàåò èíäåêñ ïåðâîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé
áîëüøå ÷åì key, à LowerBound âîçâðàùàåò èíäåêñ ïåðâîãî ýëåìåíòà, êîòî-
ðûé ðàâåí key (à åñëè òàêîãî íåò � òî òîãî, êîòîðûé áîëüøå, ÷åì key), òî
çíà÷åíèå ðàçíîñòè UpperBound(A, key) - LowerBound(A, key) ðàâíî ÷èñëó
âõîæäåíèé ýëåìåíòà key â ñïèñîê A.

Ïðè ïîìîùè LowerBound òàêæå ìîæíî ïðîâåðèòü âõîæäåíèå ýëåìåíòà
key â ñïèñîê A ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ right < len(A) and A[right] == key
ïîñëå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà (àíàëîãè÷íî, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñïèñêå
ïîä èíäåêñîì right ñòîèò ýëåìåíò, ðàâíûé key, íî ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò
âûõîäà çà ãðàíèöó ñïèñêà, âîçìîæíîãî â ñëó÷àå, êîãäà âñå ýëåìåíòû ñïèñêà
áóäóò ñòðîãî ìåíüøå key, â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì LowerBound îñòàíîâèòñÿ
íà çíà÷åíèè left == len(A) - 1, right == len(A)).

5.3 Ïîèñê êîðíÿ ôóíêöèè äåëåíèåì ïîïîëàì

Èäåþ äâîè÷íîãî ïîèñêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíÿ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x), òî åñòü ìîæíî âû÷èñëèòü çíà-
÷åíèå ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà îòðåçêå [a, b], ïðè ýòîì èçâåñòíî,
÷òî f(a) < 0, f(b) > 0, ñëåäîâàòåëüíî åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òî íà îò-
ðåçêå [a, b] ó íåå åñòü êîðåíü. Ðàçäåëèì îòðåçîê ïîïîëàì è â çàâèñèìîñòè îò
çíàêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ñåðåäèíå îòðåçêà ïåðåéäåì ëèáî ê ëåâîìó, ëèáî
ê ïðàâîìó îòðåçêó, ñîõðàíÿÿ èíâàðèàíò f(a) < 0, f(b) > 0, òî åñòü âûáè-
ðàÿ îòðåçîê òàê, ÷òîáû êîðåíü ôóíêöèè îñòàâàëñÿ íà îòðåçêå [a, b], à äëèíà
îòðåçêà ïðè ýòîì ñîêðàòèëàñü â äâà ðàçà. Öèêë ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà äëèíà îòðåçêà íå ñòàíåò ìåíüøå òîé òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü êîðåíü ôóíêöèè. Ýòà òî÷íîñòü çàäàåòñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé
EPS.

def root ( a , b ) :
while b − a > EPS :

x = ( r i gh t + l e f t ) / 2
i f f ( x ) > 0 :

b = x
else :

a = x
return ( a + b) / 2

5.4 Äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó

Äâîè÷íûé ïîèñê ïîçâîëÿåò èíîãäà ðåøàòü çàäà÷è, êîòîðûå, êàçàëîñü áû,
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ íè ê ïîèñêó ýëåìåíòà â ìàññèâå, íè ê ïîèñêó êîðíÿ
ôóíêöèè, íå èìåþò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ. Ðàññìîòðèì èäåþ äâîè÷íîãî ïî-
èñêà ïî îòâåòó íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Åñòü äâà ïðèíòåðà, ïåðâûé ïðèíòåð ïå÷àòàåò îäíó ñòðàíèöó çà a ñå-
êóíä, âòîðîé ïðèíòåð � çà b ñåêóíä. Íåîáõîäèìî íàïå÷àòàòü n ñòðàíèö,
çà êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü äâîè÷íûì ïîèñêîì ïî îòâåòó. Çàäà÷è, ðå-
øàåìûå äâîè÷íûì ïîèñêîì ïî îòâåòó, ëåãêî ìîæíî óçíàòü ïî ñëåäóþùèì
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îñîáåííîñòÿì óñëîâèé:

1. Â çàäà÷å ôèãóðèðóåò íåêîòîðûé ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî çàâèñèò íàëè-
÷èå îòâåòà (â äàííîé çàäà÷å ýòîò ïàðàìåòð � âðåìÿ).

2. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè � åñëè åñòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ íåêîòîðîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, òî è äëÿ áîëüøåãî (ìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ðåøåíèå òîæå åñòü (â äàííîé çàäà÷å åñëè çà íåêîòîðîå âðåìÿ
t ìîæíî íàïå÷àòàòü íóæíîå ÷èñëî ñòðàíèö, òî è çà ëþáîå áîëüøåå
âðåìÿ ýòî ìîæíî ñäåëàòü).

3. Íåîáõîäèìî íàéòè íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðîì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è.

4. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà (íàïðèìåð, ïðè ôèêñèðî-
âàííîì âðåìåíè) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà ðåøåíèåì.

Â ýòîé çàäà÷å âñå ýòè óñëîâèÿ ñîáëþäåíû. ×òîáû ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè çà
âðåìÿ t íàïå÷àòàòü n ñòðàíèö, íóæíî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ñòðàíèö êàæäûé
èç äâóõ ïðèíòåðîâ íàïå÷àòàåò çà t ñåêóíä è ñëîæèòü ðåçóëüòàò. Ïðîâåðèòü,
÷òî çà âðåìÿ t ìîæíî ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî ïðè ïîìîùè
óñëîâèÿ t // a + t // b >= n. Â çàäà÷å íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå t, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ýòî óñëîâèå, çíà÷èò, äëÿ çíà÷åíèÿ t −
1 è âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèé ýòî óñëîâèå íåâûïîëíåíî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ïðîñòûì ïåðåáîðîì âñåõ çíà÷åíèé t íà÷èíàÿ ñ íóëÿ, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî
íóæíîå çíà÷åíèå:

t = 0
while t // a + t // b < n :

t += 1

Íî ýòî ðåøåíèå áóäåò ðàáîòàòü äîëãî, äëÿ óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ òàêîå ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå t, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå t // a + t // b >=
n ìîæíî íàéòè äâîè÷íûì ïîèñêîì.

Äëÿ ýòîãî çàâåäåì äâå ïåðåìåííûå left è right. left áóäåò òàêèì âðåìåíåì,
ïðè êîòîðîì çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. À right áóäåò òàêèì âðåìåíåì, ïðè
êîòîðîì çàäà÷à, íàîáîðîò, èìååò ðåøåíèå. Äëÿ çíà÷åíèé âðåìåíè ìåæäó left
è right ìû íè÷åãî (ïîêà) íå çíàåì.

Äàëåå áóäåì ñäâèãàòü ãðàíèöû left è right. Áåðåì ñåðåäèíó îòðåçêà ìåæ-
äó íèìè t = (left + right) // 2. Ñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñòðàíèö ìîæíî íàïå÷àòàòü
çà âðåìÿ t. Åñëè ýòî ÷èñëî áîëüøå èëè ðàâíî n, òî íåîáõîäèìî ïðèñâîèòü
right = t (äëÿ âðåìåíè t çàäà÷à ðàçðåøèìà, ïîýòîìó äâèãàåì ïðàâûé êîíåö),
èíà÷å ïðèñâîèì left = t (çà âðåìÿ t çàäà÷à íåðàçðåøèìà, äâèãàåì ëåâûé êî-
íåö). Öèêë ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà ìåæäó right è left åñòü åùå íåðàññìîòðåííûå
çíà÷åíèÿ. Öèêë çàêîí÷èòñÿ, êîãäà right == left + 1, â ýòîì ñëó÷àå right áóäåò
ðàâíî ìèíèìàëüíîìó âðåìåíè, çà êîòîðîå ìîæíî íàïå÷àòàòü n ñòðàíèö, òàê
êàê çà âðåìÿ right - 1 ýòî ñäåëàòü áóäåò óæå íåëüçÿ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ äëÿ left âîçüìåì ÷èñëî -1 (çà âðåìÿ -1 òî÷íî íè÷åãî íàïå÷àòàòü
íåëüçÿ), à â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ right íåîáõîäèìî âçÿòü âðå-
ìÿ, çà êîòîðîå òî÷íî ìîæíî íàïå÷àòàòü n ñòðàíèö, íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü
çíà÷åíèå an.
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l e f t = −1
r i g h t = a ∗ n
while r i g h t > l e f t + 1 :

t = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f t // a + t // b >= n :

r i g h t = t
else :

l e f t = t
print ( r i g h t )

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ left íåëüçÿ âûáðàòü çíà-
÷åíèå 0, òàê êàê ïðè n = 0 ïðàâèëüíûì îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ 0, òàê êàê çà
âðåìÿ 0 ìîæíî íàïå÷àòàòü 0 ëèñòîâ áóìàãè, â òî âðåìÿ êàê íà÷àëüíûì çíà-
÷åíèåì äëÿ left äîëæíî áûòü òàêîå çíà÷åíèå âðåìåíè t, ïðè êîòîðîì çàäà÷à
íå ðàçðåøèìà, ïîýòîìó â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ left âûáèðàåòñÿ íåâîçìîæíîå
çíà÷åíèå -1.

5.5 Ëèíåéíûé ïîèñê â Python

Â ÿçûêå Python åñòü âñòðîåííûå ôóíêöèè ëèíåéíîãî ïîèñêà. Äëÿ ïðîâåðêè
ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ñïèñêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèíàðíûå îïåðàòîðû
in è not in, âîçâðàùàþùåå ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, 2 in [1, 2, 3]
âåðíåò True, à 2 not in [1, 2, 3] âåðíåò False.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíäåêñà ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà â ñïèñêå ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ìåòîä index.

6 Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

6.1 Îäíîìåðíîå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñèäèò êóçíå÷èê, êî-
òîðûé ìîæåò ïðûãàòü âïðàâî íà îäíó èëè íà äâå åäèíèöû. Ïåðâîíà÷àëüíî
êóçíå÷èê íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé 0. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî ðàç-
ëè÷íûõ ìàðøðóòîâ êóçíå÷èêà, ïðèâîäÿùèõ åãî â òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé n.

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ êóçíå÷èêà, âåäóùèõ â òî÷êó ñ êîîð-
äèíàòîé n, êàê F (n). Òåïåðü íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ F (n). Ïðåæäå
âñåãî çàìåòèì, ÷òî F (0) = 1 (ýòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé, ñóùåñòâóåò ðîâíî
îäèí ìàðøðóò èç òî÷êè 0 â òî÷êó 0 � îí íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïðûæêà),
F (1) = 1, F (2) = 2. Êàê âû÷èñëèòü F (n)? Â òî÷êó n êóçíå÷èê ìîæåò ïî-
ïàñòü äâóìÿ ñïîñîáàìè � èç òî÷êè n − 2 ïðè ïîìîùè ïðûæêà äëèíîé 2 è
èç òî÷êè n− 1 ïðûæêîì äëèíû 1. Òî åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîïàñòü â òî÷êó
n ðàâíî ñóììå ÷èñëà ñïîñîáîâ ïîïàñòü â òî÷êó n− 1 è n− 2, ÷òî ïîçâîëÿåò
âûïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: F (n) = F (n − 2) + F (n − 1), âåðíîå
äëÿ âñåõ n ≥ 2.

Òåïåðü ìû ìîæåì îôîðìèòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â âèäå ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè:

def F(n ) :
i f n < 2 :

return 1
else :
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return F(n − 1) + F(n − 2)

Íî ïðè ïîïûòêå âû÷èñëèòü ðåøåíèå ýòîé ôóíêöèè äëÿ óæå íå î÷åíü
áîëüøèõ n, íàïðèìåð, äëÿ n = 40, îêàæåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðàáîòàåò
êðàéíå ìåäëåííî. È ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû ôóíêöèè ñ óâåëè÷åíèåì n ðàñ-
òåò ýêñïîíåíöèàëüíî, òî åñòü òàêîå ðåøåíèå íåïðèåìëåìî ïî ñëîæíîñòè.
Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ðåêóðñèâíîé ôóíê-
öèè ïîäçàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå, �ïåðåêðûâàþòñÿ�. Òî
åñòü äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü F (n) íàì íóæíî âûçâàòü F (n−1) è F (n−2).
Â ñâîþ î÷åðåäü F (n − 1) âûçîâåò F (n − 2) è F (n − 3). Òî åñòü ôóíêöèÿ
F (n− 2) áóäåò âûçâàíà äâà ðàçà � îäèí ðàç ýòî áóäåò ñäåëàíî ïðè âû÷èñ-
ëåíèè F (n − 1) è îäèí ðàç � ïðè âû÷èñëåíèè F (n − 2). Çíà÷åíèå F (n − 3)
áóäåò âû÷èñëåíî óæå òðè ðàçà, à çíà÷åíèå F (n− 4) áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ óæå
ïÿòü ðàç. Ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû ðåêóðñèè êîëè÷åñòâî �ïåðåêðûâàþùèõ-
ñÿ� âûçîâîâ ôóíêöèé áóäåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî. Òî åñòü îäíà èç ïðè÷èí
íåýôôåêòèâíîñòè ðåêóðñèâíîãî ðåøåíèÿ � îäíî è òî æå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè âû÷èñëÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàç, òàê êàê îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íåñêîëüêèõ äðóãèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Íà ñàìîì äåëå íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè
â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ñîâïàäàòü ñ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è, òàê êàê âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî òåì æå ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì. À äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü öèêë, à íå ðåêóðñèþ � ñëåäóþùåå ÷èñëî
Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ñóììà äâóõ ïðåäûäóùèõ.

F = [ 0 ] ∗ (n + 1)
F [ 0 ] = 1
F [ 1 ] = 1
for i in range (2 , n + 1 ) :

F [ i ] = F [ i − 2 ] + F [ i � 1 ]

Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ áóäåò O(n). Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ óìåíü-
øàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòî÷íîãî i çíà÷åíèå F (i) âû-
÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç è ñîõðàíÿåòñÿ â ñïèñêå, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè èñïîëüçî-
âàòü ýòî çíà÷åíèå íåñêîëüêî ðàç äëÿ âû÷èñëåíèÿ F (i + 1) è F (i + 2).

Òàêîé ïðèåì íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì. Äèíàìè÷å-
ñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå èñïîëüçóåò òå æå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ÷òî è
ðåêóðñèâíîå ðåøåíèå, íî â îòëè÷èè îò ðåêóðñèè â äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ â öèêëå è ñîõðàíÿþòñÿ â ñïèñêå. Ïðè
ýòîì çàïîëíåíèå ñïèñêà èäåò îò ìåíüøèõ çíà÷åíèé ê áîëüøèì, â òî âðåìÿ
êàê â ðåêóðñèè � íàîáîðîò, ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ âûçûâàåòñÿ äëÿ áîëüøèõ
çíà÷åíèé, à çàòåì âûçûâàåò ñàìà ñåáÿ äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé.

Ìîäèôèöèðóåì çàäà÷ó. Ïóñòü êóçíå÷èê ïðûãàåò íà îäíó, äâå èëè òðè
åäèíèöû, íåîáõîäèìî òàêæå âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîïàñòü â òî÷-
êó n. Â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè äîáàâèòñÿ åùå îäíî ñëàãàåìîå: F (n) =
F (n− 1) + F (n− 2) + F (n− 3). È íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ òå-
ïåðü äîëæíû ñîñòîÿòü èç òðåõ ÷èñåë: F (0), F (1), F (2). Ðåøåíèå èçìåíèòñÿ
íå ñèëüíî:

F = [ 0 ] ∗ (n + 1)
F [ 0 ] = 1
F [ 1 ] = F [ 0 ]
F [ 2 ] = F [ 1 ] + F [ 0 ]
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for i in range (3 , n + 1 ) :
F [ i ] = F [ i − 3 ] + F [ i � 2 ] + F[ i � 1 ]

Åùå ðàç ìîäèôèöèðóåì çàäà÷ó. Ïóñòü íåêîòîðûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ �çà-
ïðåòíûìè� äëÿ êóçíå÷èêà, îí íå ìîæåò ïðûãàòü â ýòè òî÷êè. �Êàðòà� çà-
ïðåùåííûõ òî÷åê çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïèñêà Map: åñëè Map[i] == 0, òî â
òî÷êó íîìåð i êóçíå÷èê íå ìîæåò ïðûãàòü, à åñëè Map[i] == 1, òî äàííàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåííîé äëÿ êóçíå÷èêà. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,
íåîáõîäèìî íàéòè êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ â òî÷êó n.

Â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ïðèäåòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü âèä ðåêóððåíòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ: åñëè Map[i] == 0, òî F[i] = 0, òî åñòü åñëè òî÷êà �çàïðåùåí-
íàÿ�, òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîïàñòü â ýòó òî÷êó ðàâíî 0, òàê êàê íåò íè
îäíîãî äîïóñòèìîãî ìàðøðóòà, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ â ýòîé òî÷êå. Åñëè æå
Map[i] == 1, òî çíà÷åíèå F[i] âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåì æå ðåêóððåíòíûì ñîîò-
íîøåíèÿì, ÷òî è ðàíåå. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

F = [ 0 ] ∗ (n + 1)
F [ 0 ] = 1
for i in range (1 , n + 1 ) :

i f Map[ i ] == 0 :
F [ i ] = 0

else :
F [ i ] = sum(F [max(0 , i � 3 ) : i ] )

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåìíîãî äðóãîé êîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû F[i - 3] +
F[i - 2] + F[i - 1] äëÿ òîãî, ÷òîáû êðàéíèå çíà÷åíèÿ F[1] è F[2] òàêæå ìîæíî
áûëî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ýòîãî êîäà â îñíîâíîì öèêëå, à íå ïåðåä íèì.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó. Ïóñòü êóçíå÷èê ïðûãàåò íà îäíó èëè äâå
åäèíèöû, à çà ïðûæîê â êàæäóþ òî÷êó íåîáõîäèìî çàïëàòèòü îïðåäåëåííóþ
ñòîèìîñòü, ðàçëè÷íóþ äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ñòîèìîñòü ïðûæêà â òî÷êó i
çàäàåòñÿ çíà÷åíèåì Price[i] ñïèñêà Price. Íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëüíóþ
ñòîèìîñòü ìàðøðóòà êóçíå÷èêà èç òî÷êè 0 â òî÷êó n.

Íà ýòîò ðàç íàì íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü îïðåäåëåíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè. Ïóñòü C(n) - ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïóòè èç 0 â n. Âûâåäåì ðåêóð-
ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ C(n). ×òîáû ïîïàñòü â òî÷êó n ìû äîëæíû ïî-
ïàñòü â òî÷êó n − 1 èëè n − 2. Ìèíèìàëüíûå ñòîèìîñòè ýòèõ ìàðøðóòîâ
áóäóò ðàâíû C(n− 1) è C(n− 2) ñîîòâåòñòâåííî, ê íèì ïðèäåòñÿ äîáàâèòü
çíà÷åíèå Price[n] çà ïðûæîê â êëåòêó n. Íî èç äâóõ êëåòîê n−1 è n−2 íóæ-
íî âûáðàòü òîò ìàðøðóò, êîòîðûé èìååò íàèìåíüøóþ ñòîèìîñòü. Ïîëó÷èëè
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: C(n) = min(C(n− 1), C(n− 2)) + Price(n).

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè òàêæå ëó÷øå ïðè ïîìîùè äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à íå ðåêóðñèè:

C = [ 0 ] ∗ (n + 1)
C[ 1 ] = Pr i ce [ 1 ]
for i in range (2 , n + 1 ) :

Ñ [ i ] = min (C[ i � 1 ] , C[ i � 2 ] ) + Pr i ce [ i ]

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòîãî öèêëà â ñïèñêå Ñ áóäåò çàïèñàíà ìèíèìàëüíàÿ
ñòîèìîñòü ìàðøðóòà äëÿ âñåõ òî÷åê îò 0 äî n.

Íî ïîìèìî íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè ìàðøðóòà, ðàçóìååòñÿ,
õîòåëîñü áû íàéòè è ñàì ìàðøðóò ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Òàêàÿ çàäà÷à
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé �âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà�.
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Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà áóäåì äëÿ êàæäîé òî÷êè i çàïîìèíàòü íî-
ìåð òî÷êè Prev[i], èç êîòîðîé êóçíå÷èê ïîïàë â òî÷êó i, åñëè îí áóäåò ïå-
ðåäâèãàòüñÿ ïî ïóòè ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Òî åñòü Prev[i] � ýòî òî÷êà,
ïðåäøåñòâóþùàÿ òî÷êå ñ íîìåðîì i íà ïóòè ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè (òàêæå
ãîâîðÿò, ÷òî Prev � ýòî ìàññèâ ïðåäøåñòâåííèêîâ). Êàê îïðåäåëèòü Prev[i]?
Åñëè C[i− 1] < C[i− 2], òî êóçíå÷èê ïîïàë â òî÷êó i èç òî÷êè i -1, ïîýòîìó
Prev[i] = i - 1, èíà÷å Prev[i] = i - 2. Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè, îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ Prev[i].

C = [ 0 ] ∗ (n + 1)
C[ 1 ] = Pr i ce [ 1 ]
Prev [ 1 ] = 0
for i in range (2 , n + 1 ) :

i f C[ i � 1 ] < C[ i � 2 ] :
C[ i ] = C[ i � 1 ] + Pr ice [ i ]
Prev [ i ] = i � 1

else :
C[ i ] = C[ i � 2 ] + Pr ice [ i ]
Prev [ i ] = i � 2

Òåïåðü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïóòè íåîáõîäèìî íà÷àòü ñ òî÷êè n è ïåðå-
õîäèòü îò êàæäîé òî÷êè ê åå ïðåäøåñòâåííèêó, ïîêà ïóòü íå äîéäåò äî
íà÷àëüíîé òî÷êè ñ íîìåðîì 0. Íîìåðà âñåõ òî÷åê áóäåì äîáàâëÿòü â ñïèñîê
Path.

Path = [ ]
i = n
while i > 0 :

Path . append ( i )
i = Prev [ i ]

Path . append (0 )
Path = Path [ : : − 1 ]

Â êîíöå â ñïèñîê Path äîáàâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà íîìåð 0, êîòîðàÿ íå
áûëà îáðàáîòàíà â îñíîâíîì öèêëå, à çàòåì âåñü ñïèñîê Path ðàçâîðà÷èâà-
åòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ò. ê. òî÷êè äîáàâëÿþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, îò
êîíå÷íîé ê íà÷àëüíîé).

Íî ìîæíî îáîéòèñü è áåç ñïèñêà Prev. Ìû â ëþáîé ìîìåíò ìîæåì îïðå-
äåëèòü, èç êàêîé òî÷êè êóçíå÷èê ïðèøåë â òî÷êó i, åñëè ñðàâíèì C[i-1] è
C[i-2]. Ïîýòîìó ðåøåíèå î òîì, ê êàêîé òî÷êå ïåðåõîäèòü ïðè âîññòàíîâëå-
íèè îòâåòà ìîæíî ïðèíèìàòü íåïîñðåäñòâåííî ïðè âîññòàíîâëåíèè îòâåòà,
ñðàâíèâ C[i-1] è C[i-2]. Ïóòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ ÷åðåç òó òî÷êó, äëÿ êîòîðîé
çíà÷åíèå C áóäåò ìåíüøå.

Path = [ ]
i = n
while i > 0 :

i f C[ i � 1 ] < C[ i � 2 ] :
prev = i � 1

else :
prev = i − 2

Path . append ( prev )
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i = prev
Path . append (0 )
Path = Path [ : : − 1 ]

6.2 Äâóìåðíîå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü âìåñòî îäíîìåðíûõ çàäà÷ íà äâèæåíèå ïî ïðÿìîé ïåðå-
ìåùåíèÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � íàïðèìåð, ïåðåìåùåíèÿ íà øàõìàò-
íîé äîñêå èëè íà êëåò÷àòîì ëèñòå áóìàãè.

6.2.1 Ïîäñ÷åò ÷èñëà ìàðøðóòîâ

Ðàññìîòðèì øàõìàòíóþ äîñêó â ëåâîì âåðõíåì óãëó êîòîðîé íàõîäèòñÿ êî-
ðîëü. Êîðîëü ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî âïðàâî, âíèç èëè ïî äèàãîíàëè
âïðàâî-âíèç íà îäíó êëåòêó. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
ìàðøðóòîâ êîðîëÿ, ïðèâîäÿùèõ åãî â ïðàâûé íèæíèé óãîë.

Ñîïîñòàâèì êàæäîé êëåòêå åå êîîðäèíàòû (i, j), ãäå i áóäåò îáîçíà÷àòü
íîìåð ñòðîêè íà äîñêå, j � íîìåð ñòîëáöà. Íóìåðîâàòü ñòðîêè áóäåì ñâåðõó
âíèç, ñòîëáöû � ñëåâà íàïðàâî, íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0. Òîãäà íà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå êîðîëÿ áóäåò êëåòêà (0, 0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (i, j) êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðèéòè èç êëåòêè (0, 0)
â êëåòêó (i, j). Â êëåòêó (i, j) ìîæíî ïðèéòè èç òðåõ êëåòîê � ñëåâà èç
(i, j − 1), ñâåðõó èç (i− 1, j) è ïî äèàãîíàëè èç (i− 1, j − 1). Ïîýòîìó ÷èñëî
ìàðøðóòîâ âåäóùèõ â êëåòêó ðàâíî ÷èñëó ìàðøðóòîâ èç âñåõ åå ïðåäøå-
ñòâåííèêîâ, à èìåííî:

F (i, j) = F (i, j − 1) + F (i− 1, j) + F (i− 1, j − 1)
Îòäåëüíî íóæíî çàäàòü çíà÷åíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ êëåòîê, òî åñòü êîãäà

i = 0 èëè j = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òàáëèöà çàïîëíåííàÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1 1 1 1 1
1 3 5 7 9
1 5 13 25 41
1 7 25 63 129
1 9 41 129 321

Äëÿ çàïîëíåíèÿ ýòîé òàáëèöû è ïîäñ÷åòà ÷èñëà ìàðøðóòîâ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó, â êîòîðîé ñíà÷àëà ñîçäàåòñÿ äâóìåðíûé
ñïèñîê, çàòåì çàïîëíÿþòñÿ êðàéíèå êëåòêè (ïåðâûé ñòîëáåö è ïåðâàÿ ñòðî-
êà), çàòåì çàïîëíÿþòñÿ îñòàëüíûå ýëåìåíòû òàáëèöû ïðè ïîìîùè ïðèâå-
äåííîãî âûøå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â äàííîì ïðèìåðå n � ÷èñëî
ñòðîê, m � ÷èñëî ñòîëáöîâ íà äîñêå.

F = [ [ 0 ] ∗ m for i in range (n ) ]
for i in range (n ) :

F [ i ] [ 0 ] = 1
for j in range (m) :

F [ 0 ] [ j ] = 1
for i in range (1 , n ) :

for j in range (1 , m) :
F [ i ] [ j ] = F [ i ] [ j − 1 ] + F [ i − 1 ] [ j ] + F [ i − 1 ] [ j − 1 ]
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Íà ýòîì ïðèìåðå ìîæíî ñîñòàâèòü îáùèé ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòîò ïëàí ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðå-
øåíèÿ ëþáûõ çàäà÷ ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

1. Çàïèñàòü òî, ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè â çàäà÷å, êàê öåëåâóþ ôóíêöèþ îò
íåêîòîðîãî íàáîðà àðãóìåíòîâ (÷èñëîâûõ, ñòðîêîâûõ èëè åùå êàêèõ-
ëèáî).

2. Ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ê ðå-
øåíèþ àíàëîãè÷íûõ ïîäçàäà÷ äëÿ äðóãèõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ (êàê
ïðàâèëî, ñ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ). Åñëè çàäà÷à íåñëîæ-
íàÿ, òî ïîëåçíî áûâàåò âûïèñàòü ÿâíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,
çàäàþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè äëÿ äàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ.

3. Çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, òî åñòü òå íàáîðû àðãóìåíòîâ,
ïðè êîòîðûõ çàäà÷à òðèâèàëüíà è ìîæíî ÿâíî óêàçàòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè.

4. Ñîçäàòü ìàññèâ (èëè äðóãóþ ñòðóêòóðó äàííûõ) äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷å-
íèé ôóíêöèè. Êàê ïðàâèëî, åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîãî öåëî÷èñ-
ëåííîãî ïàðàìåòðà, òî èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíûé ìàññèâ, äëÿ ôóíêöèè
îò äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ - äâóìåðíûé ìàññèâ è ò. ä.

5. Îðãàíèçîâàòü çàïîëíåíèå ìàññèâà ñ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿÿ
î÷åðåäíîé ýëåìåíò ìàññèâà ïðè ïîìîùè âûïèñàííîãî íà øàãå 2 ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ èëè àëãîðèòìà.

Äëÿ çàïîëíåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà òàáëèöû ìû èñïîëüçî-
âàëè �ñïåöèàëüíóþ� ôîðìóëó, îòëè÷àþùóþñÿ îò îáùåãî ñëó÷àÿ. Íî â íåêî-
òîðûõ çàäà÷àõ óäîáíåé áûâàåò âñå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿòü ïî îäíîé è òîé æå
ôîðìóëå, à äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ââåñòè ñïåöèàëüíûå �ôèê-
òèâíûå� ýëåìåíòû. Â äàííîé çàäà÷å òîæå ìîæíî òàê ïîñòóïèòü � ââåäåì
ñïåöèàëüíóþ �êàåìî÷êó� èç îäíîãî ôèêòèâíîãî ñòîëáöà ñëåâà è îäíîé ôèê-
òèâíîé ñòðîêè ñâåðõó òàáëèöû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ â îñòàëüíîé òàáëèöå âû÷èñëÿëèñü ïî îáùèì
ôîðìóëàì, âî âñå êëåòêè êàåìî÷êè íóæíî çàïèñàòü ÷èñëî 0, êðîìå êëåòêè
(0, 0), â êîòîðóþ áóäåò çàïèñàíî çíà÷åíèå 1:

1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1
0 1 3 5 7 9
0 1 5 13 25 41
0 1 7 25 63 129
0 1 9 41 129 321

Òåïåðü âî âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ òàáëèöû çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü âû÷èñ-
ëåíû ïî îáùåé ôîðìóëå: F (i, j) = F (i, j − 1) + F (i− 1, j) + F (i− 1, j − 1), à
ïðîãðàììà ìîæåò âûãëÿäåòü òàê:

F = [ [ 0 ] ∗ (m + 1) for i in range (n + 1 ) ]
F [ 0 ] [ 0 ] = 1
for i in range (1 , n + 1 ) :

for j in range (1 , m + 1 ) :
F [ i ] [ j ] = F [ i ] [ j − 1 ] + F [ i − 1 ] [ j ] + F [ i − 1 ] [ j � 1 ]
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6.2.2 Ìàðøðóò íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè

Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìàðøðóòà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè èç
ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé, ñ÷èòàÿ ÷òî äëÿ êàæäîé êëåòêå óêà-
çàíà ñòîèìîñòü ïðîõîäà ÷åðåç ýòó êëåòêó. Ñðàçó æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàá-
ëèöà ñíàáæåíà �êàåìî÷êîé�, ïîýòîìó íà÷àëüíàÿ êëåòêà áóäåò èìåòü èíäåê-
ñû (1, 1), êîíå÷íàÿ êëåòêà - (n, m), à ñòðîêà è ñòîëáåö ñ èíäåêñîì 0 áóäóò
îòíîñèòñÿ ê ôèêòèâíîé êàåìî÷êå.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîèìîñòü ïðîõîäà ÷åðåç êëåòêó (i, j) çàïèñàíà â îò-
äåëüíîì ñïèñêå Price[i, j], òî îáîçíà÷èâ ÷åðåç (i, j) ñòîèìîñòü êðàò÷àéøåãî
ïóòè èç íà÷àëüíîé êëåòêè (1, 1) â êëåòêó (i, j) ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîò-
íîøåíèå:

C(i, j) = min(C(i, j − 1), C(i− 1, j), C(i− 1, j − 1)) + Price[i, j]
Ïðè ýòîì ïðè âû÷èñëåíèè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (â ïåðâîì ñòîëáöå è ïåð-

âîé ñòðîêå) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîëüêî êëåòêè èç ýòîãî ñòîëáöà è ýòîé
ñòðîêè (íî íå èç ïðåäûäóùåãî ñòîëáöà è ïðåäûäóùåé ñòðîêè). Ýòî óäîá-
íî ðåàëèçîâàòü, åñëè çàïîëíèòü ïðåäûäóùóþ ñòðîê è ïðåäûäóùèé ñòîëáåö
�êàåìî÷êîé�, çàïèñàâ äëÿ êëåòîê êàåìî÷êè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè C ðàâíûìè
íåêîòîðîìó î÷åíü áîëüøîìó ÷èñëó. Ýòî ÷èñëî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
INF, â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ INF ñëåäóåò âçÿòü ÷èñëî, çàâåäîìî áîëüøå, ÷åì
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òàáëèöå C. À â óãîë
�êàåìî÷êè� íóæíî çàïèñàòü ÷èñëî 0: C[0][0] = 0.

INF = 10 ∗∗ 20
C = [ [ 0 ] ∗ (m + 1) for i in range (n + 1 ) ]
C [ 0 ] [ 0 ] = 0
for i in range (1 , n + 1 ) :

C[ i ] [ 0 ] = INF
for j in range (1 , m + 1 ) :

C [ 0 ] [ j ] = INF
for i in range (1 , n + 1 ) :

for j in range (1 , m + 1 ) :
C[ i ] [ j ] = min (C[ i ] [ j − 1 ] , C[ i − 1 ] [ j ] ,

C[ i − 1 ] [ j − 1 ] ) + Pr i ce [ i ] [ j ] )

Òåïåðü íàïèøåì âîññòàíîâëåíèå îòâåòà. Òî÷íî òàê æå, êàê è â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå áóäåì èäòè íà êîíå÷íîé êëåòêå â íà÷àëüíóþ, íà êàæäîì øàãå
âûáèðàÿ òó èç âîçìîæíûõ ïðåäøåñòâóþùèõ êëåòîê, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå
ôóíêöèè C ìåíüøå.

Answer = [ ]
i = n
j = m
while ( i , j ) != (0 , 0 ) :

Answer . append ( ( i , j ) )
prev_C = min(C[ i ] [ j − 1 ] , C[ i − 1 ] [ j ] , C[ i − 1 ] [ j − 1 ] )
i f C[ i ] [ j − 1 ] == prev_C :

i , j = i , j − 1
e l i f C[ i − 1 ] [ j ] == prev_C :

i , j = i − 1 , j
else :

i , j = i − 1 , j − 1
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Answer = Answer [ : : − 1 ]

6.2.3 Ïðîñòûå ïîçèöèîííûå èãðû

Ðàññìîòðèì èãðó �Ôåðçÿ â óãîë� äëÿ äâîèõ èãðîêîâ. Â ëåâîì âåðõíåì óãëó
äîñêè ðàçìåðîì n ×m íàõîäèòñÿ ôåðçü, êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî
âïðàâî-âíèç. Èãðîêè ïî î÷åðåäè äâèãàþò ôåðçÿ, òî åñòü çà îäèí õîä èãðîê
ìîæåò ïåðåìåñòèòü ôåðçÿ ëèáî ïî âåðòèêàëè âíèç, ëèáî ïî ãîðèçîíòàëè
âïðàâî, ëèáî âî äèàãîíàëè âïðàâî-âíèç. Èãðîê, êîòîðûé íå ñìîæåò ñäåëàòü
õîäà � ïðîèãðûâàåò, èíûìè ñëîâàìè, âûèãðûâàåò èãðîê, êîòîðûé ïîñòàâèò
ôåðçÿ â ïðàâûé íèæíèé óãîë. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êàêîé èç èãðîêîâ
ìîæåò âûèãðàòü â ýòîé èãðå íåçàâèñèìî îò õîäîâ äðóãîãî èãðîêà.

Ýòó çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Áóäåì çàïîëíÿòü äîñêó çíàêàìè �+� è �-�. Çíàê �+� áóäåò îçíà-
÷àòü, ÷òî äàííàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé äëÿ õîäÿùåãî èãðîêà (òî
åñòü åñëè ôåðçü ñòîèò â ýòîé êëåòêå, òî èãðîê, êîòîðûé äåëàåò õîä, ìîæåò
âñåãäà âûèãðàòü), à çíàê �-� îçíà÷àåò, ÷òî õîäÿùèé èãðîê � ïðîèãðûâàåò.
Êëåòêè ïîñëåäíåé ñòðîêè, ïîñëåäíåãî ñòîëáöà è äèàãîíàëè, âåäóùåé èç ïðà-
âîãî íèæíåãî óãëà íåîáõîäèìî îòìåòèòü, êàê �+�, òàê êàê åñëè ôåðçü ñòîèò
â ýòîé êëåòêå, òî õîäÿùèé èãðîê ìîæåò âûèãðàòü îäíèì õîäîì:

+ +
+ +

+ +
+ +

+ +
+ + + + + -

Íî â ïðàâîì íèæíåì óãëó íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü çíàê �-� � åñëè ôåðçü
ñòîèò â óãëó, òî òîò èãðîê, êîòîðûõ äîëæåí äåëàòü õîä, óæå ïðîèãðàë.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâå êëåòêè, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîéòè òîëüêî â òå
êëåòêè, â êîòîðûõ çàïèñàí çíàê �+�. Â ýòèõ êëåòêàõ íóæíî çàïèñàòü çíàê
�-� � åñëè ôåðçü ñòîèò â ýòèõ êëåòêàõ, òî êàêîé áû õîä íå ñäåëàë õîäÿùèé
èãðîê, ôåðçü îêàæåòñÿ â êëåòêå, â êîòîðîé ñòîèò çíàê �+�, òî åñòü âûèãðû-
âàåò õîäÿùèé èãðîê. Çíà÷èò, òîò, êòî ñåé÷àñ õîäèò � âñåãäà ïðîèãðûâàåò.

+ +
+ +

+ +
+ - +
- + +

+ + + + + -
Íî òåïåðü â òå êëåòêè, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîïàñòü â êëåòêó, â êîòîðîé

ñòîèò çíàê �-� çà îäèí õîä, íåîáõîäèìî çàïèñàòü çíàê �+� � åñëè ôåðçü
ñòîèò â ýòîé êëåòêå, òî èãðîê, êîòîðûé äåëàåò õîä, ìîæåò âûèãðàòü, åñëè
ïåðåäâèíåò ôåðçÿ â êëåòêó, â êîòîðîé ñòîèò çíàê �-�.

Äàëüøå òàáëèöà çàïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â êëåòêå ñòàâèòüñÿ çíàê �+�,
åñëè åñòü õîä, êîòîðûé âåäåò â êëåòêó, â êîòîðîé ñòîèò çíàê �-�. Â êëåòêå
ñòàâèòñÿ çíàê �-�, åñëè âñå õîäû èç ýòîé êëåòêè âåäóò â êëåòêè, â êîòîðûõ
çàïèñàí çíàê �+�. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü âûèãðûâà-
þùåãî èãðîêà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé êëåòêè.
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+ + - + + +
- + + + + +
+ + + + + +
+ + + + - +
+ + + - + +
+ + + + + -

6.3 Íàèáîëüøàÿ îáùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ðàññìîòðèì äâå ñòðîêè (èëè ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) A è B. Ïóñòü
ïåðâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç n ñèìâîëîâ a0...an−1, âòîðàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç
m ñèìâîëîâ b0...bm−1. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äàííîé ñòðîêè (ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè) íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñèìâîëîâ èñõîäíîé ñòðîêè,
ñëåäóþùèõ â òîì æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè èäóò â èñõîäíîé ñòðîêå, íî
íå îáÿçàòåëüíî ïîäðÿä. Åñëè â ñòðîêå n ñèìâîëîâ, òî ó íåå 2n ðàçëè÷íûõ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: êàæäûé èç n ñèìâîëîâ ñòðîêè ìîæåò ëèáî âõî-
äèòü, ëèáî íå âõîäèòü â ëþáóþ âûáðàííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà è òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëþáîé ñòðîêè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó � äëÿ äâóõ äàííûõ ñòðîê íàéòè òàêóþ ñòðîêó íàè-
áîëüøåé äëèíû, êîòîðàÿ áûëà áû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàæäîé èç íèõ.
Íàïðèìåð, åñëè A='abcabaac', B='baccbca' òî ó ñòðîê A è B íèõ åñòü îáùàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 4, íàïðèìåð, 'acba' èëè 'acbc'.

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïåðåáîðîì � íàïðèìåð, ïåðåáðàâ âñå 2n

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðâîé ñòðîêè è äëÿ êàæäîé èõ íèõ ïðîâåðèâ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè îíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âòîðîé ñòðîêè. Íî ïðè ïîìîùè äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòó æå çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ñëîæíîñòü
O(nm).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèå ñèìâîëû äàííûõ ñòðîê an−1 è bm−1. Åñëè ýòè
ñèìâîëû ñîâïàäàþò, òî îíè îáÿçàòåëüíî âîéäóò ïîñëåäíèìè ñèìâîëàìè è
â íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàííûõ ñòðîê. Òîãäà ìîæíî
ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
ñòðîê A = a0...an−1 è B = b0...bm−1 ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåé îáùåé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ñòðîê, ïîëó÷åííûõ îòáðàñûâàíèåì îò äàííûõ
ñòðîê ïîñëåäíåãî ñèìâîëà, òî åñòü äëÿ a0...an−2 è b0...bm−2. Çàòåì ê îòâåòó
äëÿ �óêîðî÷åííûõ� ñòðîê äîáàâèì ïîñëåäíèå (ðàâíûå) ñèìâîëû èñõîäíûõ
ñòðîê (an−1 èëè bm−1) è ïîëó÷èì îòâåò äëÿ èñõîäíûõ ñòðîê.

Åñëè æå ïîñëåäíèå ñèìâîëû èñõîäíûõ ñòðîê íå ñîâïàäàþò, òî ýòè ñèìâî-
ëû (an−1 è bm−1) íå ìîãóò îäíîâðåìåííî âõîäèòü â íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîýòîìó ìîæíî îäèí èç íèõ îòáðîñèòü. Òîãäà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ îä-
íîãî èç äâóõ ñëó÷àåâ - äëÿ ñòðîê a0...an−2 è b0...bm−1 èëè äëÿ ñòðîê a0...an−1

è b0...bm−2.
Ìû íàó÷èëèñü ñâîäèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè äâóõ ñòðîê ê ìåíüøåé çàäà÷å - íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåé îá-
ùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ñòðîê, ïîëó÷åííûõ îòáðàñûâàíèåì ïîñëåä-
íèõ ñèìâîëîâ îò èñõîäíûõ ñòðîê, òî åñòü äëÿ ïðåôèêñîâ èñõîäíûõ ñòðîê.
Äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäåì ñëåäîâàòü ïðèíöèïó ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ïðåôèêñ A′ ïåðâîé ñòðîêè èç i ñèìâîëîâ: A′ = a0...ai−1 è
ïðåôèêñ B′ âòîðîé ñòðîêè èç j ñèìâîëîâ: B′ = b0...bj−1. Â òåðìèíàõ ñðåçîâ
ÿçûêà Ïèòîí ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A′ = A[: i] è B′ = B[: j]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F (i, j) äëèíó íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ A′ è B′.

Òåïåðü âûïèøåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Îíè çàâèñÿò îò òîãî, ñîâ-
ïàäàþò ëè ïîñëåäíèå ñèìâîëû ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðîê A′ è B′. Åñëè ai−1 =
bj−1, òî òîãäà F (i, j) = F (i− 1, j − 1) + 1 - íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ñòðîê,
ïîëó÷åííûõ îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðîê è
äîáàâèòü 1 ñèìâîë ê îòâåòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü äâà
ñëó÷àÿ: F (i−1, j) è F (i, j−1), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îòáðàñûâàíèþ ïî îä-
íîìó ñèìâîëó îò êîíöà êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå
F (i, j) = max(F (i− 1, j), (i, j − 1)).

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F çàäàþòñÿ ïðîñòî: åñëè îäíà èç ñòðîê �
ïóñòàÿ, òî îáùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå ïóñòàÿ, òî åñòü èìååò äëèíó
0: F (0, j) = F (i, 0) = 0.

Äàëåå íåîáõîäèìî çàâåñòè äâóìåðíûé ìàññèâ ðàçìåðîì (n+1)× (m+1)
è çàïîëíèòü åãî çíà÷åíèÿìè ïî óêàçàííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì.
Ñíà÷àëà âåñü ìàññèâ çàïîëíèì íóëÿìè (÷òî çàäàñò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ),
çàòåì äâóìÿ âëîæåííûìè öèêëàìè ïî i è ïî j çàïîëíèì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü
ìàññèâà:

n = len (A)
m = len (B)
F = [ [ 0 ] ∗ (m + 1) for i in range (n + 1 ) ]
for i in range (1 , n + 1 ) :

for j in range (1 , m + 1 ) :
i f A[ i − 1 ] == B[ j − 1 ] :

F [ i ] [ j ] = F [ i − 1 ] [ j − 1 ] + 1
else :

F [ i ] [ j ] = max(F [ i − 1 ] [ j ] , F [ i ] [ j − 1 ] )
print (F [ n ] [m] )

Â òàáëèöå íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð çàïîëíåíèÿ ìàññèâà äëÿ ñòðîêè 'abcabaac'
è 'baccbca'. Äëèíà íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ äàííûõ
ñòðîê ðàâíà 4.

b a c c b c a
0 0 0 0 0 0 0 0

a 0 0 1 1 1 1 1 1
b 0 1 1 1 1 2 2 2
c 0 1 1 2 2 2 3 3
a 0 1 1 2 2 2 3 4
b 0 1 1 2 2 2 3 4
a 0 1 1 2 2 2 3 4
a 0 1 1 2 2 2 3 4
c 0 1 2 3 3 3 4 4

Ýòîò êîä íàõîäèò äëèíó íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñàìîé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü
îòâåò. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì �îáðàòíûé ïðîõîä� ïî ìàññèâó F íà÷èíàÿ ñ ïî-
ñëåäíåãî ýëåìåíòà. Â êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêå F [i][j] âûÿñíèì, êàê
áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå â ýòîé ÿ÷åéêå. Ýòî çàâèñèò îò ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåôèêñîâ. Åñëè ai−1 = bj−1, òî òîãäà îòâåò äëÿ ýëåìåíòà
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F [i][j] ïîëó÷åí èç F [i−1][j−1] äîáàâëåíèåì 1, ïîýòîìó ïåðåéäåì ê ýëåìåíòó
F [i−1][j−1], à ê îòâåòó äîáàâèì ñèìâîë ai−1 = bj−1. Èíà÷å íóæíî ïåðåéòè
ê òîìó ýëåìåíòó F [i− 1][j] èëè F [i][j − 1], çíà÷åíèå â êîòîðîì ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèåì F [i][j]. Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà çàïèñàí íèæå:

Ans = [ ]
i = n
j = m
while i > 0 and j > 0 :

i f A[ i − 1 ] == B[ j − 1 ] :
Ans . append (A[ i − 1 ] )
i −= 1
j −= 1

e l i f F[ i − 1 ] [ j ] == F[ i ] [ j ] :
i −= 1

else :
j −= 1

Ans = Ans [ : : − 1 ]

6.4 Íàèáîëüøàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíñîòü èç n ýëåìåòîâ a0...an−1. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàèáîëüøåé äëèíû.

Ó äàííîé çàäà÷è åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ.
Ïåðâûé ñïîñîá � îòñîðòèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ïîðÿäêå íåóáûâà-

íèÿ, óäàëèì èç íåå ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû (òî åñòü ïîëó÷èì ñòðîãî âîç-
ðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B èç ýëåìåíòîâ b0, . . . , bm−1. Òåïåðü äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A è B íàéäåì íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ A, áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü è áóäåò èìåòü íàèáîëüøóþ äëèíó èç
âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà áóäåò O(n2).

Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (i) äëèíó íàèáîëüøåé âîçðàñòàþ-
ùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êîòîðîé áóäåò ýëåìåíò
ai. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ F (i) ðàññìîòðèì ïðåäïîñëåäíèé ýëå-
ìåíò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü ýòî ýëåìåíò aj , òîãäà j < i è aj < ai.
Äëèíà íàèáîëüøîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàêàí÷èâàþùåé-
ñÿ aj åñòü F (i), çíà÷èò, íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ïîäõîäÿùåå j, ÷òî F (j) áó-
äåò íàèáîëüøèì. Èòàê, F (i) = 1 + min

j<i,aj<ai

F (j). Åñëè æå íè îäíîãî òàêîãî

ïîäõîäÿùåãî j íåò (òî åñòü âñå aj ≥ ai ïðè j < i), òî F (i) = 1.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè F áóäåò

âûãëÿäåòü òàê:

F = [ 0 ] ∗ l en (A)
for i in range ( l en (A) ) :

for j in range ( i ) :
i f A[ j ] < A[ i ] and F[ j ] > F [ i ] :

F [ i ] = F [ j ]
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F[ i ] += 1

Îòâåòîì (äëèíîé íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) áó-
äåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå F (i).

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà íàéäåì òàêîé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ai, ÷òî F (i) áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Ýòî áóäåò ïîñëåäíèé ýëåìåíò íàèáîëüøåé
âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåïåðü íàéäåì ïðåäûäóùèé ýëåìåíò.
Ýòî òàêîé ýëåìåíò aj , ÷òî j < i è F (j) = F (i) − 1. Áóäåì ïîâòîðÿòü ïîèñê
ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî òàêîãî j, ÷òî F (j) =,
ýòî áóäåò ïåðâûì ýëåìåíòîì íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà O(n2). Òåì íå ìåíåå,
ìîæíî ïðèäóìàòü ðåøåíèå, êîòîðîå áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü O(n log n).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ: F (i) - íàèìåíüøèé ýëåìåíò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, êîòîðûì ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ íàèáîëüøàÿ âîçðàñòàþùàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû i. òî åñòü áóäåì äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé äëè-
íû i âîçðàñòàþùåé ïîäïðîñëåäîâàòåëüíîñòè ïûòàòüñÿ âûáðàòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èç i ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì ìèíèìèçèðîâàòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêæå äîáàâèì ôèêòèâíûå ýëåìåíòû: F (0) = − inf, à òàêæå F (n + 1) =
+ inf, ÷òî èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n + 1 íå
ñóùåñòâóåò, òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëåäíèé ýëåìåíò áåñêîíå÷íîé áîëüøîé
(ê íåé íè÷åãî áîëüøå íåëüçÿ äîáàâèòü). À ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 0 íà-
îáîðîò èìååò ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì �ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü�, òî åñòü ê íåé
ìîæíî äîáàâèòü ÷òî óãîäíî.

Òåïåðü áóäåì ïî îäíîìó ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû èñõîäíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ïåðâîãî. Ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ
òàêàÿ: F (0) = − inf, F (i) = + inf ïðè i > 0, òî åñòü â ñàìîì íà÷àëå íå
èçâåñòíî íè îäíîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äàæå äëèíû 1.
Òåïåðü ðàññìîòðèì î÷åðåäíîé ýëåìåíò ai. Åãî ìîæíî äîáàâèòü â êîíåö ëþ-
áîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëîì,
ìåíüøèì, ÷åì ai. Åñëè åñòü âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k,
êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ êàêèì-òî çíà÷åíèåì x, òî åñòü F (k) = x, ïðè ýòîì
x < ai, òî âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k+1 ñ ïîñëåäíèì
ýëåìåíòîì, ðàâíûì ai, äîáàâèâ åãî â êîíåö ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû
k. Ïðè ýòîì ýòî äîëæíî ïðèâîäèòü ê óëó÷øåíèþ çíà÷åíèÿ F (k +1), òî åñòü
F (k+1) äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì ai. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî ñðå-
äè ýëåìåíòîâ ñïèñêà F íàéòè òàêîå çíà÷åíèå k, ÷òî F (k) < ai, F (k+1) ≥ ai,
ïîñëå ÷åãî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü F (k + 1) = ai. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè
ïîìîùè ôóíêöèè äâîè÷íîãî ïîèñêà LowerBound, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â ñïèñ-
êå F íàéòè ïåðâîå çíà÷åíèå, íå ìåíüøåå, ÷åì ai, ïî÷ëå ÷åãî åìó íåîáõîäèìî
ïðèñâîèòü ai. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìîíîòîííîñòü çíà÷åíèé â ñïèñêå F
ñîõðàíÿåòñÿ, ÷òî äåëàåò îïðàâäàííûì äâîè÷íûé ïîèñê.

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

INF = 10 ∗∗ 10
F = [ INF ] ∗ ( l en (A) + 1)
F [ 0 ] = −INF
for i in range ( l en (A) ) :

l e f t = 0
r i gh t = len (A)
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while r i g h t − l e f t > 1 :
middle = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f F[ middle ] >= A[ i ] :

r i g h t = middle
else :

l e f t = middle
F [ r i g h t ] = A[ i ]

Îòâåòîì (äëèíîé íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ÿâëåò-
ñÿ òàêîå íàèáîëüøåå i, ÷òî F (i) 6= + inf.

Âîññòàíîâëåíèå îòâåòà äëÿ äàííîé çàäà÷å îñòàâèì â êà÷åñòâå ñàìîñòî-
ÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ. Ïîäñêàæåì, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà íåîá-
õîäèìî õðàíèòü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïðåäûäóùèé ýëåìåíò, à òàêæå äëÿ
êàæäîé âîçìîæíîé äëèíû i íåîáõîäèìî õðàíèòü íîìåð ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà
âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû i â èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

6.5 Çàäà÷à îá óêëàäêå ðþêçàêà

6.5.1 Çàäà÷à �Áàíêîìàò�

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Â áàíêîìàòå èìååòñÿ áàíêíîòû n ðàçëè÷-
íûõ íîìèíàëîâ a1, a2, . . . , an. Êëèåíò õî÷åò ïîëó÷èòü ñóììó â K äåíåæíûõ
åäèíèö. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè ïîìîùè êàêîãî ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
áàíêíîò ìîæíî âûäàòü ýòó ñóììó (à ïðè íåîáõîäèìîñòè âîññòàíîâëåíèÿ îò-
âåòà - îïðåäåëèòü ñïîñîá âûäà÷è, èñïîëüçóþùèé ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áàíê-
íîò).

Î÷åâèäíî ïðèõîäÿùèé â ãîëîâó �æàäíûé àëãîðèòì� � âûäàâàòü áàíê-
íîòû íàèáîëåå êðóïíîãî íîìèíàëà, ïîêà ýòî âîçìîæíî, çàòåì ïåðåõîäèòü ê
áîëåå ìåëêîìó íîìèíàëó, â îáùåì ñëó÷àå íåâåðåí. Íàïðèìåð, ïóñòü íîìè-
íàëû áàíêíîò a1 = 1, a2 = 20, a3 = 90, à ñóììà äëÿ âûäà÷è K = 100. Òîãäà
�æàäíûé� àëãîðèòì âûäàñò áàíêíîòó â 90 è 10 áàíêíîò ïî 1, â òî âðåìÿ êàê
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå âñåãî ëèøü äâå áàíêíîòû ïî 50.

Íà ïîìîùü ïðèäåò äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïóñòü F (k) � ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî áàíêíîò, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî âûäàòü ñóììó â k
ðóáëåé. Âûáåðåì îäíó èç áàíêíîò, âõîäÿùóþ â îïòèìàëüíûé ñïîñîá âû-
äà÷è. Ïóñòü ýòî áàíêíîòà ai. Òîãäà íåîáõîäèìî âûäàòü îñòàâøóþñÿ ñóììó
k − ai, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè F (k − ai) áàíêíîò. Òî åñòü F (k) =
1 + F (k− ai). Äàëåå íåîáõîäèìî âçÿòü ìèíèìóì ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷å-
íèÿìè i: F (k) = 1 + miniF (k − ai).

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ óäîáíî ñäåëàòü òàêèìè: F (0) = 0, F (k) = +∞ ïðè
k < 0. Çíà÷åíèå +∞ áóäåò îçíà÷àòü íåâîçìîæíîñòü âûäà÷è ñóììû âîîá-
ùå, òî åñòü �î÷åíü ïëîõîé âàðèàíò�, êîãäà áàíêíîò ïîòðåáóåòñÿ áåñêîíå÷-
íî ìíîãî. Ìîæíî äîáàâèòü ê ñïèñêó çíà÷åíèé ôóíêöèè F (k) �êàåìêó� äëÿ
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé k, íî ëó÷øå ïðîñòî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå
çíà÷åíèÿ k è i, êîãäà k − ai ≥ 0.

Â äàííîì ïðèìåðå ïðîãðàììû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîìèíàëû áàíêíîò
õðàíÿòñÿ â ñïèñêe A è íóìåðàöèÿ áàíêíîò íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà 0.

INF = 10 ∗∗ 10
F = [ INF ] ∗ (K + 1)
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F [ 0 ] = 0
for k in range (1 , K + 1 ) :

for i in range ( l en (A) ) :
i f k − A[ i ] >= 0 and F[ k − A[ i ] ] < F [ k ] :

F [ k ] = F [ k − A[ i ] ]
F [ k ] += 1

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà áóäåì îïÿòü èäòè ê íà÷àëó ñïèñêà, óìåíüøàÿ
ñóììó k, âûáèðàÿ òàêóþ áàíêíîòó ai, ÷òî F (k) = F (k − ai) + 1. Íîìèíà-
ëû áàíêíîò, êîòîðûå áóäóò ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
îòâåòà, áóäóò çàïèñàíû â ñïèñîê Ans.

Ans = [ ]
k = K
while k != 0 :

for i in range ( l en (A) ) :
i f k − A[ i ] >= 0 and F[ k ] == F[ k − A[ i ] ] + 1 :

Ans . append (A[ i ] )
k −= A[ i ]

6.5.2 Çàäà÷à �Çîëîòûå ñëèòêè�

Ïðåäûäóùèé àëãîðèòì òàêæå ðåøàë çàäà÷ó ïðîâåðêè âîçìîæíîñòè âûäà÷è
ëþáîé ñóììû ïðè ïîìîùè çàäàííîãî íîìèíàëà áàíêíîò � ñóììó k âîçìîæ-
íî âûäàòü, åñëè F (k) < +∞.

Òàêæå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å áàíêíîò êàæäîãî íîìèíàëà áûëî íåîãðà-
íè÷åííî ìíîãî. Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðîâíî îä-
íà áàíêíîòà êàæäîãî íîìèíàëà (íî íîìèíàëû áàíêíîò ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ),
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè çàäàííóþ ñóììó K âûäàòü ïðè ïîìîùè
äàííûõ áàíêíîò.

Ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðèäàòü è òàêîé ñìûñë: åñòü n çîëîòûõ ñëèòêîâ ìàñ-
ñàìè a1, a2, ..., an. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ìàññó çîëîòà ìîæíî óíåñòè, åñëè
îíà íå ìîæåò ïðåâûøàòü K (òî åñòü �ãðóçîïîäúåìíîñòü� íå ïðåâîñõîäèò K).

Çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Ïóñòü F (k) � ïðèçíàê òîãî, ìîæíî ëè íàáðàòü ñëèòêîâ íà ìàññó â
òî÷íîñòè k, òî åñòü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé True (èëè 1) èëè False (èëè 0).

Áóäåì ïî î÷åðåäè ðàññìàòðèâàòü âñå ñëèòêè, îáíîâëÿÿ çíà÷åíèÿ F (k).
Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëèòêà ai íåîáõîäèìî ïîìåòèòü F (k) = 1, åñëè F (k−ai) =
1, òî åñòü åñëè ìàññó â òî÷íîñòè k ìîæíî íàáðàòü, åñëè ðàíåå áûëî âîçìîæíî
íàáðàòü ìàññó â òî÷íîñòè k − ai.

F = [ 0 ] ∗ (K + 1)
F [ 0 ] = 1
for i in range ( l en (A) ) :

F_new = F [ : ] # êîïèÿ ñïèñêà F äëÿ îáíîâëåíèÿ
for k in range (A[ i ] , K + 1 ) :

i f F[ k − A[ i ] ] == 1 :
F_new [ k ] = 1

F = F_new

Äàííûé àëãîðèòì íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè. Â ñàìîì íà÷àëå ñïèñîê F
çàïîëíÿåòñÿ çíà÷åíèåì 0, êðîìå F (0) = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâóþ ìàññó
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ìîæíî íàáðàòü íå èñïîëüçóÿ íè îäíîãî ñëèòêà, à ëþáóþ äðóãóþ ìàññó íå
èñïîëüçóÿ íè îäíîãî ñëèòêà, íàáðàòü íåëüçÿ.

Âíóòðåííèé öèêë íà÷èíàåòñÿ ñî çíà÷åíèÿ ai, òàê êàê ìàññó k ìîæíî íà-
áðàòü, åñëè ðàíåå áûëî âîçìîæíî íàáðàòü ìàññó k−ai, òî åñòü ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå äëÿ k ðàâíî ai.

Êðîìå òîãî, íåëüçÿ âíîñèòü èñïðàâëåíèÿ ñðàçó æå â ñïèñîê F , ïîòîìó
÷òî â ýòîì ñëó÷àå îäèí ïðåäìåò áóäåò ó÷òåí áîëåå îäíîãî ðàçà, òî åñòü áóäóò
ïîìå÷åíû åäèíèöàìè F (ai), çàòåì F (2ai), òàê êàê F (ai) = 1, çàòåì F (3ai) è
ò.ä. ×òîáû èçáåæàòü ýòîé îøèáêè, â ýòîì àëãîðèòìå ñîçäàåòñÿ êîïèÿ ñïèñêà
F è â íåãî âíîñÿòñÿ èçìåíåíèÿ, òåì ñàìûì íå áóäóò ó÷èòûâàòüñÿ èçìåíåíèÿ
â ñïèñêå, ñäåëàííûå ïðè äîáàâëåíèè ñëèòêà ai.

Äðóãîé ñïîñîá èçáåæàòü ýòîé ïðîáëåìû � îáõîäèòü ñïèñîê F ñ êîíöà �
îò áîëüøåãî çíà÷åíèÿ ê ìåíüøåìó.

F = [ 0 ] ∗ (K + 1)
F [ 0 ] = 1
for i in range ( l en (A) ) :

for k in range (K, A[ i ] − 1 , −1):
i f F[ k − A[ i ] ] == 1 :

F [ k ] = 1

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ k áóäåì õðàíèòü ìàññó
ñëèòêà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îí áûë ïîëó÷åí, áóäåì õðàíèòü åãî â ñïèñêå
Prev. Çíà÷åíèå ñïèñêà Prev áóäåò îáíîâëÿòüñÿ ïðè çàïèñè F (k) = 1:

F = [ 0 ] ∗ (K + 1)
F [ 0 ] = 1
Prev = [ 0 ] ∗ (K + 1)
for i in range ( l en (A) ) :

for k in range (K, A[ i ] − 1 , −1):
i f F[ k − A[ i ] ] == 1 :

F [ k ] = 1
Prev [ k ] = A[ i ]

Òåïåðü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà áóäåì óìåíüøàòü çíà÷åíèå k íà Prev(k)
ïîêà íå ïîëó÷èì k = 0.

Ans = [ ]
k = K
while k > 0 :

Ans . append ( Prev [ k ] )
k −= Prev [ k ]

6.5.3 Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îá óêëàäêå ðþêçàêà

Ñëåäóþùèì îáîáùåíèåì çàäà÷è ïðî çîëîòûå ñëèòêè ÿâëÿåòñÿ �çàäà÷à îá
óêëàäêå ðþêçàêà�. Â ýòîé çàäà÷å òàêæå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðåäìåòîâ, äëÿ
êàæäîãî ïðåäìåòà çàäàíû äâå õàðàêòåðèñòèêè: âåñ wi > 0 è ñòîèìîñòü (¾ïî-
ëåçíîñòü¿) ïðåäìåòà pi > 0. Íåîáõîäèìî âûáðàòü ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ ñóì-
ìàðíîé ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ìàññà âûáðàííûõ
ïðåäìåòîâ äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà çíà÷åíèåì K.
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Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ
ïîäìíîæåñòâ èç n ïðåäìåòîâ, êîòîðûõ áóäåò 2n è âûáîð ñðåäè íèõ íàèëó÷-
øåãî ïîäìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì çàäà÷è. Òàêîé àëãîðèòì
áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü O(2n).

Åñëè æå ìàññû âñåõ ïðåäìåòîâ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè (òàê íàçûâàå-
ìàÿ �äèñêðåòíàÿ� çàäà÷à), òî â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíî ïðèäóìàòü ðåøåíèå
ñëîæíîñòè O(nK) ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êàê è â çàäà÷å ïðî çîëîòûå ñëèòêè, áóäåì äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé ìàññû
k õðàíèòü èíôîðìàöèþ î ñïîñîáå íàáîðà ýòîé ìàññû, íî â îòëè÷èè îò çàäà÷è
ïðî ñëèòêè áóäåì õðàíèòü íå âîçìîæíîñòü íàáîðà äàííîé ìàññû (0 èëè 1),
à íàèëó÷øåå ðåøåíèå äëÿ äàííîé ìàññû, òî åñòü íàèáîëüøóþ ñòîèìîñòü
ïðåäìåòîâ, êîòîðûå ìîæíî íàáðàòü â ðþêçàê äàííîé ìàññû.

Ôîðìàëüíî îïðåäåëèì òàê: F (i, k) - ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïðåäìå-
òîâ, êîòîðûå ìîæíî óëîæèòü â ðþêçàê ìàññû k, åñëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî ïåðâûå i ïðåäìåòîâ.

Âûâåäåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ F (i, k) óìåíüøèâ çíà÷åíèå i.
Åñòü äâå âîçìîæíîñòè ñîáðàòü ðþêçàê, èñïîëüçóÿ ïåðâûå i ïðåäìåòîâ -
âçÿòü ïðåäìåò ñ íîìåðîì i èëè íå áðàòü.

Åñëè íå áðàòü ïðåäìåò ñ íîìåðîì i, òî â ýòîì ñëó÷àå F (i, k) = F (i−1, k),
òàê êàê ðþêçàê ìàññû k áóäåò ñîáðàí òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâûõ i−1
ïðåäìåòà. Â ýòîì ñëó÷àå F (i, k) = F (i− 1, k).

Åñëè æå ïðåäìåò íîìåð i âîéäåò â ðþêçàê (ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî
ïðè k ≥ wi), òî îñòàíåòñÿ ñâîáîäíàÿ âìåñòèìîñòü ðþêçàêà k − wi, êîòîðóþ
ìîæíî áóäåò çàïîëíèòü ïåðâûìè i− 1 ïðåäìåòîì, ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü
ðþêçàêà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò F (i− 1, k − wi). Íî ïîñêîëüêó ïðåäìåò íîìåð
i áûë âêëþ÷åí â ðþêçàê, òî ñòîèìîñòü ðþêçàêà óâåëè÷èòñÿ íà pi. Òî åñòü â
ýòîì ñëó÷àå F (i, k) = F (i− 1, k − wi) + pi.

Èç äâóõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íóæíî âûáðàòü âàðèàíò íàèáîëüøåé ñòî-
èìîñòè, òî åñòü F (i, k) = max(F (i− 1, k), F (i− 1, k − wi) + pi).

Äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F áóäåì èñïîëüçîâàòü äâóìåðíûé ñïè-
ñîê. Ïðè ýòîì ìàññû ïðåäìåòîâ õðàíÿòñÿ â ñïèñêå W , èõ ñòîèìîñòè � â
ñïèñêå P . Áóäåì ñ÷èòàòü (äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ïðîãðàììû), ÷òî ïðåäìåòû
ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî n.

F = [ [ 0 ] ∗ (K + 1) for i in range (n + 1 ) ]
for i in range (1 , n + 1 ) :

for k in range (1 , K + 1 ) :
i f k >= W[ i ] :

F [ i ] [ k ] = max(F [ i − 1 ] [ k ] , F [ i − 1 ] [ k − W[ i ] ] + P[ i ] )
else :

F [ i ] [ k ] = F [ i − 1 ] [ k ]

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà áóäåì ïåðåáèðàòü âñå ïðåäìåòû �ñ êîíöà�
îò n äî 1. Â ïåðåìåííîé k áóäåò õðàíèòüñÿ òåêóùàÿ âìåñòèìîñòü ðþêçà-
êà. Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäìåò íîìåð i îïðåäåëèì, êàê áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå
F (i, k). Åñëè F (i, k) = F (i−1, k), òî ìîæíî íå âêëþ÷àòü ïðåäìåò i â ðþêçàê
è ïåðåéòè ê ïðåäìåòó i − 1 íå ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ k. Èíà÷å ïðåäìåò i íóæíî
âêëþ÷èòü â ðþêçàê, ïðè ýòîì çíà÷åíèå k óìåíüøàåòñÿ íà wi.

k = K
for i in range (n , 0 , −1):
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i f F[ i ] [ k ] != F [ i − 1 ] [ k ] :
Ans . append ( i )
k −= W[ i ]

Â ýòîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àé, êîãäà F (i, k) = F (i−1, k) ïðîñòî ïðîïóñêàåò-
ñÿ, è ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé F (i, k) 6= F (i− 1, k). Ïîñëå îêîí÷àíèÿ
àëãîðèòìà â ñïèñêå Ans áóäóò õðàíèòüñÿ íîìåðà ïðåäìåòîâ, âõîäÿùèõ â
ðþêçàê.

7 Ðåêóðñèâíûé ïåðåáîð

Âàæíóþ ðîëü ñðåäè àëãîðèòìîâ èãðàþò àëãîðèòìû ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð. Íàïðèìåð, ìîæíî ïåðåáèðàòü âñå ïîäìíîæåñòâà
äàííîãî ìíîæåñòâà, âñå ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå çàäàííîå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ, âñå ïåðåñòàíîâêè äàííîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ. Îñíîâíûì ñïîñîáîì ïåðå-
áîðà êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèÿ.

7.1 Ïåðåáîð âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ a0, a1, . . . , an−1.
Íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå åãî ïîäìíîæåñòâà. Îáùåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n. Íàïðèìåð, ó ìíîæåñòâà èç 3 ýëåìåíòîâ
{1, 2, 3} âîñåìü ïîäìíîæåñòâ: {} (ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî), {1}, {2}, {3}, {1, 2},
{1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî áóäåì êîäèðîâàòü ñòðîêîé èç n ñèìâîëîâ, ãäå i-é
ñèìâîë áóäåò ðàâåí 0, åñëè ai íå âõîäèò â âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî, èëè
ðàâåí 1, åñëè ai âõîäèò â âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî. Òî åñòü ñòðîêà èç îäíèõ
íóëåé ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó ìíîæåñòâó, à ñòðîêà èç îäíèõ åäèíèö ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîäìíîæåñòâó, ñîâïàäàþùåìó ñî âñåì ìíîæåñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó âñåõ äâîè÷íûõ ñòðîê (ò.
å. ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ 0 èëè 1) äëèíû n. Ñòðîêè áóäåì ïåðåáèðàòü â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, òî åñòü äëÿ n = 3 ïîðÿäîê áóäåò òàêèì:

000

001

010

011

100

101

110

111

Â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ñòðîêè óïîðÿäî÷åíû ïî ïåðâîìó ñèì-
âîëó, ò.å. ñíà÷àëà íóæíî âûâåñòè òå ñòðîêè, ó êîòîðûõ ïåðâûé ñèìâîë ðàâåí
0, çàòåì òå ñòðîêè, ó êîòîðûõ ïåðâûé ñèìâîë ðàâåí 1. Òå ñòðîêè, ó êîòî-
ðûõ ïåðâûå ñèìâîëû ðàâíû, óïîðÿäî÷åíû ïî âòîðîìó ñèìâîëó, çàòåì � ïî
òðåòüåìó è ò. ä.

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ïðèìåð äëÿ n = 3 òî ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàò
ïåðåáîðà ïîñòðîåí ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó. Ñíà÷àëà íóæíî âçÿòü ïåð-
âûé ñèìâîë ñòðîêè ðàâíûé 0, çàòåì ê íåìó âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè
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äîïèñàòü ñëåäóþùèå n − 1 ñèìâîë òàêæå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.
Ïîòîì ïîñòàâèì íà ïåðâîå ìåñòî ñèìâîë, ðàâíûé 1 è äîïèøåì ê íåìó âñåìè
âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ñëåäóþùèå n− 1 ñèìâîë.

Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè ó íàñ óæå åñòü êàêàÿ-òî ñôîðìèðîâàííàÿ íà÷àëü-
íàÿ ÷àñòü ñòðîêè (íàïðèìåð, ïåðâûé ñèìâîë ðàâåí 0), òî íóæíî ê íåìó
äîáàâèòü ñíà÷àëà ñèìâîë 0 (ïîëó÷èì íà÷àëüíóþ ÷àñòü âèäà 00) è òàê æå
ðåêóðñèâíî äîïèñàòü îñòàâøèåñÿ n − 2 ñèìâîëà, çàòåì äîáàâèòü ñèìâîë 1
(ïîëó÷èì íà÷àëüíóþ ÷àñòü âèäà 01), è ðåêóðñèâíî äîáàâèòü ê ýòîé íà÷àëü-
íîé ÷àñòè åùå n− 2 ñèìâîëà.

Ðåøåíèå îôîðìèì â âèäå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè generate ñ äâóìÿ ïàðà-
ìåòðàìè. Ïåðâûé ïàðàìåòð - ÷èñëî n ðàâíîå êîëè÷åñòâó ñèìâîëîâ ñòðîêè,
êîòîðûå íóæíî ñãåíåðèðîâàòü. Âòîðîé ïàðàìåòð � ñòðîêà pre�x, â êîòîðîé
õðàíèòñÿ óæå ñãåíåðèðîâàííàÿ íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ñòðîêè. Ôóíêöèÿ áóäåò äî-
áàâëÿòü ïî îäíîìó ñèìâîëó ê óæå ïîñòðîåííîé ÷àñòè pre�x, ñíà÷àëà äî-
áàâëÿÿ ñèìâîë �0�, çàòåì ñèìâîë �1�, ïîñëå ÷åãî ôóíêöèÿ áóäåò ðåêóðñèâíî
âûçûâàòü ñåáÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ n− 1 îñòàâøåãîñÿ ñèìâîëà.

Îêîí÷àíèå ðåêóðñèè � ñëó÷àé n = 0, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ áîëüøå
íå äîëæíà íè÷åãî ñòðîèòü è äîëæíà âûâåñòè ïîñòðîåííóþ ñòðîêó, êîòîðàÿ
öåëèêîì áóäåò õðàíèòüñÿ â ïåðåìåííîé pre�x. Åñëè òðåáóåòñÿ íå âûâåñòè
ïîëó÷åííûå ñòðîêè íà ýêðàí, à êàê-òî îáðàáîòàòü äàííîå ïîäìíîæåñòâî, òî
âìåñòî ôóíêöèè print íóæíî âûçâàòü ôóíêöèþ îáðàáîòêè ïîäìíîæåñòâà.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ äâàæäû âûçûâàåò ñåáÿ ðåêóðñèâíî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîêè äëèíû n − 1 � ñíà÷àëà äîáàâèâ ê ñòðîêå pre�x �0�,
çàòåì äîáàâèâ �1�. Ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

def generate (n , p r e f i x ) :
i f n == 0 :

print ( p r e f i x )
else :

g enerate (n − 1 , p r e f i x + "0" )
generate (n − 1 , p r e f i x + "1" )

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè âñå äâîè÷íûå ñòðîêè äëèíû 5, íóæíî âûçâàòü
ýòó ôóíêöèþ òàê: generate(5, )

Ïîïðîáóåì ìîäèôèöèðîâàòü ýòó ôóíêöèþ. Äîïóñòèì, íóæíî âûâåñòè
âñå äâîè÷íûå ñòðîêè, â êîòîðûõ íåò äâóõ ñèìâîëîâ ¾1¿ ïîäðÿä. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äîáàâèòü ñèìâîë �1� ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè pre�x îêàí-
÷èâàåòñÿ íà ñèìâîë �0�, à òàêæå â ñëó÷àå ïóñòîé ñòðîêè. Íóæíî äîáàâèòü
òîëüêî îäíî óñëîâèå:

def generate (n , p r e f i x ) :
i f n == 0 :

print ( p r e f i x )
else :

g enerate (n − 1 , p r e f i x + "0" )
i f p r e f i x == "" or p r e f i x [−1] == "0" :

generate (n − 1 , p r e f i x + "1" )
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7.2 Ïåðåáîð âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ñî-
äåðæàùèõ ðîâíî k åäèíèö. Òàêîé îáúåêò (k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà) ìîæíî çàäàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá � äâîè÷íàÿ ñòðîêà äëèíû n â êîòîðîé ðîâíî k åäèíèö.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñòðîêè ìîäèôèöèðóåì ôóíêöèþ generate, äîáàâèâ â
íåå åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð � ÷èñëî åäèíèö k, êîòîðîå íåîá-
õîäèìî äîáàâèòü ê èñõîäíîé ñòðîêå. Äîáàâëÿÿ ê ñòðîêå pre�x ñèìâîë �0�,
ðåêóðñèþ íóæíî âûçûâàòü ñ ïàðàìåòðàìè (n−1, k), òî åñòü íóæíî ñãåíåðè-
ðîâàòü åùå n− 1 ñèìâîë, ñðåäè êîòîðûõ äîëæíî áûòü k åäèíèö, ò.ê. íîâûõ
åäèíèö äîáàâëåíî íå áûëî. À åñëè ê ñòðîêå pre�x áûë äîáàâëåí ñèìâîë �1�,
òî ðåêóðñèþ íóæíî áóäåò âûçûâàòü ñ ïàðàìåòðàìè (n− 1, k − 1).

Íî íóæíî ïîñòàâèòü åùå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå ñëó-
÷àè, êîãäà ôóíêöèþ ìîæíî âûçûâàòü ðåêóðñèâíî. À èìåííî, ñèìâîë �1�
ìîæíî äîáàâèòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà k > 0. À ñèìâîë �0� ìîæíî äî-
áàâèòü ïðè óñëîâèè, ÷òî k < n, òàê êàê ïðè k = n âñå îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû
äîëæíû áûòü åäèíèöàìè.

def generate (n , k , p r e f i x ) :
i f n == 0 :

print ( p r e f i x )
else :

i f k < n :
generate (n − 1 , k , p r e f i x + "0" )

i f k > 0 :
generate (n − 1 , k − 1 , p r e f i x + "1" )

Äðóãîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà � ñïèñîê âûáðàííûõ ýëåìåí-
òîâ. Ïóñòü â ìíîæåñòâå n ýëåìåíòîâ � ÷èñëà îò 1 äî n. Òîãäà êàæäîå ìíî-
æåñòâî - ýòî íåêîòîðûé íàáîð èç k íåïîâòîðÿþùèõñÿ ÷èñåë îò 1 äî n. ×òîáû
ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà áûëî åäèíñòâåííûì, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ÷èñëà â íàáîðå óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Íàïðèìåð, ïðè n = 4 è
k = 2 åñòü 6 ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ: {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ âñåõ âîçðàñòàþ-
ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû k ñîñòàâëåííûõ èç ÷èñåë îò 1 äî n. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùóþ ôóíêöèþ:

def generate (n , k , p r e f i x ) :
i f k == 0 :

print ( p r e f i x )
else :

i f l en ( p r e f i x ) == 0 :
next = 1

else :
next = p r e f i x [−1] + 1

while next + k − 1 <= n :
generate (n , k − 1 , p r e f i x + [ next ] )
next += 1

Â ýòîì ãîäå ïàðàìåòð pre�x � ýòî ñïèñîê óæå ïîñòðîåííîãî íà÷àëà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîýòîìó âûçûâàòü ôóíêöèþ generate íóæíî ïåðåäàâàÿ
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ïîñëåäíèì ïàðàìåòðîì ïóñòîé ñïèñîê. Ïàðàìåòð n � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïàðàìåòð k � ýòî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðîå åùå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ñïèñêó pre�x.

Åñëè k = 0, òî áîëüøå äîáàâëÿòü ê pre�x íå÷åãî è ðåêóðñèÿ çàêàí÷èâàåò-
ñÿ. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåáèðàåòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò, êîòîðûé
íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê pre�x. Åãî çíà÷åíèå ïåðåáèðàåòñÿ â öèêëå ïî ïåðå-
ìåííîé next. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå next íà 1 áîëüøå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà
ñïèñêà pre�x, à åñëè pre�x ïóñò, òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå next ðàâíî 1.
Äàëüøå âîçìîæíîå çíà÷åíèå next óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, ïðè ýòî ýëåìåíò next
äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó pre�x. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå next ðàâíî n − k + 1,
ò. ê. ïîñëå ÷èñëà next íåîáõîäèìî çàïèñàòü åùå k − 1 ÷èñëî, áîëüøåå next,
íî íå ïðåâîñõîäÿùåå n.

7.3 Ïåðåáîð âñåõ ïåðåñòàíîâîê

Íàïèøåì àëãîðèòì ïåðåáîðà âñåõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë îò 1 äî n, òî åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åííîé èç ñïèñêà ÷èñåë îò 1 äî n èçìåíåíèåì ïî-
ðÿäêà èõ ñëåäîâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ñóùåñòâóåò n!, íà-
ïèøåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âûâîäèò âñå ïåðåñòàíîâêè â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå.

Êàê è ðàíåå, ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà çíà÷åíèå n (äëè-
íà ïåðåñòàíîâêè) è pre�x � óæå ïîñòðîåííîå íà÷àëî ïåðåñòàíîâêè. Äàëåå
ïåðåáèðàþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî n â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ â êà÷åñòâå âîçìîæ-
íîãî ïðîäîëæåíèÿ ïåðåñòàíîâêè. Åñëè ÷èñëî íå ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå pre�x,
òî ê ñïèñêó pre�x äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ôóíêöèÿ âûçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî.

Îêîí÷àíèå ðåêóðñèè ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, åñëè ñïèñîê pre�x èìååò äëè-
íó n, òî åñòü âñå ÷èñëà îò 1 äî n óæå ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå pre�x.

def generate (n , p r e f i x ) :
i f l en ( p r e f i x ) == n :

print ( p r e f i x )
else :

for next in range (1 , n + 1 ) :
i f next not in p r e f i x :

generate (n , p r e f i x + [ next ] )

8 Êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû

Â çàäà÷àõ ýòîé ãëàâû áîëåå ïîäðîáíî áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàçëè÷íûå
êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû � âñå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, âñå
k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà, ïåðåñòàíîâêè, ïðàâèëüíûå ñêîáî÷-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàçáèåíèÿ íà ñëàãàåìûå. Íàèáîëåå òèïè÷íûå çà-
äà÷è, ðåøàåìûå äëÿ ýòèõ îáúåêòîâ: ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ, ïåðåáîð
âñåõ îáúåêòîâ, ïîñòðîåíèå ïðåäûäóùåãî è ñëåäóþùåãî îáúåêòà â ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, îïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà îáúåêòà è ïîñòðîå-
íèå îáúåêòà ïî åãî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó.
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8.1 Ïîäìíîæåñòâà

Íà÷íåì ñ ñàìûé ïðîñòûõ îáúåêòîâ � âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü îáùåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ � êàæäûé èç n
îáúåêòîâ ìîæåò íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âõîäèòü èëè íå âõîäèòü â ïîäìíîæå-
ñòâî, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ åñòü 2 ·2 · · · · ·2 = 2n. Ïåðåíóìåðóåì
âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ÷èñëàìè îò 0 äî n−1. Ìîæíî çàêîäèðîâàòü êàæäîå
èç ïîäìíîæåñòâ ñòðîêîé èç n ÷èñåë 0 èëè 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî i-é ýëåìåíò ñòðîêè
ðàâåí 1, åñëè i-é ýëåìåíò ïîäìíîæåñòâà âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî èëè 0 åñëè
íå âêëþ÷àåòñÿ. Òîãäà êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñòðîêà èç n
ñèìâîëîâ 0 èëè 1. Àëãîðèòì ïåðåáîðà âñåõ òàêèõ ñòðîê áûë ðàññìîòðåí â
ïðåäûäóùåé ãëàâå:

def generate (n , p r e f i x ) :
i f n == 0 :

print ( p r e f i x )
else :

g enerate (n − 1 , p r e f i x + "0" )
generate (n − 1 , p r e f i x + "1" )

Åñëè òàêóþ ñòðîêó ðàññìîòðåòü, êàê çàïèñü íåêîòîðîãî ÷èñëà â äâîè÷-
íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, òî êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðîå ÷èñëî, ñîäåðæàùåå íå áîëåå n öèôð â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, òî
åñòü ÷èñëî îò 0 äî 2n − 1. Ïîýòîìó âìåñòî ðåêóðñèâíîãî ïåðåáîðà ìîæíî
ïðîñòî ïåðåáðàòü âñå ÷èñëà îò 0 äî 2n − 1. Äëÿ ïåðåâîäà ÷èñëà â äâîè÷íóþ
ôîðìó âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé bin, óäàëèâ èç çíà÷åíèÿ, êîòîðîå âîçâðà-
ùàåò ôóíêöèÿ bin ïåðâûå äâà ñèìâîëà � ïðåôèêñ 0b, êîòîðûé ôóíêöèÿ bin
âñåãäà äîïèñûâàåò â íà÷àëî âîçâðàùàåìîé ñòðîêè, çàòåì äîïîëíèì ñòðîêó
ñëåâà íóëÿìè äî äëèíû n:

for i in range (2 ∗∗ n ) :
S = bin ( i ) [ 2 : ]
S = "0" ∗ (n − l en (S ) ) + S
print (S)

Ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà â âèäå äâîè÷íîãî êîäà ïîçâîëÿåò
óäîáíî ðàáîòàòü ñ ýòèìè îáúåêòàìè, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ äâîè÷íûõ ñòðîê
äëèíû n èõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóåò àðèôìåòè÷åñêîìó
ïîðÿäêó ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷èñåë, íàïðèìåð:

010 = 0002

110 = 0012

210 = 0102

310 = 0112

410 = 1002

510 = 1012

610 = 1102

710 = 1112

Åñëè çàíóìåðîâàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëàìè, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî íîìåðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ bin (êàê â
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ïðèìåðå âûøå), à äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîìåðà ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóæíî
ïðåîáðàçîâàòü ñòðîêó â öåëîå ÷èñëî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñòðîêà ñîäåðæèò çàïèñü
öåëîãî ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèþ int, ïåðåäàâ åé â êà÷åñòâå âòîðîãî ïàðàìåòðà ÷èñëî 2 � îñíîâàíèå
èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Äðóãàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ çàäà÷à � ïîëó÷åíèå ñëåäóþùåãî è ïðåäûäó-
ùåãî â óñòàíîâëåííîì ïîðÿäêå êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà. Íàïðèìåð, äëÿ
äâîè÷íîé ñòðîêè '101' ñëåäóþùèì îáúåêòîì áóäåò îáúåêò '110', à ïðåäû-
äóùèì � '100'. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåé äâîè÷íîé ñòðîêè ìîæíî ñîîò-
âåòñòâóþùåå åé ÷èñëî óâåëè÷èòü íà 1, à äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùåãî �
óìåíüøèòü íà 1.

Ïðèìåð ôóíêöèè, ãåíåðèðóþùóþ ñëåäóþùóþ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

def NextBinarySequence (S ) :
n = len (S)
i f S == ' 1 ' ∗ n :

return None
else :

S = bin ( i n t (S , 2) + 1 ) [ 2 : ]
return ' 0 ' ∗ (n − l en (S ) ) + S

Ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò íà âõîä ñòðîêó èç íóëåé è åäèíèö è âîçâðàùàåò ñëå-
äóþùóþ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ñòðîêó èç íóëåé è åäèíèö òàêîé æå
äëèíû. Åñëè æå ñëåäóþùåé äâîè÷íîé ñòðîêè íå ñóùåñòâóåò, òî åñòü èñõîä-
íàÿ ñòðîêà óæå ñîñòîÿëà èç îäíèõ åäèíèö, òî ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò çíà÷åíèå
None.

Ôóíêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûãëÿäèò àíàëî-
ãè÷íî:

def PrevBinarySequence (S ) :
n = len (S)
i f S == ' 0 ' ∗ n :

return None
else :

S = bin ( i n t (S , 2) − 1 ) [ 2 : ]
return ' 0 ' ∗ (n − l en (S ) ) + S

Çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî è ïðåäûäóùåãî îáúåêòà ìîæíî ðåøèòü
è áåç èñïîëüçîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîé àðèôìåòèêè. Îáùèé àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ñëåäóþùåãî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà
òàêîé:

1. Íàéòè ñàìûé ïðàâûé (òî åñòü èìåþùèé íàèáîëüøèé èíäåêñ) ýëåìåíò
êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà, êîòîðûé äîïóñêàåò óâåëè÷åíèå.

2. Óâåëè÷èòü ýòîò ýëåìåíò íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ âåëè÷èíó.

3. Ýëåìåíòû, êîòîðûå ñòîÿò ïðàâåå, èçìåíèòü òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâû-
âàëè ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé îáúåêò â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Äëÿ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óâåëè÷åíèå êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî çàìåíà ñèìâîëà 0 íà 1. Çíà÷èò, íóæíî íàéòè
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ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûé ðàâåí 0. Åñëè òàêî-
ãî ýëåìåíòà íåò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç îäíè åäèíèö è ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Íàéäåííûé ýëåìåíò íåîáõî-
äèìî óâåëè÷èòü, òî åñòü çàìåíèòü íà 1, à âñå ýëåìåíòû ïðàâåå íåãî ñäåëàòü
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè, òî åñòü çàìåíèòü íà 0.

def NextBinarySequence (S ) :
n = len (S)
i = n − 1
while i > 0 and S [ i ] == "1" :

i −= 1
i f i < 0 :

return None
else :

return S [ : i ] + "1" + "0" ∗ (n − i − 1)

Àíàëîãè÷íî óñòðîåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðåäûäóùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè: íåîáõîäèìî íàéòè ñàìûé ïðàâûé ñèìâîë, ðàâíûé 1, çàìåíèòü åãî
íà ñèìâîë 0, âñå ñèìâîëû ïðàâåå íåãî ñäåëàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûìè â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, òî åñòü çàìåíèòü íà ñèìâîë 1.

def PrevBinarySequence (S ) :
n = len (S)
i = n − 1
while i > 0 and S [ i ] == "0" :

i −= 1
i f i < 0 :

return None
else :

return S [ : i ] + "0" + "1" ∗ (n − i − 1)

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî (èëè ïðåäûäóùåãî) êîì-
áèíàòîðíîãî îáúåêòà ìîæíî ðåàëèçîâàòü äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âñåõ
êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ: íà÷íåì ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå îáúåêòà è áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùèé îáúåêò äî òåõ ïîð,
ïîêà ýòî âîçìîæíî:

S = "0" ∗ n
while S :

print (S)
S = NextBinarySequence (S)

8.2 Ïåðåñòàíîâêè

Òåïåðü èçó÷èì êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåñòàíîâêàìè âñåõ
÷èñåë îò 1 äî n. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî âñåõ ïåðåñòàíîâîê n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
ñóùåñòâóåò n!: ïåðâûé ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè,
âòîðîé � n − 1 è ò.ä. Àëãîðèòì ðåêóðñèâíîãî ïåðåáîðà âñåõ ïåðåñòàíîâîê
áûë èçëîæåí âûøå:

def generate (n , p r e f i x ) :
i f l en ( p r e f i x ) == n :

print ( p r e f i x )
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else :
for next in range (1 , n + 1 ) :

i f next not in p r e f i x :
generate (n , p r e f i x + [ next ] )

Íàó÷èìñÿ ñòðîèòü ñëåäóþùóþ è ïðåäûäóùóþ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå ïåðåñòàíîâêó. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêó (2, 9, 6, 5, 8, 7, 4, 3, 1)
(n = 9). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðèíöèïîì ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùèõ â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ íåîáõîäèìî íàéòè òà-
êîé ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûé ìîæíî óâåëè÷èòü, íå
ìîäèôèöèðóÿ ýëåìåíòû, ñòîÿùèå ëåâåå. Òàêèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
5, òàê êàê ñëåäóþùèå ÷èñëà (8, 7, 4, 3, 1) îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ïîýòîìó ïåðåñòàâëÿÿ òîëüêî ïîñëåäíèå ïÿòü ýëåìåíòîâ äàííîé
ïåðåñòàíîâêè íåëüçÿ ïîëó÷èòü áîëüøóþ ïåðåñòàíîâêó. Èòàê, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñëåäóþùåé ïåðåñòàíîâêè íóæíî çàìåíòü ýëåìåíò 5 íà áîëüøèé, íå ìîäèôè-
öèðóÿ ïðåäûäóùèå ýëåìåíòû ïåðåñòàíîâêè.

Ýëåìåíò 5 íóæíî çàìåíèòü íà çíà÷åíèå 7, ïîñêîëüêó ìû ïåðåñòàâëÿåì
òîëüêî ýëåìåíòû, ñëåäóþùèå çà ýëåìåíòîì 5, è íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, íà
êîòîðûé ìîæíî çàìåíèòü 5, óâåëè÷èâ åãî, ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå 7. Ïîìåíÿåì
ýëåìåíòû 5 è 7 ìåñòàìè, ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó (2, 9, 6, 7, 8, 5, 4, 3, 1). Òåïåðü
íåîáõîäèìî èç ýëåìåíòîâ, ñëåäóþùèõ çà ýëåìåíòîì 7, ñäåëàòü ìèíèìàëü-
íóþ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ïåðåñòàíîâêó, äëÿ ÷åãî èõ íåîáõîäè-
ìî óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ. Ïîñêîëüêó îíè óæå áûëè óïîðÿäî÷åíû
ïî óáûâàíèþ, à ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ 5 è 7 ñîõðàíÿåò ýòî ñâîéñòâî, òî
äîñòàòî÷íî ïðîñòî âñå ýëåìåíòû, ñëåäóþùèå çà óâåëè÷åííûì ýëåìåíòîì,
ðàçâåðíóòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ðåàëèçóåì ýòîò àëãîðèòì â âèäå ôóíêöèè
NextPermutation. Ýòà ôóíêöèÿ ãåíåðèðóåò ñëåäóþùóþ â ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêîì ïîðÿäêå ïåðåñòàíîâêó íåïîñðåäñòâåííî â òîì ñïèñêå, â êîòîðîì õðà-
íèòñÿ ïåðåäàííàÿ åé ïåðåñòàíîâêà

def NextPermutation (P) :
i = l en (P) − 2
while i >= 0 and P[ i ] > P[ i + 1 ] :

i −= 1
i f i < 0 :

P [ : ] = [ ]
return

j = l en (P) − 1
while P[ j ] < P[ i ] :

j −= 1
P[ i ] , P [ j ] = P[ j ] , P [ i ]
P [ i + 1 : ] = P [ : i :−1]

Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ñàìûé ïðàâûé ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè P[i], êîòîðûé
ìåíüøå, ÷åì ñëåäóþùèõ çà íèì ýëåìåíò P[i + 1]. Ýòî äåëàåòñÿ âíóòðè ïåð-
âîãî öèêëà while, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîèñêîì òàêîãî i, ÷òî P[i] <
P[i + 1] íà÷èíàÿ ñ êîíöà ñïèñêà. Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íå íàéäåíî, òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âñÿ ïåðåñòàíîâêà óáûâàåò è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì çàìåíÿåò ïåðåäàí-
íóþ ïåðåñòàíîâêó íà ïóñòîé ñïèñîê è çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

Çàòåì âòîðûì ëèíåéíûì ïîèñêîì íàõîäèòñÿ òàêîé ñàìûé ïðàâûé ýëå-
ìåíò P[j], êîòîðûé áîëüøå P[i]. Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå ñòîÿò ïðà-
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âåå ýëåìåíòà P[i] óáûâàþò, è ïîñêîëüêó åñòü õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò, êîòîðûé
áîëüøå, ÷åì P[i] (íàïðèìåð, P[i + 1] > P[i]), òî ëèíåéíûé ïîèñê îáÿçàòåëü-
íî íàéäåò òàêîé ýëåìåíò, ïðè÷åì ýòî áóäåò íàèìåíüøèé èç âñåõ ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå áîëüøå P[i]. Çàòåì àëãîðèòì ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè P[i] è P[j] è ðàç-
âîðà÷èâàåò âñå ýëåìåíòû, èäóþùèå ïîñëå ýëåìåíòà P[i] â îáðàòíîì ïîðÿäêå
ïðè ïîìîùè ñðåçà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èùåòñÿ ïðåäûäóùàÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå ïåðåñòàíîâêà:

def PrevPermutation (P) :
i = l en (P) − 2
while i >= 0 and P[ i ] < P[ i + 1 ] :

i −= 1
i f i < 0 :

P [ : ] = [ ]
return

j = l en (P) − 1
while P[ j ] > P[ i ] :

j −= 1
P[ i ] , P [ j ] = P[ j ] , P [ i ]
P [ i + 1 : ] = P [ : i :−1]

Íàó÷èìñÿ îïåðåäåëÿòü íîìåð ïåðåñòàíîâêè. Âñå ïåðåñòàíîâêè ïðîíóìå-
ðóåì ÷èñëàìè îò 0 äî (n − 1)! â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Âîò ïðèìåð
íóìåðàöèè äëÿ n = 4:
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P0 = (1, 2, 3, 4)
P1 = (1, 2, 4, 3)
P2 = (1, 3, 2, 4)
P3 = (1, 3, 4, 2)
P4 = (1, 4, 2, 3)
P5 = (1, 4, 3, 2)
P6 = (2, 1, 3, 4)
P7 = (2, 1, 4, 3)
P8 = (2, 3, 1, 4)
P9 = (2, 3, 4, 1)

P10 = (2, 4, 1, 3)
P11 = (2, 4, 3, 1)
P12 = (3, 1, 2, 4)
P13 = (3, 1, 4, 2)
P14 = (3, 2, 1, 4)
P15 = (3, 2, 4, 1)
P16 = (3, 4, 1, 2)
P17 = (3, 4, 2, 1)
P18 = (4, 1, 2, 3)
P19 = (4, 1, 3, 2)
P20 = (4, 2, 1, 3)
P21 = (4, 2, 3, 1)
P22 = (4, 3, 1, 2)
P23 = (4, 3, 2, 1)

Âèäèì, ÷òî âñå n! ïåðåñòàíîâîê ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè: ñíà÷àëà èäóò
ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ 1, çàòåì íà÷èíàþùèåñÿ ñ 2 è ò.ä. Â
êàæäîì òàêîì áëîêå (n − 1)! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê, ïîýòîìó ïî ïåðâî-
ìó ýëåìåíòó äàííîé ïåðåñòàíîâêè ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêîå ÷èñëî ïîëíûõ
áëîêîâ èäåò ðàíüøå ýòîé ïåðåñòàíîâêè è ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê ñîäåðæèòñÿ
â ýòèõ ïîëíûõ áëîêàõ. Íàïðèìåð, åñëè ïåðåñòàíîâêà íà÷èíàåòñÿ ñ 1, òî ñíà-
÷àëà èäåò 0 ïîëíûõ áëîêîâ, åñëè íà÷èíàåòñÿ ñ 2, òî îäèí ïîëíûé áëîê è ò.ä.
Òî åñòü ÷èñëî ïðîïóùåííûõ ïîëíûõ áëîêîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â
ïåðåñòàíîâêå, êîòîðûå ìîãóò èäòè ðàíüøå ïåðâîãî ýëåìåíòà ïåðåñòàíîâêè.

Îïðåäåëèâ êîëè÷åñòâî ïîëíûõ áëîêîâ, èäóùèõ ðàíåå ýòîé ïåðåñòàíîâêè,
íåîáõîäèìî òàêæå îïðåäåëèòü íîìåð ïåðåñòàíîâêè âíóòðè áëîêà, â êîòîðûé
ïîïàëà ýòà ïåðåñòàíîâêà. Â ýòîì áëîêå ñîäåðæàòñÿ âñå ïåðåñòàíîâêè, íà÷è-
íàþùèåñÿ ñ îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà, èõ âñåãî (n− 1)!. Îòáðîñèì ïåðâûé
ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè è òåïåðü îïðåäåëèì íîìåð óêîðî÷åííûé íà îäèí ýëå-
ìåíò ïåðåñòàíîâêè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê òåõ æå ýëåìåíòîâ.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ðåêóðñèè.
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Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îòáðàñûâàíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà èç ïåðåñòà-
íîâêè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ïåðåñòàíîâêè âñåõ ÷èñåë îò 1 äî n, à
ïåðåñòàíîâêè íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ÷èñåë îò 1 äî n. Òî åñòü ðåøàåòñÿ
áîëåå îáùàÿ çàäà÷à � ïî äàííîé ïåðåñòàíîâêè èç íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
÷èñåë íåîáõîäèìî íàéòè íîìåð äàííîé ïåðåñòàíîâêè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
ïåðåñòàíîâîê ýòèõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ïóñòü íóæíî íàéòè íîìåð ïåðåñòàíîâ-
êè (6, 4, 1, 9). Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê 4! = 24, îíè âñå ðàçáèâàþòñÿ íà 4 áëîêà ïî
3! = 6 ïåðåñòàíîâîê, íàøà ïåðåñòàíîâêà ïîïàäàåò â òðåòèé ïî ñ÷åòó áëîê,
ïðîïóñêàÿ äâà ïîëíûõ áëîêà (òàê êàê 6 > 1 è 6 > 4). Òî åñòü ê îòâåòó íóæíî
äîáàâèòü 2 ·6 = 12 ïåðåñòàíîâîê çà ñ÷åò ïðîïóñêîâ äâóõ ïîëíûõ áëîêîâ, ïî-
ñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íîìåðà ïåðåñòàíîâêè (4, 1, 9). Çäåñü
ïðîïóñêàåòñÿ îäèí áëîê èç 2! = 2 ïåðåñòàíîâîê (òàê êàê 4 > 1), ïîýòîìó
ê îòâåòó íóæíî äîáàâèòü åùå 2 è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå (1, 9).
Äàëåå ê îòâåòó íè÷åãî íå äîáàâëÿåòñÿ, òàê êàê ïåðâûé ýëåìåíò ïåðåñòà-
íîâêè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå (9), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç îäíîãî ýëåìåíòà. Åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê èäåò ñ íóëÿ, òî îòâåòîì áóäåò ÷èñëî
12 + 2 = 14.

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ìîæíî â âèäå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè:

def NumberByPermutation (S ) :
n = len (S)
i f n <= 1 :

return 0
k = 0
for elem in S :

i f elem < S [ 0 ] :
k += 1

return math . f a c t o r i a l (n − 1) ∗ k + NumberBySequence (S [ 1 : ] )

Èëè â âèäå íåðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà:

def NumberByPermutation (S ) :
ans = 0
n = len (S)
for i in range (n ) :

k = 0
for elem in S [ i + 1 : ] :

i f elem < S [ i ] :
k += 1

ans += math . f a c t o r i a l (n − 1 − i ) ∗ k
return ans

Îáðàòíûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè ïî åå íîìåðó óñòðîåí
àíàëîãè÷íî. Ïåðâûé ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ÷àñòíîìó
îò äåëåíèÿ íîìåðà ïåðåñòàíîâêè íà (n − 1)!, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàâøåé-
ñÿ ÷àñòè íóæíî âçÿòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íîìåðà ïåðåñòàíîâêè íà (n − 1)!
è ñâåñòè çàäà÷ó ê íàõîæäåíèÿ ïåðåñòàíîâêè ïî íîìåðó, åñëè ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü òîëüêî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå áûëè èñïîëüçîâàíû ðàíåå.

Ïðèìåð ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè, âîçâðàùàþùåé ïåðåñòàíîâêó ïî åå íîìå-
ðó.

def SequenceByNumber (num, p r e f i x , unused ) :
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i f l en ( unused ) == 0 :
return p r e f i x

n = len ( unused )
k = num // math . f a c t o r i a l (n − 1)
p r e f i x . append ( unused [ k ] )
unused . pop (k )
num %= math . f a c t o r i a l (n − 1)
SequenceByNumber (num, p r e f i x , unused )
return p r e f i x

Ïàðàìåòðû ôóíêöèè: num � íîìåð èñêîìîé ïåðåñòàíîâêè, pre�x � óæå
ïîñòðîåííàÿ ÷àñòü ïåðåñòàíîâêè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê îòâåòó,
unused � ñïèñîê åùå íå èñïîëüçîâàííûõ ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè, èç êîòî-
ðûõ áóäåò ñîñòàâëåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïåðåñòàíîâêè. Íàïðèìåð, äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ 100-é ïî ñ÷åòó ïåðåñòàíîâêè èç n = 5 ýëåìåíòîâ ôóíêöèþ íåîáõî-
äèìî âûçûâàòü òàê:

SequenceByNumber (100 , [ ] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ] ) :

Ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò ïî íîìåðó ïåðåñòàíîâêè çíà÷åíèå k � èíäåêñ ýëå-
ìåíòà èç ñïèñêà unused, êîòîðûé áóäåò èäòè â íà÷àëå ïåðåñòàíîâêè, äîáàâ-
ëÿåò åãî â êîíåö ñïèñêà pre�x, óäàëÿåò åãî èç ñïèñêà unused, ïîñëå ÷åãî
âûçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïåðåñòàíîâêè.

Ïðèâåäåì è íåðåêóðñèâíóþ ðåàëèçàöèþ äàííîãî àëãîðèòìà:

def SequenceByNumber (n , num) :
ans = [ ]
unused = [ i for i in range (1 , n + 1 ) ]
while n > 0 :

n −= 1
k = num // math . f a c t o r i a l (n )
ans . append ( unused [ k ] )
unused . pop (k )
num %= math . f a c t o r i a l (n )

return ans

9 Êó÷à

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåò ñëåäóþùèå îïåðà-
öèè:

1. Äîáàâèòü ýëåìåíò â ñòðóêòóðó äàííûõ.

2. Èçâëå÷ü èç ñòðóêòóðû äàííûõ íàèáîëüøèé (âàðèàíò - íàèìåíüøèé)
ýëåìåíò. Èçâëå÷åííûé ýëåìåíò óäàëÿåòñÿ èç ñòðóêòóðû.

Ïðè ýòîì â ñòðóêòóðå ìîãóò õðàíèòüñÿ îäèíàêîâûå ýëåìåíòû.
Åñëè ðåàëèçîâàòü òàêóþ ñòðóêòóðó íà áàçå ñïèñêà, òî äîáàâëÿòü ýëåìåí-

òû ìîæíî â êîíåö ñïèñêà çà O(1). Íî ïîèñê íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà áóäåò
çàíèìàòü O(n), åñëè n � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñïèñêå, òàê êàê ïðèäåòñÿ ïðî-
ñìàòðèâàòü âñå ýëåìåíòû ñïèñêà è âûáèðàòü èç íèõ íàèáîëüøèé.
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Åñëè æå õðàíèòü ýëåìåíòû â ñïèñêå óïîðÿäî÷èâ èõ ïî íåóáûâàíèþ, òî
èçâëå÷åíèå íàèáîëüøåãî áóäåò çàíèìàòü O(1), íî äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â
ñïèñîê � O(n), òàê êàê ïðèäåòñÿ ñäâèãàòü ýëåìåíòû, óæå íàõîäÿùèåñÿ â
ñïèñêå.

Ñïåöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ �Êó÷à� (àíãë. heap)ïîçâîëÿåò ýòè îïå-
ðàöèè âûïîëíÿòü çà O(logn).

Â êó÷å ýëåìåíòû õðàíÿòñÿ â âèäå äâîè÷íîãî äåðåâà, òî åñòü ó ýëåìåíòîâ
åñòü äâà ïîòîìêà � ëåâûé è ïðàâûé. Â âåðøèíå êó÷è íàõîäèòñÿ îäèí ýëå-
ìåíò, ó íåãî äâà ïîòîìêà íà ñëåäóþùåì óðîâíå, ó íèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî
äâà ïîòîìêà íà òðåòüåì óðîâíå (èòîãî 4 ýëåìåíòà íà òðåòüåì óðîâíå) è ò. ä.
Óðîâíè çàïîëíÿþòñÿ â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ íîìåðà óðîâíÿ, à ñàì óðîâåíü
çàïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ó ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî óðîâíÿ íåò íè îäíîãî
ïîòîìêà, âîçìîæíî, ÷òî è ó íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ïðåäïîñëåäíåãî óðîâíÿ
íåò ïîòîìêîâ. Òàêæå â êó÷å ìîæåò áûòü îäèí ýëåìåíò, ó êîòîðîãî òîëüêî
îäèí ïîòîìîê (ëåâûé).

Ïðè ýòîì äëÿ ýëåìåíòîâ êó÷è âåðíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: êàæäûé èç
ýëåìåíòîâ êó÷è áîëüøåå èëè ðàâåí âñåõ ñâîèõ ïîòîìêîâ. Â ÷àñòíîñòè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â âåðøèíå êó÷è õðàíèòñÿ íàèáîëüøèé ýëåìåíò.

Íà êàðòèíêå ïðèâåäåí ïðèìåð ïðàâèëüíîé êó÷è èç 9 ýëåìåíòîâ.

Óäîáíî ýëåìåíòû êó÷è õðàíèòü â ñïèñêå, íà÷èíàÿ ñ êîðíåâîãî ýëåìåí-
òà. Äëÿ ïðîñòîòû íóìåðàöèè ïðîïóñòèì íóëåâîé ýëåìåíò ñïèñêà, òî åñòü
âåðøèíà êó÷è áóäåò õðàíèòüñÿ â ýëåìåíòå ñïèñêà ñ èíäåêñîì 1. Îñòàëüíûå
ýëåìåíòû êó÷è õðàíÿòñÿ ïîäðÿä â ýëåìåíòàõ ñïèñêà ñ èíäåêñàìè 2, 3, 4 è ò.
ä. Òî åñòü äëÿ ïðèìåðà âûøå:

Heap [ 1 ] == 100
Heap [ 2 ] == 19
Heap [ 3 ] == 36
Heap [ 4 ] == 17
Heap [ 5 ] == 3
Heap [ 6 ] == 25
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Heap [ 7 ] == 1
Heap [ 8 ] == 2
Heap [ 9 ] == 7

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó ýëåìåíòà H[i] ëåâûì ïîòîìêîì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò
H[2*i], à ïðàâûì ïîòîìêîì - ýëåìåíò H[2*i+1]. À ðîäèòåëåì ýëåìåíòà H[i]
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò H[i//2].

Íàïèøåì ðåàëèçàöèþ ñòðóêòóðû äàííûõ �êó÷à� â âèäå êëàññà Heap, â
êîòîðîì ñàìè äàííûå áóäóò õðàíèòüñÿ â âèäå çàêðûòîãî ïîëÿ __data. Ìå-
òîä size êëàññà Heap áóäåò âîçâðàùàòü ðàçìåð êó÷è, òî åñòü äëèíó ñïèñêà
__data ìèíóñ 1, òàê êàê ñïèñîê __data ñîäåðæèò îäèí ôèêòèâíûé ýëå-
ìåíò. Ìåòîä top áóäåò âîçâðàùàòü ïåðâûé (íàèáîëüøèé) ýëåìåíò êó÷è, òî
åñòü __data[1].

class Heap ( ) :
__data = [ None ]

def s i z e ( s e l f ) :
return l en ( s e l f . __data) − 1

def top ( s e l f ) :
return s e l f . __data [ 1 ]

Äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â êó÷ó

Ýëåìåíò äîáàâëÿåòñÿ â êó÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îí äîáàâëÿåòñÿ
â ñàìûé êîíåö êó÷è, òî åñòü ñòàíîâèòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîâ (ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà append ñïèñêà). Ïðè ýòîì âîçìîæíî íàðóøåíèå
ãëàâíîãî ñâîéñòâà êó÷è (êàæäûé ýëåìåíò áîëüøå ñâîèõ ïîòîìêîâ). Ñâîé-
ñòâî ìîãëî íàðóøèòüñÿ äëÿ ýëåìåíòà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì äîáàâ-
ëÿåìîãî. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ïîìåíÿòü ýëåìåíò ñ åãî ðîäèòåëåì. Ïðîöåññ
íóæíî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, òî åñòü ó äîáàâëåí-
íîãî ýëåìåíòà åñòü ðîäèòåëü (òî åñòü ýëåìåíò íå êîðíåâîé) è ýòîò ðîäèòåëü
ìåíüøå äîáàâëÿåìîãî. Òî åñòü äîáàâëÿåìûé ýëåìåíò ¾ïîäíèìàåòñÿ¿ ââåðõ
ê âåðøèíå êó÷è, ïîêà íå çàéìåò íàäëåæàùåå ìåñòî.

Ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà (÷óòü áîëåå îïòèìèçèðîâàí-
íàÿ) ïðèâåäåíà íèæå:

class Heap ( ) :
def add ( s e l f , x ) :

H = s e l f . __data
H. append (x )
i = len (H) − 1
while i > 1 and x > H[ i // 2 ] :

H[ i ] = H[ i // 2 ]
i //= 2

H[ i ] = x

Â ìåòîä add ïåðåäàåòñÿ äîáàâëÿåìûé ýëåìåíò x. Äëÿ óïðîùåíèÿ ÷è-
òàåìîñòè êîäà îáîçíà÷èì ÷åðåç H ññëûëêó íà ñïèñîê, â êîòîðîì õðàíèòñÿ
êó÷à, ò.å. self.__data. Ñíà÷àëà â êîíåö êó÷è H äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ýëåìåíò,
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ïåðåìåííîé i ïðèñâàèâàåòñÿ èíäåêñ äîáàâëåííîãî ýëåìåíòà. Çàòåì âñå ïðåä-
êè äîáàâëåííîãî ýëåìåíòà äîëæíû ñäâèíóòüñÿ âíèç, åñëè îíè áûëè ìåíüøå
äîáàâëåííîãî ýëåìåíòà. Ýòî ðåàëèçîâàíî â öèêëå while, â êîíöå êîòîðîãî
çíà÷åíèå i ìåíÿåòñÿ íà ðîäèòåëÿ òåêóùåãî ýëåìåíòà. Öèêë îñòàíàâëèâàåòñÿ
íà òîì çíà÷åíèè i, ó êîòîðîãî íåò ðîäèòåëÿ, èëè åñëè ðîäèòåëü ýëåìåíòà ñ
èíäåêñîì i áîëüøå, ÷åì x. Ïîýòîìó ïîñëå îêîí÷àíèÿ öèêëà íà ìåñòî ýëå-
ìåíòà i çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå elem.

Óäàëåíèå ýëåìåíòà èç êó÷è

Èç êó÷è ìîæíî óäàëèòü íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî åñòü òîò, êîòîðûé õðàíèò-
ñÿ â âåðøèíå êó÷å. Íà åãî ìåñòî íóæíî ïîñòàâèòü êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò
êó÷è. Ïîñòàâèì ïîñëåäíèé ýëåìåíò êó÷è, óäàëèâ åãî èç êîíöà. Òåïåðü â
âåðøèíå êó÷è ìîæåò íàðóøèòüñÿ ñâîéñòâî êó÷è, çíà÷èò, âåðõíèé ýëåìåíò
íóæíî ñìåñòèòü âíèç, îáìåíÿâ åãî ñ îäíèì èç ñâîèõ ïîòîìêîâ. Ïðè ýòîì èç
äâóõ ïîòîìêîâ íóæíî âûáðàòü íàèáîëüøèé è åñëè ýòîò íàèáîëüøèé ïîòî-
ìîê áîëüøå ñòîÿùåãî â âåðøèíå êó÷è, îáìåíÿåì èõ ìåñòàìè.

Òåì ñàìûì ýëåìåíò, êîòîðûé áûë âçÿò ñíèçó êó÷è, ñïóñòèòñÿ íà îäèí
óðîâåíü âíèç. Áóäåì äàëüøå îïóñêàòü ýòîò ýëåìåíò äî òåõ ïîð, ïîêà îáà
åãî ïîòîìêà íå ñòàíóò ìåíüøå åãî (èëè ó íåãî íå áóäåò ïîòîìêîâ, òàêæå
íåîáõîäèìî àêêóðàòíî îáðàáîòàòü ñëó÷àé îäíîãî ïîòîìêà.

class Heap :
def pop ( s e l f ) :

H = s e l f . __data
i f s e l f . s i z e ( ) == 1 :

return H. pop ( )
r e s u l t = H[ 1 ]
H[ 1 ] = H. pop ( )
i = 1
while (2 ∗ i + 1 < len (H) and

H[ i ] < max(H[2 ∗ i : 2 ∗ i + 2 ] ) ) ) :
i f H[2 ∗ i ] > H[2 ∗ i + 1 ] :

j = 2 ∗ i
else :

j = 2 ∗ i + 1
H[ i ] , H[ j ] = H[ j ] , H[ i ]
i = j

i f 2 ∗ i == len (H) − 1 and H[ i ] < H[2 ∗ i ] :
H[ i ] , H[ 2 ∗ i ] = H[2 ∗ i ] , H[ i ]

return r e s u l t

Â ýòîì ïðèìåðå ñîõðàíÿåòñÿ çíà÷åíèå íà âåðøèíå êó÷è â ïåðåìåííîé
result, çàòåì ïîñëåäíèé ýëåìåíò óäàëÿåòñÿ èç êó÷è è ñòàâèòñÿ íà âåðøèíó
êó÷è. Îòäåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êó÷à ñîñòîÿëà ðîâíî èç îäíî-
ãî ýëåìåíòà, ò. å. ïîñëå óäàëåíèÿ îíà ñòàíîâèòñÿ ïóñòîé. Äàëåå â îñíîâíîì
öèêëå ýëåìåíò îïóñêàåòñÿ âíèç. Öèêë ïðîäîëæàåòñÿ ïîêà ó ýëåìåíòà äâà
ïîòîìêà è õîòÿ áû îäèí èç ïîòîìêîâ áîëüøå òåêóùåãî ýëåìåíòà. Â ýòîì
ñëó÷àå ýëåìåíò ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ íàèáîëüøèì èç ïîòîìêîâ è öèêë ïîâòî-
ðÿåòñÿ çàíîâî.
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Ïîñëå îêîí÷àíèÿ öèêëà îòäåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ó ýëå-
ìåíòà ðîâíî îäèí ïîòîìîê (íåò ïðàâîãî ïîòîìêà) è åäèíñòâåííûé ëåâûé
ïîòîìîê áîëüøå äàííîãî ýëåìåíòà, â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè åùå
îäèí îáìåí.

Ñëîæíîñòü îïåðàöèé ñ êó÷åé

Âñå îïåðàöèè ñ êó÷åé (äîáàâëåíèå è óäàëåíèå ýëåìåíòà) òðåáóþò O(h) îïå-
ðàöèé, ãäå h - âûñîòà êó÷è. Ïóñòü â êó÷å n ýëåìåíòîâ, à åå âûñîòà ðàâíà h.
Òîãäà íàèáîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü â êó÷å âûñîòû h
åñòü 1 + 2 + 4 + ... + 2h−1 = 2h − 1.

Òàêèì îáðàçîì, 2h−1 ≤ n < 2h, îòêóäà âèäíî, ÷òî h ïðèìåðíî ðàâíî
äâîè÷íîìó ëîãàðèôìó ÷èñëà n, òî åñòü ñëîæíîñòü âñåõ îïåðàöèé ñ êó÷åé -
O(log n).

Ïðèìåíåíèÿ êó÷è

Îäíî èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåíåíèé êó÷è - ñîðòèðîâêà ïðè ïîìîùè
êó÷è èëè ïèðàìèäàëüíàÿ ñîðòèðîâêà (àíãë. heapsort). Â äàííîé ñîðòèðîâ-
êè èç ýëåìåíòîâ ñïèñêà ñíà÷à ñòðîèòñÿ êó÷à, ïîòîì ýëåìåíòû ïî îäíîìó
óäàëÿþòñÿ èç êó÷è - ñíà÷àëà íàèáîëüøèé ýëåìåíò, ïîòîì - íàèáîëüøèé èç
îñòàâøèõñÿ è ò. ä. Ïðè ýòîì êó÷ó ìîæíî õðàíèòü òàì æå, ãäå õðàíÿòñÿ ýëå-
ìåíòû ñàìîãî ñïèñêà, òåì ñàìûì ïèðàìèäàëüíàÿ ñîðòèðîâêà èìååò ñëîæ-
íîñòü O(n log n), íî ïðè ýòîì íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè (êàê ñîð-
òèðîâêà ñëèÿíèåì) è íå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé (êàê áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà
Õîàðà).

Òàêæå ïðè ïîìîùè êó÷è ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ ¾î÷å-
ðåäü ñ ïðèîðèòåòàìè¿. Â î÷åðåäè êàæäîìó ýëåìåíòó ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðèî-
ðèòåò - íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç î÷åðåäè óäàëÿåòñÿ
íå òîò ýëåìåíò, êîòîðûé áûë äîáàâëåí ðàíüøå (êàê â îáû÷íîé î÷åðåäè), à
ýëåìåíò ñ íàèáîëüøèì ïðèîðèòåòîì. Òî åñòü ýëåìåíòû â î÷åðåäè ñ ïðèîðè-
òåòàìè ìîæíî õðàíèòü â êó÷å, ñðàâíèâàÿ èõ ïðè ýòîì ïî ïðèîðèòåòó.

Â î÷åðåäè ñ ïðèîðèòåòàìè òàêæå åñòü îïåðàöèÿ èçìåíåíèÿ ïðèîðèòåòà
ýëåìåíòà. Äëÿ ýòîãî ðåàëèçîâàíû äâå ôóíêöèè - ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ
ïðèîðèòåòà. Ïðè ïîâûøåíèè ïðèîðèòåòà ýëåìåíò ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ, ïî-
ýòîìó ýòà ôóíêöèÿ ðåàëèçîâàíà àíàëîãè÷íî îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ýëåìåí-
òà. Ïðè ïîíèæåíèè ïðèîðèòåòà ýëåìåíò ñïóñêàåòñÿ âíèç, êàê â îïåðàöèè
óäàëåíèÿ ýëåìåíòà.

10 Õåøèðîâàíèå

10.1 Ïîëèíîìèàëüíîå õåøèðîâàíèå ñòðîê

Èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèè õåøèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ðåøàòü íåêîòîðûå çàäà-
÷è, ñâÿçàííûå ñî ñòðîêàìè. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
õåø-ôóíêöèè äëÿ ñòðîê.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè äëÿ ñòðîê äëèíû 1. Êàæäîìó âîç-
ìîæíîìó ñèìâîëó ñòðîêè ñîïîïîñòàâèì óíèêàëüíîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî � çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè îò ýòîãî ñèìâîëà. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü
ASCII-êîä èëè Unicode ñèìâîëà èëè åñëè ñòðîêà ñîñòîèò òîëüêî èç ñòðî÷íûõ
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ëàòèíñêèõ áóêâ, ìîæíî âçÿòü h('a') = 1, h('b') = 2, ..., h('z') = 26. Ïóñòîé
ñòðîêå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâîå çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè, ïîýòîìó íå
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÷èñëî 0 äëÿ çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè îò êàêîãî-ëèáî
îäíîãî ñèìâîëà.

Äëÿ ñòðîê äëèíû 2 æåëàòåëüíî âûáðàòü òàêîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
õåø-ôóíêöèè, êîòîðûé îáëàäàë áû ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè äëÿ âñåõ ñòðîê äëèíû 1 è 2 áûëè áû ðàçëè÷-
íûìè.

2. Èñïîëüçîâàëèñü áû çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè äëÿ îäíîãî ñèìâîëà, îïðå-
äåëåííûå ðàíåå.

3. Àëãîðèòì ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñòðîêè áîëüøåé äëèíû.

Ïðîñòîå ðåøåíèå � äëÿ ñòðîêè èç äâóõ ñèìâîëîâ a0a1 çíà÷åíèå õåø-
ôóíêöèè âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå h(a0a1) = h(a0)b + h(a1). Åñëè ïðè ýòîì
âûáðàòü çíà÷åíèå b áîëüøèì, ÷åì ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå õåø-
ôóíêöèè îò îäíîãî ñèìâîëà (íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ëàòèí-
ñêèå áóêâû, òî ìîæíî âçÿòü b = 27), òî òîãäà ó âñåõ ñòðîê äëèíû 2 çíà÷åíèÿ
õåø-ôóíêöèè áóäóò ðàçëè÷íûìè.

Äëÿ ñòðîê äëèíû 3 ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: h(a0a1a2) = h(a0)b2 + h(a1)b + h(a2) è ò.ä. Íàïðèìåð, åñ-
ëè âçÿòü b = 27, òî õåø-ôóíêöèÿ îò ñòðîêè 'one' áóäåò ðàâíà h('one') =
h('o')b2 + h('n')b + h('e') = 15 · 272 + 14 · 27 + 5 = 11318.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñòðîêè äëèíû n çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè ìîæíî îïðå-
äåëèòü òàê: h(a0a1a2 . . . an−1) = h(a0)bn−1 + h(a1)bn−2 + ... + h(an−2)b +
h(an−1). Ýòî çíà÷åíèå òàêæå ðàâíî çíà÷åíèþ ÷èñëà a0a1a2 . . . an−1 â ñè-
ñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì b, òî åñòü ÷èñëîì, çàïèñàííîãî ñèìâîëàìè
a0a1a2 . . . an−1, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí ñèìâîë ñîîòâåòñòâóåò îäíîé öèôðå
â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì b, à çíà÷åíèåì öèôðû ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå
õåø-ôóíêöèè îò ýòîãî ñèìâîëà. Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü ýòî, êàê çíà÷åíèå
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n − 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè a0, a1, ..., an−1, âû÷èñëåííîå
ïðè x = b.

Íî ïðè äëèííîé ñòðîêå ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå áó-
äåò î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî (äëèíà êîòîðîãî áóäåò ïîðÿäêà äëèíû ñòðîêè),
ïîýòîìó èñïîëüçîâàòü òàêîé õåø äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëüçÿ (òàê êàê îñ-
íîâíûì ñìûñëîì õåø-ôóíêöèè ÿâëåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå áîëüøîìó îáúåêòó
íåêîòîðîãî îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà), ïîýòîìó â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ
õåø-ôóíêöèè âîçüìåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ÷èñëà íà íåêîòîðîå
áîëüøîå ÷èñëî M . Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ M ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü áîëüøîå
ïðîñòîå ÷èñëî, òàêæå ÷àñòî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ M âûáèðàþò ñòåïåíü ÷èñ-
ëà 2, ðàâíóþ ðàçìåðó öåëî÷èñëåííîãî òèïà äàííûõ, íàïðèìåð, 232 èëè 264.
Îáÿçàòåëüíîå òðåáîâàíèå ê ÷èñëó M � îíî äîëæíî áûòü âçàèìíî ïðîñòûì
ñ ÷èñëîì b. Èòàê, îïðåäåëèì çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè îò ñòðîêè:

h(a0a1a2 . . . an−1) = (h(a0)bn−1 +h(a1)bn−2 + ...+h(an−2)b+h(an−1)) mod M

Çíà÷åíèå îïðåäåëåííîé òàêèì îáðàçîì õåø-ôóíêöèè óäîáíî âû÷èñëÿòü,
êàê è çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ïî ñõåìå Ãîðíåðà ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì:
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h(a0a1a2 . . . an−1) =

=
(
(h(a0)bn−2 + h(a1)bn−3 + ... + h(an−2))b + h(an−1)

)
mod M =

= (h(a0a1a2 . . . an−2)b + h(an−1)) mod M

Òî åñòü ÷òîáû âû÷èñëèòü õåø-ôóíêöèþ îò ñòðîêè a0a1a2 . . . an−1 íåîáõî-
äèìî âçÿòü âû÷èñëèòü õåø-ôóíêöèþ îò ñòðîêè áåç îäíîãî ïîñëåäíåãî ñèì-
âîëà a0a1a2 . . . an−2, óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà b, äîáàâèòü çíà÷åíèå ïîñëåäíå-
ãî ñèìâîëà an−1 è âçÿòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà M . Íàïðèìåð,
ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ôóíêöèè çà âðåìÿ, ïðîïîðöèî-
íàëüíîå äëèíå ñòðîêè:

b = 27
M = 10 ∗∗ 17 + 3

def Hash (S ) :
r e s u l t = 0
for char in S :

r e s u l t ∗= b
r e s u l t += ord ( char ) − ord ( ' a ' ) + 1
r e s u l t %= M

return r e s u l t

Åñëè æå â êîíåö íåêîòîðîé äàííîé ñòðîêè S äîáàâèòü ñòðîêó T äëèíîé â
m ñèìâîëîâ, òî ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå õåø-ôóíêöèè ñòðîêè S íåîáõîäèìî
ñäâèíóòü íà m ñèìâîëîâ âëåâî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà bm, ïîñëå
÷åãî äîáàâèòü õåø-ôóíêöèþ ñòðîêè T .

h(ST ) = (h(S)bm + h(T )) mod M

Òî åñòü ëåãêî âû÷èñëèòü õåø-ôóíêöèþ îò êîíêàòåíàöèè äâóõ ñòðîê S è
T , åñëè èçâåñòíû õåø-ôóíêöèè îò äàííûõ ñòðîê.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü èçâåñòíà õåø-ôóíêöèÿ h(ST ) è õåø-ôóíêöèÿ
îò åå ïðåôèêñà h(S). Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü õåø-ôóíêöèþ îò ñòðîêè T :

h(T ) = (h(ST )− h(S)bm) mod M

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äàíà ñòðîêà S è íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü õåø-ôóíêöèþ
îò ñðåçà ýòîé ñòðîêè S[i : j] (íàïîìíèì, ÷òî ñðåç S[i : j] ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ
ñòðîêè ñ èíäåêñàìè îò i äî j−1 è èìååò äëèíó j− i), òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
çíàÿ çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè îò ïðåôèêñîâ ñòðîêè äëèíû i è j:

h(S[i : j]) =
(
h(S[: j])− h(S[: i])bj−i

)
mod M

Òî åñòü åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè íà âñåõ ïðåôèêñàõ äàííîé
ñòðîêè S, òî çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè îò ëþáîé åå ïîäñòðîêè ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü çà O(1), åñëè òàêæå èçâåñòíî çíà÷åíèå bm mod M . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

def Hash ( i , j , Pre f ix , Power ) :
return ( P r e f i x [ j ] − Pre f i x [ i ] ∗ Power [ j − i ] ) mod M
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Ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò íà âõîä ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ãðàíèöû ñðåçà i
è j ñïèñîê çíà÷åíèé õåø-ôóíêöèè íà âñåõ ïðåôèêñàõ íåêîòîðîé ñòðîêè S.
Ñàìà ñòðîêà S íå ïåðåäàåòñÿ â ôóíêöèþ, âìåñòî íåå ïåðåäàþòñÿ äâà ñïèñêà.
Â ñïèñêå Pre�x õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè äëÿ âñåõ ïðåôèêñîâ ñòðîêè
S, òî åñòü çíà÷åíèå Pre�x[i] ðàâíî çíà÷åíèþ õåø-ôóíêöèè äëÿ ïðåôèêcà S[i]
ñòðîêè S. Â ñïèñêå Power õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé ÷èñëà b ïî ìîäóëþ
M , òî åñòü Power[i] = bi mod M .

Çíà÷åíèÿ ñïèñêà Pre�x è Power íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îäèí ðàç â íà÷à-
ëå, âûïîëíèâ òàê íàçûâàåìûé �ïðåäïîäñ÷åò�, òî åñòü ïðåäâàðèòåëüíóþ ïîä-
ãîòîâêó, íåîáõîäèìóþ äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðåä-
ïîäñ÷åòà èñïîëüçóþòñÿ äâå ôóíêöèè: ôóíêöèÿ ÑalcPre�x ïîëó÷àåò íà âõîä
ñòðîêó S è âîçâðàùàåò ñïèñîê Pre�x äëèíû n + 1 (åñëè n � äëèíà ñòðî-
êè S), ñîäåðæàùèé çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè äëÿ âñåõ ïðåôèêñîâ ñòðîêè S, è
ôóíêöèÿ CalcPower, ïîëó÷àþùàÿ íà âõîä ÷èñëî n è âîçâðàùàþùàÿ ñïèñîê
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà M âñåõ ñòåïåíåé ÷èñëà b îò 0 äî n.

b = 27
M = 10 ∗∗ 17 + 3

def CalcPre f i x (S ) :
n = len (S)
Pr e f i x = [ 0 ] ∗ (n + 1)
for i in range (n ) :

P r e f i x [ i + 1 ] = ( Pre f i x [ i ] ∗ b + h(S [ i ] ) ) % M
return Pre f i x

def CalcPower (n ) :
Power = [ 1 ] ∗ (n + 1)
for i in range (n ) :

Power [ i + 1 ] = Power [ i ] ∗ b % M
return Power

def h( char ) :
return ord ( char ) − ord ( ' a ' ) + 1

Äëÿ âûïîëåíåíèÿ ïðåäïîäñ÷åòà äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè S äàíûå ôóíêöèè
íåîáõîäèìî âûçûâàòü òàê:

Pr e f i x = Ca lcPre f i x (S)
Power = CalcPower ( l en (S ) )

Ïðåäïîäñ÷åò âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(n), íî ïîñëå îäíîêðàòíî âûïîë-
íåííîãî ïðåäïîäñ÷åòà ôóíêöèÿ Hash ïîçâîëÿåò çà O(1) âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå
õåø-ôóíêöèè äëÿ ëþáîé ïîäñòðîêè äàííîé ñòðîêè, ÷òî ïîçâîëÿåò, íàïðè-
ìåð, áûñòðî ïðîâåðÿòü íà ðàâåíñòâî äâå ïîäñòðîêè.

10.1.1 Ïîèñê íàèáîëüøåé îáùåé ïîäñòðîêè

Ïóñòü äàíû äâå ñòðîêè S = s0s1 . . . sn−1 äëèíû n è T = t0t1 . . . tm−1 äëèíû
m. Íåîáõîäèìî íàéòè íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäñòðîêó ýòèõ ñòðîê, òî åñòü
òàêóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî âñòðå÷àåòñÿ è â ñòðîêå S, è â ñòðîêå
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T. Â îòëè÷èè îò îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñèìâîëû ïîäñòðîêè äîëæíû
èäòè ïîäðÿä.

Ïðåæäå âñåãî íàó÷èìñÿ ïðîâåðÿòü, åñëè ó äâóõ äàííûõ ñòðîê îáùàÿ
ïîäñòðîêà äëèíû k. Ñðàâíåíèå âñåõ ïîäñòðîê äëèíû k äâóõ äàííûõ ñòðîê
çàíèìàåò ìíîãî âðåìåíè, íî åñëè âìåñòî ñòðîê ñðàâíèâàòü çíà÷åíèÿ õåø-
ôóíêöèé îò ýòèõ ïîäñòðîê, êîòîðûå ïîñëå ïðåäîáðàáîòêè ìîæíî âû÷èñëÿòü
áûñòðî, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñóùåñòâåííî áûñòðåå. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
õåø-ôóíêöèè äëÿ âñåõ ïîäñòðîê äëèíû k ïåðâîé ïîäñòðîêè, äîáàâëÿÿ ðå-
çóëüòàò â ñòðóêòóðó äàííûõ S òèïà �ìíîæåñòâî� (set), ïîçâîëÿþùóþ áûñò-
ðî ïðîâåðÿòü íàëè÷èå ýëåìåíòà â íåé. Ïîñëå ýòîãî ïåðåáåðåì âñå ïîäñòðî-
êè äëèíû k âòîðîé ñòðîêè, âû÷èñëèì çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè äëÿ êàæäîé
òàêîé ïîäñòðîêè è ïðîâåðèì íàëè÷èå òàêîãî çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå set. Åñ-
ëè äëÿ êàêîé-òî ïîäñòðîêè äëèíû k âòîðîé ñòðîêè âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå
õåø-ôóíêöèè ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S, òî ó äàííûõ ñòðîê åñòü îáùàÿ
ïîäñòðîêà äëèíû k è ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò True.

Ðåàëèçóåì ýòó ÷àñòü àëãîðèòìà â âèäå ôóíêöèè IsCommonSubstring.
Ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò ÷åòûðå ïàðàìåòðà: äëèíó èñêîìîé ïîäñòðîêè k, äâà ñïèñ-
êà Pre�x1 è Pre�x2 ñî çíà÷åíèÿìè õåø-ôóíêöèé íà ïðåôèêñàõ äâóõ äàííûõ
ñðîê (ñàìè ñòðîêè íå íóæíû, äëÿ âû÷èñëåíèÿ õåø-ôóíêöèè äëÿ ëþáîé ïîä-
ñòðîêè äàííîé ñòðîêè íóæíî çíàòü òîëüêî çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè íà âñåõ
ïðåôèêñàõ ñòðîêè), è ñïèñîê Power ñî çíà÷åíèÿìè ñòåïåíåé ÷èñëà b äëÿ
áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ õåø-ôóíêöèè.

def IsCommonSubstring (k , Pre f ix1 , Pre f ix2 , Power ) :
S = s e t ( )
for i in range (k , l en ( Pre f i x1 ) ) :

S . add (Hash ( i − k , i , Pre f ix1 , Power ) )
for i in range (k , l en ( Pre f i x2 ) ) :

i f Hash ( i − k , i , Pre f ix2 , Power ) in S :
return True

return False

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû íàèáîëüøåé îáùåé ïîäñòðîêè äâóõ ñòðîê S è
T âîñïîëüçóåìñÿ äâîè÷íûì ïîèñêîì ïî îòâåòó: åñëè ó äâóõ ñòðîê åñòü îá-
ùàÿ ïîäñòðîêà äëèíû k, òî åñòü è îáùàÿ ïîäñòðîêà äëèíû k − 1, ïîýòîìó
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì ó äâóõ ñòðîê åñòü îáùàÿ ïîäñòðîêà
äëèíû k ìîæíî íàéòè äâîè÷íûì ïîèñêîì. Ñíà÷àëà ïðåäïîäñ÷èòàåì çíà÷å-
íèÿ õåø-ôóíêöèè íà ïðåôèêñàõ äâóõ ñòðîê è ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ñòåïåíèé
÷èñëà b:

P r e f i x1 = CalcPre f i x (S)
Pre f i x2 = CalcPre f i x (T)
Power = CalcPower (max( l en (S ) , l en (T) ) )

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ëåâîé ãðàíèöû äâîè÷íîãî ïîèñêà
âûáåðåì çíà÷åíèå left = 0, òàê êàê ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ó äâóõ ñòðîê âñåãäà
åñòü îáùàÿ ïîäñòðîêà äëèíû 0. Â êà÷åñòâå ïðàâîé ãðàíèöû ìîæíî âûáðàòü
right = min(len(S), len(T)) + 1, òàê êàê òàêîå çíà÷åíèå áîëüøå äëèíû õî-
òÿ áû îäíîé èç äâóõ äàííûõ ñòðîê, ïîýòîìó îáùåé ïîäñòðîêè òàêîé äëèíû
áûòü íå ìîæåò. Çàòåì áóäåì ñäâèãàòü ãðàíèöû left è right ñîõðàíÿÿ èí-
âàðèàíò: ó äàííûõ ñòðîê åñòü îáùàÿ ïîäñòðîêà äëèíû left, íî íåò îáùåé
ïîäñòðîêè äëèíû right. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ äâîè÷íîãî ïîèñêà çíà÷åíèå right
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áóäåò ðàâíî left + 1, ïîýòîìó äëèíà íàèáîëüøåé îáùåé ïîäñòðîêè áóäåò
ðàâíà çíà÷åíèå left.

l e f t = 0
r i gh t = min ( l en (S ) , l en (T) ) + 1
while r i g h t > l e f t + 1 :

middle = ( l e f t + r i gh t ) // 2
i f IsCommonSubstring (middle , Pre f ix1 , Pre f ix2 , Power ) :

l e f t = middle
else :

r i g h t = middle
print ( l e f t )

11 Àëãîðèòìû íà ãðàôàõ

11.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðàôîâ

Ìíîãèå îáúåêòû, âîçíèêàþùèå â æèçíè ÷åëîâåêà, ìîãóò áûòü ñìîäåëèðî-
âàíû (ïðåäñòàâëåíû â ïàìÿòè êîìïüþòåðà) ïðè ïîìîùè ãðàôîâ. Íàïðè-
ìåð, òðàíñïîðòíûå ñõåìû (ñõåìà ìåòðîïîëèòåíà è ò. ä.) èçîáðàæàþò â âèäå
ñòàíöèé, ñîåäèíåííûõ ëèíèÿìè. Â òåðìèíàõ ãðàôîâ ñòàíöèè íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè ãðàôà à ëèíèè � ðåáðàìè.

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí è ìíîæåñòâî ðåáåð. Êàæ-
äîìó ðåáðó ñîïîñòàâëåíû äâå âåðøèíû � êîíöû ðåáðà.

Áûâàþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ãðàôà. Â äàííîì îïðåäåëå-
íèè êîíöû ó êàæäîãî ðåáðà ðàâíîïðàâíû. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ðàçíèöû ãäå
íà÷àëî, à ãäå � êîíåö ðåáðà. Íî, íàïðèìåð, â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ áûâàþò
ñëó÷àè îäíîñòîðîííåãî äâèæåíèÿ ïî ðåáðó, òîãäà ãîâîðÿò îá îðèåíòèðîâàí-
íîì ãðàôå � ãðàôå, ó ðåáåð êîòîðîãî îäíà âåðøèíà ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëüíîé,
à äðóãàÿ � êîíå÷íîé.

Åñëè íåêîòîðîå ðåáðî u ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû A è B ãðàôà, òî ãîâîðÿò,
÷òî ðåáðî u èíöèäåíòíî âåðøèíàì A è B, à âåðøèíû â ñâîþ î÷åðåäü èíöè-
äåíòíû ðåáðó u. Âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè.

Ðåáðà íàçûâàþòñÿ êðàòíûìè, åñëè îíè ñîåäèíÿþò îäíó è òó æå ïàðó
âåðøèí (à â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà � åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò íà-
÷àëà è êîíöû). Ðåáðî íàçûâàåòñÿ ïåòëåé, åñëè ó íåãî ñîâïàäàþò íà÷àëî è
êîíåö. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ êðàòíûå ðåáðà è ïåòëè íå ïðåäñòàâëÿþò èíòå-
ðåñà, ïîýòîìó ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ
ðåáåð. Òàêèå ãðàôû íàçûâàþ ïðîñòûìè.

Ñòåïåíüþ âåðøèíû â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî èíöè-
äåíòíûõ äàííîé âåðøèíå ðåáåð (ïðè ýòîì ïåòëÿ ñ÷èòàåòñÿ äâà ðàçà, òî åñòü
ñòåïåíü � ýòî êîëè÷åñòâî �êîíöîâ� ðåáåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíó). Äîâîëüíî
î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ðåáåð
â ãðàôå. Îòñþäà ìîæíî ïîñ÷èòàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ïðîñòîì
ãðàôå � åñëè ó ãðàôà n âåðøèí, òî ñòåïåíü êàæäîé èç íèõ ðàâíà n− 1, à,
çíà÷èò, ÷èñëî ðåáåð åñòü n(n − 1)/2. Ãðàô, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû
ñîåäèíåíû îäíèì ðåáðîì, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì.

Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü ñëåäóþùèé ôàêò: â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí
íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî. Ýòîò ôàêò íàçûâàåòñÿ �ëåììîé î ðóêîïîæàòèÿõ� �
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â ëþáîé êîìïàíèè ÷èñëî ëþäåé, ñäåëàâøèõ íå÷åòíîå ÷èñëî ðóêîïîæàòèé
âñåãäà ÷åòíî.

Ïóòè, öèêëû, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

Ïóòåì íà ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð u1, u2, . . . , uk, â êîòî-
ðîé êîíåö îäíîãî ðåáðà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñëåäóþùåãî ðåáðà. Íà÷àëî ïåðâî-
ãî ðåáðà íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì ïóòè, êîíåö ïîñëåäíåãî ðåáðà � êîíöîì ïóòè.
Åñëè íà÷àëî è êîíåö ïóòè ñîâïàäàþò, òî òàêîé ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëîì.

Ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó íå áîëåå îäíîãî ðàçà
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòîé öèêë.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî âåðøèíàìè
åñòü ïóòü. Åñëè ãðàô íåñâÿçíûé, òî åãî ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé
(ïîäãðàôîâ), êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò ñâÿçíîé. Òàêèå ÷àñòè íàçûâàþòñÿ
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Âîçìîæíî, ÷òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
áóäóò ñîñòîÿòü âñåãî ëèøü èç îäíîé âåðøèíû.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ãðàôå èç n âåðøèí ìîæåò áûòü îò 1 äî n êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè.

Äåðåâüÿ

Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ãðàô èç n âåðøèí. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð
ìîæåò áûòü â íåì?

Íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð ãðàôà, ñîäåðæàùåãî n−1 ðåáðî - íàïðèìåð,
ìîæíî âçÿòü îäíó âåðøèíó ãðàôà è ñîåäèíèòü åå ñ îñòàëüíûìè âåðøèíà-
ìè ïðè ïîìîùè n− 1 ðåáðà. Íåòðóäíî òàêæå ïîíÿòü, ÷òî â òàêîì ãðàôå íå
äîëæíî áûòü ïðîñòûõ öèêëîâ (èíà÷å â ïðîñòîì öèêëå ìîæíî âûáðîñèòü îä-
íî ðåáðî è ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì). Òàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ äåðåâüÿìè.

Îïðåäåëåíèå: äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô íå ñîäåðæàùèé ïðîñòûõ
öèêëîâ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â äåðåâå íåëüçÿ óäàëèòü íè îäíîãî ðåáðà, ÷òîáû
ãðàô îñòàëñÿ ñâÿçíûì. Ïîýòîìó äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñâÿçíûì
ãðàôîì.

Îñíîâíûì ñâîéñòâîì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Äåðåâî èç n âåðøèí ñîäåðæèò n− 1 ðåáðî.
Ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî n, èñïîëüçóÿ

ëåììó î âèñÿ÷åé âåðøèíå - â êàæäîì äåðåâå åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà
ñòåïåíè 1. Ýòó âåðøèíó ìîæíî óäàëèòü è äàëåå ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà âåðøèí.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ äåðåâà:

1. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé ïðîñòûõ öèêëîâ.

2. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé n âåðøèí è n − 1
ðåáðî.

3. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, êîòîðûé ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåá-
ðà ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.

4. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû
ðîâíî îäíèì ïðîñòûì ïóòåì.
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Î÷åíü ÷àñòî â äåðåâå âûäåëÿåòñÿ îäíà âåðøèíà, íàçûâàåìàÿ êîðíåì äå-
ðåâà, äåðåâî ñ âûäåëåííûì êîðíåì íàçûâàþò êîðíåâûì èëè ïîäâåøåííûì
äåðåâîì. Ïðèìåðîì òàêîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ãåíåàëîãè÷åñêîå äåðåâî.

11.2 Ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ â ïàìÿòè

Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ â ïàìÿòè � ýòî ñïîñîá õðàíåíèÿ ìîäåëè ãðàôà (òî
åñòü ñâåäåíèé î òîì, êàêèå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðàìè), ïîçâîëÿþùèé
îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Äëÿ äâóõ äàííûõ âåðøèí u è b ïðîâåðèòü, ñîåäèíåíû ëè âåðøèíû u
è v ðåáðîì.

2. Ïåðåáðàòü âñå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç äàííîé âåðøèíû u.

Ïðè ýòîì ñïîñîá õðàíåíèÿ ãðàôîâ â ïàìÿòè äîëæåí ó÷èòûâàòü âîçìîæ-
íîñòè ðàáîòû ñ îðèåíòèðîâàííûìè è íåîðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè. Ïî
óìîë÷àíèþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî õðàíèìûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, íî
ìîæíî ðàññìîòðåòü âîïðîñ è î ïðåäñòàâëåíèè ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè
ðåáðàìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô:

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà ìàòðèöåé ñìåæíîñòè èíôîðìàöèÿ î ðåáðàõ
ãðàôà õðàíèòñÿ â êâàäðàòíîé ìàòðèöå (äâóìåðíîì ñïèñêå), ãäå ýëåìåíò
A[i][j] ðàâåí 1, åñëè ðåáðà i è j ñîåäèíåíû ðåáðîì è ðàâåí 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ìàòðèöà ñìåæíîñòè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1 2 3 4 5
1 0 1 1 1 0
2 1 0 0 1 1
3 1 0 0 1 0
4 1 1 1 0 1
5 0 1 0 1 0

Åñëè ãðàô íåîðèåíòèðîâàííûé, òî ìàòðèöà ñìåæíîñòè âñåãäà ñèììåò-
ðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàòðèöû ñìåæíîñòè óäîáíî ïðîâåðÿòü ñîåäèíåíû
ëè äâå âåðøèíû ðåáðîì � ýòî ïðîñìîòð îäíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A[i][j],
íî ñëîæíåå ïåðåáèðàòü âñå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç äàííîé âåðøèíû (äëÿ ýòî-
ãî íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû è ïðîâåðèòü, ñîåäèíåíû
ëè îíè ðåáðîì). Òàêæå ìàòðèöà ñìåæíîñòè òðåáóåò O(n2) ïàìÿòè è ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì õðàíåíèÿ äåðåâà èëè ðàçðåæåííûõ ãðà-
ôîâ.

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà ñïèñêàìè ñìåæíîñòè äëÿ êàæäîé âåðøèíû i
õðàíèòñÿ ñïèñîê W[i] ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà:
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W[ 1 ] = [ 2 , 3 , 4 ]
W[ 2 ] = [ 1 , 4 , 5 ]
W[ 3 ] = [ 1 , 4 ]
W[ 4 ] = [ 1 , 2 , 3 , 5 ]
W[ 5 ] = [ 2 , 4 ]

Òàêèì îáðàçîì, âåñü ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü îäíèì äâóìåðíûì ñïèñ-
êîì:

W = [ [ ] , [ 2 , 3 , 4 ] , [ 1 , 4 , 5 ] , [ 1 , 4 ] , [ 1 , 2 , 3 , 5 ] , [ 2 , 4 ] ]

Ïîñêîëüêó íóìåðàöèÿ â íàøåì ïðèìåðå íà÷èíàåòñÿ ñ 0, òî ê ñïèñêó äî-
áàâëåí åùå îäèí ôèêòèâíûé ýëåìåíò W[0].

Â òàêîì ñïîñîáå óäîáíî ïåðåáèðàòü ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû i (ýòî
ïðîñòî ñïèñîê W[i]), íî ñëîæíî ïðîâåðÿòü íàëè÷èå ðåáðà ìåæäó âåðøèíà-
ìè i è j � äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè ÷èñëî j â ñïèñêå
W[i]. Íî â ÿçûêå Ïèòîí ìîæíî ýòó ÷àñòü ñäåëàòü áîëåå ýôôåêòèâíîé, åñ-
ëè çàìåíèòü ñïèñêè íà ìíîæåñòâà - òîãäà ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåáðà
ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà O(1).

Ïðè ïîìîùè ìàòðèö ñìåæíîñòè è ñïèñêîâ ñìåæíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü è íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Â ñëó÷àå ìàòðèöû ñìåæíîñòè A[i][j] áó-
äåò ðàâíî 1, åñëè åñòü ðåáðî, íà÷èíàþùååñÿ â âåðøèíå i è çàêàí÷èâàþùååñÿ
â âåðøèíå j. Â ñëó÷àå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè íàëè÷èå ðåáðà èç âåðøèíû i â
âåðøèíó j îçíà÷àåò, ÷òî â ñïèñêå W[i] åñòü ÷èñëî j.

Íàïðèìåð, äëÿ òàêîãî ãðàôà:

Ìàòðèöà ñìåæíîñòåé áóäåò ñëåäóþùåé:
1 2 3 4 5

1 0 1 0 0 0
2 0 0 0 1 1
3 1 0 0 1 0
4 1 0 1 0 0
5 0 0 0 0 0

À ñïèñêè ñìåæíîñòè áóäóò ñëåäóþùèìè:

W[ 1 ] = [ 2 ]
W[ 2 ] = [ 4 , 5 ]
W[ 3 ] = [ 1 , 4 ]
W[ 4 ] = [ 1 , 3 ]
W[ 5 ] = [ ]

Ïðèâåäåì êîä ñ÷èòûâàíèÿ ãðàôà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíî ÷èñëî âåðøèí n è ÷èñëî ðåáåð
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m ãðàôà. Äàëåå çàïèñàíû m ñòðîê, ñîäåðæàùèõ ïî äâà ÷èñëà - íîìåðà íà-
÷àëüíîé è êîíå÷íîé âåðøèíû ðåáðà. Íàïðèìåð, ïåðâûé ãðàô èç ïåðâîãî
ïðèìåðà ìîæíî çàäàòü òàê:

5 7

1 2

2 5

5 4

4 2

1 4

1 3

3 4

Ïðèìåð çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Ìàòðèöà ñîçäàåòñÿ ðàçìåðîì
(n + 1)× (n + 1), òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ íóìåðàöèÿ ñ åäèíèöû:

n , m = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )
A = [ [ 0 ] ∗ (n + 1) for i in range (n + 1 ) ]
for i in range (m) :

u , v = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )
A[ u ] [ v ] = 1
# A[ v ] [ u ] = 1

Ïðèìåð çàïîëíåíèÿ ñïèñêîâ ñìåæíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà âìå-
ñòî ñïèñêîâ:

n , m = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )
W = [ s e t ( ) for i in range (n + 1 ) ]
for i in range (m) :

u , v = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )
W[ u ] . add (v )
# W[ v ] . add (u)

Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåòñÿ íóìåðàöèÿ ñ åäèíèöû. Â îáîèõ ïðèìåðàõ çà-
êîììåíòèðîâàííàÿ ñòðî÷êà íóæíà â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, òî-
ãäà äëÿ êàæäîãî ñ÷èòàííîãî ðåáðà èç u â v íåîáõîäèìî äîáàâèòü îáðàòíîå
ðåáðî èç v â u.

Âçâåøåííûå ãðàôû

Î÷åíü ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû, â êîòîðûõ êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíà
íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà � âåñ. Âåñ ìîæåò îçíà÷àòü äëèíó äîðî-
ãè èëè ñòîèìîñòü ïðîåçäà ïî äàííîìó ìàðøðóòó. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôû
íàçûâàþòñÿ âçâåøåííûìè.

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà ìàòðèöåé ñìåæíîñòè âåñ ðåáðà ìîæíî õðà-
íèòü â ìàòðèöå, òî åñòü A[i][j] â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíî âåñó ðåáðà èç i
â j. Ïðè ýòîì ïðè îòñóòñòâèè ðåáðà ìîæíî õðàíèòü ñïåöèàëüíîå çíà÷åíèå,
íàïðèìåð, None. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ óäîáíî ïðè îòñóòñòâèè ðåáðà õðàíèòü
î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî, â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâèå ðåáðà àíàëîãè÷íî íàëè÷èþ
ðåáðà î÷åíü áîëüøîé ñòîèìîñòè.

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà ñïèñêàìè ñìåæíîñòè óäîáíåé âñåãî ìíîæåñòâà
ñìåæíûõ âåðøèí èñïîëüçîâàòü ñëîâàðü, ãäå êëþ÷îì áóäåò íîìåð âåðøèíû,
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ÿâëÿþùåéñÿ êîíöîì ðåáðà, à çíà÷åíèåì � âåñ äàííîãî ðåáðà. Òîãäà ñ÷èòû-
âàíèå ãðàôà ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàê:

n , m = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )
W = [ d i c t ( ) for i in range (n + 1 ) ]
for i in range (m) :

u , v , weight = map( int , input ( ) . s p l i t ( ) )
W[ u ] [w] = weight

Òîãäà äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè u è v ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü óñëîâèå if v in W[u], à âåñ ðåáðà áóäåò õðàíèòüñÿ â W[u][v].

11.3 Ïîèñê â øèðèíó

Àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó (àíãë. breadth-�rst search, BFS) ïîçâîëÿåò íàéòè
êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåðøèíû íåâçâåøåííîãî (îðèåíòèðîâàííîãî èëè
íåîðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí. Ïîä êðàò÷àéøèì
ïóòåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïóòü, ñîäåðæàùèé íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð.

Àëãîðèòì ïîñòðîåí íà ïðîñòîé èäåå � ïóñòü äî êàêîé-òî âåðøèíû u
íàéäåíî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå è îíî ðàâíî d, à äî âåðøèíû v êðàò÷àé-
øåå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå, ÷åì d. Òîãäà åñëè âåðøèíû u è v - ñìåæíû, òî
êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû v ðàâíî d + 1.

×åðåç d[i] áóäåì îáîçíà÷àòü êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû i. Ïóñòü
íà÷àëüíàÿ âåðøèíà èìååò íîìåð s, òîãäà d[s] = 0. Äëÿ âñåõ âåðøèí ñìåæíûõ
ñ s ðàññòîÿíèå ðàâíî 1, äëÿ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ òåìè, äî êîòîðûõ ðàññòîÿíèå
ðàâíî 1, ðàññòîÿíèå ðàâíî 2 (åñëè òîëüêî îíî íå ðàâíî 0 èëè 1) è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿ-
íèé äî âåðøèí ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû â ìàññèâå
d áóäåì õðàíèòü êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå äî ýòîé âåðøèíû, åñëè æå ðàññòîÿ-
íèå íåèçâåñòíî � áóäåì õðàíèòü çíà÷åíèå None. Â ñàìîì íà÷àëå ðàññòîÿíèå
äî âñåõ âåðøèí ðàâíî None, êðîìå íà÷àëüíîé âåðøèíû, äî êîòîðîé ðàññòî-
ÿíèå ðàâíî 0. Çàòåì ïåðåáèðàåì âñå âåðøèíû, äî êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ðàâíî
0, ïåðåáèðàåì ñìåæíûå ñ íèìè âåðøèíû è äëÿ íèõ çàïèñûâàåì ðàññòîÿíèå
ðàâíîå 1. Çàòåì ïåðåáèðàåì âñå âåðøèíû, äî êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ðàâíî 1,
ïåðåáèðàåì èõ ñîñåäåé, çàïèñûâàåì äëÿ íèõ ðàññòîÿíèå, ðàâíîå 2 (åñëè îíî
äî ýòîãî áûëî ðàâíî None). Çàòåì ïåðåáèðàåì âåðøèíû, äî êîòîðûõ ðàññòî-
ÿíèå áûëî ðàâíî 2 è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì âåðøèíû, äî êîòîðûõ ðàññòîÿ-
íèå ðàâíî 3 è ò.ä. Ýòîò öèêë ìîæíî ïîâòîðÿòü ëèáî ïîêà îáíàðóæèâàþòñÿ
íîâûå âåðøèíû íà î÷åðåäíîì øàãå, ëèáî n− 1 ðàç (ãäå n � ÷èñëî âåðøèí
â ãðàôå), òàê êàê äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
n− 1.

Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà áóäåò íåýôôåêòèâíîé, åñëè íà êàæäîì øà-
ãå ïåðåáèðàòü âñå âåðøèíû, îòáèðàÿ òå, êîòîðûå áûëè îáíàðóæåíû íà ïî-
ñëåäíåì øàãå. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü î÷åðåäü.

Â î÷åðåäü áóäóò çàêëàäûâàòüñÿ âåðøèíû ïîñëå òîãî, êàê äî íèõ áóäåò
îïðåäåëåíî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå. Òî åñòü î÷åðåäü áóäåò ñîäåðæàòü âåð-
øèíû, êîòîðûå áûëè �îáíàðóæåíû� àëãîðèòìîì, íî íå áûëè ðàññìîòðåíû
èñõîäÿùèå ðåáðà èç ýòèõ âåðøèí. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî ýòî î÷åðåäü
íà �îáðàáîòêó� âåðøèí.

Èç î÷åðåäè ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàþòñÿ âåðøèíû, ðàññìàòðèâàþòñÿ
âñå èñõîäÿùèå èç íèõ ðåáðà. Åñëè ðåáðî âåäåò â íåîáíàðóæåííóþ äî ýòîãî
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âåðøèíó, òî åñòü ðàññòîÿíèå äî íîâîé âåðøèíû íå îïðåäåëåíî, òî îíî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ðàâíûì íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå äî îáðàáàòûâàåìîé
âåðøèíû, à íîâàÿ âåðøèíà äîáàâëÿåòñÿ â êîíåö î÷åðåäè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èç î÷åðåäè èçâëå÷åíà âåðøèíà ñ ðàññòîÿíèåì d,
òî â êîíåö î÷åðåäè áóäóò äîáàâëÿòüñÿ âåðøèíû ñ ðàññòîÿíèåì d + 1, òî
åñòü â ëþáîé ìîìåíò èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà î÷åðåäü ñîñòîèò èç âåðøèí,
óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå d, çà êîòîðûìè ñëåäóþò âåðøèíû, óäàëåííûå íà
ðàññòîÿíèå d + 1.

Çàïèøåì àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó.

D = [ None ] ∗ (n + 1)
D[ s t a r t ] = 0
Q = [ s t a r t ]
Qstart = 0
while Qstart < len (Q) :

u = Q[ Qstart ]
Qstart += 1
for v in V[ u ] :

i f D[ v ] i s None :
D[ v ] = D[ u ] + 1
Q. append (v )

Â ýòîì àëãîðèòìå n � ÷ècëî âåðøèí â ãðàôå, âåðøèíû ïðîíóìåðîâàííû
îò 1 äî n. Íîìåð íà÷àëüíîé âåðøèíû (îò êîòîðîé èùóòñÿ ïóòè) õðàíèòñÿ
â ïåðåìåííîé start. Q � ñïèñîê, èñïîëüçóåìûé äëÿ õðàíåíèÿ î÷åðåäè ýëå-
ìåíòîâ, Qstart � ïåðâûé ýëåìåíò î÷åðåäè. Äîáàâëåíèå íîâîé âåðøèíû â
êîíåö î÷åðåäè � ýòî âûçîâ ìåòîäà append äëÿ ñïèñêà, óäàëåíèå âåðøèíû
èç íà÷àëà î÷åðåäè � ýòî óâåëè÷åíèå Qstart íà 1 (ïðè ýòîì ïåðâûé ýëåìåíò
â î÷åðåäè õðàíèòñÿ â Q[Qstart]).

Â ñàìîì íà÷àëå â î÷åðåäü äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò start, äëÿ êî-
òîðîãî â ñàìîì íà÷àëå îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå D[start] = 0 (äëÿ âñåõ îñòàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ðàññòîÿíèå íå îïðåäåëåíî). Öèêë ïðîäîëæàåòñÿ ïîêà î÷åðåäü
íå ïóñòà, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèåì Qstart < len(Q). Â öèêëå èç î÷åðåäè óäà-
ëÿåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò u. Çàòåì ïåðåáèðàþòñÿ âñå ñìåæíûå ñ íèì âåðøèíû
v. Åñëè âåðøèíà v íå áûëà îáíàðóæåíà ðàíåå, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
óñëîâèÿ D[v] is None, òî ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû v óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíûì
ðàññòîÿíèþ äî âåðøèíû u, óâåëè÷åííîìó íà 1, çàòåì âåðøèíà v äîáàâëÿåòñÿ
â êîíåö î÷åðåäè.

Åñëè â ãðàôå ñîäåðæèòñÿ n âåðøèí è m ðåáåð, òî ñëîæíîñòü òàêîãî
àëãîðèòìà ðàâíà O(n + m), òàê êàê àëãîðèòìó íåîáõîäèìî ïðîéòè ïî âñåì
ðåáðàì. Åñëè ãðàô õðàíèòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ñìåæíîñòè, òî ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà ðàâíà O(n2), òàê êàê âíóòðåííèé öèêë ïåðåáîðà âñåõ ñìåæíûõ
âåðøèí áóäåò ñîäåðæàòü n øàãîâ äëÿ êàæäîé îáðàáîòàííîé âåðøèíû ãðàôà.

Çàïèñàííûé àëãîðèòì íàõîäèò òîëüêî êðàò÷àéøèå ðàññòîÿíèÿ äî êàæ-
äîé èç âåðøèí ãðàôà. ×òîáû íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü íåîáõîäèìî äëÿ êàæ-
äîé âåðøèíû õðàíèòü âñå ðåáðà, ïî êîòîðûì ñîâåðøàëîñü îòêðûòèå íîâûõ
âåðøèí, òî åñòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû íåîáõîäèìî õðàíèòü íîìåð å¼ ïðåä-
øåñòâåííèêà � âåðøèíû, èç êîòîðîé áûëà îòêðûòà äàííàÿ âåðøèíà. Âñå
ñîõðàíåííûå ðåáðà âìåñòå îáðàçóþò äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé. ×òîáû ïî-
ñòðîèòü êðàò÷àéøèé ïóòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû äî êàêîé-òî äðóãîé äîñòè-
æèìîé èç íåå âåðøèíû, íåîáõîäèìî âçÿòü ïóòü â ýòîì äåðåâå, ñîåäèíÿþùèé
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ýòè äâå âåðøèíû.
Ïðåäøåñòâåííèêîâ áóäåì õðàíèòü â ñïèñêå:

Prev = [ None ] ∗ (n + 1)

Çíà÷åíèå Prev[i] åñòü íîìåð ïðåäøåñòâóþùåé âåðøèíå i êðàò÷àéøåãî
ïóòè èç âåðøèíû start. Òî åñòü ÷òîáû ïîñòðîèòü êðàò÷àéøèé ïóòü äî âåð-
øèíû i íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êðàò÷àéøèé ïóòü äî âåðøèíû Prev[i], à çàòåì
äîáàâèòü ê íåìó ðåáðî èç Prev[i] â i.

Ïðè îáíàðóæåíèè íîâîé âåðøèíû v â çàïèñàííîì àëãîðèòìå íåîáõîäè-
ìî ïîìåòèòü, ÷òî äàííàÿ âåðøèíà áûëà äîñòèãíóòà ïðîõîäîì ïî ðåáðó èç
âåðøèíû u, òî åñòü ïðåäøåñòâåííèêîì âåðøèíû v ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà u:

Prev [ v ] = u

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà (êðàò÷àéøåãî ïóòè îò âåðøèíû start äî íåêî-
òîðîé âåðøèíû �nish) çàâåäåì ñïèñîê Ans äëÿ ñîõðàíåíèÿ îòâåòà, çàòåì áó-
äåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèòü îò êàæäîé âåðøèíû ê åå ïðåäøåñòâåííèêó,
ïîêà íå äîéäåì äî çíà÷åíèÿ None, òî åñòü îòñóòñòâèÿ ïðåäøåñòâåííèêà:

Ans = [ ]
curr = f i n i s h
while curr i s not None :

Ans . append ( curr )
curr = Prev [ curr ]

Â èòîãå ñïèñîê Ans áóäåò õðàíèòü âåðøèíû íà êðàò÷àéøåì ïóòè îò start
äî �nish, çàïèñàííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

11.4 Îáõîä â ãëóáèíó

Àëãîðèòì ïîèñêà (èëè îáõîäà) â ãëóáèíó (àíãë. depth-�rst search, DFS) ïîç-
âîëÿåò ïîñòðîèòü îáõîä îðèåíòèðîâàííîãî èëè íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà,
ïðè êîòîðîì ïîñåùàþòñÿ âñå âåðøèíû, äîñòóïíûå èç íà÷àëüíîé âåðøèíû.

Îòëè÷èå ïîèñêà â ãëóáèíó îò ïîèñêà â øèðèíó çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
(â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà) ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëó-
áèíó ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ìàðøðóò, ñëåäóÿ êîòîðîìó ìîæíî îáîéòè ïîñëå-
äîâàòåëüíî âñå âåðøèíû ãðàôà, äîñòóïíûå èç íà÷àëüíîé âåðøèíû. Ýòèì îí
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîèñêà â øèðèíó, ãäå îäíîâðåìåííî îáðàáà-
òûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí, â ïîèñêå â ãëóáèíó â êàæäûé ìîìåíò èñïîë-
íåíèÿ àëãîðèòìà îáðàáàòûâàåòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîèñê â ãëóáèíó íå íàõîäèò êðàò÷àéøèõ ïóòåé, çàòî îí ïðèìåíèì â ñè-
òóàöèÿõ, êîãäà ãðàô íåèçâåñòåí öåëèêîì, à èçó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ðîáîòîì,
êîòîðûé èùåò âûõîä èç ëàáèðèíòà.

Åñëè æå ãðàô îðèåíòèðîâàííûé, òî îáõîä â ãëóáèíó ñòðîèò äåðåâî ïóòåé
èç íà÷àëüíîé âåðøèíû âî âñå äîñòóïíûå èç íå¼.

Îáõîä â ãëóáèíó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
èññëåäîâàòåëü íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ëàáèðèíòå (ãðàôå) è îí õî÷åò îáîéòè
âåñü ëàáèðèíò (ïîñåòèòü âñå äîñòóïíûå âåðøèíû â ãðàôå). Èññëåäîâàòåëü
íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé âåðøèíå è âèäèò ðåáðà, èñõîäÿùèå èç ýòîé âåðøèíû.
Î÷åâèäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé èññëåäîâàòåëÿ òàêàÿ:

1. Ïîéòè â êàêóþ-íèáóäü ñìåæíóþ âåðøèíó.
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2. Îáîéòè âñå, ÷òî äîñòóïíî èç ýòîé âåðøèíû.

3. Âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ âåðøèíó.

4. Ïîâòîðèòü àëãîðèòì äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí, ñìåæíûõ èç íà÷àëü-
íîé.

Âèäèì, ÷òî àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì � äëÿ îáõîäà âñåãî ãðàôà
íóæíî ïåðåìåñòèòüñÿ â ñîñåäíþþ âåðøèíó, ïîñëå ÷åãî ïîâòîðèòü äëÿ ýòîé
âåðøèíû àëãîðèòì îáõîäà. Íî âîçíèêàåò ïðîáëåìà çàöèêëèâàíèÿ: åñëè èç
âåðøèíû A ìîæíî ïåðåéòè â âåðøèíó B, òî èç âåðøèíû B ìîæíî ïåðåéòè
â âåðøèíó A è ðåêóðñèÿ áóäåò áåñêîíå÷íîé. Äëÿ áîðüáû ñ ðåêóðñèåé íóæ-
íî ïðèìåíèòü î÷åíü ïðîñòóþ èäåþ � èññëåäîâàòåëü íå äîëæåí èäòè â òó
âåðøèíó, â êîòîðîé îí óæå áûë ðàíüøå, òî åñòü êîòîðàÿ íå ïðåäñòàâëÿåò
äëÿ íåãî èíòåðåñ (ñ÷èòàåì, ÷òî èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëÿ ïðåäñòàâëÿþò
òîëüêî âåðøèíû, â êîòîðûõ îí íå áûë ðàíåå). Èòàê, óòî÷íåííûé àëãîðèòì
ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïîéòè â êàêóþ-íèáóäü ñìåæíóþ âåðøèíó, íå ïîñåùåííóþ ðàíåå.

2. Çàïóñòèòü èç ýòîé âåðøèíû àëãîðèòì îáõîäà â ãëóáèíó

3. Âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ âåðøèíó.

4. Ïîâòîðèòü ïóíêòû 1-3 äëÿ âñåõ íå ïîñåùåííûõ ðàíåå ñìåæíûõ âåð-
øèí.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîíàäîáèòñÿ îòìå÷àòü, â êàêèõ âåðøèíàõ
áûë èññëåäîâàòåëü, à â êàêèõ � íåò. Ïîìåòêó áóäåì äåëàòü â ñïèñêå Visited,
ãäå Visited[i] == True äëÿ ïîñåùåííûõ âåðøèí, è Visited[i] == False äëÿ
íåïîñåùåííûõ. Ïîìåòêà �î ïîñåùåíèè âåðøèíûõ� ñòàâèòñÿ ïðè çàõîäå â
ýòó âåðøèíó.

Ïîñêîëüêó öåëüþ îáõîäà â ãëóáèíó çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äåðåâà
îáõîäà â ãëóáèíó, òî ñðàçó æå áóäåì õðàíèòü ïðåäøåñòâåííèêà äëÿ êàæäîé
âåðøèíû.

Àëãîðèòì îáõîäà â ãëóáèíó îôîðìèì â âèäå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè DFS(start),
ãäå start � íîìåð âåðøèíû, èç êîòîðîé çàïóñêàåòñÿ îáõîä.

V i s i t ed = [ Fa l se ] ∗ (n + 1)
Prev = [ None ] ∗ (n + 1)
def DFS( s t a r t ) :

V i s i t ed [ s t a r t ] = True
for u in V[ s t a r t ] :

i f not Vi s i t ed [ u ] :
Prev [ u ] = s t a r t
DFS(u)

Â ýòîì àëãîðèòìå n � ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå, âåðøèíû íóìåðóþòñÿ ÷èñ-
ëàìè îò 1 äî n, à V[u] õðàíèò ìíîæåñòâî âåðøèí ñìåæíûõ ñ u. Äëÿ çàïóñêà
àëãîðèòìà, íàïðèìåð, äëÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì start íåîáõîäèìî âûçâàòü
DFS(start). Ïîñëå ýòîãî âûçîâà âñå âåðøèíû, äîñòóïíûå èç start, áóäóò îò-
ìå÷åíû â ñïèñêå Visited, à ïðè ïîìîùè ñïèñêà Prev ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòè
èç âåðøèíû start äî âñåõ äîñòóïíûõ âåðøèí. Åñëè íå òðåáóåòñÿ ñòðîèòü
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äåðåâî îáõîäà â ãëóáèíó, òî ìîæíî óáðàòü çàïîëíåíèå ñïèñêà Start, â ýòîì
ñëó÷àå àëãîðèòì DFS ñòàíîâèòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòûì.

Àëãîðèòì îáõîäà â ãëóáèíó ïîçâîëÿåò ðåøàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çà-
äà÷. Íàïðèìåð, ðåàëèçóåì ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà îáõîäà â ãëóáèíó ïîäñ÷åò
÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.

Äëÿ ýòîãî áóäåì îáõîäèòü âñå âåðøèíû ãðàôà è ïðîâåðÿòü, áûëà ëè î÷å-
ðåäíàÿ âåðøèíà ïîñåùåíà ðàíåå. Åñëè íå áûëà - òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäå-
íà íîâàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, äëÿ âûäåëåíèÿ âñåé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
íåîáõîäèìî çàïóñòèòü DFS îò ýòîé âåðøèíû.

V i s i t ed = [ Fa l se ] ∗ (n + 1)
def DFS( s t a r t ) :

V i s i t ed [ s t a r t ] = True
for v in V[ s t a r t ] :

i f not Vi s i t ed [ v ] :
DFS(v )

NComp = 0
for i in range (1 , n + 1 ) :

i f not Vi s i t ed ( i ) :
NComp += 1
DFS( i )

Äðóãîå ïðèìåíèå DFS � ïðîâåðêà ãðàôà íà äâóäîëüíîñòü. Ãðàô íàçûâà-
åòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà òàê,
÷òî êîíöû êàæäîãî ðåáðà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ìíîæåñòâàì. Èíûìè ñëîâà-
ìè, ìîæíî ïîêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà â äâà öâåòà òàê, ÷òî êîíöû êàæäîãî
ðåáðà ïîêðàøåíû â ðàçíûé öâåò.

Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì DFS òàê, ÷òî îí áóäåò ïðîâåðÿòü ãðàô íà äâó-
äîëüíîñòü è ñòðîèòü ïîêðàñêó ãðàôà â äâà öâåòà (åñëè îí äâóäîëüíûé). Äëÿ
ýòîãî çàìåíèì ñïèñîê Visited íà ñïèñîê Color, â êîòîðîì áóäåì õðàíèòü çíà-
÷åíèå 0 äëÿ íåïîñåùåííûõ âåðøèí, à äëÿ ïîñåùåííûõ âåðøèí áóäåì ãðà-
íèòü çíà÷åíèå 1 èëè 2 - åå öâåò.

Àëãîðèòì DFS äëÿ êàæäîãî ðåáðà áóäåò ïðîâåðÿòü öâåò êîíå÷íîé âåð-
øèíû ýòîãî ðåáðà. Åñëè âåðøèíà íå áûëà ïîñåùåíà, òî îíà êðàñèòñÿ â öâåò,
íåðàâíûé öâåòó òåêóùåé âåðøèíû. Åñëè æå âåðøèíà áûëà ïîñåùåíà, òî
ðåáðî ëèáî ïðîïóñêàåòñÿ, åñëè åãî êîíöû - ðàçíîöâåòíûå, à åñëè åãî êîíöû
îäíîãî öâåòà, òî äåëàåòñÿ ïîìåòêà, ÷òî ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì (ïå-
ðåìåííîé IsBipartite ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå False, ïî åå çíà÷åíèþ ìîæíî
ñóäèòü î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô äâóäîëüíûé).

Color = [ 0 ] ∗ (n + 1)
I sB i p a r t i t e = True

def DFS( s t a r t ) :
global I sB i p a r t i t e
for u in V[ s t a r t ] :

i f Color [ u ] == 0 :
Color [ u ] = 3 − Color [ s t a r t ]
DFS(u)

else i f Color [ u ] == Color [ s t a r t ] :
I sB i p a r t i t e = False
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for i in range (1 , n + 1 ) :
i f Color [ i ] == 0 :

Color [ i ] = 1
DFS( i )

Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà ïðîõîäèò ïî âñåì ðåáðàì ãðàôà è ïðè îáíàðóæåíèè
ðàíåå íå îáíàðóæåííîé âåðøèíû êðàñèò åå â öâåò 1 è çàïóñêàåò DFS èç ýòîé
âåðøèíû.

Åùå îäíî ïðèìåíåíèå DFS - ïîèñê öèêëà â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.
Öèêë â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ìîæíî îáíàðóæèòü ïî íàëè÷èþ ðåáðà, âå-
äóùåãî èç òåêóùåé âåðøèíû â âåðøèíó, êîòîðàÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò íàõî-
äèòñÿ â ñòàäèè îáðàáîòêè, òî åñòü àëãîðèòì DFS çàøåë â òàêóþ âåðøèíó,
íî åùå íå âûøåë èç íåå. Â òàêîì àëãîðèòìå DFS áóäåì êðàñèòü âåðøèíû â
òðè öâåòà. Öâåòîì 0 (�áåëûé�) áóäåì îáîçíà÷àòü åùå íåïîñåùåííûå âåðøè-
íû. Öâåòîì 1 (�ñåðûé�) áóäåì îáîçíà÷àòü âåðøèíû â ïðîöåññå îáðàáîòêè,
à öâåòîì 2 (�÷åðíûé�) áóäåì îáîçíà÷àòü óæå îáðàáîòàííûå âåðøèíû. Âåð-
øèíà êðàñèòñÿ â öâåò 1 ïðè çàõîäå â ýòó âåðøèíó è â öâåò 2 - ïðè âûõîäå.
Öèêë â ãðàôå ñóùåñòâóåò, åñëè àëãîðèòì DFS îáíàðóæèâàåò ðåáðî, êîíåö
êîòîðîãî ïîêðàøåí â öâåò 1.

Color = [ 0 ] ∗ (n + 1)
CycleFound = False

def DFS( s t a r t ) :
Color [ s t a r t ] = 1
for u in V[ s t a r t ] :

i f Color [ u ] == 0 :
DFS(u)

else i f Color [ s t a r t ] == 1 :
CycleFound = True

Color [ s t a r t ] = 2

for i in range (1 , n + 1 ) :
i f Color [ i ] == 0 :

DFS( i )

Íàêîíåö, åùå îäíî âàæíîå ïðèìåíåíèå ïîèñêà â ãëóáèíó - òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ ñîðòèðîâêà. Ïóñòü äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ.
Òîãäà âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî âñå ðåáðà áóäóò
èäòè îò âåðøèí ñ ìåíüøèì íîìåðîì ê âåðøèíàì ñ áîëüøèì íîìåðîì.

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè ãðàôà äîñòàòî÷íî çàïóñòèòü àëãîðèòì
DFS, ïðè âûõîäå èç âåðøèíû äîáàâëÿÿ âåðøèíó â êîíåö ñïèñêà ñ îòâåòîì.
Ïîñëå îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà ñïèñîê ñ îòâåòîì ðàçâåðíóòü â ïðîòèâîïîëîæ-
íîì ïîðÿäêå.

V i s i t ed = [ Fa l se ] ∗ (n + 1)
Ans = [ ]

def DFS( s t a r t ) :
V i s i t ed [ s t a r t ] = True
for u in V[ s t a r t ] :
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i f not Vi s i t ed [ u ] :
DFS(u)

Ans . append ( s t a r t )

for i in range (1 , n + 1 ) :
i f not Vi s i t ed ( i ) :

DFS( i )
Ans = Ans [ : : − 1 ]

11.5 Àëãîðèòì Äåéêñòðû

Àëãîðèòì Äåéêñòðû íàçâàí â ÷åñòü ãîëëàíäñêîãî ó÷åíîãî Ýäñãåðà Äåéêñò-
ðû (Edsger Dijkstra). Àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí â 1959 ãîäó äëÿ íàõîæäåíèÿ
êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò îäíîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ â îðèåíòèðîâàííîì
âçâåøåííîì ãðàôå, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ðåáðà â ãðàôå èìåþò íåîòðèöàòåëü-
íûå âåñà.

Ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè õðàíåíèÿ âçâåøåííîãî ãðàôà â ïàìÿòè. Â ïåðâîé
ìîäåëè (ìàòðèöà âåñîâ, àíàëîã ìàòðèöû ñìåæíîñòè) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñ
ðåáðà èç âåðøèíû i â âåðøèíó j ðàâåí W[i][j], òî åñòü â ìàòðèöå W õðàíÿòñÿ
âåñà ðåáðà äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí. Åñëè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j íåò
ðåáðà, òî W[i][j] == INF äëÿ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû
INF. Çíà÷åíèå INF ñëåäóåò âûáèðàòü èñõîäÿ èç çàäà÷è, íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü
èäåò î ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó êàêèìè-ëèáî íàñåëåííûìè ïóíêòàìè Çåìëè, òî
ìîæíî âûáðàòü çíà÷åíèå INF ðàâíûì 109 êèëîìåòðîâ.

Àëãîðèòì Äåéêñòðû îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì �æàäíûì� àëãîðèò-
ìàì. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò íà÷àëüíîé âåðøèíû start äî âåðøèíû i õðàíèòñÿ
â ìàññèâå D[i]. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ D[start]=0, D[i]=INF äëÿ âñåõ îñòàëü-
íûõ âåðøèí i. Òî åñòü â ñàìîì íà÷àëå àëãîðèòìó èçâåñòåí ïóòü èç âåðøèíû
start äî âåðøèíû start äëèíû 0, à äî îñòàëüíûõ âåðøèí êðàò÷àéøèå ïóòè
íåèçâåñòíû. Ìåæäó òåì àëãîðèòì áóäåò ïîñòåïåííî óëó÷øàòü çíà÷åíèÿ â
ìàññèâå D, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èò êðàò÷àøèå ðàññòîÿíèÿ äî âñåõ âåðøèí.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ íàçûâàåòñÿ ¾ðåëàêñàöèåé ðåáðà¿. Ïóñòü
èç âåðøèíû i â âåðøèíó j åñòü ðåáðî âåñà W[i][j], ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî D[i] + W[i][j] < D[j]. Òî åñòü ìîæíî ïîñòðîèòü ìàðøðóò èç íà÷àëü-
íîé âåðøèíû äî âåðøèíû i è äîáàâèòü ê íåìó ðåáðî èç i â j, è ñóììàðíàÿ
ñòîèìîñòü òàêîãî ìàðøðóòà áóäåò ìåíüøå, ÷åì èçâåñòíàÿ ðàíåå ñòîèìîñòü
ìàðøðóòà èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â âåðøèíó j. Òîãäà ìîæíî óëó÷øèòü çíà-
÷åíèå D[j], ïðèñâîèâ D[j] = D[i] + W[i][j].

Â àëãîðèòìå Äåéêñòðû âåðøèíû êðàñÿòñÿ â äâà öâåòà, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî âåðøèíà �íåîêðàøåííàÿ� èëè �îêðàøåííàÿ�. Èçíà÷àëüíî âñå âåðøèíû
íåîêðàøåííûå. Åñëè àëãîðèòì Äåéêñòðû ïîêðàñèë âåðøèíó i, òî ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íàéäåííîå çíà÷åíèå D[i] ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì âîçìîæíûì è â ïî-
ñëåäñòâèè íå áóäåò óëó÷øàòüñÿ, òî åñòü çíà÷åíèå D[i] ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì
ðàññòîÿíèåì îò íà÷àëüíîé âåðøèíû äî âåðøèíû i. Åñëè æå âåðøèíà íå ïî-
êðàøåíà, òî âåëè÷èíà D[i] äëÿ òàêîé âåðøèíû i ðàâíà êðàò÷àéøåìó ïóòè
èç âåðøèíû start äî âåðøèíû i, êîòîðûé ïðîõîäèò òîëüêî ïî ïîêðàøåííûì
âåðøèíàì (çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé âåðøèíû i).

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Äåéêñòðû êðàñèòñÿ îäíà íîâàÿ âåðøèíà. Â
êà÷åñòâå òàêîé âåðøèíû âûáèðàåòñÿ íåîêðàøåííàÿ âåðøèíà i ñ íàèìåíü-
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øèì çíà÷åíèåì D[i]. Çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç âåð-
øèíû i, è ïðîèçâîäèòñÿ ðåëàêñàöèÿ ýòèõ ðåáåð, òî åñòü óëó÷øàþòñÿ ðàññòî-
ÿíèÿ äî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ i.

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íà î÷åðåäíîì øàãå íå îñòàíåòñÿ íåîêðà-
øåííûõ âåðøèí èëè åñëè ðàññòîÿíèå äî âñåõ íåîêðàøåííûõ âåðøèí áóäåò
ðàâíî INF (òî åñòü ýòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ íåäîñòèæèìûìè).

Çàïèøåì àëãîðèòì Äåéêñòðû. Ïóñòü N � ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå, âåðøè-
íû ïðîíóìåðîâàíû îò 0 äî N-1. Íîìåð íà÷àëüíîé âåðøèíû � start è âåñà
ðåáåð õðàíÿòñÿ â ìàòðèöå W.

INF = 10 ∗∗ 10
D = [ INF ] ∗ N
D[ s t a r t ] = 0
Colored = [ Fa l se ] ∗ N
while True :

min_dist = INF
for i in range (N) :

i f not Colored [ i ] and D[ i ] < min_dist :
min_dist = D[ i ]
min_vertex = i

i f min_dist == INF :
break

i = min_vertex
Colored [ i ] = True
for j in range (N) :

i f D[ i ] + W[ i ] [ j ] < D[ j ] :
D[ j ] = D[ i ] + W[ i ] [ j ]

print (D)

Ñïèñîê Colored áóäåò õðàíèòü èíôîðìàöèþ î òîì, áûëà ëè ïîêðàøåíà
âåðøèíà. Ñíà÷àëà èíèöèàëèçèðóþòñÿ ñïèñêè D è Colored. Çàòåì çàïóñêà-
åòñÿ âíåøíèé öèêë àëãîðèòìà, êîòîðûé âûáèðàåò íåîêðàøåííóþ âåðøèíó
ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì, íîìåð ýòîé âåðøèíû õðàíèòñÿ â ïåðåìåííîé
min_vertex, à ðàññòîÿíèå äî ýòîé âåðøèíû � â ïåðåìåííîé min_dist. Åñëè
æå min_dist îêàçûâàåòñÿ ðàâíî INF, òî çíà÷èò âñå íåîêðàøåííûå âåðøè-
íû ÿâëÿþòñÿ íåäîñòèæèìûìè è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Èíà÷å
íàéäåííàÿ âåðøèíà îêðàøèâàåòñÿ è ïîñëå ýòîãî ðåëàêñèðóþòñÿ âñå ðåáðà,
èñõîäÿùèå èç ýòîé âåðøèíû.

Äàííûé àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(n2), òàê êàê âíåøíèé öèêë ìîæåò
áûòü âûïîëíåí äî n ðàç, âíóòðè íåãî ñîäåðæèòñÿ äâà öèêëà, êàæäûé èç
êîòîðûõ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ n ðàç.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà, òî åñòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïóòè èç íà÷àëü-
íîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äåðåâî êðàò÷àéøèõ
ïóòåé. Ýòî äåðåâî áóäåò ñîñòîÿòü èç òåõ ðåáåð, êîòîðûå áûëè óñïåøíî ñðå-
ëàêñèðîâàíû â ðåçóëüòàòå èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Òî åñòü åñëè ïðîèñõîäèò
ðåëàêñàöèÿ ðåáðà èç i â j, òî òåïåðü êðàò÷àéøèé ìàðøðóò èç âåðøèíû start
äî âåðøèíû j äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó i è çàòåì ñîäåðæàòü ðåá-
ðî i-j. Òåì ñàìûì âåðøèíà i ñòàíîâèòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì âåðøèíû j íà
êðàò÷àéøåì ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû äî âåðøèíû j.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ àëãîðèòì Äåéêñòðû ñ âîññòàíîâëåíèåì îòâåòà
íà ãðàôå, õðàíèìûì â âèäå ñïèñêà ñìåæíîñòè. Íàáîð âåðøèí, ñìåæíûõ
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ñ âåðøèíîé i áóäåò õðàíèòüñÿ â ìíîæåñòââå W[i]. Òàêæå íåîáõîäèìî õðà-
íèòü âåñà ðåáåð, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ õðàíåíèÿ âåñîâ ðåáåð èñïîëüçóåòñÿ
ñëîâàðü Weight, ãäå êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ èç äâóõ âåðøèí. Òî åñòü âåñ
ðåáðà èç i â j õðàíèòñÿ â ýëåìåíòå Weight[i, j] ñëîâàðÿ âåñîâ.

D = [ INF ] ∗ N
D[ s t a r t ] = 0
Prev = [ None ] ∗ N
Colored = [ Fa l se ] ∗ N
while True :

min_dist = INF
for i in range (N) :

i f not Colored [ i ] and D[ i ] < min_dist :
min_dist = D[ i ]
min_vertex = i

i f min_dist == INF :
break

i = min_vertex
Colored [ i ] = True
for j in W[ i ] :

i f D[ i ] + Weight [ i , j ] < D[ j ] :
D[ j ] = D[ i ] + Weight [ i , j ]
Prev [ j ] = i

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû start äî âåðøèíû j áó-
äåì ïåðåõîäèòü îò êàæäîé âåðøèíû ê åå ïðåäøåñòâåííèêó:

Path =[ ]
while j i s not None :

Path . append ( j )
j = Prev [ j ]

Path = Path [ : : − 1 ]

Àëãîðèòì Äåéêñòðû ïðèìåíèì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåñà âñåõ ðå-
áåð íåîòðèöàòåëüíûå. Ýòî ãàðàíòèðóåò òî, ÷òî ïîñëå îêðàñêè ðàññòîÿíèå äî
âåðøèíû íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíî. Åñëè â ãðàôå ìîãóò áûòü ðåáðà îòðè-
öàòåëüíîãî âåñà, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äðóãèå àëãîðèòìû.

Åñòü ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû, êîòîðàÿ áîëåå ýôôåêòèâíà íà
ðàçðåæåííûõ ãðàôàõ. Ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî îáíîâëÿòü ðàññòîÿíèÿ äî âåð-
øèí è âûáèðàòü èç íåîêðàøåííûõ âåðøèí òó, äî êîòîðîé ðàññòîÿíèå íàè-
ìåíüøåå, òî ìîæíî õðàíèòü âñå íåîêðàøåííûå âåðøèíû â êó÷å. Òîãäà âû-
áîð íàèìåíüøåé âåðøèíû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà O(log n), ÷òî ïîçâîëèò áî-
ëåå îïòèìàëüíî âûáèðàòü î÷åðåäíóþ îêðàøèâàåìóþ âåðøèíó. Íî îáíîâ-
ëåíèå ðàññòîÿíèÿ äî âåðøèíû â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òàêæå
çà O(log n), òàê êàê ýòî òðåáóåò ïåðåñòðîéêè êó÷è. Åñëè â ãðàôå m ðå-
áåð, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåëàêñàöèé ðåáåð òàêæå áóäåò íå áîëüøå m
è ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü âñåõ ðåëàêñàöèé áóäåò O(m log n). Òàêèì îáðà-
çîì, àëãîðèòì Äåéêñòðû ñ èñïîëüçîâàíèåì êó÷è áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü
O(n log n +m log n) = O((n +m) log n). Åñëè ãðàô � ðàçðåæåííûé, òî òàêîé
àëãîðèòì ðàáîòàåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì îáû÷íûé àëãîðèòì Äåéêñòðû.
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11.6 Àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà

Àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà ïîçâîëÿåò íàéòè êðàò÷àéøèå ïóòè èç îäíîé âåð-
øèíû ãðàôà äî âñåõ îñòàëüíûõ, äàæå äëÿ ãðàôîâ, â êîòîðûõ âåñà ðåáåð ìî-
ãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè. Òåì íå ìåíåå, â ãðàôå íå äîëæíî áûòü öèêëîâ
îòðèöàòåëüíîãî âåñà, äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîé âåðøèíû, èíà÷å âîïðîñ î
êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ ÿâëÿåòñÿ áåññìûñëåííûì. Ïðè ýòîì àëãîðèòì Ôîðäà-
Áåëëìàíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàëè÷èå öèêëîâ îòðèöàòåëüíîãî âåñà, äî-
ñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîé âåðøèíû.

Àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà èñïîëüçóåò äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå. Ââåäåì ôóíêöèþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

F[k][i] � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû äî âåðøèíû i,
ñîäåðæàùåãî íå áîëåå k ðåáåð.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ çàäàäèì äëÿ ñëó÷àÿ k=0. Â ýòîì ñëó÷àå F[0][start]
= 0, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí i F[0][i] = INF, òî åñòü ïóòü, ñîñòîÿùèé
èç íóëÿ ðåáåð ñóùåñòâóåò òîëüêî îò âåðøèíû start äî âåðøèíû start, à äî
îñòàëüíûõ âåðøèí ïóòè èç íóëÿ ðåáåð íå ñóùåñòâóåò, ÷òî áóäåì îòìå÷àòü
çíà÷åíèåì INF.

Äàëåå áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî ðåáåð â
ïóòè k, òî åñòü âû÷èñëèì êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîäåðæàùèå íå áîëåå 1 ðåáðà,
êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîäåðæàùèå íå áîëåå 2 ðåáåð è ò.ä. Åñëè â ãðàôå íåò öèê-
ëîâ îòðèöàòåëüíîãî âåñà, òî êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåð-
øèíàìè ñîäåðæèò íå áîëåå n−1 ðåáðà (n - ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå), ïîýòîìó
íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ F[n-1][i], êîòîðûå è áóäóò äëèíàìè êðàò÷àéøèõ
ïóòåé îò âåðøèíû start äî âåðøèíû i).

Ðàññìîòðèì, êàê âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå F[k][i]. Ïóñòü åñòü êðàò÷àéøèé
ìàðøðóò èç âåðøèíû start äî âåðøèíû i, ñîäåðæàùèé íå áîëåå k ðåáåð.
Ïóñòü ïîñëåäíåå ðåáðî ýòîãî ìàðøðóòà åñòü ðåáðî j-i. Òîãäà ïóòü äî âåð-
øèíû j ñîäåðæèò íå áîëåå k-1 ðåáðà è ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì èç âñåõ
òàêèõ ïóòåé, çíà÷èò, åãî äëèíà ðàâíà F[k-1][j], à äëèíà ïóòè äî âåðøèíû i
ðàâíà F[k-1][j] + W[j][i], ãäå W[j][i] åñòü âåñ ðåáðà j-i. Äàëüøå íåîáõîäèìî ïå-
ðåáðàòü âñå âåðøèíû j, êîòîðûå ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ïðåäûäóùèõ,
è âûáðàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå F[k-1][j] + W[j][i].

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

INF = 10 ∗∗ 10
F = [ [ INF ] ∗ N for i in range (N) ]
F [ 0 ] [ s t a r t ] = 0
for k in range (1 , N) :

for i in range (N) :
F [ k ] [ i ] = F [ k − 1 ] [ i ]
for j in range (N) :

i f F[ k − 1 ] [ j ] + W[ j ] [ i ] < F [ k ] [ i ] :
F [ k ] [ i ] = F [ k − 1 ] [ j ] + W[ j ] [ i ]

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà O(n3).
Òåïåðü ìîäèôèöèðóåì ýòîò àëãîðèòì. Ïðåæäå âñåãî, ñäåëàåì ñïèñîê F

îäíîìåðíûì � �ñêëåèì� çíà÷åíèÿ F[k][i] äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé k, áóäåì õðà-
íèòü â ñïèñêå F[i] êðàò÷àéøåå èçâåñòíîå ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû i, óëó÷øàÿ
åãî ïî õîäó. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèé êîä:

INF = 10 ∗∗ 10
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F = [ INF ] ∗ N
F[ s t a r t ] = 0
for k in range (1 , N) :

for i in range (N) :
for j in range (N) :

i f F[ j ] + W[ j ] [ i ] < F [ i ] :
F [ i ] = F [ j ] + W[ j ] [ i ]

Ïîñëåäíèå äâå ñòðî÷êè åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ðåëàêñàöèÿ ðåáðà j-i, êàê
ýòî äåëàåòñÿ â àëãîðèòìå Äåéêñòðû. À äâà ïîñëåäíèõ öèêëà ïî âåðøèíàì j è
i ñ ðåëàêñàöèåé ðåáðà j-i ïðîñòî ÿâëÿþòñÿ ðåëàêñàöèåé âñåõ ðåáåð â ãðàôå.
Íî åñëè ãðàô �ðàçðåæåííûé�, òî åãî óäîáíî õðàíèòü íå â âèäå ìàòðèöû
ñìåæíîñòè, à â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòè, òîãäà ïåðåáîð âñåõ ðåáåð â ãðàôå
ìîæíî îñóùåñòâèòü áûñòðåå, ÷åì ïåðåáèðàÿ âñå ïàðû âåðøèí.

Ïóñòü ãðàô çàäàí ñïèñêàìè ñìåæíîñòè, à âåñ ðåáðà j-i õðàíèòñÿ â ñëîâàðå
W[j, i], ãäå êëþ÷ � ýòî êîðòåæ èç j, i, à çíà÷åíèå � âåñ ðåáðà. Òàêîé ñïîñîá
õðàíåíèÿ ãðàôà ðàññìàòðèâàëñÿ â âèäå îäíîé èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé
àëãîðèòìû Äåéêñòðû.

Òîãäà ïåðåáðàòü âñå ðåáðà ãðàôà, ìîæíî îðãàíèçîâàâ öèêë ïî âñåì êëþ-
÷àì ñëîâàðÿ W è àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

INF = 10 ∗∗ 10
F = [ INF ] ∗ N
F[ s t a r t ] = 0
for k in range (1 , N) :

for j , i in W. keys ( ) :
i f F[ j ] + W[ j , i ] < F [ i ] :

F [ i ] = F [ j ] + W[ j , i ]

Òî åñòü ïî ñóòè àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

1. Ïðîèíèöèàëèçèðîâàòü ñïèñîê F çíà÷åíèÿìè F[start] = 0, F[i] = INF
äëÿ îñòàëüíûõ i.

2. Ïðîéòèñü ïî âñåì ðåáðàì j-i ãðàôà, ïûòàÿñü ñðåëàêñèðîâàòü ðåáðî j-i.

3. Ïóíêò 2 ïîâòîðèòü n-1 ðàç.

Ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà ðàâíà O(nm), ãäå n - ÷èñëî âåðøèí, m -
÷èñëî ðåáåð ãðàôà. Âèäíî, ÷òî äëÿ ïëîòíûõ ãðàôîâ (ãäå m ≈ n2) ñëîæíîñòü
áëèçêà ê ñëîæíîñòè ïðåäûäóùåãî âàðèàíòà àëãîðèòìà, à âîò äëÿ ðàçðåæåí-
íûõ ãðàôîâ (ãäå m ≈ n) òàêîé àëãîðèòì áóäåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå.

Âîññòàíîâëåíèå ïóòè äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â àëãîðèòìå Äåéêñòðû.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàïîìèíàòü ïðåäêà äëÿ êàæäîé âåðøèíû, îáíîâëÿÿ
åãî ïðè óñïåøíîé ðåëàêñàöèè ðåáðà:

INF = 10 ∗∗ 10
F = [ INF ] ∗ N
Prev = [ None ] ∗ N
F[ s t a r t ] = 0
for k in range (1 , N) :

for j , i in W. keys ( ) :
i f F[ j ] + W[ j , i ] < F [ i ] :
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F[ i ] = F [ j ] + W[ j , i ]
Prev [ i ] = Prev [ j ]

Ñàìà ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ïóòè ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé ïðîöåäó-
ðîé àëãîðèòìà Äåéêñòðû.

Àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà ìîæíî îñòàíîâèòü, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå
íè îäíî ðåáðî íå áûëî ñðåëàêñèðîâàíî:

INF = 10 ∗∗ 10
F = [ INF ] ∗ N
F[ s t a r t ] = 0
Stop = False
k = 1
while k < N and not Stop :

k += 1
Stop = True
for j , i in W. keys ( ) :

i f F[ j ] + W[ j , i ] < F [ i ] :
F [ i ] = F [ j ] + W[ j , i ]
Stop = False

Òàêæå àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè òî-
ãî, åñòü ëè â ãðàôå öèêë îòðèöàòåëüíîãî âåñà, äîñòèæèìûé èç íà÷àëüíîé
âåðøèíû. Äëÿ ýòîãî íóæíî åùå ðàç ïîïðîáîâàòü ñðåëàêñèðîâàòü âñå ðåáðà.
Åñëè õîòÿ áû îäíà ðåëàêñàöèÿ âîçìîæíà, òî ãðàô ñîäåðæèò öèêë îòðèöà-
òåëüíîãî âåñà, äîñòèæèìûé èç íà÷àëüíîé âåðøèíû.

CycleFound = False
for j , i in W. keys ( ) :

i f F[ j ] + W[ j , i ] < F [ i ] :
CycleFound = True
break

11.7 Àëãîðèòì Ôëîéäà

Àëãîðèòì Ôëîéäà (èëè Ôëîéäà-Óîðøåëëà, Floyd�Warshall) ïîçâîëÿåò íàé-
òè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè â ãðàôå, ïðè
ýòîì âåñà ðåáåð ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.
Äàííûé àëãîðèòì òàêæå èñïîëüçóåò èäåþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå n âåðøèí, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 0
äî n − 1. Ãðàô çàäàí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè, âåñ ðåáðà i − j õðàíèòñÿ â wij .
Ïðè îòñóòñòâèè ðåáðà i − j çíà÷åíèå wij = +∞, òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
wii = 0.

Ïóñòü çíà÷åíèå ak
ij ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåð-

øèíó j, ïðè ýòîì ïóòü ìîæåò çàõîäèòü â ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû òîëüêî
ñ íîìåðàìè ìåíüøèìè k (íå ñ÷èòàÿ íà÷àëà è êîíöà ïóòè). Òî åñòü a0

ij - ýòî
äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i â j, êîòîðûé âîîáùå íå ñîäåðæèò ïðîìåæóòî÷-
íûõ âåðøèí, òî åñòü ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ðåáðà i−j, ïîýòîìó a0

ij = wij .

Çíà÷åíèå a1
ij = wij ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè, êîòîðûé ìîæåò ïðîõî-

äèòü ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íóþ âåðøèíó ñ íîìåðîì 0, ïóòü ñ âåñîì a2
ij ìîæåò
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ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû ñ íîìåðàìè 0 è 1 è ò.ä. Ïóòü ñ
âåñîì an

ij ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ëþáûå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû, ïîýòîìó
çíà÷åíèå an

ij ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i â j.

Àëãîðèòì Ôëîéäà ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåò a0
ij , a1

ij , a2
ij , . . . , an

ij , óâå-

ëè÷èâàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå - a0
ij = wij .

Òåïåðü ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ak−1
ij âû÷èñëèì ak

ij . Êðàò-
÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû i â âåðøèíó j, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû ñ íîìå-
ðàìè, ìåíüøèìè, ÷åì k ìîæåò ëèáî ñîäåðæàòü, ëèáî íå ñîäåðæàòü âåðøèíó
ñ íîìåðîì k−1. Åñëè îí íå ñîäåðæèò âåðøèíó ñ íîìåðîì k−1, òî âåñ ýòîãî
ïóòè ñîâïàäàåò ñ ak−1

ij . Åñëè æå îí ñîäåðæèò âåðøèíó k − 1, òî ýòîò ïóòü
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: i − (k − 1) è (k − 1) − j. Êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé
ñîäåðæèò ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû òîëüêî ñ íîìåðàìè, ìåíüøèìè k − 1,
ïîýòîìó âåñ òàêîãî ïóòè ðàâåí ak−1

i,k−1 + ak−1
k−1,j . Èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ

âàðèàíòîâ íåîáõîäèìî âûáðàòü âàðèàíò íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè, ïîýòîìó:

ak
ij = min(ak−1

ij , ak−1
i,k−1 + ak−1

k−1,j)

Çàïèøåì àëãîðèòì â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ïèòîí. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå, ÷òî íàì ïîíàäîáèòñÿ òðåõìåðíûé ìàññèâ, ïîñêîëüêó èñïîëüçóþòñÿ
òðè èíäåêñà - k, i, j:

A = [ [ [ INF for j in range (n ) ] for i in range (n ) ] for k in range (n + 1 ) ]
for i in range (n ) :

for j in range (n ) :
A [ 0 ] [ i ] [ j ] = W[ i ] [ j ]

for k in range (1 , n + 1 ) :
for i in range (n ) :

for j in range (n ) :
A[ k ] [ i ] [ j ] = min (A[ k − 1 ] [ i ] [ j ] ,

A[ k − 1 ] [ i ] [ k − 1 ] + A[ k − 1 ] [ k − 1 ] [ j ] )

Âíåøíèé öèêë â ýòîì àëãîðèòìå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàåò âñå âåðøè-
íû, çàòåì ïûòàåòñÿ óëó÷øèòü ïóòè èç i â j, ðàçðåøèâ èì ïðîõîäèòü ÷åðåç
âûáðàííóþ âåðøèíó. Óïðîñòèì ýòîò àëãîðèòì, èçáàâèâøèñü îò ¾òðåõìåð-
íîñòè¿ ìàññèâà A: áóäåì òîëüêî õðàíèòü çíà÷åíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i
â j â A[i][j], à ïðè óëó÷øåíèè ïóòè áóäåì çàïèñàòü íîâóþ äëèíó ïóòè òàê-
æå â A[i][j]. Òàêæå èçìåíèì îïðåäåëåíèå öèêëà ïî ïåðåìåííîé k, çàìåíèâ
çíà÷åíèå k-1 íà k.

A = [ [W[ i ] [ j ] for j in range (n ) ] for i in range (n ) ]
for k in range (n ) :

for i in range (n ) :
for j in range (n ) :

A[ i ] [ j ] = min (A[ i ] [ j ] , A[ i ] [ k ] + A[ k ] [ j ] )

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà O(n3).
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðåáåð îòðèöàòåëüíîãî âåñà çíà-

÷åíèÿ A[i][j] ìîãóò óìåíüøàòñÿ. Ïîýòîìó ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèå
A[i][j] áûëî ðàâíî INF, à çàòåì îíî óìåíüøèëîñü áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ðåáåð
îòðèöàòåëüíîãî âåñà. Â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå A[i][j] îêàçàëîñü ìåíüøå INF
(íàïðèìåð, çà ñ÷åò îáúåäèíåíèÿ ïóòè äëèíîé INF è ïóòè îòðèöàòåëüíîãî
âåñà), íî ïðè ýòîì âñå ðàâíî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j íåò. Ïîýòîìó
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íóæíî ëèáî ñòàâèòü äîïîëíèòåëüíûå ïðîâåðêè íà òî, ÷òî A[i][k] è A[k][j]
íå ðàâíû INF, ëèáî çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íåçíà÷èòåëüíî ìåíüøå INF, òàêæå
ñ÷èòàòü îòñóòñòâèåì ïóòè.

Àëãîðèòì Ôëîéäà íåêîððåêòíî ðàáîòàåò ïðè íàëè÷èè öèêëà îòðèöàòåëü-
íîãî âåñà, íî ïðè ýòîì åñëè ïóòü îò i äî j íå ñîäåðæèò öèêëà îòðèöàòåëüíîãî
âåñà, òî âåñ ýòîãî ïóòè áóäåò íàéäåí àëãîðèòìîì ïðàâèëüíî. Òàêæå ïðè ïî-
ìîùè äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî îïðåäåëèòü íàëè÷èå öèêëà îòðèöàòåëüíîãî
âåñà: åñëè âåðøèíà i ëåæèò íà öèêëå îòðèöàòåëüíîãî âåñà, òî çíà÷åíèå A[i][i]
áóäåò îòðèöàòåëüíûì ïîñëå îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà íåîáõîäèì äâóìåðíûé ìàññèâ ïðåäøåñòâåí-
íèêîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â Prev[i][j] õðàíèòñÿ íîìåð âåðøèíû, ÿâëÿþùåé-
ñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì âåðøèíû j íà êðàò÷àéøåì ïóòè èç âåðøèíû i. Òîãäà
ïðè îáíîâëåíèè çíà÷åíèÿ A[i][j] íóæíî òàêæå îáíîâèòü ïðåäøåñòâåííèêà. À
èìåííî, åñëè ïóòü i − j áûë îáíîâëåí íà ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó
k, òî òåïåðü ïðåäøåñòâåííèêîì âåðøèíû j íà ïóòè èç i ñòàíîâèòñÿ âåðøè-
íà, êîòîðàÿ áûëà åå ïðåäøåñòâåííèêîì íà ïóòè èç k, òî åñòü íåîáõîäèìî
ïðèñâîèòü Prev[i][j]=Prev[k][j].

Ïðè ýòîì ñ ñàìîãî íà÷àëà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èíèöèàëèçàöèþ �
ïðåäøåñòâåííèêîì âåðøèíû j ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà íà ïóòè èç i â j, åñëè âåð-
øèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì:

for i in range (n ) :
for j in range (n ) :

i f W[ i ] [ j ] < INF :
Prev [ i ] [ j ] = i

Çàïèøåì àëãîðèòì, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ïðåäøåñòâåííèêîâ, à òàêæå äî-
áàâèì ïðîâåðêè íà ñóùåñòâîâàíèå ïóòè:

A = [ [W[ i ] [ j ] for j in range (n ) ] for i in range (n ) ]
Prev = [ [ ( i i f i != j else None) for j in range (n ) ] for i in range (n ) ]
for k in range (n ) :

for i in range (n ) :
for j in range (n ) :

i f (A[ i ] [ k ] < INF and A[ k ] [ j ] < INF and
A[ i ] [ k ] + A[ k ] [ j ] < A[ i ] [ j ] ) :

A[ i ] [ j ] = A[ i ] [ k ] + A[ k ] [ j ]
Prev [ i ] [ j ] = Prev [ k ] [ j ]

Âîññòàíîâëåíèå ïóòè èç i â j àíàëîãè÷íî ðàíåå ðàññìîòðåííûì àëãîðèò-
ìàì, òîëüêî íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâóìåðíîñòü ìàññèâà Path:

Path =[ ]
while j i s not None :

Path . append ( j )
j = Prev [ i ] [ j ]

Path = Path [ : : − 1 ]
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