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Ëåòíÿÿ êîìïüþòåðíàÿ øêîëà, 4 ÿíâàðÿ 2021 ãîäà

Öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå

Ïóñòü äàíî äâà öåëûõ ÷èñëà a è b, b 6= 0. Öåëî÷èñëåííûì ÷àñòíûì îò

äåëåíèÿ a íà b íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà q =
⌊
a
b

⌋
, ãäå b∗c îáîçíà÷àþò öåëóþ

÷àñòü, ò.å. îêðóãëåíèå ðåçóëüòàòà äî áëèæàéøåãî öåëîãî âíèç, òàêæå èñ-

ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå [∗]). Îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

r = a− qb.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè b > 0, òî 0 6 r < b, åñëè b < 0, òî b < r 6 0.
Îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b áóäåì îáîçíà÷àòü a mod b. Îáðàòèòå âíè-

ìàíèå, ÷òî ïðàâèëà, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ îïåðàöèè / è % â C++,

Java, C# íå ñîîòâåòñòâóþò ýòîìó îïðåäåëåíèþ, åñëè îäíî èç ÷èñåë a èëè
b � îòðèöàòåëüíîå.

Àëãîðèòì Åâêëèäà

×åðåç (a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) öåëûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a è b, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûõ 0.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì Åâêëèäà,

îñíîâàííûé íà ñâîéñòâå (a, b) = (a − b, b) = (a mod b, b), ãäå a mod b �
îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ a íà b.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì Åâêëèäà.

Â ðåàëèçàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a > b (ïîäóìàéòå, ÷òî ïðîèçîéäåò,

åñëè ýòî íå òàê).

Áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà

Áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà íå èñïîëüçóåò äåëåíèÿ, ïîýòîìó åãî óäîáíî

èñïîëüçîâàòü âìåñòå ñ äëèííîé àðèôìåòèêîé, ãäå òðóäíî ðåàëèçîâûâàòü
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1 def gcd(a,b):

2 if b == 0:

3 return a

4 else:

5 return gcd(b, a % b)

Listing 1: Ðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà

1 def gcd(a, b):

2 while b > 0:

3 a, b = b, a % b

4 return a

Listing 2: Íåðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà

äåëåíèÿ. Áèíàðíûé àëãîðèòì Åâêëèäà èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ:

(a, b) =



2(a/2, b/2), åñëè a è b � ÷åòíûå,

(a/2, b), åñëè a � ÷åòíîå, b � íå÷åòíîå,

(a, b/2), åñëè a � íå÷åòíîå, b � ÷åòíîå,

(a− b, b), åñëè a è b � íå÷åòíûå, a > b,

(a, b− a), åñëè a è b � íå÷åòíûå, a < b.

Ðåàëèçàöèþ áèíàðíîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà îñòàâèì ÷èòàòåëþ.

Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà

Ðàññìîòðèì äâà öåëûõ ÷èñëà a è b. Êàêîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðîèç-

âîëüíîé öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ÷èñåë, òî åñòü êàêèå

çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå ax+by, ãäå x è y � ïðîèçâîëüíûå

öåëûå ÷èñëà x è y?
Ïóñòü d = (a, b). Î÷åâèäíî, ÷òî ax + by äåëèòñÿ íà d. Äîêàæåì, ÷òî

îíî ìîæåò áûòü ðàâíî â òî÷íîñòè d, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå x
è y, ÷òî ax+ by = d. Êàê ñëåäñòâèå, çíà÷åíèå ax+ by ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáûå çíà÷åíèÿ, êðàòíûå d

Òàêèå ÷èñëà x è y íàõîäèò ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà. Ðåàëè-

çóåì åãî â âèäå ôóíêöèè gcdex(a,b), ïîëó÷àþùåé íà âõîä äâà ÷èñëà a
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è b è âîçâðàùàþùåé òðîéêó ÷èñåë (d, x, y), ãäå d = (a, b), d = ax+ by.

1 def gcdex(a, b):

2 if b == 0:

3 return a, 1, 0

4 d1, x1, y1 = gcdex(b, a % b)

5 d, x, y = d1, y1, x1 - (a // b) * y1

6 return d, x, y

Listing 3: Ðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà

1 def gcdex(a, b):

2 xa, ya, xb, yb = 1, 0, 0, 1

3 while b > 0:

4 (a, xa, ya, b, xb, yb) = (b, xb, yb,

5 a%b, xa - xb*(a//b), ya - yb*(a/b))

6 return a, xa, ya

Listing 4: Íåðåêóðñèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà

Ïîäñêàçêà ê ïîíèìàþ àëãîðèòìà: åñëè a0 è b0 � ýòî ïåðâîíà÷àëüíûå

çíà÷åíèÿ a è b, ïåðåäàííûå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ, òî â ëþáîé ìîìåíò

a = a0xa + b0ya, b = a0xb + b0yb.
Ïîäóìàéòå íàä ïðîáëåìîé ðåàëèçàöèè áèíàðíîãî ðàñøèðåííîãî àë-

ãîðèòìà Åâêëèäà.

Èñïîëüçîâàíèå ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ ðå-

øåíèÿ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

Ðåøèì óðàâíåíèå ax+ by = c â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ïóñòü d = (a, b). Åñëè c íå äåëèòñÿ íà d, òî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìå-

åò, èíà÷å ïîäåëèì âñå íà d è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a è b � âçàèìíî

ïðîñòûå.

Ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà íàéäåì äâà ÷èñëà x0
è y0 òàêèõ, ÷òî ax0+by0 = 1. Ïîëîæèì x1 = cx0, y1 = cy0. Òîãäà ÷èñëà x1
è y1 ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ (÷àñòíîå ðåøåíèå).

Îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä x = x1+kb, y = y1−ka,
ãäå k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ìíî-

3



æåñòâî âñåõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èñ÷åðïûâàåòñÿ ýòèìè ÷èñëà-

ìè.

Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n, åñëè îíè äàþò îäèíàêî-
âûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n, à åñëè ôîðìàëüíî, òî åñëè a− b äåëèòñÿ
íà n.

Çàïèñûâàåòñÿ òàê: a ≡ b (mod n)
Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé

1. Åñëè a ≡ b (mod n), c ≡ d (mod n), òî a+ c ≡ b+ d (mod n).

2. Åñëè a ≡ b (mod n), c ≡ d (mod n), òî ac ≡ bd (mod n).

3. Åñëè ac ≡ ad (mod n) è (a, n) = 1, òî c ≡ d (mod n).

4. Åñëè ak ≡ bk (mod nk) è k 6= 0, òî a ≡ b (mod n).

Ìû âèäèì, ÷òî ðàáîòàÿ â òåðìèíàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, ìîæíî ÷èñëà
ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü. Òàêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ îïåðàöèÿ-

ìè óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, â äàííîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î êîëüöå

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Îáðàòíûå ýëåìåíòû â êîëüöàõ âû÷åòîâ è ðåøåíèå ëèíåé-

íûõ ñðàâíåíèé

Åñëè æå n � ïðîñòîå, òî ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó ñðàâíåíèÿ ìîæíî

ñîêðàùàòü íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî. Áîëåå òîãî, â êîëüöå âû÷åòîâ ïî

ïðîñòîìó ìîäóëþ ìîæíî âûïîëíÿòü äåëåíèå íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî è,

êàê ñëåäñòâèå, ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ âèäà ax ≡ b (mod n). Ðåøåíèåì
òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëåòñÿ ÷èñëî x = ba−1, ãäå a−1 - îáðàòíûé ýëåìåíò

ê a â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, òî åñòü òàêîå ÷èñëî, ÷òî aa−1 ≡ 1
(mod n).

Åñëè n � ïðîñòîå, òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò îáðàò-

íûé ýëåìåíò, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî äåëèòü íà ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà ê a â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n
èñïîëüçóåì ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë a è n. Îí íàéäåò
òàêèå ÷èñëà x è y, ÷òî ax+ ny = 1, à, çíà÷èò, ax ≡ 1 (mod n).

Ïîäóìàéòå, äëÿ êàêèõ ÷èñåë a ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò â êîëüöå

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, åñëè n � ñîñòàâíîå.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ ax ≡
b (mod n).

Øàã 1. Ïóñòü d = (a, b, n) (íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü òðåõ ÷èñåë).
Òîãäà ñîêðàòèì a, b, n íà d (ñâîéñòâî 4).

Øàã 2. Åñëè a íåîáðàòèì â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, òî ðåøåíèé
íåò. Èíà÷å x = ba−1 (mod n) � ðåøåíèå.

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Â ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé ïîìîãàåò êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá

îñòàòêàõ.

Ïðîñòåéøàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèé èìååò âèä{
x ≡ a (mod m),

x ≡ b (mod n),

ãäå (m,n) = 1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî c òàêîå, ÷òî ýòà ñèñòåìà âåðíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x ≡ c (mod mn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêóm è n� âçàèìíî ïðîñòûå, òî ñóùåñòâóþò

÷èñëà r = n−1 (mod m) è s = m−1 (mod n). Ïîëîæèì c = arn + bsm.
Òîãäà åñëè x ≡ c (mod mn), òî

x ≡ c = arn+ bsm ≡ arn ≡ ann−1 ≡ a (mod m)

x ≡ c = arn+ bsm ≡ bsm ≡ bmm−1 ≡ b (mod n)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ≡ a (mod m),
x ≡ b (mod n). Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî c ≡ a (mod m) è c ≡ b (mod n).
Ïîýòîìó, x ≡ c (mod m), òî åñòü x−c äåëèòñÿ íàm. Àíàëîãè÷íî, x−c äå-
ëèòñÿ íà n, îòêóäà x− c äåëèòñÿ íà mn, ñëåäîâàòåëüíî, x ≡ c (mod mn).

Ïîäóìàéòå ñàìè, êàê áûòü ñ ñèñòåìîé èç òð¼õ è áîëåå íåðàâåíñòâ è

êàê áûòü, åñëè m è n íå âçàèìíî ïðîñòû.

Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âñïîìíèì, ÷òî ìû óìååì ïðîâåðÿòü ÷èñëî n íà ïðî-

ñòîòó è ñòðîèòü åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè çà O(
√
n). Îñòà-

íàâëèâàòüñÿ íà ýòîì àëãîðèòìå ïîäðîáíî íå áóäåì. Ýòî íå ëó÷øèé àëãî-

ðèòì, ñåé÷àñ èçâåñòíû è ëó÷øèå àëãîðèòìû. Îäèí èç íèõ ìû ðàññìîòðèì

ïîçäíåå.
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Ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó � ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ

÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ äàííîãî ÷èñëà n.
Êëàññè÷åñêîå ðåøåòî Ýðàòîñôåíà. 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, à âñå ÷èñëà,

êðàòíûå 2, íå ïðîñòûå è âû÷åðêíåì èõ. Ïåðâîå íåâû÷åðêíóòîå ÷èñëî �

3, âû÷åðêèâàåì äàëåå âñå ÷èñëà, êðàòíûå 3. Ñëåäóþùåå íåâû÷åðêíó-

òîå ÷èñëî � 5, âû÷åðêèâàåì âñå ÷èñëà, êðàòíûå 5. Íàïèøåì ôóíêöèþ

sieve(n), êîòîðàÿ ñòðîèò ñïèñîê primes âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðå-

âîñõîäÿùèõ n è âîçâðàùàþùóþ ýòîò ñïèñîê. Âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ

is_prime ñîäåðæèò íàáîð ôëàãîâ, is_prime[a] == True, åñëè a � ïðî-

ñòîå (èëè ìû ïîêà íå îïðåäåëèëè, ÷òî îíî ñîñòàâíîå), è is_prime[a] ==

False, åñëè a � ñîñòàâíîå.

1 def sieve(n):

2 is_prime = [True] * (n + 1)

3 primes = []

4 a = 2

5 while a <= n:

6 if is_prime[a]:

7 primes.append(a)

8 i = a * a

9 while i <= n:

10 is_prime[i] = False

11 i += p

12 a += 1

13 return primes

Listing 5: Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà

Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà åñòü O(n/2+n/3+n/5+n/7+ . . . ) =
O(n log logn).

Ýòî õîðîøàÿ ñëîæíîñòü, íî ìîæíî ñäåëàòü ðåøåòî è çà O(n). Â ýòîì

àëãîðèòìå ìû áóäåì äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n õðàíèòü òàêîå ìèíèìàëüíîå

ïðîñòîå p = p(n), ÷òî n = ap. Çàìåòèì, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî n = p,
a = 1. Åñëè n � ñîñòàâíîå, òî òîãäà a > p, è, áîëåå òîãî, p(a) > p.

Âî âñïîìîãàòåëüíîì ìàññèâå p áóäåì õðàíèòü äëÿ êàæäîãî a çíà÷å-
íèå p(a), îïðåäåëåííîå âûøå. Ïåðâîíà÷àëüíî ìàññèâ çàïîëíåí íóëÿìè.

Ïåðåõîäÿ ê î÷åðåäíîìó ÷èñëó, åñëè ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî äëÿ ýòîãî

÷èñëà ìû åùå íå îïðåäåëèëè p(a), òî ýòî ÷èñëî îáúÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Äàëåå ìû âû÷åðêèâàåì âñå ÷èñëà, èìåþùèå âèä pa äëÿ äàííîãî a, ãäå
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p � âñå ïðîñòûå, íå ïðåâîñõîäÿùèå p(a).
Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå êàæäîå ÷èñëî áóäåò âû÷åðêíóòî ðîâíî

îäèí ðàç (â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ n = ap), òî ñëîæíîñòü
äàííîãî àëãîðèòìà O(n).

1 def sieve(n):

2 p = [0] * (n + 1)

3 primes = []

4 a = 2

5 while a <= n:

6 if p[a] == 0:

7 P[a] = a

8 primes.append(a)

9 i = 0

10 while i < len(primes) and \\

11 primes[i] <= p[a] and primes[i]*a <= n:

12 p [a * primes[i]] = primes[i]

13 i += 1

14 a += 1

15 return primes

Listing 6: Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà çà O(n)

Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Òåîðåìà. Åñëè p � ïðîñòîå, a 6= 0 (mod p), òî ap−1 ≡ 1 (mod p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàáîð ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , p− 1. Ðàññìîò-

ðèì äðóãîé íàáîð ÷èñåë: a · 1, a · 2, . . . , a · (p− 1). Âòîðîé íàáîð ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé ïåðâîãî íàáîðà â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ò.ê. ai ≡ aj
(mod p) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i ≡ j (mod p). Íî òîãäà ïðîèçâåäå-
íèÿ ÷èñåë â ïåðâîì íàáîðå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë âî âòîðîì

íàáîðå, ò.å.

1 · 2 · ... · (p− 1) ≡ a · 1 · a · 2 · ... · a · (p− 1) (mod p)

îòêóäà

1 ≡ ap−1 (mod p)
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Ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Ôóíêöèåé Ýéëåðà îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ÷è-

ñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ c n, è îáîçíà÷àåòñÿ ϕ(n).
Ïðèìåðû: ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà:

1. ϕ(p) = p− 1, åñëè p � ïðîñòîå.

2. ϕ(pn) = pn − pn−1, åñëè p � ïðîñòîå.

3. ϕ(pq) = (p− 1)(q − 1), åñëè p è q � ïðîñòûå.

4. ϕ(nm) = ϕ(n) · ϕ(m), åñëè (n,m) = 1.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Ñóùåñòâóåò ðîâíî ϕ(m) ÷èñåë, ìåíü-

øèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m. Îáîçíà÷èì èõ x1, x2,..., xϕ(m). Àíàëî-

ãè÷íî ñóùåñòâóåò ðîâíî ϕ(n) ÷èñåë, ìåíüøèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ

n, êîòîðûå îáîçíà÷èì y1, y2,..., yϕ(n). Ðàññìîòðèì ϕ(m)ϕ(n) ÷èñåë zij =
nxi+myj modmn. Ýòè ÷èñëà ìåíüøåmn, êðîìå òîãî, zij ≡ nxi (mod m),
zij ≡ myj (mod n), çíà÷èò, zij âçàèìíî ïðîñòî ñ m è n, à, çíà÷èò, è ñ mn.

Îòñóòñòâèå äðóãèõ ÷èñåë, êðîìå óêàçàííûõ, ñëåäóåò èç êèòàéñêîé

òåîðåìû îá îñòàòêàõ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå äåëèòåëè èìååò âèä
n = pα1

1 · p
α2
2 · ... · p

αk
k , òî ϕ(n) = ϕ(pα1

1 ) ·ϕ(pα2
2 ) · ... ·ϕ(pαkk ) = (pα1

1 − p
α1−1
1 ) ·

(pα2
2 − p

α2−1
2 ) · ... · (pαkk − p

αk−1
k ) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · ... · (1− 1

pk
).

Òåîðåìà Ýéëåðà

Òåîðåìà Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

Ïóñòü (a, n) = 1. Òîãäà aϕ(n) ≡ 1 (mod n).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

Ïðî÷èå ÷èñëîâûå ôóíêöèè

τ(n) � êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé

Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî,

îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(n).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · ... · (αk + 1).

σ(n) � ñóììà äåëèòåëåé

Ñóììó âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà n áóäåì îáîçíà÷àòü σ(n).
Íàïðèìåð, σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî σ(n) = (1+p1+p
2
1+· · ·+p

α1
1 )...(1+pk+p

2
k+· · ·+p

αk
k ) =

p
α1+1
1 −1
p1−1 · ... · p

αk+1

k −1

pk−1

π(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n

×åðåç π(n) îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ

n. Íàïðèìåð, π(10) = 4.
Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ π(n) íå ñóùåñòâóåò, à îöåíêà π(n) � ñëîæ-

íàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷èñåë. Îäíà èç ñàìûõ ïðîñòûõ îöåíîê:

π(n) ≈ n
ln(n) , òî åñòü ñðåäè ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äîëÿ ïðîñòûõ

ïðèìåðíî ðàâíà 1
ln(n) .

Àëãîðèòì Ðàáèíà-Ìèëëåðà ïðîâåðêè íà ïðîñòîòó

Àëãîðèòì Ðàáèíà-Ìèëëåðà ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ÷èñëà íà ïðîñòîòó ñó-

ùåñòâåííî áûñòðåå ïåðåáîðà âñåõ äåëèòåëåé. Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ

âåðîÿòíîñòíûì, ò.å. îí íå ãàðàíòèðîâàííî äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, íî

âåðîÿòíîñòü îøèáêè ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

Ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà. Âîçüìåì äàííîå ÷èñ-

ëî n, âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî a è âû÷èñëèì an−1 (mod n). Åñëè
ïîëó÷èëè ÷òî-òî, îòëè÷íîå îò 1, òî ÷èñëî n ñîñòàâíîå, à èíà÷å... Óâû,

èíà÷å íè÷åãî îïðåäåëåííîãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Ìîæíî òîëüêî ïðîâåðèâ âû-

ïîëíåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïðîáíûõ ÷èñåë a
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî n î÷åíü ïîõîæå íà ïðîñòîå.

Ó äàííîãî àëãîðèòìà åñòü îäèí íåäîñòàòîê: ê ñîæàëåíèþ, ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî (ýòî äîêàçàíî â 1993 ãîäó) ñîñòàâíûõ ÷èñåë (íàèìåíü-

øåå èç êîòîðûõ ðàâíî 561), íàçûâàåìûõ Êàðìàéêëîâûìè ÷èñëàìè, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Óñîâåðøåí-

ñòâîâàííûé òåñò ïðèäóìàí ìàòåìàòèêàìè Ðàáèíîì è Ìèëëåðîì.

Ïóñòü n � ïðîñòîå, n− 1 = 2st, ãäå t � íå÷åòíîå. Òîãäà

an−1 − 1 = (at − 1)(at + 1)(a2t + 1) . . . (a2
s−1t + 1)

è, çíà÷èò, åñëè a è n � âçàèìíî ïðîñòûå, òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà

äåëèòñÿ íà n, è, çíà÷èò, îäíà èç ñêîáîê â ïðàâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà n.
Íàçîâåì ÷èñëî n ïñåâäîïðîñòûì â áàçå a åñëè (a, n) = 1 è â çàïè-

ñàííîì âûøå âûðàæåíèè îäíà èç ñêîáîê äåëèòñÿ íà n, òî åñòü at ≡ 1
(mod n) èëè ñóùåñòâóåò òàêîå k, 0 6 k < s, ÷òî a2

kt ≡ −1 (mod n).
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå, ÷åì ïðîñòàÿ ïðî-

âåðêà âûïîëíåíèÿ ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ äàííîãî a.
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Ïðè îïðåäåëåíèè, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî n ïñåâäîïðîñòûì â áàçå a, íåîá-
õîäèìî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü at ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà áûñòðîãî âîçâåäå-
íèÿ â ñòåïåíü, à çàòåì, âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò, âû÷èñëÿòü a2t, a4t è òàê

äàëåå.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè n � ïðîñòîå, òî äëÿ ëþáîãî a, 1 < a < n,
n ïñåâäîïðîñòî â áàçå a. Åñëè æå n � ñîñòàâíîå, òî ñóùåñòâóåò íå ìå-

íåå 3n/4 ÷èñåë a òàêèõ, ÷òî n íå ïñåâäîïðîñòî â áàçå a. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëà n íà ïðîñòîòó ìîæíî âûáèðàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà

a1, . . . at. Åñëè ÷èñëî n ïñåâäîïðîñòî â áàçå ai äëÿ ëþáîãî i, òî áóäåì

ñ÷èòàòü n � ïðîñòûì, èíà÷å � ñîñòàâíûì. Èòàê, åñëè n � ïðîñòîå, òî

äàííûé àëãîðèòì âñåãäà äàñò îòâåò, ÷òî îíî ïðîñòîå. Åñëè æå n� ñîñòàâ-

íîå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå âûøå ÷åì 1/4t àëãîðèòì äàñò íåïðàâèëüíûé

îòâåò, òî åñòü ÷òî ýòî ÷èñëî ïðîñòîå. Òåì íå ìåíåå, âåðîÿòíîñòü îøèá-

êè ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü t = 10, òî
âåðîÿòíîñòü îøèáêè ìåíüøå 10−6, à åñëè t = 20, òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ìåíüøå 10−12, òî åñòü ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ.

Íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïñåâäîïðîñòîòó ÷èñëà n äëÿ ðÿäà
íåáîëüøèõ ÷èñåë a, êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå a áåðóò íåñêîëüêî íàèìåíü-
øèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ïðîâåðêà íà ïðîñòîòó ïðè ïîìîùè ÷å-

òûðåõ òåñòîâ Ðàáèíà�Ìèëëåðà äëÿ a = 2, 3, 5, 7 áóäåò âûäàâàòü âåðíûé
îòâåò äëÿ âñåõ ïðîñòûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 25 · 109, êðîìå îäíîãî ÷èñëà
(à èìåííî, 3215031751).

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò èçâåñòåí è äåòåðìèíèðîâàííûé (òî åñòü íå âå-

ðîÿòíîñòíûé, êàê àëãîðèòì Ðàáèíà�Ìèëëåðà) ïîëèíîìèàëüíûé (ñëîæ-

íîñòü êîòîðîãî åñòü ìíîãî÷ëåí îò äëèíû ÷èñëà n, à èìåííî, O(log6 n)
òåñò íà ïðîñòîòó (òåñò Àãðàâàëà � Êàÿëà � Ñàêñåíû), îäíàêî îí íîñèò

ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð ââèäó áîëüøîé ñòåïåíè â ñëîæíîñòè è

áîëüøèõ òðåáîâàíèé ê ïàìÿòè.

ρ�ìåòîä Ïîëëàðäà ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíî-

æèòåëè

Îáû÷íî äëÿ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

äîñòàòî÷íî íàéòè êàêîé-íèáóäü äåëèòåëü d ÷èñëà n, òîãäà ÷èñëî n ðàç-

ëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå n = d×(n/d), è åñëè ÷èñëà d è n/d � ñîñòàâíûå,

òî ìîæíî ïîâòîðèòü ýòîò ïðîöåññ.

Íàèâíûé ìåòîä ïîèñêà äåëèòåëÿ ïåðåáîðîì èìååò ñëîæíîñòü O(
√
n),

ò.ê. åñëè ÷èñëî n ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå n = n1n2, òî õîòÿ áû îäèí

èç äåëèòåëåé íå ïðåâîñõîäèò
√
n.
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Â íàñòîÿùèé ìîìåíò òåîðèÿ àëãîðèòìîâ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè è

ïðîâåðêè íà ïðîñòîòó ñèëüíî ïðîäâèíóëàñü, ðàññìîòðèì îäèí èç ðàííèõ

àëãîðèòìîâ ïîèñêà äåëèòåëÿ ÷èñëà n �ρ-ìåòîä Ïîëëàðäà.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèåì xn+1 =
(x2n+c) mod n. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü x0 = 1, xn+1 = (x2n+1) mod n. Âî-
îáùå ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ, íå ÿâëÿþùóþñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé

(íåëèíåéíîé), ïîýòîìó áåðóò êâàäðàò è äîáàâëÿþò êîíñòàíòó, ïðè ýòîì

çíà÷åíèÿ c = 0 è c = −2 íå ïîäõîäÿò.
Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàöèêëèâàåòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå çíà-

÷åíèå p, ÷òî xi+p = xi äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i (ó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìîæåò áûòü íåïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü, íî ðàíî èëè ïîçäíî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü çàöèêëèâàåòñÿ).

Ïóñòü ó ÷èñëà n åñòü äåëèòåëü d. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yi = xi mod d. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå çàöèêëèâàåòñÿ, ïðè÷¼ì

÷èñëî p òàêæå áóäåò å¼ ïåðèîäîì. Íî, âîçìîæíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çàöèêëèâàåòñÿ ðàíüøå, òî åñòü íàéäóòñÿ äâà òàêèõ ýëåìåíòà xj è
xi, òàêèå, ÷òî xj ≡ xi (mod d), íî xj 6≡ xi (mod n).

Òîãäà xj − xi äåëèòñÿ íà d, íî íå äåëèòñÿ íà n), è ìû ìîæåì íàéòè

çíà÷åíèå d (èëè äðóãîãî äåëèòåëÿ ÷èñëà n), âçÿâ ÍÎÄ ÷èñåë n è xj −xi.
Çàìåòèì, ÷òî ìû íå çíàåì ÷èñëî d, íî íàõîäèì åãî (èëè äðóãîé äåëèòåëü

÷èñëà n), èñïîëüçóÿ ÍÎÄ.
Åäèíñòâåííîå ÷òî ìû íå çíàåì � ýòî ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî

ìîäóëþ d, òî åñòü êàêèå äâà ýëåìåíòà xj è xi íóæíî âçÿòü, ÷òîáû îíè

îáðàçîâûâàëè ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ d. Äëÿ ïîèñêà ýòîãî
ïåðèîäà âîñïîëüçóåìñÿ èäååé ¾äâóõ óêàçàòåëåé¿. Âîçüì¼ì i = 1, j =
2, òîãäà j − i = 1. Ðàññìîòðèì ïàðó (xi, xj). Çàòåì óâåëè÷èì i íà 1 è

j íà 2 è ñíîâà ðàññìîòðèì ïàðó (xi, xj), íà ýòîò ðàç i = 2, j = 4 è

j − i = 2. Áóäåì ïðîäîëæàòü óâåëè÷èâàòü i íà 1, j íà 2, òîãäà ðàçíîñòü
j − i óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè

ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñò¼ò. Ðàíî èëè ïîçäíî ìû íàéä¼ì äâà

òàêèõ ýëåìåíòà xj è xi, ÷òî xj ≡ xi (mod d), òî åñòü ìû íàéä¼ì ïåðèîä

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþ d. Åñëè íàì ïîâåçëî è íàéäåííûé ïåðèîä

íå áóäåò ïåðèîäîì ïî ìîäóëþ n, òî òîãäà xj 6≡ xi (mod n), è (xj − xi, n)
áóäåò íåòðèâèàëüíûì äåëèòåëåì ÷èñëà n.

Íî åñëè íàì íå ïîâåçëo è ÷èñëà xi è xj îêàçàëèñü ñðàâíèìû ïî ìî-

äóëþ n, òî ìû ¾ïîïàëè¿ â ïåðèîä ïî ìîäóëþ n è ïîïûòêà îêàçàëàñü

íåóäà÷íîé. Âîçüì¼ì â ýòîì ñëó÷àå äðóãîå çíà÷åíèå x0 èëè äðóãîå çíà÷å-
íèå êîíñòàíòû c.

Äàäèì ýâðèñòè÷åñêóþ îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Åñëè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ¾õîðîøàÿ¿, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà âûãëÿäèò, êàê ïñåâ-
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1 def f(x):

2 return (x * x + c) % n

3

4 xi = 1

5 xj = f(x)

6 d = gcd(abs(xj - xi))

7 while d == 1:

8 xi = f(xi)

9 xj = f(f(xj))

10 d = gcd(abs(xj - xi), n)

11 if d != n:

12 print(d, 'divisor')

13 else:

14 print('Test failed')

Listing 7: ρ-ìåòîä Ïîëëàðäà

äîñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ïî ìîäóëþ d. Òîãäà èñõîäÿ èç

¾ïàðàäîêñà äíåé ðîæäåíèé¿, åñëè ðàññìîòðåòü O(
√
d) ÷èñåë, òî âåðî-

ÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ðàâíûå ïî ìîäóëþ d áóäåò áëèçêà ê

åäèíèöå. Òî åñòü ìû íàéä¼ì ïîäõîäÿùóþ ïàðó ÷èñåë çà O(
√
d). Íî ó

÷èñëà n áóäåò äåëèòåëü d íå ïðåâîñõîäÿùèé n, ïîýòîìó ïîíàäîáèòñÿ ïî-
ðÿäêà O(

√√
n) øàãîâ àëãîðèòìà. Èòîãîâàÿ ñëîæíîñòü � O(n1/4 log n)

(ëîãàðèôì ïîÿâèëñÿ èç-çà âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ íà êàæäîì øàãå).

Ïðè ýòîì ïåðåä çàïóñêîì Ïîëëàðäà (åñëè ìû íå óâåðåíû, ÷òî ïðî-

âåðÿåìîå ÷èñëî � ñîñòàâíîå), íåîáõîäèìî âûïîëíèòü åãî ïðîâåðêó íà

ïðîñòîòó áûñòðûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, Ðàáèíîì�Ìèëëåðîì, è åñëè ÷èñ-

ëî áóäåò ïðîñòûì, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ïîëëàðäà.
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