
Âñòóïëåíèå è îáîçíà÷åíèÿ

Íèæå âñå èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n.
Îáå çàäà÷è � ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíûõ èç òî÷êè, è êàñàòåëüíûõ, çàäàííûõ íà-

ïðàâëåíèåì � ñõîæè. Ìîæíî äàæå ñêàçàòü, ÷òî âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ
ïåðâîé, ãäå òî÷êà óäàëåíà íà áåñêîíå÷íîñòü. Òåì íå ìåíåå, â àñïåêòå ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ýòè çàäà÷è, òàê êàê àäåêâàòíî ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íî-
ñòÿìè ìû íå óìååì.

Ðàññìîòðèì îòâåòû íà çàäà÷è, à èìåííî � ñàìè êàñàòåëüíûå. Îíè ÿâëÿþòñÿ
íåêèì ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó ìíîãîóãîëü-
íèêà, è èìåþùèõ îáùåå ñâîéñòâî (ïðîõîæäåíèå ÷åðåç òî÷êó P / ïàðàëëåëüíîñòü
çàäàííîé ïðÿìîé). Îïðåäåëèì ýòî íèæå:

Ïóñòü i-ÿ âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà � Hi, à ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íå¼ �
li. Âîçüì¼ì íóëåâóþ âåðøèíó â êà÷åñòâå îïîðíîé è îïðåäåëèì ρ(i), êàê (íàïðàâ-
ëåííûé óãîë ̸ H0PHi â ñëó÷àå êàñàòåëüíûõ èç òî÷êè / íàïðàâëåííîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðÿìûìè l0 è li â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûõ êàñàòåëüíûõ). Íàïðàâëåííîå ðàññòî-
ÿíèå ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè li ïî îäíó ñòîðîíó îò l0, è îòðèöàòåëüíûì �
åñëè ïî äðóãóþ (ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóïëîñêîñòü âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî îäèí ðàç
äî íà÷àëà àëãîðèòìà).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(i) âåä¼ò ñåáÿ ïîíÿòíûì îáðàçîì: äëÿ íåêîòîðîãî low: ρ(low)
ìèíèìàëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî high: ρ(high) ìàêñèìàëüíî, äëÿ èíäåêñîâ îò low äî
high ρ âîçðàñòàåò, äëÿ ïðî÷èõ � îò high äî low � óáûâàåò. Íàçîâ¼ì ýòî ïîâåäåíèå
öèêëè÷åñêè áèòîííûì, ïî àíàëîãèè ñ ìîíîòîííûì. Íàéòè êàñàòåëüíûå � âñ¼ ðàâíî
÷òî íàéòè òî÷êè low è high, ÷åðåç êîòîðûå îíè è ïðîõîäÿò. Íåîáÿçàòåëüíî çíà÷å-
íèÿ ρ ðàçëè÷íû, íî ýòè ñëó÷àè ïî÷òè íå âëèÿþò íà äîêàçàòåëüñòâî è àëãîðèòì, è
èõ ðàçáîð ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ρ(i) ̸= ρ(j) åñëè i ̸= j (mod n).

Ñòîèò óïîìèíàíèÿ, ÷òî ρ ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî â double'àõ, êàê óãîë èç
(−π; π), èëè êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé. Íî âû÷èñëåíèå ρ íàì íèãäå íå
ïðèãîäèòñÿ. Âìåñòî ýòîãî äîñòàòî÷íî óìåòü ñðàâíèâàòü ρ(i) > / < ρ(j). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ýòî äåëàåòñÿ ïðîâåðêîé çíàêà êîñîãî (âåêòîðíîãî) ïðîèçâåäåíèÿ (â ñëó÷àå

êàñàòåëüíûõ èç òî÷êè ýòî
−−→
PHi ×

−−→
PHj, â ñëó÷àå êàñàòåëüíûõ, çàäàííûõ íàïðàâëå-

íèåì, ýòî
−−−→
HiHj ×−→v , ãäå −→v - âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé).
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Àëãîðèòì

Ïóñòü lg = ⌈log2(n)⌉. Çàâåä¼ì íåêèé èíäåêñ i èçíà÷àëüíî ðàâíûé ÷åìó óãîäíî
(ìîæíî ïðèíÿòü i = 0), ñäåëàåì lg èòåðàöèé. Ðàññìîòðèì íà k-é èòåðàöèè (ïðîíó-
ìåðîâàâ èõ k = lg − 1, ..., 1, 0) òðè èíäåêñà: i− 2k, i, i+ 2k. Âûáåðåì ñðåäè íèõ òîò,
ó êîãî ρ ìàêñèìàëüíî / ìèíèìàëüíî (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ìîæíî âûáðàòü ëþáîé).

Óòâåðæäåíèå: ïîñëå âñåõ èòåðàöèé ρ(i) ìàêñèìàëüíî / ìèíèìàëüíî ñîîòâåò-
ñòâåííî, à çíà÷èò, ÷åðåç Hi ïðîõîäèò èñêîìàÿ êàñàòåëüíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èùåì èíäåêñ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ρ. Äëÿ ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ âñ¼ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè áóäåì êðàñèòü âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíäåêñû â öâåòà. Åñëè j-ÿ âåðøèíà ïîêðàøåíà â öâåò c, òî
ýòî çíà÷èò, ÷òî íà÷àâ èç ýòîé âåðøèíû (ïðèíÿâ i = j) äëÿ k = c − 1, èëè æå
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ (è óìåíüøàÿ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà k äî 0), àëãîðèòì
âñ¼ ðàâíî îñòàíîâèòñÿ â èñêîìîé âåðøèíå (ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ρ(i)). c = 0
îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíà óæå ñàìà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî òàêèì îáðàçîì ïîêðàñèòü âåðøèíû â öâåòà
0, 1, 2, . . . , lg. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ öâåòà ïîêðàñêè âåðøèíû, àëãîðèòì, íà÷àâ â
ëþáîé âåðøèíå ïðè k = lg − 1, è óìåíüøàÿ â ïðîöåññå ðàáîòû k äî 0, îñòàíîâèòñÿ
â èñêîìîé âåðøèíå ñ ìèíèìàëüíûì ρ.

Áóäåì êðàñèòü âåðøèíû èòåðàòèâíî, ñíà÷àëà â öâåò 0, ïîòîì â öâåò 1, è òàê
äàëåå. Ñíà÷àëà ïîêðàñèì ñàìó ìèíèìàëüíóþ âåðøèíó â öâåò 0, äàëåå áóäåì äåé-
ñòâîâàòü ïî èíäóêöèè.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê óæå ïîêðàøåííûõ âåðøèí â öâåòà c, c−1, ..., 1, 0. Èç èíäóê-
öèè î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòðåçîê, ïðè÷¼ì åãî äëèíà ðàâíà 2c. Âûáåðåì
íåïîêðàøåííûå âåðøèíû, ñîñåäíèå ñ ýòèì îòðåçêîì, íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 2c îò
íåãî. Ôîðìàëüíåå, âûáåðåì òàêèå èíäåêñû j, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí j−2c, j+2c

óæå ïîêðàøåíà, à j åù¼ íå ïîêðàøåíà. Åñëè âûáðàíû âñå íåïîêðàøåííûå âåðøè-
íû, òî ïîêðàñèì èõ âñåõ â öâåò c+ 1, èíà÷å â öâåò c+ 1 ïîêðàñèì ñðåäè ýòèõ 2 · 2c
âåðøèí ðîâíî ïîëîâèíó ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ρ(j).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå êàæäîãî øàãà äëÿ íåêîåãî α ïîêðàøåíû âåðøèíû i, äëÿ
êîòîðûõ ρ(i) ≥ α, è íå ïîêðàøåíû îñòàëüíûå. Ýòî ñëåäóåò èç áèòîííîñòè ρ è òîãî,
÷òî ïîêðàñêà íà÷àëàñü ñ ìèíèìàëüíîé âåðøèíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ïðîöåññå
ðàáîòû àëãîðèòìà öâåò âåðøèíû íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî ïîêðàñêà ñäåëàíà êîððåêòíî: óáåäèìñÿ, ÷òî àëãîðèòì,
íà÷àâ èç âåðøèíû i öâåòà c, çàêîí÷èò â ìèíèìàëüíîé âåðøèíå, èçìåíÿÿ k =
c − 1, . . . , 1, 0. Ïóñòü àëãîðèòì ñòàðòîâàë ñ âåðøèíû i öâåòà c. Òîãäà ïîêà k ≥ c, i
ïî-ïðåæíåìó ïîêàçûâàåò íà âåðøèíó öâåòà íå áîëåå c. Äàëåå, íà øàãå k = c − 1,
àëãîðèòì (åñëè åù¼ íå) èçìåíèò i íà óêàçàòåëü, óêàçûâàþùèé íà âåðøèíó ìåíü-
øåãî öâåòà. Â ñàìîì äåëå, ïî ïîñòðîåíèþ âåðøèí c-ãî öâåòà, íà ðàññòîÿíèè 2c−1

îò íèõ åñòü âåðøèíà ìåíüøåãî öâåòà, à ó íèõ âñåõ ρ(i) ìåíüøå. Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàòåëüñòâî è àëãîðèòì êîððåêòíû.
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Èëëþñòðàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà

Îðàíæåâûì ïîìå÷åíû åù¼ íåïîêðàøåííûå âåðøèíû, êðàñíûì � óæå ïîêðàøåí-
íûå. Çåë¼íûì ïîìå÷åíû âåðøèíû, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â î÷åðåäíîì øàãå
äîêàçàòåëüñòâà.

Ðèñ. 1: Â íà÷àëå íèêàêèå âåðøèíû íå ïîêðàøåíû.

Ðèñ. 2: Êðàñèì âåðøèíó ñ ìèíèìàëüíûì ρ â öâåò 0. Ýòî âåðøèíà O.
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Ðèñ. 3: Ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû íà ðàññòîÿíèè 20 îò óæå ïîêðàøåííûõ. Ýòî âåð-
øèíû A è N .

Ðèñ. 4: Êðàñèì ñðåäè íèõ 20 âåðøèí ñ ìèíèìàëüíûì ρ (áëèæàéøèå ëó÷è ê êàñà-
òåëüíîé). Ëó÷ PA áëèæå ê ëó÷ó PO, ÷åì PN , ïîýòîìó êðàñèì âåðøèíó A â öâåò 1.
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Ðèñ. 5: Ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû íà ðàññòîÿíèè 21 îò óæå ïîêðàøåííûõ. Ýòî âåð-
øèíû B,C,M,N .

Ðèñ. 6: Êðàñèì ñðåäè íèõ 21 âåðøèí ñ ìèíèìàëüíûì ρ (áëèæàéøèå ëó÷è ê êàñà-
òåëüíîé). À èìåííî, êðàñèì âåðøèíû B è C â öâåò 2.
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Ðèñ. 7: Ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû íà ðàññòîÿíèè 22 îò óæå ïîêðàøåííûõ. Ýòî âåð-
øèíû D,E, F,G,K,L,M,N .

Ðèñ. 8: Êðàñèì ñðåäè íèõ 22 âåðøèí ñ ìèíèìàëüíûì ρ (áëèæàéøèå ëó÷è ê êàñà-
òåëüíîé). À èìåííî, êðàñèì âåðøèíû D,E,M,N â öâåò 3.
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Ðèñ. 9: Ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû íà ðàññòîÿíèè 23 îò óæå ïîêðàøåííûõ. Ýòî âñå
îñòàâøèåñÿ íåïîêðàøåííûå âåðøèíû.

Ðèñ. 10: Êðàñèì âñå ýòè âåðøèíû â öâåò 4. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî, âåðøèíû
15-óãîëüíèêà ïîêðàøåíû â öâåòà 0, 1, 2, 3, 4, è, äåéñòâèòåëüíî, lg = 4.
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